Fra¢oes Continuas, Representacdes de Numeros
e Aproximacgodes Diofantinas

Carlos Gustavo T. de A. Moreira
IMPA

12 Coléquio da Regido Sudeste
Abril de 2011






Sumario

1 Frag¢des Continuas
1.1 Introdugdo . . . . . . . .. e
1.2 Reduzidas e Boas Aproximagdes . . . .. ... ...............
1.3 Boas Aproximagdes sdo Reduzidas . . . ... .. ...... ... .. ...
1.4 Fragoes Continuas Peridédicas . . . . . . ... ... ... ... ... ...

1.5 Problemas Propostos . . .. ... .... . ... .. .. ... .. ...

2 Fracdes Continuas e Aproximacdes Diofantinas
21 Introducdo . . . .. .. . .
2.2 O Teorema de Khintchine via fragdes continuas . . . . ... ... ... ..
2.3 O Teorema de Khintchine n-dimensional . . . . . . .. ... ... ... ..
24 Aproximacdes diofantinas ndo-homogéneas . . . . . ... ... ... ...
25 NumerosdeLiouville . . ... ... ... ... .. .. ...

2.6 ProblemasPropostos . . ... ... ..... ... ... ... ...

3 Os Espectros de Markov e Lagrange
3.1 Defini¢des e enunciados . . . . . .. ... Lo

3.2 Problemas Propostos . . . . ... ... ... ... o

Referéncias Bibliograficas

1ii

11
14
17

21
21
23
25
28
31
32

35
35
37

39






Capitulo 1

Fracoes Continuas

1.1 Introducao

A teoria de fragdes continuas é um dos mais belos assuntos da Matemaética
elementar, sendo ainda hoje tema de pesquisa.

Nas inclusdes N C Z C Q C R, a passagem de QQ para R é sem davida a mais
complicada conceitualmente e a representacdo de um namero real estd diretamente
ligada a prépria nocdao de ntimero real.

De fato, o conceito de niimero natural é quase um conceito primitivo. J4 um niimero
inteiro é um niimero natural com um sinal que pode ser + ou —, e um ntmero racional
é a razdo entre um numero inteiro e um natural ndo nulo. Por outro lado, dizer o que
é um ndamero real é tarefa bem mais complicada, mas ha coisas que podemos dizer
sobre eles. Uma propriedade essencial de R é que todo ntimero real pode ser bem
aproximado por nameros racionais. Efetivamente, dado x € R, existe k = |x]| € Z tal
que 0 < x —k < 1. Podemos escrever a representacdo decimal de

x—k=0,a1ay...a,..., a; €{0,1,...,9},

o que significa queser, = a, +10-a,_1 +100-a,_» + --- + 10"~ . 44, entdo 1% <
x—k < %, e portanto k 4 g é uma boa aproximagéo racional de x, no sentido de
que o erro |x — (k + %) | ¢ menor do que ﬁ, que é um ntiimero bem pequeno se n for
grande. A representa¢do decimal de um nimero real fornece pois uma sequéncia de
aproximagdes por racionais cujos denominadores sdo poténcias de 10.

Vamos lembrar uma notacdo que nos serd muito ttil: dado x € R, definimos a parte
inteira de x como o unico inteiro | x| tal que [x| < x < |x| + 1, e a parte fraciondria de
x como {x} =x—|x] €0,1).

A representacdo decimal de nimeros reais estd intimamente ligada a fungdo f :
[0,1) — [0,1) dada por f(x) = {10x} = 10x — [10x| (mais precisamente, & dindmica
da fungdo f, i.e., ao estudo de suas composicdes sucessivas). De fato, se x € [0,1) tem
representagdo decimal 0,a1aza3. .., entdo a1 = |10x] e f(x) = 0,a2a3a4.... Assim,
definindo f! = fe f"*! = fo f", temos f"(x) = 0,a,4 1451 2an+3 - .. para todon > 1.
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Dado qualquer x € R e g natural ndo nulo existe p € Z tal que g <x< p7+1

(basta tomar p inteiro tal que p < gx < p+1, ie, p = |gx]), e portanto ‘x — g’ < %

1 : ) o Lo .
— %‘ < %. Em particular ha aproximacgdes de x por racionais com denominador
g com erro menor do que %
aproximagdes para os denominadores g que sdo poténcias de 10, e tem méritos como
sua praticidade para efetuar calculos que a fazem a mais popular das representagdes
dos nimeros reais. Por outro lado, envolve a escolha arbitraria da base 10, e oculta

frequentemente aproximagdes racionais de x muito mais eficientes do que as que exibe.

c|s

A representacdo decimal de x equivale a dar essas

Sendo vejamos: tomemos um ndamero real totalmente ao acaso, digamos
T = 3,141592653589793238462643383279502884 . . ..

Uma aproximacdo cldssica de 7t por um namero racional é 22 /7 = 3,142857142857 ... .,
devida a Arquimedes. Uma outra aproximacdo ainda melhor é 355/113 =
3,1415929203539823 .. ... Note que

22 < 1 < 7_(_314
7 700 100

7

355 < 1 <lm_ 3141592
113 3000000 1000000

oI
e portanto % e % sdo melhores aproximagdes de 71 que aproximagdes decimais
com denominadores muito maiores, e de fato sdo aproximag¢des muito mais
espetacularmente boas do que se poderia esperar pelo tamanho dos denominadores
envolvidos.

Vamos apresentar uma outra maneira de representar numeros reais, a
representacdo por fragbes continuas, que sempre fornece aproximagdes racionais
surpreendentemente boas, e de fato fornece todas as aproximagdes excepcionalmente
boas, além de ser natural e conceitualmente simples.

Definimos recursivamente

g =X, ap = ||

1 1
e sex, &7, oénH:a — = {a },paratodoneN.
n n n

Se, para algum n, a, = a, temos

def 1
x:‘XO:[aO}al/az/---;an] = ap + 1
a1 +
ap + .. 1
_|_ -
an
Se ndo, denotamos
def 1
x = lag;ay,az,...] = ag+ 1
a+—
a + .

O sentido dessa tltima notagdo ficard claro mais tarde. A representacdo acima se
chama representagio por fracoes continuas de x.
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ml

A figura da uma interpretacdo geométrica para a representagdo de um niimero por
fra¢des continuas. Enchemos um retangulo 1 x x com quadrados de forma “gulosa”,
isto é, sempre colocando o maior quadrado possivel dentro do espago ainda livre. Os
coeficientes ag, a1, 4z, . . . indicam o nimero de quadrados de cada tamanho. Na figura,
se os lados do retangulo sdo ¢ < d entdo

d/c=[1;2,2,1,.]

pois temos ap = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados menores, a; = 2 quadrados
ainda menores, a3 = 1 quadrados ainda ainda menores, e um nimero grande ndo
desenhado de quadrados ainda ainda ainda menores (a4 é grande). Deixamos a
verificacdo de que esta descrigdo geométrica corresponde a descricdo algébrica acima
a cargo do leitor.

Do mesmo modo que a representacdo decimal esta ligada a dindmica da fungdo
f(x) = {10x}, como vimos anteriormente, a representacdo em fragdes continuas estd
intimamente ligada a dinamica da fungdo g : (0,1) — [0,1), dada por g(x) = {1} =
% - L%J, também conhecida como transformacio de Gauss: se x = [0;a1,a3,a3,...] €

0,1), entdo a; = | 1] e g(x) = [0;a2, 43,44, ...]. Assim, definindo, como antes g! = g e
¢""!l = gog¢" paratodon > 1, temos g"(x) = [0;a,11,4n+2, 8113, -- -], paratodon > 1.

Note que, se a representacdo por fragdes continuas de x for finita entdo x é
claramente racional.

Reciprocamente, se x € QQ, sua representagao sera finita, e seus coeficientes a,, vém
do algoritmo de Euclides: se x = p/gq (com g > 0) temos

p = ag+r, 0<r <qg
g = amri+ry 0<rn<rn,
rn = ary+r3 0<r3<r,
Th—1 = AnTn, rhe1 =0

Temos entdo

1

—— =0y -
ap+ra/m a1+m

x=p/qg=a0+r1/q=a0+
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- =ap+ = lag; a1,az, ..., 4]

a1+a2+..

-1
+ J—
An
Isso j& é uma vantagem da representacdo por fra¢des continuas (além de ndo
depender de escolhas artificiais de base), pois o reconhecimento de racionais é mais
simples que na representagdo decimal.

Seja x = [ag;ay1,az,...]. Sejam p, € Z, g» € Ny primos entre si tais que
Z—Z = [ag;ay,az,...,a,], n > 0. Esta fracdo Z—Z é chamada de n-ésima reduzida ou
convergente da fracdo continua de x. O seguinte resultado serd fundamental no que

seguira.

Proposicao 1.1 Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to, ty,t2, - - - € R tal que ty, > 0, para
todo k > 1, definimos sequéncias (xX,) € (Ym) por

xo =to, yo=1x1 =tot1 +1,y1 = 1,

Xm+2 = tm2Xmi1 + Xm, Yme2 = tms2Ym1 + Ym, Ym > 0. Temos entdo

1 X
[to;ti, ta, ..., tn] = to + =" V¥n > 0.

Além disso, Xy 1Yn — XnYn1 = (—1)",¥n > 0.

Demonstragio: A prova serd por indugdo em n. Para n = 0 temos [tg] = tg = to/1 =

xo/Yo. Paran =1, temos [to; t1] = tg+ 1/t; = % = x1/y1 e, paran = 2, temos
%) tot1tr +to+ £2
to; t1, ta] = to + ———— = to+ =
lfoi 1/ b2] = fo h+1/t ° Hbh+1 tity +1

o tz(totl —+ 1) + 19 o trx1 4+ Xxo _ X2
tat; +1 byi+yo Y2

Suponha que a afirmagdo seja védlida para n. Para n 4 1 em lugar de n temos

]
tn+1
(n + ) Xn—1 + Xn2
1
(tn + m)yn—l + Yn—2
_ b1 (EnXp—1 + X —2) + X1
tn+1(tn]/n71 + yn—Z) + Yn—1
o tn—i—lxn + Xp—1 _ xn—i—l‘

tn1Yn + Yn—1 Yn+1

[tOI tl/ t2/ ey ti’l/ tn+1] - [t()/ tl/ tZI ey tlfl +
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Vamos agora mostrar, por indugéo, a segunda afirmagdo. Temos

X1Yo — Xoy1 = (totl -+ 1) —thh =1= (—1)0

€, € Xy 41Yn — XnYn+1 = (—1)",
Xnt2Yn+1 — Xnt1Yn+2 = (Fnt2Xn41 + Xn)Ynt1 — (FntoYn+1 + Yn)Xnt1

= —(Xn41Yn — XnYns1) = —(=1)" = (_1)n+1’

O
Nos proximos resultados, x = [ag;a1,42,43,...] serd um numero real, e
(E)en, % = [ap;a1,4az,...,a,] serd a sequéncia de reduzidas da fragdo continua de

n

X

Corolario 1.2 As sequéncias (p,) e (qn) satisfazem as recorréncias

Pn+2 = Ani2Pn+1 + Pn e qn+2 = Ap2qn+1 T qn

para todon > 0, com pg = ag, p1 = apa1 +1, g0 = 1 e q1 = a1. Além disso,

Pni19n — Pudn1 = (—=1)"

para todon > 0.

Demonstragio: As sequéncias (pn) e (gn) definidas pelas recorréncias acima
satisfazem, pela proposicdo anterior, as igualdades

Pn

i [ag; a1, a2, ..., an] € Ppi19n — Pufdni1 = (—1)",Vn > 0.
n

Como py+1qn — Pudn+1 = (—1)", para todo n € N, temos que os p,, g, dados pelas
recorréncias acima sdo primos entre si. Além disso, também segue da recorréncia que
gn > 0,Vn > 0. Esses fatos implicam que (g—:)neN é a sequéncia de reduzidas da fragdo

continua de x. O

Coroldrio 1.3 Temos, para todon € N,

Y= XnPn-1+ Pn-2 p , = Pn—2 — qn-2X%

Xnldn—1 + qn—2 dn—1X — Pn—1

Demonstracdo: A primeira igualdade segue da proposicdo anterior pois x =
lag;a1,az,...,a,-1,0,] e a segunda é consequéncia direta da primeira. O
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Proposicao 1.4 Temos

b (D"
qn (“n+1 + 187’l+1)q%l
onde
ﬁn-i—l - qgl - [O/ An, Ap—1,8n-2, - - - ,ﬂl].
n
Em particular,
1 Pn 1 1
— < X — — | = < .
(ant1+2)q3 qn (@ns1 + But1)95 An197

Demonstragao: Pelo corolario anterior temos

Y — Pn _ Xpi1Pn + Pn-1 _Pn _ Pn—19n — Pn9n-1

n Xp+1qn + qn—1 qn (06;14-1‘]11 + Qn—l)qn
_ —(pndn—1— Pn—1qn) _ _(_1)n_1 _ (—1)"
(@n1qn + Gu—1)qn (@n1qn + Gu-1)qn  (Xp19n + Gn—1)qn
(=" _ (="
(@ns1+qn1/90)9%  (@ns1+ Bur1)9a

Em particular,

Pn| _

1
X ——| = 7
Un (@ns1 + But1)95

e, como |a,11] =ay11e0 < Bpi1 < 1,segue que ay1 < api1+ Bus1 < py1+2,0
que implica a dltima afirmacéo.

A expansdo de f3,,+1 como fracdo continua segue de

_ _ _ 1
n-1 _ dn—1 — n-1 _ T
n Andn-1 +qdn-2 n ay + L]Z:1
aplicado recursivamente. O
Observagdo 1.5 Como lim, gy, = 4o (pois (g,) é estritamente crescente), segue
desta proposigdo que
lim Pn _ X,
n—oo qi’l

0 que permite recuperar x a partir de ap,ay,az,..., e da sentido a igualdade x =
[ag; a1, az, .. .] quando a fragdo continua de x € infinita (i.e., quando x é irracional).

Observacdo 1.6 A proposicdo anterior implica que, para todo a irracional, a
desigualdade |a — p/q| < 1/g* tem infinitas solugdes racionais p/q. Este fato é
conhecido como o Teorema de Dirichlet.

E interessante notar que, se « = r/s € Q, a desigualdade |« — p/q| < 1/4* tem
apenas um ntmero finito de solucdes racionais p/q. De fato, |r/s — p/q| < 1/4?
equivale a |gr — ps| < s/q, o que implica que q < s.
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Curiosidade: O denominador da n-ésima aproximacdo em base B de um nitimero

real é B". Ja o denominador g, da n-ésima aproximagao por fracdo continua de x

depende de x. Apesar disso, para quase todo real x, /g, converge a /122

Pn

x__
An

3,27582291872 ... (um numero real bastante simpdtico!) e converge a

e~7/6In2 _ () 093187822954 . . . .

A seguinte proposi¢do mostra que os convergentes pares formam uma sequéncia
crescente, e que os convergentes impares formam uma sequéncia decrescente. Além
disso todos os convergentes impares sao maiores do que todos os convergentes pares.

Proposic¢do 1.7 Para todo k > 0, temos

Pak < P2k+2 <x< P2k+3 < Pak+1
Q2k  q2k+2 2k+3  q2k+1

Demonstragdo: O resultado segue dos seguintes fatos gerais. Para todo n > 0, temos
que

Pn+2  Pn _ Gn+2Pn+1 + Pn _ Pn

qn+2 qn Ap12qn+1 + qn qn

An+2(Pnt19n — Pudnt1) _ (=1)"ani2

An (an+2%fz+1 + Qn) qn+24n
é positivo para n par e negativo para n impar. Além disso, para todo n > 0, temos que
_ Pn o (—1)” , oge . . O
X = 00 = Gonaa . € positivo para n par e negativo para n impar.

Proposi¢do 1.8 Sejam ag,ay,...,a, inteiros com a, > 0,Vk > 1, e seja (pr/qx)k>0 4
sequéncia de reduzidas da fracdo continua [ay; aq,ay,...,a,|. Entdo o conjunto dos niimeros
reais cuja representagdo por fraces continuas comega com ag,ay, . . ., € o intervalo

I(ag,a1,...,a,) = {&} U{[ag,a1,...,an,a],a > 1}

(n
Pn PntPn-1 5
— [Qn’ QnJFqn—l) senepar
PntPun-1 Pn 5 7
(—qn+qn71 , qn:| sene lmpar.

Além disso, a fungio G : (0, 4+00) — [(ag,aq,...,a,) dada por G(a) = [ag;a1,az,...,0,, &
é mondtona, sendo crescente para n impar e decrescente para n par.

Demonstragio: E suficiente notar que, como na prova do corolario anterior, G(a) =

_ apntpai _ Pa ="

lag;a1,az,...,a,,0] = v = o T Gt © portanto G é crescente para n
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impar e decrescente para n par. Assim, como G(1) = % e limy 100 G(a) = Z—:,
temos N
Pn PnTPn-1 A
G((1, +o0)) = 4 g prniy)  Semépar
’ (BrtPuct iy ge 6 impar
Gn+qn-1" qn par.
Portanto,
Pn
I(ag,ay,...,a,) = {E]_ U{lao,a1,...,an,a],a > 1}
n
Pn anFpnfl) 5 par
{2} (oo L i BRS) semepa
n ' (M ﬂ} se n é impar.
Gntqn-1" qGn )
O

Proposicao 1.9 Dados inteiros ag,a1,4az, ..., com ap > 0,Vk > 1, existe um iinico niimero
real a (que é irracional) cuja representagio por fragbes continuas é [ag; ay, ap, .. . |.

Demonstragio: Considere as sequéncias (p,) e (q,) definidas pelas recorréncias

Pni2 = Ani2Pn+1 + Pn e qn+2 = Ap2qn+1 +qn

para todon > 0, com py = ap, p1 = apa; +1, g0 = 1 e g = a;. Temos, como na
proposigao 1.7,

P2k < P2k+2 < P2k+3 < pz"“,Vk > 0.
Qok  Qok+2  42k+3  q2k+1
Assim, considerando os intervalos fechados

I = { P2k P2k+1]
Gk Goks1]
temos I C I, Vk > 0, e portanto, como

| Ix| = P2k+1 P2k _ P2k+192k — P2k92k+1 _ -1 1

q2k+1 2k d2k+192k q2k+192k d2k+192k

tende a 0 quando k tende a infinito, existe « € R tal que
ﬂ Ik = {OC}
k>0

Como, para todo k > 0,

, P2k P2k+1 )
lag; a1, a2, ..., ag) = Gk Ses D1 [a; a1, a2, . . ., Aok, Aok+1]
2 2k+1

e, da proposigdio anterior, [ag;ay,ay,...,ax] e [ag;a1,4az,..., 00k, A2k1]
pertencem a I(agp; ay,a, . ..,a), que é um intervalo, segue que
NS I(ao;al,az, .. .,aZk), e portanto a fragéo continua de & comega com ag, 4y, . . ., Ay,
para todo k > 0, donde a representagéo por fragdes continuas de « é [ag; a1, ay, . . . |.
Note que, como a representagdo por fragdes continuas de « é infinita, « é irracional.
O
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Exemplo 1.10 Temos

n=1[37151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1, ... ], portanto

Po_, PL_22 p2 333 ps 35

q0 71 7" g 106" g3 11377

e=1[2121,1,411,61,18,...,1,1,2n,...] (veja o exercicio 8).
V2 =1[1;2,2,2,...] pois

1 1 1
V2=1+ =1+ —=1+ =
V241 1 1
2+ 24—
V241 1
2+
V241
V2 =11;1,1,1,...] pois
1 1
1+‘@_1+ =1+ =
2 1+2x/5 ) 1
+1+2\@

Isto prova em particular que v/2 e HT\@ sdo irracionais, pois suas fragdes continuas sdo
infinitas.

1.2 Reduzidas e Boas Aproximacdes

Teorema 1.11 Temos, para todon € N,

1 1
X — & < < -
In nqn+1  qn
Além disso,
1 1
x— b <->% ou x — Pt —
an| 293 Gnt1 ] 24,4
Demonstra¢ao: O ntimero x sempre pertence ao segmento de extremos % e % cujo
comprimento é
_1\n
Puet | _ [ (D" 1 S N ) P S
n+1 gn qnqn+1 qnqn+1 qn ndn+1 qn
Além disso, se
1 1
x_& 2_2 o ’x_pn—kl >,
n |~ 23 Gn+1 |~ 20 49
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entao " 1 1
= &+‘X—MZ—Z+T:>%1+1:QW
dnqn+1 qn n+1 245 2q, 4

absurdo. O

x_

~ P 1 1 .
Observagdo 1.12 De fato ‘x Qn‘ < g < YR Quanto maior for a,,1 melhor

serd a aproximagao Z—Z de x.
Teorema 1.13 (Hurwitz, Markov) Para todo « irracional e todo inteiro n > 1, temos

1
V542

vt <
q

para pelo menos um racional

P { Pn-1 Pn Pt }
q Gn-1’ Qn/ dn+1
Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solugoes racionais p/q.

Demonstragido: Suponha que o teorema seja falso. Entdo, pela proposicao 1.4, existe «
irracional, n > 1 com ay, + By < V5, a1+ Bt < V5 e Xpy2 + Buia < v/5. Devemos
portanto ter a,11 = 4,412 = 1jd que claramente gy < 2parak =n,n+1,n+2ese
algum ay =2 comk = n+1,n + 2, terfamos a; + By > 2 + % > /5, absurdo.

Sejam x = 1/ay,42 ey = B,41. As desigualdades acima se traduzem em

1
1+ x

1 1 1
+-<V5  1+x+y<Vs e —+-—— <G
y x 1+y

Temos

1—|—x+y§\/§ — 1+x§\/5—y
1> 1 1 V5

— + > 4+ i=Y"
I+x vy~ V6—y ¥ y(V5-y)

eportantoy(v5—y) > 1 = y > @ Por outro lado temos
1 1 1
> +
1+y = \h—1-y 1+y
V5
(1+y)(V5-1-y)

1
XS\/E—l—y — ;‘f‘

S

e portanto (14 y)(vV5—1—y) >1 = y < ¥3-1 e portanto devemos ter y = Y31,

0 que é absurdo pois y = B41 = 11 € Q.
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Observacgdo 1.14 Em particular provamos que |(X — §| < tem infinitas solugdes

5 2
racionais 5, para todo & irracional. O ntimero /5 é o maior com essa propriedade. De
fato, se

e>0,

_ Ve ]a_ﬁ'< L

2 (V5+e)
temos
q(1+2\/§>—p (\/51+€)
= b A5
ou seja,

P> —pg—q*| <

5
B 5 /(V5+e).

1+\@ 4

Se g é grande, 1/4% é pequeno, e g € muito proximo de 0, donde o lado direito

da desigualdade é muito préximo de % < 1, absurdo, pois |p?> — pg — ¢*| > 1, de

fato se p? — pq — q> = 0 teriamos

() - () =77

o que é absurdo, p01s c Q.

1+V5 _p

< tem apenas um
3 | < g tem
nimero finito de solugoes € Q é observar que as melhores aproximacdes racionais
de 1+2\/5 sdo as reduzidas 22 o " de sua fragdo continua [1;1,1,1,...] (ver proxima se¢do),
. V5 pn| 1
ara as quais temos ‘— — =] = ————, com & + se aproximando
p q 2 qn (‘xn+1+ﬁn+1) 2’ n+l 'BnJrl p

cada vez mais de

1+V56 V6-1_ =

1;1,1,1,... ;1,1,1,...| =
[////]+[O////] 2 2

1.3 Boas Aproximacoes sao Reduzidas

O préximo teorema (e seu coroldrio 1.17) caracteriza as reduzidas em termos
do erro reduzido da aproximagdo de x por p/gq, o qual é por definicdo,
l|gx — p|, a razdo entre |x — p/q| e o erro maximo da aproximagdo por falta com
denominador g, que é 1/4.
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Teorema 1.15 Para todo p,q € Z, com 0 < q < g1 temos

|qnx — pul < [gx — p|.

Além disso, se 0 < q < qy, a desiqualdade acima é estrita.

Demonstrag¢io: Como mdc(py, q,) = 1, temos que se g = 5—: entdo p = kpneq = kqu

para algum inteiro k # 0 e neste caso o resultado é claro. Assim, podemos supor que
5 # ' de modo que

F_E12£_> 1
q  dn q9n Ingn-+1
jaque g < qy41. Assim, % esta fora do intervalo de extremos Z—Z e % e portanto
x—E‘ zmm{‘ﬂ_& ,‘B_Pnﬂ }z 1
L 7 Anl 19 Gnsl q9n+1
o que implica
lgx —p| = > |qnx — pal.

dn+1

Além disso, a igualdade s6 pode ocorrer se x = %, donde a,,11 > 2, e qy4+1 > 24,
pois numa fra¢do continua finita, como no algoritmo de Euclides, o tltimo coeficiente
a, € sempre maior que 1. Nesse caso, se g < g;, teremos

x_E"E_&__&ﬂ_BE
al 19 qn dn+1 qn
S NN SR /= Sl BN

 q9n Gnqn+1 d9n9n+1 d9n+1

o que implica

lgx —p| > > |qnx — pal.
n+1
O
Coroldrio 1.16 Para todo q < gy,
NI B‘
qn q

Corolario 1.17 Se |gx — p| < |q'x — p'|, para todo p’ e ' < g tais que g £ 2 entio p/qé

q/ 7
uma reduzida da fragdo continua de x.

Demonstragio: Tome 7 tal que g, < g < q,+1. Pelo teorema, |g,x — pu| < |gx — p|, €
portanto p/q = pn/qn.
O
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Teorema 1.18 Se |x — g‘ < 21? entdo g é uma reduzida da fragdo continua de x.

Demonstracdo: Seja n tal que g, < g < gu11. Suponha que £ # . Como na

demonstracdo do teorema anterior, |x — —| 2 ql e assim - g esta fora do intervalo
de extremos Z" e %. Temos duas possibilidades:
In+1 3 _°
a) Seq > It entdo |x q] > > 2qz,absurdo
b) Seq < 13,
x_E’ > ‘&_E‘_‘M_&
q Un q dn+1 qn
T 9n Gnqn+1 99nqn+1
1 1
299, — 2q
o que também é um absurdo.
O
Dado « € R, definimos a ordem de a por
def p
orda = sup{v >0 ’ ‘lX — —} < q— tem infinitas solugdes E € @}

Observemos que a ordem de todo ntimero irracional pode ser calculado a partir de
sua fracdo continua.

Teorema 1.19 Seja a um miimero irracional, e sejam [ag; a1, a,as .. .] sua fragdo continua e
{P2 suas convergentes. Entio
qn

Nay4q

orda =1+ limsup 1‘1n+1 =2+ 1lim sup

n—00 N qn n—ooo 1N n

Demonstra¢do: Sabemos que as melhores aproximagdes por racionais sdo obtidas a
partir das convergentes da fragdo continua, assim para calcular a ordem, basta calcular

a ordem gerada pelas convergentes. Seja s, > 0 um namero real tal que ‘oc — % = q%”
Como foi provado no Capitulo 3 ‘ Pn| M++1
w— P >—<‘o¢—& _|_‘,X_M):1M_&: 1 '
Un 2 qn In+1 2 Gn+1 n 2GnGn+1
Logo temos que
1 1 1
< <

20nGn+1 — @ T G+l
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e tomando o logaritmo obtemos

In2+1Ing, +Ing,y1 > splng, > Ing, +1Ing,41.

In
Portanto ord « = limsup s, = 1 + limsup N Gn+1
n—00 n—oo 1IN qn
observemos que q,,4+1 = 4y+1qn + gn—1, assim

. Para mostrar a segunda igualdade,

Apn+19n < gp+1 < (an—H + 1)6171/

agora tomando o logaritmo e dividindo por In g, obtemos

ln Ap1 1< lnanrl < ln(anJrl + 1) 4 1’
In Gn In qn In n
. Ing,4q i Ina,
ortanto lim su =144 limsu .
P n—>oop 11'”]71 n—>oop In An

O

Observe que usando a fracdo continua de e (ver exercicios), é possivel provar que
ord(e) = 2.

1.4 Frag¢oes Continuas Periddicas

Nesta secdo provaremos que os niimeros reais com fragdo continua periddica sao
exatamente as raizes de equacdes do segundo grau com coeficientes inteiros.

Lembramos que na representagao de x por fragdo continua, a,, a,; sdo definidos por

recursao por
1

n — An

kg =X, ap = |an|, @y = .

e temos

D‘HZM, VneN

dn—1X — Pn—1

Isso d4 uma prova explicita do fato de que se a fracdo continua de x é periddica,
entdo x é raiz de uma equacdo do segundo grau com coeficientes inteiros. De fato, se
Ay = an, 1 € N, k € Nygsegue que

Pn—2 —qn-2X _ Pptk—2 — nt+k—2%
- 7
dn—-1X = Pn-1  Gu4+k—1X — Pn+k—1

entdo Ax2+ Bx+ C = 0, onde

A= qn1Gn+k—2 — Gn—2Gn+k—1
B = puik—19n-—2+ Pn—2Gn+k—1 — Pntk—29n-1 — Pn-1qn+k—2
C = Pu-1Pnt+k—2 — Pn—2Pn+k—1
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Note que o coeficiente de x*> é ndo-nulo, pois {*=7 ¢ uma fragdo irredutivel de

denominador q,_2, pois pu—1Gn—2 — Pn—2n-—1 = (—=1)", e Z”iﬁ é uma fragdo
ik

=, 1080 Gn—1Gu k-2 —

. , . qn-1
irredutivel de denominador g, 1x_» > g,—2, donde oy # P

Gn—2qn+k-1 7 0.
Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual se x é uma

irracionalidade quadritica, isto é, se x é um irracional do tipo r + Vs, r,s € Q,s > 0,entdo
a fragdo continua de x é periddica, i.e., existem n € Ne k € Ny com «,,,y = ay. Neste

caso, existem a, b, c inteiros tais que ax> + bx + ¢ = 0, com b? — 4ac > 0 e V/b? — 4ac

_1& _
Pn—1&n~+Pn 2,temos

irracional. Com =
acional. Como x TR

ax®> +bx+c=0
2
:>a<pn—1“n+17n—2> +b<pn—1an+Pn—2> Le=0
qn-1%n +qn-—2 qn-1%n +qn—2
> An“% + Bn“n + Cn — O,

onde

An = aps_q +bpu_19u-1+cq5_;
By = 2apy—1pn—2 + b(pn-1Gn—2 + Pn—2qn-1) + 2¢4u-14n—2
C, = ap%_z +bpp_2qn—2 + Cfli—z

Note que C, = A,,_1. Vamos provar que existe M > 0 tal que 0 < |A,| < M para
todon € N, e portanto 0 < |C,| < M, Vn € N:

A, = ap%,1 + an—lqn—1 + quil — aqufl (X . Pn—1> (f _ pn—1>,
In—1 In—1

onde x e ¥ sdo as raizes de aX? + bX + ¢ = 0, mas

_ 1 _ _
x—pnl<2—§1:>|An\:aq%_1x—p”1 g Pnt
dn—1 qu_1 dn—1 dn—1
ga(|92—x]+ x—M)

dn—1

M a1z — x| +1).

IN

Notemos agora que, para qualquer n € N,
Brzz —4A,Cy = (Pnflﬂha—Z - pn—anfl)z(bZ - 4[1C) = b2 — 4ac
Portanto

B2 < 4A,Cy, + b* — 4ac < 4M? + b* — 4ac
— B, < M' % VaM2 4 b2 — dac
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Provamos assim que A, B, e C, estdo uniformemente limitados, donde hé apenas
um ntimero finito de possiveis equagdes A, X? + B, X 4+ C, = 0, e portanto de possiveis
valores de a;. Assim, necessariamente «, ., = &, para alguma escolha de n € N,
k € N-o.

Aplicacao: A equagdo de Pell.

Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equagdo x> — Ay?> = 1, com
x e y inteiros. Se A é um quadrado perfeito, digamos a = k?, temos que x> — Ay? =
(x — ky)(x + ky) = 0 admite apenas as solugdes triviais y = 0, x = £1, pois teriamos
x —ky = x + ky = £1. o caso itneressante é quando A ndo é um quadrado pergeito, e

portanto v/A é um irracional (de fato, se vVA = £, com mdc(p,q) = 1eq > 1, teriamos
2

A= Z—z 0 que é um absurdo, pois mdc(p,q) = 1 = mdc(p? ¢%) = 1, donde p?/4* ndo
pode ser inteiro). nesse caso, a equacdo x> — Ay? = 1 é conhecida como uma equacio de
Pell. Nosso resultado principal é o seguinte:

Teorema 1.20 A equacio x> — Ay?> = 1 tem infinitas solugdes inteiras (x,y). Além disso, as
solugdes com x e y inteiros positivos podem ser enumeradas por (X, Y»), n > 0 de modo que,

para todo n, X, + yu VA = (x1 +y1v/A)", e portanto
_ (VA + (VA" Yo = (1 +y1VA)" + (1 —y1VA)"

An = 2 ! 2VA

Observagdo 1.21 As seqiiéncias (x,) e (yn) acma satisfazem a recorréncia u, 1, =
2xoUyy1 — Uy, ¥V n > 1.

Demonstragio: Observemos inicialmente que, se D = {x +yv/A | x,y € Z} entdo
N:D — D, N(x +yvA) = x> — Ay? é uma funcio multiplicativa, isto &,
N((x +yVA)(u+0vVA)) = N(x + yWVA)N(u+oVA), Vx,y,u,0 € Z.
De fato,
N((x +yVA)(u+vVA)) = N((xu + ayv) + (xv + yu)VA)
= (xu + Ayv)? — A(xv + yu)?
= 222 + AP0 — A(x20F + yPul)
= (2% — Ay?)(u? — Av?).
Usaremos agora o fato de que, como VA é irracional, a desigualdade |\/Z — % < lz

q
tem infinitas solugdes racionais p/g. Note que se [V A — 5\ < qlz entdo

1
p* — A?| = |p — gV Al|p + qVA| Zq!\/Z—gHPM\@ <q~q—2~\P+q\/Z\
=|§+\/Z| 32\/Z+|\/Z—§| <2VA+1.
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Considerando infinitos pares de inteiros positivos (pu,gn) com |V A — Z—Z| < qlz,
n

teremos sempre |p, — Ag2| < 2v/A +1, e portanto temos um nimero finito de
possibilidades para o valor (inteiro) de p, — Ag3. consequentemente, existe um
inteiro k # 0 tal que p, — Aq5 = k para infinitos valores de n. Obtemos portanto
duas seqiiéncias crescentes de pares de inteiros positivos u,), (v,), r € N tais que
u? — kv? = k para todo r.

Como hé apenas |k|?> possibilidades para os pares (u,(mod |k|),7,(mod |k|)),
axistem inteiros a e b e infinitos valores de r tais que u, = a(mod |k|) e v, = b(mod |k|).
Tomamos entdo r < s com as propriedades acima. Seja

x+y \/__ us"‘vs\/_ (MS—FTJS\/Z)(ur—TJr\/Z)

i 2 — Ao?
Ustty, — Avgv UpVs — UD
_ shr str + rUs str \/Z
k k
Temos usu, — AvsV, = u? — Av? k = 0(mod |k|) e u,vs — usv, = ab—ab =
0(mod |k|), e portanto x = usur—Avsvr ey = “ = 530 inteiros. Por outro lado, (x +

?/\/Z)(uﬂrvr\/z):uﬁvs\/_ donde N(x 4 yvVA)N(u, + v,/ A) = (us+vs\/—)
Como N(u, + v,v/A) = N(us + vsv/A) = k, segue que N(x + yvVA) = x2 — Ay? = 1.

Além disso, como s > 7, us + vsv/A > u, + v,//A, donde x + y\/_ Zsizsg > 1.

Sejam agora x1,v; € Z tais que x; +y;vVA > 1e x2 — Ay? = 1 com x1 + VA
minimo. Temos entdo (x; +y;v/A) ™! = x; — y1v/A. Vamos mostrar que, se ¥ + v/ A >
le# — Aj? = 1 (com % e § inteiros) entdo ¥ + 7vA = (x; + y;v/A)" para algum
inteiro positivo n. Para isso, tome n > 1 tal que (x; + y1vVA)" < ¥+ VA <
(x1 + y1vV/A)"1. Temos entdio 1 < (%4 §vVA)(x; — y1vVA)" < x1 +y1vVA. Se
u+ovVA = (%4 5V A)(x; —y1v/A)", com u e v inteiros, temos

u? — Av* = N(u+ vV A) = N(F+ §VA)N(x1 — 1 VA)" =

donde u + vv/A = 1, pela minimalidade de x; + y;V/A, pois 1 < u+ovvA <
x1 4 y1v/A. Note finalmente que se x e y sdo inteiros e x> — Ay?> = 1 entdo x +yv/A > 1

equivale a termos x e i positivos, pois temos 0 < (x +yv/A)~! = x —yv/A < 1, donde

Y= (Hy\/Z)er(x—y\/Z) ey = (x+y\/22)\;(zx—y\/2) sdo positivos. O

1.5 Problemas Propostos

1 Seja
Pn _ 1

- 2
14 !

32
52
(2n — 3)?

2+

2+
24
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a n-ésima convergente da fracdo continua

Demonstrar que 2 =
In

2 Demonstrar que, para todo inteiro positivo a, temos as seguintes expansdes em
fracdes continuas periddicas:

a) Va2 +1 = [a,2a].

b) Va2 —1=[a—1,1,2a —2].

o) Va2 —2=1[a—1,1,a—2,1,2a —2].
d) Va2 —a=1[a—1,2,2a -2

3 Encontrar as fracdes continuas de Va2 + 4 e v a2 — 4.

4 Seja « = l[ag;a1,a2,...] € R. Prove que, se g, < q < quy1,mde(p,q) = 1e
p/q # pn/qn entdo &« — p/q| < |a — pu/qu| se, e somente se, g = Z}’;ﬂ—::ﬁ:, onde
reNétalque0 <r <ayy1/20u(r=ay+1/2ea,12Bn41 > 1).

5 Seja @ = [ag;a1,a2,...] € R. Prove que, se g < q < qui1,mde(p,q) = 1e
p/q # pu/qn entdo |a — p/q] < 1/4* se, e somente se, a,41 > 2 e £ = Erbe oy
(p Z:IZ: 11 (‘XnJrl - 2),Bn+1 < 1).

6 Seja « = [ap; a1, 4az, ... | um namero real.

a) Prove que, se ord & > 2 entdo existe A > 1 tal que, para infinitos inteiros positivos
n, temos a, > A".
b) Prove que orda > 1+ exp(limsup, . %).

c) Mostre que, para todo ¢ > 2, existe « € R tal que

loglog(an+1))

orda =1+ exp(limsup,,_, .

= C.

d) Determine ord & se a, = 2",Vn > 0.

7 Prove que, para todo « € R, limsup,,_,  cos"(na) = 1.
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8 Este exercicio, baseado em [Cohn], tem como objetivo calcular a fragdo continua de
e.

a) Sdo dadas as sequéncias {Ay}, {B.} e {C,} definidas por

1 47 . n
An:/ D" g
0

n!
1 n+1 — 1)
Bn:/ X x =1 e* dx,
0 n!
1 A1 -1 n+1
Cu —/ x—1) e* dx
0 n!

Mostrar que para todo n > 1 se cumprem as relagdes

(1) Ai’l + Bi’l*l + Cnfl = O/
(li) Bn - znAn + Cn_l — O,

b) Dadas as sequéncias {p, } e {g.} definidas recursivamente como py = g0 = p1 =

1,91 =0e
P3n = P3n—1+ P3n—2, Q3n = 43n—1 + q3n—2
P3n+1 = 20P34 + P3n—1, G3n+1 = 21q3, + G3n—1
P3n+2 = P3n+1 1 P3ns q3n+2 = 93n+1 1+ 93n

Mostrar por indugdo que para todo 7 > 0 se cumprem as relagdes
An = q3ne — P3n, Bu = Pant1 — gant16, e Cn = P3n+2 — q3n42€.
c) Mostrar que

e=lim ™ =[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...].

n—oo Qn
9 Prove que
le — B[ < k)%l—ogq tem infinitas solucdes d € Q, mas, para todo € > 0,
q  2q°logq q
|e—E| < loglog g p

tem apenas um ndmero finito de solugdes 7 c Q.

g  (2+¢)g?logg






Capitulo 2

Propriedades Estatisticas de Fra¢oes
Continuas e Aproximac¢oes Diofantinas:
O Teorema de Khintchine

2.1 Introducao

O problema bésico da teoria de aproximagdes diofantinas é o de estudar boas
aproximagdes de niimeros reais por nimeros racionais. Uma extensdo natural desse
problema é o estudo de aproximagdes simultaneas de n niimeros reais por nimeros
racionais com o mesmo denominador.

Dado um ntmero irracional «, um resultado cldssico de Dirichlet (que ja provamos
usando fra¢des continuas) afirma que existem infinitos racionais g tais que |a — §| < q%

(vejamos outra prova simples: dado N € N, consideramos os N + 1 elementos de [0, 1)
da forma ja — |ja, com 0 < j < N. Como [0,1) = UM} [% ’%), existem dois

desses elementos, digamos jiax — [jia] e joaw — |joa| num mesmo intervalo L%, HTl),

e portanto, se j1 < jo, g = p—j1ep = |ja| — [j1a), temos 0 < |qu — p| < & =

4 1 1 : 4 1
la — §| <y < q_Z)' Hurwitz e Markov provaram que de fato |a — §| < Jp tem

infinitas solucoes g € Q, para todo irracional «, e que \/5 é a maior constante com

essa propriedade. Markov ([Marl] e [Mar2]) provou que, para todo ¢ < 3, o conjunto

dos « € R tais que |a — §| < # tem apenas um namero finito de solugdes 5 cQé

enumerdvel, mas o conjunto dos & € R tais que |« — §| < 317 tem apenas um ndmero
tinito de solugdes tem o mesmo cardinal que R.

Neste capitulo, vamos estudar desigualdades do tipo

f(q) (1)

- P| < 2T
q q

onde f: N — R* é uma fun¢do decrescente, do ponto de vista da teoria da medida.
Vamos provar o teorema de Khintchine, segundo o qual, se ). f(9) = —+oo entdo (1)

21
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tem infinitas solugdes 5 € Q, para quase todo« € R, masse ) .;* 1 f(q) < +oo entdo (1)

tem apenas um namero finito de solu¢des g € Q, para quase todo « € R.

Note que do ponto de vista topolédgico a situacdo é diferente: qualquer que seja a
fungdo positiva f, (1) tem infinitas solucdes 5 € Q paraa € Ry, onde Ry é um conjunto
residual, i.e. contém (de fato é) uma intersecdo enumeravel de abertos densos.

A principal técnica usada para estudar aproximagdes de ntimeros reais por
nimeros racionais sdo as fragdes continuas, que fornecem todas as boas aproximagdes
de um irracional a por racionais. Lembramos os seguintes resultados a seguir sobre
fragdes continuas.

Dado « € R, definimos oy = «, a, = |ay] e, seay, & Z, a1 = anlfan, para todo

n € N. Para cada n € N tomamos p, € Z e g, € N* primos entre si tais que

1
&:[ao;al,az,...,an] = ap + TR
qn m+ o
. -
Temos
1 Pn
s < Ja— | < 5 < —, paratodon € N.
(an—l—l + Z)qn qn An+14qn Tn
A . _ 1
As seqiiéncias py, e g, satisfazem p,1Gn — Prngni1 = (—=1)",Vn > 0. Se |a — §| <3z
djo Pl =P — Pn 1
entdo ; = ;- para algum n € N. Por outro lado, para todo n € N vale |« o | < 7
_ Pnu1 1
ou |a aa | <2
Temos

Xp+1Pn + Pn—1
Xpn+19n + dn—1

Pn+2 = Ant2Pnt1 + P Gu+2 = Ap2qni1 T gn € = , paratodon € N.

A prova que apresentaremos na Secdo 1, baseada no estudo de propriedades
estatisticas de fra¢des continuas, é inspirada em conversas que tive ha uns 9 anos com
o Prof. Nicolau Cor¢do Saldanha sobre o tema.

O problema bésico de aproximagdes simultdneas é o seguinte: dado

p1 p2 Pn g _Fi
7,7,...,7”talsque |zx] - 7|
seja pequeno para todo j < n. Em geral sempre é possivel encontrar racionais tais que
|aj — &| < —7m, 0 que estende o teorema de Dirichlet e pode ser provado de modo
q q

a1,a7,...,0, € R queremos encontrar niimeros racionais

analogo: dado N € N consideramos os N" + 1 pontos
pi = (aj — [wj], aof = [aof], o anf — [anf]), 0 <j< N

n
no hipercubo [0,1)". Dividimos [0,1)" como (U,ZC\]:_Ol [%,%)) em N" cubos de
lado % Havera necessariamente dois pontos p; e pj, num mesmo cubo dessa
decomposicdo, e, se j1 < jo, 4 = jo = j1, Pj = szrxjj — leijj, teremos ]txj — %] <
1

1 .
NG, < W,para todoj < mn.
]
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Infelizmente ndo ha um substituto satisfatério para a teoria de fragdes continuas em
dimensao maior que um, mas é possivel provar uma versao n-dimensional do Teorema
de Khinchine (provada originalmente em [K]), o que faremos na Segao 2.

Para maiores informagdes sobre aproximacdes diofantinas, veja [Cal] e [S].

2.2 O Teorema de Khintchine via fra¢ées continuas

Teorema 2.1 (Khintchine) Seja f: N — R wma fungio decrescente tal que h(n) =
nf(n): N — R também seja decrescente.

a) Se Y, f(n) < +coentio a equagio |n — 5\ < @ tem apenas um niimero finito de

solugoes racionais p/q, para quase todo « € R/Q

b) Se Y7 1 f(n) = +oo entio a equagio |a — §| < % tem um nimero infinito de
solugdes racionais p/q, para quase todo « € R/ Q.

Observagio 2.2 A condicdo de nf(n) ser decrescente ndo é de fato necesséria, como
veremos ha sec¢do 2, mas simplifica a prova. Por outro lado, ndo podemos retirar a
hipétese de f ser decrescente (veja [Ca2]).

Lema 2.3 Sejam n,k € N, e seja [0,a1,a,...] a fragdo continua de um mimero o € [0, 1].
A probabilidade de um termo a, 1 ser igual a k dado que a1 = kq, ap = ko, ..., a, = ky estd
entre1/(k+1)(k+2)e2/k(k+1),V ki, ko, ... kn € N*.

Demonstra¢ao: Sejam
Pn—l/Qn—l - [0;011,&2,...,01”_1] e Pn/Qn - [0;a1/a2/"'/a1’l—1/an]-

Sew € [0,1], « = [0;ay,4az,...,a0,0y11], @pi1 € [1,+00) entdo a € [M &>, e,

qn+qn-1" qn
kpntpni (k+1)Pn+pn71] ,
RanTan’ (FD)antana|” € valem as reciprocas

(as ordens dos extremos dos intervalos podem estar trocadas). Os comprimentos
dos referidos intervalos sdo, respectivamente, 1

se além disso a,11 = k, temos a € [

@it an 1) € Cqntdn 1) (kA1) dnt0n1)

P2

(pois |pnGn-1 — Pn—19n] = 1), e portanto a razdo entre seus comprimentos é
n(Gn+qn— 1+ =
(kqn+q,,q,1()q((kil)}1,)1+q,,,1) = (k+ﬁ)(kf1+ﬁ)’ onde B = q,-1/9n € [0,1]. Portanto, a razdo

pertencea [1/(k+1)(k+2),2/k(k+1)].

O

Corolario 2.4 A probabilidade de a1 > k, nos termos do Lema acima, pertence a [1/ (k +
1),2/k].

Lema 2.5 Para quase todo « € R existe c € R tal que g, < c", para todon € N.
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Antes de provar o Lema 2.4 vamos mostrar como termina a prova do Teorema de
Khintchine.

Demonstragio do Teorema de Kintchine: Suponhamos que Xf(n) < co. Seja v =

HT‘E. Se a aproximagdo p,/q, de a é tal que |a — Z—Z| < %

qnfl(qnl) > W"‘lfl(wn‘l) (pois para todo « € R\ Q vale q,, > P € N) = 4y >

ST 2. A probabilidade de 4,1 < W —2 =: A(n) é pelo menos

1- % Vn € N (pelo coroldrio do Lema 1.2), e a hip6tese de ) 7 ; f(1) < oo implica

entdo 4,41 +2 >

que Y 74 A j < 09, por comparagao com

(o) oo

< AL YO =) < L fn) < 4o

r k=0 n=1

> 7

k=1
Temos portanto [T (1 — ﬁ) > 0 = para cada ¢ > 0 existe ngp € N tal que
[Ty, (1 — A%z) > 1—¢, donde com probabilidade total 4,11 < A(n) para todo n

suficientemente grande = |a — g] < @ tem apenas um ndamero finito de solugdes.

Suponhamos agora que Lf(n) = oo, fixemos ¢ > 0 e vamos nos restringir ao
conjunto X, dos a € [0,1] tais que g, < ¢" para todo n € N (a unido dos conjuntos X
para todo ¢ € N tem probabilidade total em [0, 1], pelo Lema 1.4).

_1 _ Pn flan) n 1 1
Se a1 > e teremos |w 1771’ <o Como g, < ", i < e Vamos

mostrar que com probabilidade total temos 4,11 > para infinitos valores de

1
cf(e)
n € N. Isso segue de []" (1 — W) = 0, onde B(n) = c"f%' que por sua
vez segue de Yoo, c"f(c") > ¢ 1Y% ("M — ") f(c") = +oo. Portanto, para todo

no € N temos [T, <1 - B(n1)+1

donde a equacdo |a — 5—:] < J% é satisfeita com probabilidade total

= 0, e, com probabilidade total, existe n > ny com

i1 2 Gy

para infinitos valores de n € N.
O

Prova do Lema 2.4: Sejam n,k € N. A probabilidade de que k aparega pelo menos
4n/k(k + 1) vezes entre ay, ay,...,a, € limitada por }.i g, C](S)'(l — 5)"J, onde

71

g — _4 ue é menor que (2) 1) para rande (de fato, c(tta-gnit

BRIV que (3)0 para gy 8 G-
n—j s 4—3s s __ 4-3s -
T 7 < T3 T T 63 S Y(1 -5 =

2

37 se

1, paraj = 35”, C{i(%)f(l — %)”_7 <1, donde Gl (5)™(1 - z)( no< (3)5"/4 e
] . C]( ) ( _ %)n—j < (%)Sn/42k:0(%) — 3(3)511/4 — 3(%)n/k(k+1) < (%)n/k(kﬂ),

se n/k(k + 1) é suficientemente grande). A probabilidade disso acontecer pra algum

j > %, logo, como Y1 0C](%
s)

3
k < [\s/ﬁ] é no maximo /7 - (%)\/ﬁ, que converge a zero quando n — 4-o00. Por
outro lado, com probabilidade total, a4, < n? para todo n suficientemente grande

3 4n
= qn < T 1(ax+1) < (Hr_\/ﬁl(r + 1)r<r+1)> : (n2)4”/% com probabilidade total para




2.3: O Teorema de Khintchine n-dimensional 25

todo n grande, pois também com probabilidade total o niimero de termos maiores ou
iguais a f/ﬁ entre a1,ap,...,a, ¢ no maximo 4n/ f/ﬁ, para n suficientemente grande.

Como li_r>n 8logn//n = 0, temos com probabilidade total
n—,o0

_ > 4log(r+1)
n < _ ON @ 7/ .
lim sup /g, < exp (Z i+ 1) ) < 400

n—o00 r=1

Observacao 2.6 Pode-se provar com métodos de teoria ergddica que para quase todo
« € Rvale .
lim /g, = e™ /12"2 ~ 3 2758229 . ..

n—oo

Pretendemos discutir este e outros resultados finos ligados a propriedade estatisticas
de fra¢des continuas num préximo artigo.

Corolarios do Teorema de Khintchine:

i) Para quase todo « € R, |a — §| < ;Zq tem apenas um niimero finito de solugodes

q*log
% € Q, e portanto |a — §| < # tem apenas um niimero finito de solugoes racionais
%, para todo ¢ > 0. Em particular ord @ = 2 para quase todo « € R (onde

ord « ;= inf{v > 0||a — §| < ql—v tem infinitas solucdes % € Q}).

1
9*logq
_Pr 1 nfini des P
portanto, para todo k € R, |« q] < &2 tem infinitas solugoes g € Q.

ii) Para quase todo « € R, |a — §| < tem infinitas solugbes racionais p/q, e

2.3 O Teorema de Khintchine n-dimensional

Teorema 2.7 Sejam fi1, fa,..., fa: N — RY fungdes decrescentes e F: N — R dada por
F(k) = fi(k)fa(k) ... fu(k). Seja o = (a1,...,a2,...,&,) € R". O sistema de aproximagio
simultdneas

fi(4)

la_%’<7’ 1 <i<nétal que ()

a) Se Y21 F(q) < oo entdo (*) tem apenas um mnimero finito de solugoes
(%, %, o, %) € Q", para quase todo . € R".

b) Se Y021 F(q) = oo entdo (*) tem infinitas solugdes (%, ceey %) € Q" para quase
todo o« € R".
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Demonstrac¢ao: Dado gy € N, consideremos o conjunto

n=U U ﬁ(ﬁ_fi(’”,ﬁ+fi(@>,

9>q0 0<py,...,pn<q i=1 q q q q

que é o conjunto dos & € [0,1)" tais que a desigualdade (*) do enunciado do Teorema
tem alguma solugdo com q > go (e logo Ny en S(90) € o conjunto dos a € R” tais que

(*) tem infinitas solucdes (Z’ ..,%”) € Q"). Temos m(S(qo)) < Yoig, qﬂ(znlf;_n(‘?)) _
2"y 224 F(q), que tende a 0 quando g tende a oo, pois I} F(g) converge. Portanto,

m(Ngyen S(90)) = 0, 0 que completa a prova de a).
8i(q) _

Primeiro obtemos fung¢des decrescentes g1, 2, --.,¢n: N — R tais que lgn )
q—50 /!

0eG=g1,9,.--,9n: N = RT satisfaz 1i_r>n qG(q) = 0e 221 G(9) = +oo (podemos
q (o]

tomar Gy(k) = (F(1) + F(2) +---+ F(k))"'-F(k) e G(k) = (G1(1) + G1(2) +--- +
G1(k))"'Gy(k), Vk € N. Teremos G; e G decrescentes, G1(k) < 1/k, kG(k) — 0,
%Gy (k) = o0, ZG(k) = oo, e definimos gi(q) = fi(q) - (G(q)/F(q))"/").

Fixemos agora g9 € N grande e definimos sy = so(qo) = min{s € N|G(q0) + G(q0 +
1) +---+ G(s) > ¢}, onde ¢ é uma constante que escolheremos posteriormente. Note
so(q)

que limy e =g = oo

Para cada s com g9 < s < sp vamos estimar o ntiimero de (%, %2, ey L ) € Q" com

ri€Z,1<1<mn0<r <stais que existem gcom gy < g <s, p1,p2,...,Pn € 2,
0 < p; < g satisfazendo

Liopi 8 8ilS) g g
s q q s

Temos que, como cada g; é decrescente, (**) implica

.M. (%)

lrig — pis| < ZngZEﬁ) =2s¢,(q), i=12,...,n

Para um tal (Z,...,) que ndo satisfaz (**) para nenhum g com g9 < g < s,
p1,...,pnobloco [T (rl lg ), rsl + 8ils )> serd disjunto de todos os blocos associados
a (%,...,7>,chomqo <qg<sVpy,...,pn € ZcomO0 < p; < q.

Para completarmos a prova de b), aplicaremos:

Ak
Lema 2.8 Para todo k € N existe c, > 0 tal que Z]” 1 <M> > Cin.

Demonstra¢do: Para k = 1 segue de

¢(j) I v pd) 1 ¢ nqp(d)
L = s ) ) e = i ) T
q=1ld|q d=1
o u(d) 6
=) ==
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Zm\n V( ) —

POISZr 1 mz Ek 1k2 —Zn 1

A\ k
convexa para k > 1, temos 2 i1 (M) > (l i1 M) donde segue o resultado

)
(com C; = <%>k).
O

Final da demonstracdo de b): Se g9 < g < s, o numero de solugdes de |r;q — p;s| <
25gi(g) com 0 < p; < q,0 < r; < s éno maximo 4sg;(q) desde que mdc(r;,s) = 1. De
fato, nessas condig¢des r;q — p;s ndo se anula, sendo teriamos IZ = 1, que é uma fragio
irredutivel de denominador s > g, absurdo. Seja d = mdc(s,q). Dado k € Z, a equagéo
diofantina rq — ps = k s6 tem solugédo de d|k, quando tem d solugdes com 0 < r < s.
Portanto, 0 < rq — ps < x (resp. —x < rq — ps < 0) tem no méaximo d| %] < x solugdes
(p,r) com 0 < r < s, 0 que claramente implica a afirmagdo. Portanto, o nimero de
solugdes da desigualdade acima para todo i com 1 < i < n é no maximo 4"s"G(q). Por
outro lado h4 ¢(s)" pontos (%,...,2),0 < r; < s, mde(r;,s) =1,1 <i < n. Isso nos
dé a estimativa do nimero de novos blocos disjuntos dos anteriormente considerados
que tém denominador s de pelo menos ¢(s)" — 4"s" 22;1,0 G(q), e para o volume da
unido dos blocos disjuntos adicionados até o denominador sy de pelo menos

SZO 411 n Z G G( )

5=4o q=40

=2k SZO (@)nG(s) — 8" SZO <si G(q)) G(s
s=10 s=qo0 \9=10

Por outro lado, com sy = min{s > q,| Y3, G(q) > ¢}, temos

5 (#9) 60 = e a1 ¥ (292) ot § (#9)'

s=qo s=qop =40 J=40 J
50—1
> Y (G(s) = G(s +1))(cus — o) + G(s0) (cns0 — q0)
5=4o

Z G(s) — (1 —cn)90G(q0)

s=qo+1
=cyC+€¢; ondee; — 0quando gy — o0

(pois liinOo q0G(q0) = 0).

q=40
€2 = G(so) — 0 quando g —> co. Assim, nosso volume é, pelo menos, 2" (c,¢ + €1) —

8"¢(¢ + e2). Tomando ¢ = % temos que, se qp ¢ suficientemente grande (e logo ¢; e

Por outro lado, 8" Y2, (ZS 1 G(q )) G(s) < 8"¢Y%,, G(s) < 8"2(¢+¢2) onde

g, suficientemente pequenos), o volume de A(gg) é pelo menos c2 /23, onde

Sy U fr(E-sens@),

4>00 0<p1ypu<qi=1 \ 1 q9 9 q
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Como A(g) D A(g+1),Vq €N, temos m(Aw) > 557 > 0, onde Ae = Ngen A(9)-
Se B = (B, B2 ---,Bn) € A, |Bi — %| < ‘#,i = 1,2,...,n tem infinitas solucdes
(%, %,...,%”) € Q". Como m(As) > 0, dado € > 0 existe cubo Q = Hle[%,l’i%l],
CeNDbeZ 0<b <Ctalquem(AcNQ) > (1 —¢)m(Q). Se T: R" — R" é dada
por

T(X1,...,Xn) = (CX1 — b1, CXo — by, ..., CXp — by),

temos T(Q) = [0,1]" e m(T(QN Ax)) > 1 —e. Além disso, se & = (a1, ap,...,0,) €
T(QNAx),« =T(B), B = (B1,---,Pn) € AN Q, e portanto |B; — %| < &) para

q
todoi =1,2,...,n tem infinitas solugdes (%, %,...,%) € Q", donde |a; — %] < Cg#(q)
(e logo |a; — %l < @) tem infinitas solucoes
Cp1—by Cp1—0 Cp,—0
(r_llr_z,,r_n):< Pl 1/ Pl 2/"'/ pn n>€in
q 4 q q q q

e como ¢ > 0 pode ser feito arbitrariamente pequeno esta provado o item b).

2.4 Aproximacoes diofantinas nao-homogéneas
Proposi¢do 2.9 Sea € R\ Qentio X = {m + na|m,n € Z} é denso em R.

Demonstragio: Dado ¢ > 0 existem p, g inteiros com > 1/¢ tais que |« — g] < q% =

0 < |ga—p| < % < & Dado x € R existe k € Z tal que x estd entre k(qa — p) e

(k+1)(ga — p), donde |x — k(qa — p)| < &. Como k(qa —p) = —pk+gka € X, 0
resultado estd provado.

O

O préximo resultado, devido a Kronecker, estende a proposi¢do anterior para
dimensao qualquer.

Proposi¢do 2.10 Seja &« = (aq,ap,...,04) € R".  Suponha que 1,aq,...,a, sejam
linearmente inependentes sobre Q (isto é, k + mijuq + mony + -+ + muya, = 0 com
k,my,...,m, € Z implicak = my = --- = m, = 0). Entdo X = {ka + mie; +

moey + « - - + myeylk, my,...,my, € Z} é denso em R", onde ey = (1,0,...,0),...,e, =
(0,...,0,1) sdo os elementos da base candnica de R".

Demonstragio: Seja X C R" o fecho de X, e V C X um subespago vetorial maximal
de R" contido em X. Suponhamos por absudo que V' # R". Seja f um funcional linear
ndo nulo de R".
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Seja V+ o complemento ortogonal de V, e seja 71: R" — V1 a projecdo ortogonal
sobre V+. Para todo x € X, 7(x) € X, pois 7(x) = x + (7t(x) —x), m(x) —x e CC X
e X é invariante por adicdo (pois X também é).

Seja k = dim V. Escolhemos vetores ¢; , ¢;,, . . ., ¢; tais que 7(e;, ), 7t(es,), ..., 7w(e;,)
geram VL. Se fizermos ey = u, para todo i = 0,1,...,n escrevemos 7(e;) =
2;-‘:1 /\ijn(eij). Nao podemos ter Aj; € Q para todo i, sendo podemos definir
um funcional linear f da seguinte forma: dado x € R" escrevemos 7(x) como
Z;-‘Zl Bjm(ei), e tomamos f(x) = P1. Se Ay = f(e)) € Q para todo i, terfamos
Aor = fla) =" qaif(e;) = Y011 Aia; € Q, contradizendo a hip6tese da proposigéo.

Seja entdo ip tal que Aj; ¢ Q. Tomamos ¥y = (Aj1,..., k) € Rk, Como
observamos na introdugdo deste artigo, existem x, = ¢»Y — (P10, P2ns-- -+ Prn) 7# 0,
com Gu, P1in,---,Prn € Z e nll_r>§o|xn| < 7}i_1>r(}o|qn|*1/k = 0, e portanto, se w, =

qn7t(ejy) — 2;-‘:1 pin7t(€i), nlgl(}o w, = 0 (e w, # 0, Vn). Passando a uma subseqtiéncia,

se necessdrio, podemos supor que lim |an =@ € S" !NV, Paratodot € R, temos
n—oo |Wn

que t@w = lim L%an € X, Vn € N. Portanto, como X é invariante por adigdo, o
n—oo - Wn

subespaco V = {v+tw|v € V, t € R} é tal que V C X e V contém propriamente V,
absurdo.

O

Observacao 2.11 A hipétese da Proposicdo A.2 é necessdria, pois se existem inteiros
k,my,...,m, ndo todos nulos tais que k + myay + --- + mya, = 0 entdo X C
{(x1,...,xn) € R"myxq + mpxy + -+ - + mux, € Z}, que é um fechado com interior
vazio.

O teorema de Kronecker possui a seguinte generalizacdo, devida a Weyl. Antes
necessitamos de uma

Definigao 2.12 Uma sequéncia (a,),>o com a, € [0,1]% é dita uniformemente distribuida
se para qualquer paralelepipedo retangular C C [0,1]¢, temos

. #Hjl1<j<neajcC}
lim =

n—o0 n

m(C),

onde m(C) é o volume de C.

Observacio 2.13 Caso uma seqiiéncia (a,),>0 com a, € [0,1]% seja uniformemente
distribuida, entdo a propriedade da defini¢do valera ndo somente para paralelepipedos
retangulares, mas também para qualquer conjunto C C [0,1]¢ com volume (a la
Riemann) bem definido (o que requer que o conjunto seja J-mensuravel, i.e., que sua
fronteira tenha medida nula).
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Teorema 2.14 (Weyl) Seja &« = (ay,...,a5) € R? onde as coordenadas sio tais que
1,1, ..., 04 sdo linearmente independentes sobre Q. Entdo a sequéncia

{na} def (nay — [naq |, ..., neg — [nay )

é uniformemente distribuida no cubo [0,1]%,

Demonstragio: Sejam C1, C, C |0, 1)d dois cubos abertos tais que o lado de C; é menor
que o lado de C;. Entdo o fecho C, de C, estd contido em um transladado de C;
(C, € Cy+v, Fv € RY). Como existem vetores & arbitrariamente préximos de o,
com? = (qay + p1,--.,9%5 + pPa), 4, P1, - - -, Pa € Z, tomando um tal 7 de modo que sua
distancia a v seja menor que a distancia de C; a fronteira de C; + v, temos que

{ma} € C; = {(m—q)a} € Cy— 7 CCy.

Se definirmos, para cada paralelepipedo retangular C, N'(n,4,C) == #{j | 1 < j <
ne {ja € C}, teremos entdo N (n,a,Cy) < N (n,a,Cq) + |q| para todon € N.

Seja entdo N um ndamero natural grande dado e C um cubo dado de lado 1/N.
Considere a decomposicao [0,1)¢ = (UY, [ NI/ 1’%&) )¢ como a unido de (N + 1)4
cubos de lado NLH Seja C a colegdo desses cubos. Para cada cubo C € C dessa
colecdo, existe um inteiro 4(¢) tal que /\/(n «,C) < N(n,aC)+ 19(©)| para todo
n € N. Se d é o maximo dos ntmeros (%), podemos usar o fato de que, para
todo n € N, existe um cubo C € C com N (n,&,C) > L para conclu1r que

N(n,a C)>

(N+1)

—4,VYn € N, de onde obtemos llrnlnfj\/(n a,C)/n >

(N+1) (N—H)

Analogamente (considerando a decomposigao
0,1)% = (UY-/* [ﬁ, %) )4 como a unido de (N — 1) cubos de lado -, podemos

provar que limsup NV (n,a,C)/n <

n—rco (N-1y U

Seja agora B = I1¢_,[a;, b;) um paralelepipedo retangular dado. Para cada ntiimero

natural grande N, B contém uma unido disjunta de I1?_ | N(b; — a;) | cubos de lado
1/N. Assim, da discussdo acima, segue que

.. N(n,a B 1 N 1
lim inf ( " : = (N+1)dnf_1LN(bi—ﬂi)J > (N+1)dH?:1(bi_ai—ﬁ)r

e, fazendo N tender a infinito, obtemos lirr_1>inf/\/' (n,a,B)/n > H‘le(bi —a;) =
n [ee)

m(B). Por outro lado, B estd contido numa unido de IT¢  [N(b; — a;)] cubos de

lado 1/N, donde, pela discussdo acima, 1i17’1n _?oljp N(n,a,B)/n > (1\11—1)011—[?:1 [N(b; —

a;))] > (%)dl—lflzl(bi —a; +1/N), e, fazendo N tender a infinito, obtemos
limsup N (n,a,B)/n < I1¢_ (b; — a;) = m(B). Portanto nli_r)r.}o/\/'(n, a,B)/n =117 (b —

n—oo

a;) = m(B). O
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Observagio 2.15 E possivel provar o teorema anterior com técnicas de analise de
Fourier. Dizemos que uma sequéncia (wy),>0 com w, € R? ¢ dita uniformemente
distribuida médulo 1 se ({wy}),>0 é uniformemente distribuida em [0,1]%, onde, para
w = (wy,wy,..., wy) € RY, {w} := ({wi}, {wa},...,{wy}). E possivel provar que
(Wn)n>o € uniformemente distribuida médulo 1 se, e somente se, para todo vetor
v e 7% comv # (0,0,...,0),

lim © Y exp(2mi{wy,v)) =0

n—oo 1 1<55%n

(onde (u,v) denota o produto interno dos vetores u e v). Nao é dificil verificar esta
condigdo para a sequéncia w, = na, onde & = (&, ..., u4) € R? ¢ tal que 1,aq,...,04
sdo linearmente independentes sobre Q.

Esta caracterizagdo de sequéncias uniformemente distribuidas médulo 1 pode ser
usada para provar o seguinte fato: uma condigdo suficiente (mas ndo necessaria) para
que uma sequéncia (wy),>0 com w, € R seja uniformemente distribuida médulo 1
é que, para todo inteiro positivo &, a sequéncia (w;.; — Wy )yeN S€ja uniformemente
distribuida. Este fato, por sua vez, pode ser usado para provar (por indugdo no
grau) que, para todo polinémio p(x) = ayx? 4+ ay_1x7~1 + - - + ag que tenha algum
coeficiente ndo constante «;, j > 1 irracional, a sequéncia (p(#)),en € uniformemente
distribuida médulo 1.

Veja o capitulo IV de [C1] ou [StSa], paginas 105-113 para mais detalhes.

2.5 Ntumeros de Liouville

Vimos no coroldrio i) do teorema de Khintchine que ordx = 2 para quase todo
a € R. Dado w € R\ Q, dizemos que « é um niimero de Liouville se orda = oo, isto
é, se para todo n > 0 existem infinitos racionais g com |a — p! <7 . O conjunto dos

numero de Liouville é portanto dado por

t=NUUE-52+5)

neNqg>2 peZ q
Assim, L é uma intersecdo enumeravel de abertos densos e portanto é um conjunto
genérico no sentido de Baire, embora, como vimos, tenha medida nula.

Uma parte do interesse dos nuimeros de Liouville é motivado pelo seguinte
resultado, que implica que todo nimero de Liouville é transcendente (a reciproca
entretanto é falsa, j4 que o conjunto dos ntimeros algébricos é enumerével e portanto o
conjunto dos nimeros transcendentes tem medida total).

Proposi¢do 2.16 Seja & € R\ Q um niimero algébrico de grau n, isto é, « é raiz de um
polindmio ndo nulo de grau n com coeficientes inteiros. Entdo existe c > 0 tal que

.
q q
para todo p/q € Q. Em particular, ord w < n.
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Demonstragdo: Seja P(x) um polindmio de grau n com coeficientes inteiros tal que
P(a) = 0. Existe um d > 0 tal que P(x) # 0 para todo 0 < |x — a| < d. Sejam

k= max |P'(x)] e c:min{l,d,%}

|x—a|<1

Se a — F| < 5, com p,q € N., terfamos | — [ < ¢ < d, donde P(£) # 0. Assim,
(q)‘ >1 = }P )| > . Por outro lado,

P =1P(§) ~Pe] = P’<y>'(§—“>

para algum vy estritamente entre « e g, pelo teorema do valor médio, mas |y — a| <
la — —] < ¢ < 1implica [P'(y)| < k, logo

como q”~P(§)

7

< lr(E)| <2<

o que é absurdo. O

Um teorema ndo trivial devido a Roth (e que lhe rendeu uma medalha Fields)
mostra que, de fato, ord @ = 2, para todo a algébrico (veja por exemplo [Leq]).

Lembramos que, usando a fragdo continua de e, é possivel provar que ord(e) = 2
(veja o capitulo 3), isto é, o ntimero e é transcendente, mas “ndo muito”.

2.6 Problemas Propostos

1 Mostre que a sequéncia (a,) com a, € [0, 1]d ¢ uniformemente distribuida se, e s6
se, para qualquer funcio continua f: [0,1]¢ — R, temos

lim F(@1) + fa2) + -+ flan) _

n—o0 n

2 Provequea = )

n=1

1
107!

é um numero de Liouville e, portanto, é transcendente.

3 Mostrar que se a e f sdo ntimeros irracionais positivos satisfazendo % + % =1, entdo
as sequeéncias

o), 12, 3], e Bl |26), 36), -

juntas contém todo inteiro positivo exatamente uma vez.

4 Mostrar que se a e b sdo niumeros inteiros positivos arbitrarios, entdo

lav/2 —b| > ——— 3a+0) —|—b)



2.6: Problemas Propostos 33

5 Construa uma sequéncia infinita limitada xp,x1,x2,... tal que para todos os
nimeros naturais i e j com i # j se tenha

|xi — xjl[i —j| = 1.

Obs.: Uma consequéncia imediata deste fato é que, dado um real a > 1, existe uma
sequéncia infinita limitada xg, x1, xp, ... tal que para todos os niimeros naturais i e j
com i # j se tenha

|xi — xl[i =" > 1.

O problema 6 da IMO de 1991 consistiu em provar esta tiltima afirmacao.

6 Sejam a, b, c inteiros ndo todos nulos. Mostrar que

1
4a2 4 3b% + 2¢

> < [V4a+V2b+|.

7 Mostrar que a sequéncia {a,},>1 definida por a, = |nv/2] contém um ndmero
infinito de termos que sdo poténcias de 2.

8 Seja {a,} uma sequéncia crescente de inteiros positivos tais que para todo K existe
um n € N tal que 4,41 > Ka,. Mostrar que ), ;2% é um ntimero de Liouville (e
portanto é transcendente).

9 a) Prove que existe n € N tal que os 2010 primeiros digitos de 2" sdo iguais a 1.

b) Prove que existe n € N tal que os 2010 primeiros digitos de 2" sdo iguaisa 1 e os
2010 primeiros digitos de 3" sdo iguais a 2.

10 Prove que, para todo inteiro a com 1 < a < 9 temos

lim #{j | 1 <j < neoprimeiro digitode 2 éa} log(a+1) —loga
n— oo n N log 10 ‘






Capitulo 3

Os Espectros de Markov e Lagrange

3.1 Defini¢des e enunciados

Seja « um namero irracional. De acordo com o teorema de Dirichlet, a desigualdade

p

1 e o .
a——| < — tem uma infinidade de solugdes racionais p/gq. Markov e Hurwitz

melhoraram este resultado, provando que, para todo irracional @, a desigualdade

p

a— = < tem uma infinidade de solugdes racionais, e que V/5 é a melhor

1
ql V52
1 5
constante com esta propriedade: para a = +2\/_, e para qualquer ¢ > 0, a
P 1 . . N
a ——| < —=——— tem apenas um nuimero finito de solugdes (ver

9l (VB+e)g?

apéndice). Entretanto, fixado « irracional, pode-se esperar resultados melhores, o que
nos leva a associar a cada « a sua constante de melhor aproximacéo k(a) = sup{k > 0 |
p 1

DC_E <k—q2

p)|~1) € RU {+oo}. Nossa discussio inicial mostra que k(a) > /5 para todo a« € R,
(1 ++5
ek
2
Estaremos interessados nos &« € R tais que k(uc) < 400, e, mais particularmente, na
imagem da fungéo k, isto é, no conjunto L = {k(a) | « € R\Z ek(an) < +co}. Este
conjunto é conhecido como o espectro de Lagrange.

desigualdade

tem uma infinidade de solugdes racionais p/q} = limsup, .5 (1g(ga —

) = /5. Nao é dificil provar que k(a) = oo para quase todo « € R.

Provamos no apéndice uma férmula para k(«): escrevemos a em fragdo continua,
a = |[ag,a1,ap,...] e definimos, para n € N, a, = [ay,a,41,0542,...] €
Bn = [0,a,_1,8,—2,...]. Temos entdo k(x) = limsup,_, . (axn + Bn). Isto segue dos
resultados do Capitulo 3.

E interessante observar que se mudassemos um pouco as fungdes envolvidas na
definicdo do espectro de Lagrange ele seria um conjunto bastante trivial: se para

f(q)

f:R — Ry considerarmos o conjunto k¢(a) := sup {k > 0 | |a — g] < T tem

infinitas solucdes racionais p/q} entdo, caso tenhamos lim,—, 1« 4% f(q) = 0 entdo a

35
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imagem de k¢ seria (0, +o0] (ou [0, +o0], se consideramos sup (&) = 0 neste contexto)
e, caso lim, 4 g% f(9) = 400, entdo a imagem de k seria {+co}.

O conjunto L encodifica uma série de propriedades diofantinas de ntimeros reais, e
vem sendo estudado ha bastante tempo. Talvez o primeiro resultado nao-trivial sobre
ele se deva a Markov, que provou em 1879 (ver [Marl] e [Mar2]) que L N (—00,3) =

ki = V5 < ky = 22 < ks = ﬂ < ---} onde (k,) é uma seqiiéncia
5 q

convergente a 3 tal que k2 € Q para todo n. Assim, o “comeco” do espectro
de Lagrange é discreto. Essa afirmacdo ndo é verdadeira para todo o conjunto L.
Marshall Hall prova em 1947 ([H]) que L contém toda uma semi-reta (por exemplo
[6, +0)), e G. Freiman determinou em 1975 a maior semi-reta que estd contida em
253589820 + 283748+/462
491993569
se fortemente no estudo de somas de conjuntos de Cantor regulares, cuja relagdo
com o espectro de Lagrange tem origem na férmula que apresentamos para k(a), e
é o tema principal deste capitulo. Por exemplo, o resultado que M. Hall enuncia
em seu artigo [H] é o seguinte: se C(4) é o conjunto de Cantor regular dos reais
de [0,1] em cuja fragdo continua aparecem apenas os coeficientes 1, 2, 3 e 4 entdo
C(4) +C(4) = [V2—1,4(v/2 —1)], do qual nédo é dificil deduzir que L D [6,+0)
via a férmula para k(«).

L,queé 4+ , +oo>. Estes dois ultimos resulados baseam-

De k(a) = limsup, .. («; + Bn) podemos obter a seguinte caracterizagdo do
espectro de Lagrange: seja X = (N*)N, o conjunto das seqiiéncias bi-infinitas de
inteiros positivos, e 0: & — X o shift definido por o((an),.;) = (aut1),cy- Se
f: £ — Rédefinida por f((an),.,) = «o+ Bo = [a0,a1,a2,...]+[0;a_1,a_2,... | entdo
L = {limsup,_, ., f(¢"8),0 € Z}. Outro conjunto de niimeros reais que serd de nosso
interesse é o espectro de Markov M, que é igual a {sup, .., f(c"8),0 € X}. O espectro
de Markov tem a seguinte interpretacdo aritmética: M = {(inf(, ,ycz2\ (0,0) [/ (%, V) N1
f(x,y) = ax?+ bxy + cy?, b*> — 4ac = 1}. Sao fatos conhecidos que L e M sio
subconjuntos fechados da reta e que L C M. Provamos em [M] os seguintes resultados:

Teorema 3.1 Para todo t € R, as dimensdes de Hausdorff de L N (—oo,t) e de M N (—oo, t)
sdo iguais. Se denotarmos essas dimensdes por d(t), temos os seguintes fatos:

a) d: R — [0,1] é continua e sobrejetiva.

oy

d(t) = min{1,2- HD(k~(—o0o,t))}

(o}

max{t € R |d(t) =0} =3

)
)
)
) d(vVi2) =1

d
(As afirmac0es c) e d) sdo consequéncias simples de b)).
Teorema 3.2 O conjunto dos pontos de acumulagio de L é perfeito, isto é, L' = L".

Teorema 3.3 0 < HD(M\L) < 1.
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Estes teoremas sdo baseados na ideia de aproximar partes de M e de L por dentro
e por fora por somas de conjuntos de Cantor regulares de dimensdes proximas. A
prova do Teorema 1.1 depende de modo essencial de um resultado sobre dimensdes de
Hausdorff de somas aritméticas de conjuntos de Cantor regulares, cuja prova depende
do lema de recorréncia de escala de [MY].

3.2 Problemas Propostos

1 Dizemos que dois ntimeros irracionais « e B sdo GLy(Z)-equivalentes se existem

N . _ . _ a,x+b
inteiros a,b,c,d com |ad — bc| = 1 tais que p = -

Mostre que, se as fragdes continuas de a e B sdo o« = [ag;ay,az,...] e B =
[bo; by, by, ... ] entdo a e B sdo GLy(Z)-equivalentes se, e somente se, existem r € Z

e ng € N tais que b, = a4, Vn > ny.
Conclua que k(a) = k(B) sempre que « e f sdo GLy(Z)-equivalentes.

2 Mostre que se f: R — R decrescente e

kf(a) := sup {k >0 | |a— E‘ < J@ tem infinitas solugdes racionais E}
entdo, caso tenhamos lim; . 0q”f(q) = 0, a imagem de k; é (0,+o0]
(ou [0,+c0], se consideramos sup(@) = 0 neste contexto) e, caso

limy 400 4% f(g) = 00, entdo a imagem de kg é {+co}.

3 Use o fato de que C(4) + C(4) = [v2 —1,4(v/2 — 1)] e a férmula para k(«) para
mostrar que L D [6,+0).
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