Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. V. Makeev

NESKOL^KO TEOREM O DELENII NEPRERYVNO RASPREDELENNO` MASSY §1. Delenie massy na ploskosti

Horoxo izvestno, qto vsØku¸ nepreryvno raspredelennu¸ na ploskosti R^2 koneqnu¸ massu moßno razdelit~ na 4 ravnye qasti paroæ vzaimno-perpendikulØrnyh prØmyh [1], a takße na 6 ravnyh qasteæ tremØ prØmymi, prohodØwimi qerez odnu toqku [2].

Pust~ luqi ℓ_1, . . . , ℓ_5 ishodØt iz nekotoroæ toqki O ∈ R^2, zanumerovany v porØdke ih sledovaniØ po qasovoæ strelke i l¸- bye dva sosednih ugla iz qisla obrazovannyh imi sostavlØ¸t v summe ugol 6 π. Oboznaqim qerez A_1, . . ., A_5 qasti ploskosti, na kotorye ee razbiva¸t luqi ℓ_1, . . . , ℓ_5 (ris. 1).

Ris. 1.

Pust~ na ploskosti nepreryvno raspredelena koneqnaØ massa m i pust~ m(A) oznaqaet massu podmnoßestva A ⊂ R^2. Polagaem

m = m(R^2).

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 92

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 93

Teorema 1. Pri sdelannyh predpoloßeniØh dlØ l¸bogo nabora po-

loßitel~nyh qisel x_1, . . . , x_5 so svoæstvom x_1+· · ·+x_5 = 1 naædetsØ affinnoe preobrazovanie a ploskosti takoe, qto luq a(ℓ_1) imeet zaranee zadannoe napravlenie i m(a(A_i)) = x_im dlØ 1 6 i 6 5.

Dokazatel~stvo. Dokaßem teoremu v sluqae, kogda rasprede-

lenie m imeet gladku¸ plotnost~ s kompaktnym nositelem supp(m). V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

Pust~ G – gruppa sohranØ¸wih orientaci¸ affinnyh preobrazovaniæ ploskosti s ediniqnym opredelitelem. Rassmotrim otobraßenie F : G → R^5, g → (m(g(A1))_{m , . . . ,} m(g(A5))_m^)_.

Po postroeni¸ obraz F (G) soderßitsØ v qetyrehmernom simplekse

Δ = {x = (x_1, . . . , x_5) | x_1 + · · · + x_5 = 1, x_i ¿ 0 dlØ 1 6 i 6 5} ⊂ R^5.

Pust~ x = (x_1, . . . , x_5) ∈ Δ – toqka s poloßitel~nymi koordinatami. Qtoby ne delat~ oboznaqeniØ slixkom gromozdkimi, my ne budem razliqat~ toqku x i obrazovannoe e¸ odnofflementnoe mnoßestvo. Oboznaqim qerez S mnogoobrazie luqeæ v R^2 s naqalom O. (Oqevidno, S diffeomorfno okrußnosti.) Vvedem otobraßenie fx : F �^1(x) → S, a → a(ℓ_1),

sopostavlØ¸wee s affinnym preobrazovaniem a iz F �^1(x) luq a(ℓ_1).

Utverßdenie 1. V tipiqnoæ situacii, t.e. v sluqae, kogda x =

(x_1, . . . , x_5) – regulØrnoe znaqenie dlØ otobraßeniØ F , proobraz

F �1_(x_{) ØvlØetsØ kompaktnym gladkim orientirovannym odno-}

mernym podmnogoobraziem v G, t.e. koneqnym naborom gladko vloßennyh v G okrußnosteæ.

Dokazatel~stvo. Kompaktnost~ mnoßestva F �^1(x) sleduet iz

togo, qto pri a ∈ F �^1(x) toqka a(O) prinadleßit vypukloæ oboloqke K nositelØ supp(m) i poparnye ugly meßdu luqami a(ℓ_1), . . . , a(ℓ_5) ravnomerno otdeleny ot nulØ.

Vtoroe utverßdenie neposredstvenno sleduet iz poloßitel~nosti koordinat toqki x. Esli ße obwee naqalo luqeæ

94 V. V. MAKEEV

a(ℓ_1), . . . , a(ℓ_5) leßit vne K, to ono otdelØetsØ ot K prØmoæ. Togda, uqityvaØ uslovie v teoreme 1 na summu sosednih uglov meßdu luqami ℓ_1, . . . , ℓ_5, my vidim, qto dlØ nekotorogo i obraz a(A_i) ne peresekaetsØ s K, i pofftomu koordinata x_i = 0 vopreki uslovi¸ teoremy. •

Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy, ostalos~ dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 2. V tipiqnoæ situacii stepen~ otobraßeniØ

fx : F �^1(x) → S ravna 1.

Dokazatel~stvo. Tak kak rassmatrivaemye raspredeleniØ mass

i toqki x ∈ Δ s poloßitel~nymi koordinatami gladko deformiruemy drug v druga, to korrektno opredelen klass gladkogo bordizma otobraßeniØ fx : F �^1(x) → S, a znaqit ego stepen~ ne zavisit ot vybora tipiqnoæ pary (raspredelenie m, toqka

x ∈ Δ)._{DlØ vyqisleniØ iskomoæ stepeni rassmotrim ograniqennu¸}

massu m, raspredelennu¸ s krugovoæ simmetrieæ, i toqku x = (1/5, 1/5, . . ., 1/5). Pust~ nositel~ K = supp(m) rassmatrivaemoæ massy est~ krug s centrom O. Pokaßem, qto v fftom sluqae F �^1(x) sostoit tol~ko iz povorotov vokrug O. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto figuru K_1, ograniqennu¸ (raznoosnym) ffllipsom, nel~zØ razbit~ na 5 ravnovelikih qasteæ pØt~¸ ishodØwimi iz odnoæ toqki O luqami ℓ_1, . . ., ℓ_5, sosednie iz kotoryh sostavlØ¸t ugol 2π/5.

Predpoloßiv protivnoe, rassmotrim ravnovelikiæ K_1 krug K_2 s centrom O. Togda granicy figur K_1 i K_2 obØzatel~no pereseka¸tsØ vnutri kaßdogo iz uglov, ograniqennyh sosednimi iz luqeæ ℓ_i, tak kak plowadi figur K_1 i K_2, zakl¸qennye vnutri fftih uglov, ravny. Odnako po teoreme Bezu okrußnost~ ne moßet peresekat~sØ s raznoosnym ffllipsom bolee qem v 4 toqkah. Protivoreqie.

Takim obrazom, v rassmatrivaemom sluqae otobraßenie

fx : F �^1(x) → S

ØvlØetsØ gomeomorfizmom i, sledovatel~no, imeet stepen~ 1.

Proverim, qto rassmatrivaemaØ situaciØ tipiqnaØ, t.e. qto toqka x = (1/5, 1/5, . . ., 1/5) ØvlØetsØ regulØrnym znaqeniem otobraßeniØ F . DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto, vozmuwaØ oto-

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 95 braßenie iz F �^1(x), my moßem nezavisimo s nenulevoæ skorost~¸ naruxat~ rovno odno iz usloviæ ravenstva koordinat toq-

ki x._{Pust~ luqi ℓ1, . . . , ℓ5 s naqalom O delØt krug K na 5 ravnyh}

sektorov s massami m_1 = · · · = m_5 (ris. 2(a)). Slegka sßav sistemu luqeæ ℓ_1, . . . , ℓ_5 v perpendikulØrnom luqu ℓ_1 napravlenii, poluqim sistemu luqeæ ris. 2(b), razdelØ¸wu¸ K na qasti s massami m_1 = m_5 < m_2 = m_4, a sdvinuv luqi vpravo, poluqaem sistemu luqeæ, razdelØ¸wu¸ K na qasti s massami m_1 = m_2 = m_4 = m_5 > m_3 (ris. 2(v)).

(a) (b) (v).

Ris. 2.

Takim obrazom, rassmotrennaØ situaciØ tipiqna, a znaqit i v l¸boæ drugoæ tipiqnoæ situacii stepen~ otobraßeniØ fx ravna 1, i, sledovatel~no, fx s¸r¨ektivno. Po soobraßeniØm nepreryvnosti fx s¸r¨ektivno i vo vseh trebuemyh sluqaØh.

Utverßdenie 2, a s nim i teorema 1, dokazany. •

§2. Delenii massy v R^3 konusami nad granØmi tetraffdra

V dal~neæxem qerez T oboznaqen ravnogrannyæ tetraffdr, dva skrewiva¸wihsØ rebra kotorogo ravny, a vse ostal~nye rebra – poparno ravny. ˚sno, qto verxiny tetraffdra T ØvlØ¸tsØ koncami perpendikulØrnyh diagonaleæ osnovaniæ nekotoroæ pravil~- noæ qetyrehugol~noæ prizmy, kotoru¸ my v dal~neæxem oboznaqaem P . Qerez O oboznaqim obwiæ centr tetraffdra T i prizmy P . Teorema 2. Pust~ v R^3 nepreryvno raspredelena koneqnaØ massa

m. Togda v R^3 naædetsØ tetraffdr, ravnyæ T , takoæ, qto konusy

K_1, . . . , K_4 nad ego granØmi s obweæ verxinoæ O delØt massu m na 4

96 V. V. MAKEEV

ravnye qasti, priqem simmetriqnye im otnositel~no O konusy

K0_{1, . . . , K}0_{4 takße delØt} m_{na 4 ravnye qasti.}

Dokazatel~stvo. Kak i pri dokazatel~stve predyduwih teorem,

my dokaßem teoremu v sluqae, kogda massy m(K_i) i m(K0_j) gladko zavisØt ot poloßeniØ konusov K_i i K0_j . V ostal~nyh sluqaØh teorema 4 poluqaetsØ predel~nym perehodom.

Pokaßem, qto v tipiqnoæ situacii takih (neuporØdoqennyh) sistem iz 8 konusov K_1, . . . , K0_4 imeetsØ neqetnoe qislo. KaßdaØ takaØ sistema konusov zadaetsØ paroæ simmetriqnyh tetraffdrov vyxeopisannogo tipa T i T 0 s obwim centrom O. Verxiny tetraffdrov T i T 0 v sovokupnosti obrazu¸t mnoßestvo verxin pravil~noæ prizmy P s centrom O, kotoraØ opredelØet neuporØdoqennyæ nabor iz 8 konusov K_1, . . . , K0_4. Pokaßem, qto v tipiqnoæ situacii suwestvuet neqetnoe qislo trebuemyh pravil~nyh prizm P .

Pokaßem, qto dlØ raznoosnogo ffllipsoida E ime¸tsØ rovno 3 pravil~nyh prizmy takih, qto sootvetstvu¸wie im sistemy konusov razbiva¸t ob¨em ffllipsoida E na 8 ravnyh qasteæ.

Takovymi ØvlØ¸tsØ tri kongruffntnye kopii prizmy P , rebra kotoryh parallel~ny osØm ffllipsoida E, a centry sovpada¸t s ego centrom O.

Oqevidno, qto centr iskomyh pravil~nyh prizm sovpadaet s O. V protivnom sluqae rassmotrim minimal~nyæ nabor konusov K_i takoæ, qto O ∈ int( ⋃ K_i), i poluqim, qto m ( ⋃ K0_{i) <} m_(^⋃_{Ki)}.

Pust~ P – iskomaØ prizma s centrom v centre O raznoosnogo ffllipsoida E, diagonali kotoroæ ØvlØ¸tsØ rebrami 8 ravnyh trehgrannyh uglov, delØwih ob¨em ffllipsoida E na ravnye qasti, i pust~ A, B, C, D, A0, B0, C0 i D0 – toqki pereseqeniØ diagonaleæ prizmy P ili ih prodolßeniæ s graniceæ ffllipsoida E.

Zametim, qto, esli AB . . . C0D0 – parallelepiped, to on podoben pravil~noæ prizme P . Deæstvitel~no, rebra parallelepipeda AB . . . C0D0 parallel~ny liniØm pereseqeniØ ploskosteæ, v kotoryh leßat pary ego diagonaleæ, pofftomu on prØmougol~nyæ, a znaqit ego diagonali ravny i on gomotetiqen prizme P .

Prevratim ffllipsoid E v xar ~E, rastØnuv ego vdol~ dvuh

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 97 men~xih oseæ, i pust~ ~A, ~B, . . . , ~C0, ~D0 – obrazy toqek A, B, . . . , C0, D0 pri fftom rastØßenii. Tak kak konusy nad granØmi tetraffdrov ~A ~B ~C ~D i ~A0 ~B0 ~C0 ~D0 s obweæ verxinoæ v centre xara ~E delØt ego ob¨em na ravnye qasti, to, kak netrudno videt~, ~A ~B . . . ~C0 ~D0 – prØmougol~nyæ parallelepiped. (Strogoe dokazatel~stvo privedeno niße.) Sledovatel~no, i AB . . . C0D0 – takße parallelepiped, kotoryæ, kak my videli vyxe, podoben P . OstaetsØ zametit~, qto v raznoosnyæ ffllipsoid E vpisany lix~ 3 vyxeukazannye podobnye kopii pravil~noæ prizmy P .

Tipiqnost~ rassmotrennoæ situacii sleduet iz togo, qto pri dvißenii rassmatrivaemoæ sistemy konusov s nenulevoæ skorost~¸ naqinaet naruxat~sØ odno iz usloviæ ravenstva mass.

Takim obrazom, v xestimernom mnogoobrazii poloßeniæ prizmy P xest~ rassmatrivaemyh usloviæ sovpadeniØ ob¨emov v tipiqnoæ situacii vydelØ¸t koneqnyæ nabor iz neqetnogo qisla prizm. Predel~nyæ perehod dokazyvaetsØ suwestvovanie trebuemoæ sistemy konusov dlØ proizvol~noæ massy, nepreryvno raspredelennoæ v R^3. Teorema 2 dokazana. •

DlØ polnoty dokazatel~stva ostalos~ dokazat~ sledu¸wu¸ fflementarnu¸ lemmu.

Lemma. Pust~ tetraffdr ABCD vpisan v sferu S s centrom O,

priqem sredi verxin A, B, C i D net diametral~no-protivopo-loßnyh toqek. Konusy nad granØmi tetraffdra s obweæ verxinoæ O delØt ob¨em xara s graniceæ S na 4 ravnye qasti togda i tol~ko togda, kogda tetraffdr ABCD – ravnogrannyæ, t.e. otrezki AB i CD ØvlØ¸tsØ skrewiva¸wimisØ diagonalØmi dvuh parallel~nyh graneæ prØmougol~nogo parallelepipeda, vpisannogo v S.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ (⇐). Pervoe utverßdenie oqe-

vidnym obrazom vyvoditsØ iz vtorogo, poskol~ku v fftom sluqae grani tetraffdra ABCD ravny.

Neobhodimost~ (⇒). Tot fakt, qto rassmatrivaemye konusy razbiva¸t xar na ravnovelikie qasti, oqevidno, ravnosilen tomu, qto krivolineænye geodeziqeskie treugol~niki ABC, ABD, ACD i BCD ravnoveliki, t.e. plowad~ kaßdogo iz nih sostavlØet qetvertu¸ qast~ sfery.

98 V. V. MAKEEV

Ris. 3.

Esli toqki A, B i C ne diametral~no protivopoloßny, to C leßit na okrußnosti γ0 (ris. 3), kotoraØ simmetriqna otnositel~no O toæ okrußnosti γ ⊂ S, dlØ kotoroæ otrezok AB ØvlØetsØ diametrom.

V takom sluqae, vybrav v kaqestve verxiny D tetraffdra diametral~no protivopoloßnu¸ C toqku na okrußnosti γ0, my poluqaem vpisannyæ v S ravnogrannyæ tetraffdr ABCD. Znaqit dlØ toqek C okrußnosti γ0 plowad~ geodeziqeskogo treugol~nika ABC ravna qetverti plowadi sfery S.

Oqevidno, qto dlØ vnutrennih toqek C men~xeæ (sootvetstvenno, bol~xeæ) iz sferiqeskih xapok, ograniqennyh okrußnost~¸ γ0, plowad~ geodeziqeskogo treugol~nika_{ABC} bol~xe (sootvetstvenno, men~xe) qetverti plowadi sfery S.

Uslovie ravenstva plowadeæ qetyreh geodeziqeskih treugol~nikov opredelØet toqku D na sfere S po toqkam A, B i C odnoznaqno, qto i zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. •

Po analogii s tem, kak ffto sdelano v [6], my moßem obobwit~ teoremu 2, dobaviv ograniqennu¸ simmetriqnu¸ devØtu¸ oblast~ K_9 s centrom O, priqem O ∈ int K_9, i oblada¸wu¸ vsemi simmetriØmi pravil~noæ prizmy P . (V kaqestve K_9 moßno vzØt~, naprimer, gomotetiqnyæ obraz samoæ prizmy P .)

Teorema 3. Pust~ v R^3 nepreryvno raspredelena koneqnaØ mas-

sa m, i pust~ x ∈ (0; 1). Togda naædetsØ podobnoe preobrazovanie a : R^3 → R^3 takoe, qto m(a(K9)) = xm i

m(a(K1 r K9)) = · · · = m(a(K^0_4 r K9)).

Dokazatel~stvo. Ono analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 99 Pokaßem, qto v tipiqnoæ situacii trebuemyh konfiguraciæ oblasteæ imeetsØ neqetnoe qislo.

Esli delit~ ob¨em raznoosnogo ffllipsoida E trebuemym v teoreme 3 obrazom i ustremit~ x k 0, to oqevidno obraz a(K_0) celikom popadaet v ffllipsoid E, a znaqit vypolnØ¸tsØ 7 ravenstv

m(a(K1)) = · · · = m(a(K^0_4)).

No, kak my videli vyxe, takih konfiguraciæ konusov – neqetnoe qislo.

Tipiqnost~ rassmatrivaemoæ situacii proverØetsØ bez truda, qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 3. •

§3. Delenie massy v R^n n giperploskostØmi

V [3] dokazano, qto nepreryvno raspredelennu¸ v R^3 koneqnu¸ massu moßno razdelit~ na 6 ravnyh qasteæ sistemoæ konusov nad granØmi nekotorogo kuba s obweæ verxinoæ v ego centre.

Legko zametit~, qto ne vsØku¸ nepreryvno raspredelennu¸ koneqnu¸ massu v R^3 moßno razbit~ na 8 ravnyh qasteæ tremØ vzaimno-perpendikulØrnymi ploskostØmi. (Mnogoobrazie troek vzaimno-perpendikulØrnyh ploskosteæ xestimerno, pofftomu dlØ tipiqnogo raspredeleniØ massy nevozmoßno dobit~sØ vypolneniØ 7 usloviæ ravenstva mass.)

Odnako v [4] dokazano, qto nepreryvno raspredelennu¸ v R^3 koneqnu¸ massu moßno razbit~ na 8 ravnyh qasteæ “skruqennoæ” sistemoæ oktantov. “SkruqennaØ” sistema oktantov poluqaetsØ iz sistemy, obrazovannoæ tremØ vzaimno-perpendikulØrnymi ploskostØmi, odnovremennym povorotom qetyreh oktantov vokrug ih obwego luqa na nekotoryæ ugol. V [4] takße dokazano, qto central~no-simmetriqno raspredelennu¸ v R^3 massu moßno razbit~ na 8 ravnyh qasteæ troækoæ vzaimno-perpendikulØrnyh ploskosteæ.

Teorema 4. Pust~ v R^n nepreryvno raspredelena koneqnaØ mas-

sa m. Togda naædutsØ n vzaimno-ortogonal~nyh giperploskosteæ,

kaßdye dve iz kotoryh delØt m na 4 ravnye qasti.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda ras-

predelenie massy imeet gladku¸ plotnost~, nositel~ kotoroæ ØvlØetsØ xarom, qto my i predpolagaem v dal~neæxem. V ostal~- nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

100 V. V. MAKEEV

Rassmotrim kompaktnoe gladkoe mnogoobrazie M naborov iz n vzaimno-ortogonal~nyh giperploskosteæ, kaßdaØ iz kotoryh delit rassmatrivaemu¸ massu popolam. Oqevidno, qto dim M = n(n − 1)/2. ˚sno, qto iskomye nabory giperploskosteæ vydelØ¸tsØ v M n(n − 1)/2 usloviØmi ravenstva otsekaemyh parami giperploskosteæ mass – po odnomu uslovi¸ dlØ kaßdoæ pary giperploskosteæ. Takim obrazom, v tipiqnoæ situacii imeetsØ koneqnoe qislo ℓ trebuemyh naborov giperploskosteæ. Po standartnym topologiqeskim soobraßeniØm qetnost~ qisla ℓ ne zavisit ot vybora tipiqnogo raspredeleniØ massy, tak kak vse rassmatrivaemye raspredeleniØ massy gladko deformiruemy drug v druga. Ostalos~ privesti primer, kogda ℓ neqetno.

Pust~ m – sferiqeski simmetriqno raspredelennaØ massa, a A – affinnoe preobrazovanie, perevodØwee supp(m) v raznoosnyæ ffllipsoid. Pokaßem, qto dlØ massy A(m) imeetsØ edinstvennaØ trebuemaØ konfiguraciØ giperploskosteæ. Deæstvitel~no, pust~ vzaimno-ortogonal~nye giperploskosti P_1, . . ., P_n razbiva¸t A(m) trebuemym v teoreme 1 obrazom. Togda giperploskosti A�^1(P_1), . . . , A�^1(P_n) razbiva¸t m trebuemym obrazom, a znaqit oni takße vzaimno-ortogonal~ny. No poslednee vozmoßno lix~ v tom sluqae, kogda giperploskosti P_1, . . . , P_n ortogonal~ny osØm ffllipsoida. To, qto rassmatrivaemaØ situaciØ – tipiqnaØ, legko proverØetsØ: pri dvißenii naædennogo nabora giperploskosteæ s nenulevoæ skorost~¸ dlØ raspredeleniØ s nositelem – raznoosnym ffllipsoidom – s nenulevoæ skorost~¸ naqinaet naruxat~sØ odno iz usloviæ ravenstva mass. •

Zameqanie. Pri n = 3 iz teoremy 1 poluqaetsØ utverßdenie,

qto dlØ nepreryvno raspredelennoæ v R^3 koneqnoæ massy naædutsØ tri vzaimno-perpendikulØrnye ploskosti, razbiva¸wie prostranstvo na 8 oktantov, pri xahmatnoæ raskraske kotoryh budut poparno ravny massy, zakl¸qennye v “belyh” oktantah, a takße budut poparno ravny massy, zakl¸qennye v “qernyh” oktantah.

Nißesledu¸waØ teorema ØvlØetsØ affinnoæ.

Teorema 5. Pust~ v R^n nepreryvno raspredeleny dve koneqnye

massy: m_1 i m_2. Togda

1. NaædutsØ n giperploskosteæ P_1, . . . , P_n takie, qto l¸bye dve iz nih delØt massu m_1 na 4 ravnye qasti, a takße l¸bye dve iz

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 101

giperploskosteæ P_1, . . . , P_n�_1 delØt massu m_2 na 4 ravnye qasti.

2. NaædutsØ dva nabora iz n giperploskosteæ takie, qto giperploskosti pervogo nabora poparno-parallel~ny sootvetstvu- ¸wim giperploskostØm vtorogo nabora i l¸bye dve giperploskosti pervogo (sootvetstvenno, vtorogo) nabora delØt massu m_1 (sootvetstvenno, m_2) na 4 ravnye qasti.

Dokazatel~stvo. Tak ße, kak i v teoreme 4, v tipiqnoæ situa-

cii imeetsØ neqetnoe qislo iskomyh konfiguraciæ giperploskosteæ.

Kak i vyxe, ffto dokazyvaetsØ prostym podsqetom razmernosti i rassmotrenie special~nyh sluqaev raspredeleniØ massy. DlØ dokazatel~stva obeih qasteæ teoremy udobno delit~ trebuemym obrazom ob¨emy figur, ograniqennye sferoæ i raznoosnym ffllipsoidom, kogda centr sfery leßit na odnoæ iz glavnyh oseæ ffllipsoida i ne sovpadaet s ego centrom. V oboih sluqaØh suwestvuet rovno odna trebuemaØ konfiguraciØ giperploskosteæ. •

OstanovimsØ otdel~no na sluqae central~no-simmetriqnogo raspredeleniØ massy.

Tak kak v fftom sluqae moßno sqitat~, qto iskomye giperploskosti prohodØt qerez centr simmetrii massy, to iz teoremy 5 poluqaetsØ sledstvie.

Teorema 6. Pust~ v R^n zadany dva nepreryvnyh i central~no-

simmetriqnyh raspredeleniØ mass m_1 i m_2 s obwim centrom simmetrii O. Togda v R^n qerez toqku O prohodØt n giperploskosteæ, l¸bye tri iz kotoryh razbiva¸t kaßdu¸ iz rassmatrivaemyh mass na 8 ravnyh qasteæ. •

Zameqanie. Oqevidno, qto teorema 6 spravedliva dlØ cent-

ral~no-simmetriqnyh nepreryvnyh raspredeleniæ massy na standartnoæ sfere S^n�^1 ⊂ R^n. Takie raspredeleniØ induciru¸t raspredeleniØ massy na proektivnom prostranstve RP^n�^1, i my poluqaem ravnosil~nu¸ pereformulirovku teoremy 6.

Sledstvie 1. Pust~ v proektivnom prostranstve RP^n�^1 zadany

dva nepreryvnyh raspredeleniØ koneqnyh mass m_1 i m_2. Togda v

RP^{n�1} naædutsØ n giperploskosteæ, l¸bye tri iz kotoryh razbi-

va¸t kaßdu¸ iz rassmatrivaemyh mass na 4 ravnye qasti. •

Pri n = 3 teorema 6 ustanovlena avtorom v [4]. Otmetim takße odno sledstvie iz teoremy 4.

102 V. V. MAKEEV

Sledstvie. Pust~ v R^4 central~no-simmetriqno i nepreryvno

raspredelena koneqnaØ massa m. Togda naædutsØ 4 poparno-ortogo-nal~nye giperploskosti, oblada¸wie sledu¸wim svoæstvom: esli raskrasit~ v “xahmatnom porØdke” 16 “uglov”, na kotorye imi razbivaetsØ R^4, to vse massy, zakl¸qennye v “uglah” odnogo cveta (vse ravno, “belyh” ili “qernyh”) budut ravny. •

Oboznaqim qerez G_k(R^n) mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh k-ploskosteæ, prohodØwih qerez nol~ O ∈ R^n. Pust~

γ^n_k : E_k(R^n) → G_k(R^n)

– tavtologiqeskoe vektornoe rassloenie, gde sloem nad kploskost~¸ E ∈ G_k(R^n) ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak k-mernoe vektornoe prostranstvo.

Govorim, qto v vektornom rassloenii zadano pole raspredeleniæ massy (p.r.m.), esli v sloØh rassloeniØ zadany nepreryvnye raspredeleniØ koneqnyh mass, nepreryvno zavisØwie ot sloØ.

Teorema 7. Pust~ v rassloenii γ^n_k zadany n − k + 1 p.r.m.

γ_1, . . . , γ_n�_{k+1}. Togda naædutsØ k-ploskost~ E ∈ G_k(R^n) i toqka

x ∈ E v fftoæ ploskosti takie, qto dlØ kaßdogo i ∈ {1, . . ., n−k+1}

qerez x v E prohodØt k poparno-ortogonal~nyh (k − 1)-ploskosteæ, l¸bye dve iz kotoryh delØt massu γ_i(E) na 4 ravnye qasti.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim associirovannoe s γ^n_k rassloenie

~γ^n_k :^

E_k(R^n) → G_k(R^n),

gde sloem nad k-ploskost~¸ E ∈ G_k(R^n) ØvlØetsØ mnoßestvo naborov iz k vzaimno-ortogonal~nyh (k − 1)-ploskosteæ v E.

DlØ 1 ≤ i ≤ n − k + 1 oboznaqim qerez C_i mnoßestvo rassmatrivaemyh naborov (k − 1)-ploskosteæ iz Ê_k(R^n), kotorye delØt massy iz polØ γ_i v svoih sloØh trebuemym obrazom. DlØ tipiqnogo gladkogo p.r.m. γ_i mnoßestvo C_i est~ kompaktnoe gladkoe podmnogoobrazie Ê_k(R^n), pereseka¸wee tipiqnyæ sloæ prostranstva Ê_k(R^n) v neqetnom qisle toqek (kak vidno iz dokazatel~stva teoremy 4), qto my i predpolagaem v dal~neæxem.

Pust~

π :^_{Ek(}Rn_{) → Ek(}Rn_)

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 103 – kanoniqeskaØ proekciØ, sopostavlØ¸waØ s naborom (k − 1)- ploskosteæ ih obwu¸ toqku. Togda π(C_1), . . . , π(C_n�_{k+1}) realizu-

¸t Z2-cikly v Ek(R^n), pereseka¸wie tipiqnye sloi rassloeniØ

γ^n_k v neqetnom qisle toqek, a znaqit realizu¸wie obrazu¸wie gruppy gomologiæ H_{k(n}�_{k)}(E_k(R^n); Z_2). Kak horoxo izvestno [7– 9], v takom sluqae indeks pereseqeniØ ciklov π(C_1), . . . , π(C_n�_{k+1}) raven 1 mod 2, qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 7 v tipiqnoæ situacii dlØ gladkih p.r.m. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom. •

Sledstvie 2. Pust~ v R^n zadany n − k + 1 nepreryvnyh raspre-

deleniæ koneqnyh mass m_1, . . ., m_n�_{k+1}. Togda suwestvuet (n − k)- ploskost~ P ⊂ R^n, oblada¸waØ sledu¸wim svoæstvom: dlØ kaßdogo i ∈ {1, . . . , n − k + 1} qerez P prohodØt k vzaimno-ortogonal~nyh giperploskosteæ, l¸bye iz dve kotoryh delØt massu m_i na 4 ravnye qasti. •

Dokazatel~stvo. Dostatoqno sproektirovat~ massy m1, . . . , mn�k+1 v ploskosti iz G_k(R^n) i primenit~ teoremu 7. •

Zametim, qto ewe Hadviger [5] dokazal, qto dlØ vsØkoæ nepreryvno raspredelennoæ v R^3 massy qerez napered zadannu¸ toqku

O ∈ R^3 prohodØt dve vzaimno-perpendikulØrnye ploskosti, de-

lØwie fftu massu na 4 ravnye qasti. (V [4] ime¸tsØ obobweniØ fftogo utverßdeniØ.)

PrimenØØ sledstvie 1 k dvum raspredelennym v R^n massam i stØgivaØ nositel~ odnoæ iz mass k toqke O ∈ R^n, poluqaem

Sledstvie 3. Pust~ v R^n nepreryvno raspredelena koneqnaØ mas-

sa m i O ∈ R^n – zadannaØ toqka. Togda qerez O prohodØt n − 1

vzaimno-ortogonal~nyh giperploskosteæ, l¸bye dve iz kotoryh de-

lØt m na 4 ravnye qasti. •

§4. Delenie absol¸tno-nepreryvnogo zarØda

V otliqie ot zadaqi o delenii nepreryvno raspredelennoæ massy, vopros o delenii nepreryvno raspredelennogo zarØda v literature poqti ne obsußdalsØ. Osnovnoæ rezul~tat dannogo paragrafa sostoit v tom, qto vse osnovnye teoremy o delenii

104 V. V. MAKEEV absol¸tno-nepreryvno raspredelennoæ massy (kotoru¸ my vyxe nazyvali prosto nepreryvno raspredelennoæ) bez izmeneniØ perenosØtsØ na sluqaæ absol¸tno-nepreryvnogo nenulevogo zarØda v R^n. Sluqaæ nulevogo zarØda zanimaet osoboe mesto, i na nego teoremy perenosØtsØ s nekotorym oslableniem.

Po teoreme Radona–Nikodima absol¸tno-nepreryvno raspredelennyæ v R^n zarØd Q, zakl¸qennyæ v izmerimom podmnoßestve

A ⊂ R^n, raven Q(A) =^∫_A f(x)dμ dlØ nekotoroæ summiruemoæ na R^n

funkcii f.

V kaqestve prosteæxego primera rassmotrim raspredelenie nulevogo zarØda na ploskosti R^2, izobraßennoe na risunke, gde poloßitel~nyæ i otricatel~nyæ zarØdy raspredeleny s nenulevoæ plotnost~¸ i zerkal~no-simmetriqno otnositel~no vertikal~noæ prØmoæ. Takoæ zarØd Q nel~zØ razdelit~ na 4 nulevye qasti paroæ prØmyh, tak kak v odnoæ iz qasteæ obØzatel~no budet sosredotoqen zarØd odnogo znaka, ris. 4. Tem bolee Q nel~zØ razdelit~ na 6 nulevyh qasteæ tremØ prohodØwimi qerez nekotoru¸ toqku prØmymi. ZarØd Q daße nel~zØ razdelit~ na 2 nulevye qasti vertikal~noæ prØmoæ, i mnoßestvo prØmyh, delØwih Q na dve nulevye qasti, ne kompaktno.

Ris. 4.

V to ße vremØ oqevidno, qto mnoßestvo giperploskosteæ, delØwih popolam absol¸tno-nepreryvno raspredelennyæ v R^n nenulevoæ zarØd, kompaktno. Poslednee obstoØtel~stvo s uqetom togo, qto l¸boæ poloßitel~nyæ zarØd gladko deformiruem v raspredelennu¸ v R^n massu s sohraneniem svoego znaqeniØ

Q(R^n), ob¨ØsnØet to, qto vse teoremy o delenii nepreryvno ras-

predelennoæ v R^n massy perenosØtsØ na nenulevye zarØdy.

OstanovimsØ na primere odnoæ teoremy, poluqennoæ pri n = 3 dlØ deleniØ nepreryvno raspredelennoæ massy Hadvigerom [5].

Teorema 8. Pust~ Q1 i Q2 – dva absol¸tno-nepreryvno raspre-

delennyh v R^n zarØda, priqem Q_1(R^n) ≠ 0. Togda naædetsØ prØmaØ

NESKOL^KO TEOREM O DELENII 105

ℓ ⊂ R^n i soderßawie ee n − 1 giperploskosteæ P1, . . . , Pn�1, l¸-

bye dve iz kotoryh delØt kaßdyæ iz rassmatrivaemyh zarØdov na ravnye qasti.

Kak i v drugih vyxedokazannyh teoremah, proverØetsØ qto dlØ rassmatrivaemyh zarØdov s gladkimi plotnostØmi pri dopolnitel~nom uslovii Q_2(R^n) ≠ 0 v situacii obwego poloßeniØ trebuemyh konfiguraciæ ploskosteæ imeetsØ neqetnoe qislo. Dalee soverxaetsØ predel~nyæ perehod pri uslovii Q_2(R^n) → 0 i iz naædennoæ posledovatel~nosti naborov giperploskosteæ vybiraetsØ predel~naØ.

Pri fftom uslovie Q_1(R^n) ≠ 0 garantiruet kompaktnost~ konfiguracionnogo prostranstva naborov giperploskosteæ (P_1, . . . , P_n�_1), l¸bye dve iz kotoryh delØt zarØd Q_1 na 4 ravnye qasti.

Literatura

1. B. Gr¸nbaum B., �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. Nauka, M. (1971).

2. R. Buck and E. Buck, Equipartition of convex sets. — Math. Mag. 22 (1948/49),

195–198.

3. V. V. Makeev, Xestidol~nye razbieniØ trehmernogo prostranstva. — Vestnik LGU, No. 2 (1988), 31–34.

4. V. V. Makeev, Nekotorye special~nye konfiguracii ploskosteæ, svØzannye s vypuklymi kompaktami. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 165–174.

5. H. Hadwiger, Simultane Vierteilung zweier Körper. — Arch. Math. 17 (1966),

274–278.

6. V. V. Makeev, O delenii nepreryvno raspredelennoæ massy. — Zap. nauqn.

semin. POMI 299 (2003), 228–240.

7. E. Fadell and S. Husseini, An ideal-valued cohomological index theory with applica-

tions to Borsuk–Ulam and Bourgin–Yang theorems. — Ergodic Theory Dynamical Systems 8 (1998), 73–85.

8. R. T.^˘Zivalevic̆ and S. T. Vrec̆ica. An extension of the ham sandwich theorem. —

Bull. London Math. Soc. 22 (1990), 183–186.

9. V. L. Dol~nikov, Transversali semeæstv mnoßestv v Rn i svØz~ meßdu teoremami Helli i Borsuka. — Mat. sb. 184, No. 5 (1993), 111–131. Makeev V. V. Theorems on equipartition of a continuous mass distribution.

Here are three samples of results.

Let m be a finite continuous mass distribution (an FCMD) in R^2, and

let ℓ = {ℓ_1, . . ., ℓ_5 ⊂ R^2} be 5 rays with common endpoint such that the sum of any two adjacent angles between them is at most π. Then m can be sibdivided into 5 parts at any prescribed ratio by an affine image of ℓ.

106 V. V. MAKEEV

For each FCMD m in R^n there exist n mutually orthogonal hyperplanes any two of which subdivide m into 4 equal parts.

For any two FCMD’s m_1 and m_2 in R^n with common center of symmetry O there exist n hyperplanes through O any two of which subdivide both m_1 and m_2 into 4 equal parts. Postupilo 1 marta 2005 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: pp11687@vm11687.spb.edu