Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. A. Zalgaller

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA DL˚ TETRA�DRA

§1. Vvedenie 1.1. U nastoØweæ stat~i tri celi. 1) Napomnit~ o nerexennoæ

probleme A. D. Aleksandrova. 2) Predloßit~ nezavisimoe dokazatel~stvo teoremy O’Rurka i Xevon. 3) Rexit~ nekotoru¸ izoperimetriqesku¸ zadaqu dlØ tetraffdra. �ti voprosy ob¨- edinØet ponØtie geodeziqeskogo diametra.

Geodeziqeskim (ili, qto to ße, – vnutrennim) diametrom zamknutoæ vypukloæ poverhnosti F ∈ R^3 nazyva¸t naibol~xu¸ udalennost~ pary toqek na F pri izmerenii rasstoØniæ po samoæ poverhnosti F . Para toqek p, q ∈ F nazyvaetsØ polØrnoæ, esli ih rasstoØnie na F ravno geodeziqeskomu diametru. Koneqno, na poverhnosti moßet byt~ ne odna para polØrnyh toqek.

1.2. A. D. Aleksandrov v 1950 g. zadal vopros: “KakaØ vypu-

klaØ poverhnost~ s vnutrennim diametrom 1 imeet naibol~xu¸ plowad~?” Soglasno principu kompaktnosti BlØxke [1] u fftoæ zadaqi v klasse vseh zamknutyh vypuklyh poverhnosteæ, dopolnennom dvaßdy pokrytymi vypuklymi oblastØmi, suwestvuet ffkstremal~naØ poverhnost~. Gipoteza A. D. Aleksandrova sostoit v tom, qto takoæ poverhnost~¸ ØvlØetsØ dvaßdy pokrytyæ krug diametra 1 (i tol~ko on).

NesmotrØ na to, qto v 1982 g. T. ˚o [2] vkl¸qil fftu gipotezu v spisok naibolee interesnyh nerexennyh problem geometrii, poka k neæ ne predloßeno ni odnogo podhoda.

1.3. Princip BlØxke garantiruet takße, qto pri l¸bom n ⩾ 4

v klasse vypuklyh mnogogrannikov s qislom verxin ⩽ n, dopolnennom dvaßdy pokrytymi mnogougol~nikami s qislom verxin ⩽ n, dlØ rassmatrivaemoæ zadaqi ffkstremum dostigaetsØ. Pri fftom diskretnym analogom gipotezy Aleksandrova, po mneni¸ avtora stat~i, budet predpoloßenie, qto pri kaßdom n ⩾ 5 vypuklaØ zamknutaØ mnogogrannaØ poverhnost~ s ediniqnym geo- 28

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 29

deziqeskim diametrom i qislom verxin ⩽ n imeet maksimal~- nu¸ plowad~ v tom i tol~ko tom sluqae, esli ffta poverhnost~ – dvaßdy pokrytyæ pravil~nyæ n-ugol~nik s naibol~xeæ diagonal~¸ 1.

Pri n = 4 kartina inaØ. V dlinnom §3 nastoØweæ stat~i dokazyvaetsØ, qto pri n = 4 ffkstremal~nym ØvlØetsØ pravil~nyæ tetraffdr s dlinoæ rebra √ 3/2.

§2. Teorema O’Rurka i Xevon

O’Rurk i Xevon [3], zanimaØs~ razrabotkoæ vyqislitel~nogo algoritma dlØ nahoßdeniØ geodeziqeskogo diametra poverhnosti vypuklogo mnogogrannika, dokazali sledu¸wu¸ teoremu.

2.1. Teorema. Esli na poverhnosti ∂P vypuklogo mnogogrannika

P ⊂ R^3 imeetsØ para polØrnyh toqek p, q, ni odna iz kotoryh ne

ØvlØetsØ verxinoæ mnogogrannika P , to toqki p i q soedinØ¸tsØ na ∂P ne menee qem 5 kratqaæximi.

Poskol~ku v [3] ne privedeny detali dokazatel~stva teoremy 2.1, my v lemmah 2.2 i 2.3 dokaßem dva utverßdeniØ, iz kotoryh vmeste s postroeniØmi 2.4 budet sledovat~ spravedlivost~ teoremy 2.1.

2.2. Lemma. Esli na poverhnosti F tetraffdra ABCD ili dva-

ßdy pokrytogo vypuklogo qetyrehugol~nika ABCD toqki p i q soedineny 4 kratqaæximi dliny |pq|, to skol~ ugodno blizko ot p i q moßno naæti toqki p0 i q0, s bolee dlinnoæ kratqaæ- xeæ |p0q0| > |pq|. Dokazatel~stvo. 1) Kratqaæxie pq razbiva¸t poverhnost~ F

na 4 dvuugol~nika. Dopustim, qto v odnom iz nih ugol sektora pri odnoæ iz verxin ⩾ π. Pust~ ffto imeet mesto pri verxine q. Togda, ostaviv toqku p na meste, a toqku q proizvol~no malo sdvinuv v napravlenii bissektrisy fftogo ugla v poloßenie q0, poluqim |pq0| > |pq|. Dalee sqitaem, qto vse ugly dvuugol~nikov men~xe π. 2) V kaßdom dvuugol~nike leßit po odnoæ iz verxin A, B, C, D. Nadreßem kaßdyæ iz dvuugol~nikov po otrezkam qA, qB, qC, qD. (�ti otrezki slußat bissektrisami uglov dvuugol~nikov pri verxine q.) I razvernem razrezannu¸ tak poverhnost~ na ploskost~.

30 V. A. ZALGALLER

Ris. 1.

Summu ploskih uglov pri verxine (naprimer, pri A) vypuklogo mnogogrannika nazyva¸t polnym uglom vokrug A i oboznaqa¸t θ(A). V vypukloæ verxine vsegda 0 < θ(A) < 2π. Veliqinu 2π − θ(A) nazyva¸t kriviznoæ v verxine A i oboznaqa¸t ω(A). Na kompaktnom vypuklom mnogogrannike s verxinami A_1, . . . , A_n vsegda

0 < ω(A_i) < 2π; n∑ i=1 ω(A_i) = 4π. V naxem sluqae verxin qetyre, pofftomu naædetsØ verxina s kriviznoæ ⩽ π. Pust~, dlØ opredelennosti, takova verxina B, kak ffto izobraßeno na ris. 1.

Risunok 1 my nazyvaem razvertkoæ poverhnosti F ot toqki p. 3) Rassmotrim podrobnee qetyrehugol~nik pAq_1B, ris. 2. V oboznaqeniØh, privedennyh v ris. 2, forma fftogo qetyrehugol~nika polnost~¸ opredelØetsØ znaqeniØmi uglov α_1, α_2, uglom β = θ(B)/2 i dlinoæ AB, kotoru¸ my primem za edinicu izmereniØ dlin. Po predpoloßeni¸ ω(B) ⩽ π, π 2 ⩽ β < π. (1) Budem proizvol~no malo sdvigat~ toqku p vdol~ luqa L_1 = Ap. Sdvinutoe poloßenie p(x) toqki p harakterizuem uglom x, na kotoryæ luq Bp povoraqivaetsØ pri perehode v poloßenie Bp(x). ugly otsqityvaem protiv qasovoæ strelki.

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 31

Ris. 2.

Pri x = 0 imeem ishodnu¸ pozici¸ – razvertku poverhnosti F ot toqki p. Posle sdviga p v toqku p(x) razvertka zamenitsØ na razvertku ot toqki p(x). �ta razvertka stroitsØ sledu¸wim obrazom. Iz toqki p(x) provoditsØ otrezok v kaßdu¸ verxinu, a za fftoæ verxinoæ delaetsØ razrez tak, qtoby on vmeste s prixedxim iz p(x) otrezkom delil popolam polnyæ ugol vokrug fftoæ verxiny. Pri fftom luqi L_1 i L_2 ostanutsØ v preßnem poloßenii, a luqi l_1 i l_2 povernutsØ na odin i tot ße ugol x vokrug toqki B, sohraniv meßdu soboæ ugol β. �to povleqet smewenie toqki q_1 vdol~ luqa L_2 v novoe poloßenie q_1(x).

UbedimsØ, qto znaqenie x s proizvol~no malym |x| > 0 moßno vybrat~ tak, qto |p(x)q_1(x)| > |pq|. Nam udobnee sledit~ ne za samim rasstoØniem |p(x)q_1(x)|, a za funkcieæ f(x) = 1 2 | p(x)q_1(x) |_2 . (2)

4) Oboznaqim b(x) := |p(x)B|, c(x) := |Bq_1(x)|, b(0) := b, c(0) := c. Iz treugol~nikov Ap(x)B i ABq_1(x) nahodim, sm. ris. 2 b(x) = sin α_1 sin(φ − x) , c(x) = sin α_2 sin(ψ + x)

. (3)

32 V. A. ZALGALLER

Otkuda db(x) dx | |_{x=0} = b ctg φ, dc(x) dx | |_{x=0} = −c ctg ψ,

d^2b(x) dx^2 | |_{x=0} = b(1 + 2 ctg^2φ), d^2c(x) dx^2 | |_{x=0} = c(1 + 2 ctg^2ψ).

DlØ funkcii f(x) = 1 2 [ b(x)^2 + c(x)^2 − 2b(x)c(x) cos β ] nahodim d^2f(x) dx^2 | |_{x=0} = b^2(1 + 3 ctg^2φ) + c^2(1 + 3 ctg^2ψ)−

−2bc(1 − ctg φ ctg ψ + ctg^2φ + ctg^2ψ) cos β. (4)

Vvidu (1) znaqenie cos β ⩽ 0. UbedimsØ, qto

1 − ctg φ ctg ψ + ctg^2φ + ctg^2ψ > 0.

Esli ctg φ i ctg ψ raznyh znakov ili odin iz nih raven nul¸, to ffto oqevidno. Esli oni odinakovogo znaka, to qlen − ctg φ ctg ψ maßoriruetsØ odnim iz dvuh sledu¸wih za nim slagaemyh.

Itak, d^2f(x) dx^2 | |_{x=0} > 0. (5)

Iz fftogo uße sleduet utverßdenie lemmy 2.2.

2.3. Lemma. Pust~ poverhnost~ F predstavlØet soboæ dvaßdy

pokrytyæ treugol~nik ABC. Esli na F toqki p i q soedineny 3 kratqaæximi dliny |pq|, to na F skol~ ugodno blizko ot p i q naædutsØ toqki p0 i q0 s bolee dlinnoæ kratqaæxeæ |p0q0| > |pq|.

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ treugol~nik ABC ne ostrougol~nyæ

i imenno pri verxine B ugol π/2 ⩽ β < π. Razvernem poverhnost~ F otnositel~no toqki p, ris. 3.

Kak i pri dokazatel~stve lemmy 2.2 ubeßdaemsØ, qto proizvol~no malym sdvigom toqki p vdol~ luqa Ap v novoe poloßenie p(x) moßno poluqit~ toqki p(x), q_1(x), dlØ kotoryh |(p(x)q_1(x)| > |pq|. 2) Pust~ v pokryvaemom poverhnost~¸ F treugol~nike ABC vse tri ugla ostrye. Razvenem otnositel~no toqki p poverhnost~

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 33

Ris. 3.

F , ris. 4. SosredotoqimsØ na qetyrehugol~nike ApBq_1, ris. 5. Ostal~nye oboznaqeniØ Øsny iz ris. 5.

Budem smewat~ toqku p v blizkoe poloßenie p(x) na fftot raz tak, qtoby luqi L_1 = Ap i l_1 = Bp povoraqivalis~ vokrug svoih naqal na odinakovyæ ugol x. (Ugol x otsqityvaem protiv qasovoæ strelki.) Pri fftom na takoæ ße ugol povernutsØ i luqi L_2 = Aq i l_2 = Bq.

Oboznaqim qerez q_1(x) toqku pereseqeniØ povernutyh na x luqeæ L_2 i l_2. Na fftot raz b(x) := |p(x)B| = sin(α_1 − x) sin φ , c(x) := |Bq_1(x)| = sin(α_2 + x) sin ψ , b := b(0) = |pB| = sin α_1 sin φ

, c := c(0) = |Bq_1| = sin α_2 sin ψ

. (6)

Ots¸da db(x) dx | |_{x=0} = −b ctg α1, dc(x) dx | |_{x=0} = c ctg α2.

DlØ funkcii f(x) = 1 2 | p(x)q_1(x) |_2 = b^2(x) + c^2(x) − 2b(x)c(x) cos β imeem df(x) dx | |_{x=0} = −b^2 ctg α1 + c^2 ctg α2 + bc( ctg α1 − ctg α2) cos β. (7)

34 V. A. ZALGALLER

Ris. 4.

Ris. 5.

Esli ffta naqal~naØ skorost~ izmeneniØ funkcii f(x) ne nol~, to pri proizvol~no malom |x| > 0 moßno uveliqit~ f(x), t.e.

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 35

obespeqit~ |p(x)q_1(x)| > |pq|.

3) Esli znaqenie (7) ravno nul¸, to

b ctg α_1(b − c cos β) = c ctg α_2(c − b cos β). (8)

Iz usloviæ 0 < α_1 < α < π/2, 0 < α_2 < α < π/2, 0 < β < π/2 i (8) sleduet, qto obe qasti ravenstva (8) poloßitel~ny. (Pri b ⩾ c ffto oqevidno dlØ levoæ qasti, a pri c ⩾ b – dlØ pravoæ.) No togda i porozn~

b − c cos β > 0, c − b cos β > 0. (9)

V fftom sluqae my vernemsØ k sdvigu toqki p tol~ko v napravlenii luqa Ap, kak ffto bylo na ris. 2. (Pri fftom smysl ugla x budet takim, kak na ris. 2.) Na fftot raz formule (4) moßno pridat~ vid

d^2f(x) dx^2 | |_{x=0} = (b^2 +c^2 −2bc)+2b ctg^2φ(b−c cos β)+2c ctg^2φ(c−b cos β)+

+(b^2 ctg^2φ + c^2 ctg^2ψ + 2bc ctg φ ctg ψ cos β).

Zdes~ sprava, vvidu (9), vse qetyre slagaemyh poloßitel~ny. Znaqit d^2f(x) dx^2 | |_{x=0} > 0,

pofftomu pri proizvol~no malom |x| > 0 moßno dobit~sØ uveliqeniØ f(x), t.e. obespeqit~ |p(x)q_1(x)| > |pq|.

2.4. Special~naØ perestroæka mnogogrannika. V knige A. D.

Aleksandrova [4] opisany “obwie” razvertki poverhnosti vypuklogo mnogogrannika (sostoØwie byt~ moßet ne iz celyh graneæ), dokazana teorema o suwestvovanii zamknutogo vypuklogo mnogogrannika s zadannoæ obweæ razvertkoæ i vveden metod razrezaniØ i skleivaniØ. �ti rezul~taty pozvolØ¸t, v qastnosti, osuwestvlØt~ special~nu¸ perestroæku vypuklogo mnogogrannika, kotoru¸ my nazovem sliØniem verxin.

Na poverhnosti ∂P vypuklogo mnogogrannika P ⊂ R^3 rassmatriva¸tsØ dve verxiny E_1 i E_2 s kriviznami ω(E_1), ω(E_2). Pust~ E_1E_2 – odna iz soedinØ¸wih toqki E_1, E_2 kratqaæxih. Nadreßem poverhnost~ ∂P po E_1E_2.

36 V. A. ZALGALLER

Otdel~no postroim ploskiæ treugol~nik T = E_1E_2E, dlina osnovaniØ E_1E_2 kotorogo ravna dline razreza E_1E_2, a ugly pri osnovanii ravny ω(E_1)/2 i ω(E_2)/2. Dva ffkzemplØra treugol~- nika T skleim po sootvetstvu¸wim bokovym storonam, a dva osnovaniØ fftih treugol~nikov podkleim k dvum beregam razreza poverhnosti ∂P po kratqaæxim E_1E_2. Poluqim novu¸ razvertku. Eæ sootvetstvuet novyæ vypuklyæ mnogogrannik P 0. Na P 0 toqki E_1 i E_2 uße ne budut verxinami. Vmesto nih poØvitsØ novaØ verxina E s kriviznoæ ω(E), ravnoæ summe krivizn, kotorye imeli verxiny E_1 i E_2 na ishodnom mnogogranniqe P .

�tot priem neodnokratno ispol~zovalsØ v rabotah po vnutrenneæ geometrii vypuklyh mnogogrannikov.

2.5. Dokazatel~stvo teoremy 2.1. 1) Pust~ na poverhnosti ∂P

vypuklogo mnogogrannika P ⊂ R^3 toqki p i q, ni odna iz kotoryh ne ØvlØetsØ verxinoæ mnogogrannika P , soedinimy tol~ko 4 kratqaæximi. �ti kratqaæxie razbiva¸t poverhnost~ ∂P na qetyre dvuugol~nika.

2) Esli hot~ odin ugol fftih dvuugol~nikov ⩾ π, to proizvol~- no malyæ sdvig verxiny fftogo ugla v napravlenii bissektrisy ugla ⩾ π uveliqivaet |pq|.

3) Pust~ kaßdyæ iz uglov fftih dvuugol~nikov < π. Takoæ dvuugol~nik, esli ego vyrezat~ iz poverhnosti, sam po sebe obladaet vnutrenneæ geometrieæ. I on vypuklyæ v sledu¸wem smysle: esli l¸bye dve ego vnutrennie toqki soedinit~ kratqaæxeæ v fftoæ geometrii, to takaØ kratqaæxaØ ne natØgivaetsØ na granicu dvuugol~nika. �to pozvolØet v kaßdom iz qetyreh dvuugol~- nikov osuwestvlØt~ perestroæki sliØniØ verxin, opisannye v p. 2.4, i povtorØt~ ih do teh por, poka v kaßdom iz qetyreh dvuugol~nikov ne ostanetsØ po odnoæ verxine.

Vse ffti perestroæki ne zadeva¸t ishodnye kratqaæxie pq i ih dostatoqno malye okrestnosti na ishodnoæ poverhnosti ∂P . Krome togo kaßdaØ iz kratqaæxih pq ostaetsØ kratqaæxeæ v izmenØ¸weæsØ razvertke.

Okonqatel~naØ razvertka budet imet~ tol~ko 4 verxiny, t.e. okaßetsØ poverhnost~¸ F libo nekotorogo tetraffdra ABCD, libo dvaßdy pokrytym vypuklym qetyrehugol~nikom ABCD. Po lemme 2.2 vblizi p i q naædutsØ toqki p0 i q0, dlØ kotoryh kratqaæxie p0q0 proædut v ne zadetoæ perestroækami qasti razvert- ki, i dlina |p0q0| > |pq|.

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 37

4) Esli na poverhnosti ∂P toqki p i q, ni odna iz kotoryh ne ØvlØetsØ verxinoæ mnogogrannika P , soedinimy ne bolee qem 2 kratqaæximi, ili tol~ko 3 kratqaæximi, no u obrazuemyh imi treh dvuugol~nikov hot~ odin ugol ⩾ π, to sdvigom odnoæ iz toqek p i q legko poluqim paru toqek s rasstoØniem na ∂P , b&ol~xim, qem |pq|.

5) Pust~ p i q soedinimy tol~ko 3 kratqaæximi, kotorye razbiva¸t poverhnost~ ∂P na tri dvuugol~nika s uglami, men~ximi π. Osuwestvim v kaßdom iz fftih dvuugol~nikov sliØniØ verxin mnogogrannika v odnu verxinu. NovaØ razvertka budet poverhnost~¸ F dvaßdy pokrytogo treugol~nika. Po lemme 2.3, vblizi p i q naædutsØ toqki p0 i q0, dlØ kotoryh kratqaæxie p0q0 proædut v ne zadetyh perestroækami okrestnostØh kratqaæxih pq i dlØ kotoryh |p0q0| > |pq|. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.1 O’Rurka i Xevon. □ §3. Tetraffdr s naibol~xeæ plowad~¸ poverhnosti pri ediniqnom geodeziqeskom diametre 3.1. Na poverhnosti tetraffdra ABCD prodlim rebro AB za ver-

xinu B luqem, kotoryæ budet leßat~ v ploskosti grani BCD i vmeste s rebrom AB delit~ popolam polnyæ ugol θ(B) vokrug B. Poskol~ku v trehgrannom ugle summa dvuh ploskih uglov strogo bol~xe tret~ego, fftot luq poædet strogo vnutri ugla ∠CBD. Analogiqno prodlevaem luqami rebra AC i AD. �ti tri luqa pereseka¸tsØ v odnoæ vnutrenneæ toqke A0 grani BCD. Toqku A0 nazyvaem soprØßennoæ verxine_A. Toqki_A i_A0 soedinØ¸tsØ na poverhnosti tetraffdra 3 kratqaæximi. Ih dlinu oboznaqaem |AA0_|. Analogiqno opredelØ¸tsØ soprØßennye toqki dlØ drugih verxin tetraffdra ABCD.

Iz teoremy 2.1 sleduet, qto na poverhnosti tetraffdra v l¸- boæ pare polØrnyh toqek p, q hotØ by odna iz fftih toqek ØvlØetsØ verxinoæ tetraffdra. Deæstvitel~no, esli by p i q soedinØlis~ 5 ili bolee kratqaæximi, to ffti kratqaæxie razbili by poverhnost~ tetraffdra ne menee qem na 5 dvuugol~nikov. Vnutri kaßdogo dvuugol~nika dolßna leßat~ hotØ by odna verxina. No u tetraffdra vsego 4 verxiny.

3.2. Iz skazannogo sleduet, qto geodeziqeskiæ diametr l¸bogo

tetraffdra raven naibol~xeæ iz 10 veliqin: qetyreh dlin |AA0|,

38 V. A. ZALGALLER

|BB0_|,_{|CC}0_|,_{|DD}0_| i xesti dlin reber.

3.3. Teorema. Sredi tetraffdrov s ediniqnym geodeziqeskim dia-

metrom naibol~xu¸ plowad~ poverhnosti imeet tol~ko pravil~- nyæ tetraffdr s dlinoæ reber √ 3/2. Plowad~ ego poverhnosti:

S_{max} = 3 √ 3 4 ≈ 1, 299038106. (10)

Preßde qem pristupit~ k dokazatel~stvu fftoæ teoremy sdelaem dva zameqaniØ.

3.4. Zameqanie 1. U l¸bogo dvaßdy pokrytogo treugol~nika

(ili vypuklogo qetyrehugol~nika) s geodeziqeskim diametrom 1 (on sovpadaet s obyqnym diametrom dvaßdy pokryvaemoæ figury) plowad~ ne bolee 1, t.e. men~xe veliqiny (10). Pofftomu maksimum plowadi moßet dostigat~sØ tol~ko na nevyroßdennom tetraffdre.

3.5. Zameqanie 2. Forma tetraffdra ABCD zavisit ot 6 para-

metrov. V ih kaqestve moßno, naprimer, vybrat~: dliny reber AB i CD; dlinu obwego perpendikulØra M N , soedinØ¸wego napravlennye prØmye, na kotoryh leßat rebra AB i CD; ugol meßdu vektorami AB i CD; sdvigi (so znakom) seredin reber AB i CD ot toqek M i N . Qerez ffti parametry v fflementarnyh funkciØh vyrazitsØ plowad~ S poverhnosti tetraffdra, a takße vse 10 veliqin, upomØnutyh v p. 3.2. Trudno rassqityvat~ rexit~ taku¸ zadaqu optimizacii pri 10 sloßnyh ograniqeniØh. Po suwestvu, dokazav teoremu 3.3, my vse ße rexim fftu zadaqu. Dokazatel~stvo budet geometriqeskim. Na nekotoryh fftapah ono ispol~zuet analitiqeskie i vyqislitel~nye dovody.

3.6. Razvertkoæ poverhnosti ∂P vypuklogo mnogogrannika P ⊂

R^3 “ot toqki p” nazyva¸t sledu¸wee postroenie. Esli toqku p

soedinØt~ na ∂P kratqaæximi so vsemi drugimi toqkami, to na ∂P vydelØetsØ mnoßestvo toqek, v kaßdu¸ iz kotoryh idet iz p bolee odnoæ kratqaæxeæ. �to mnoßestvo nazyva¸t mnoßestvom razreza (v angloØzyqnoæ literature cut locus, v nemeckoØzyqnoæ – Schnittort). Mnoßestvo ffto predstavlØet soboæ svØznyæ graf iz otrezkov. Esli razrezat~ poverhnost~ ∂P po fftomu grafu i esli toqka p ne byla verxinoæ mnogogrannika P , to tak razrezannaØ poverhnost~ ∂P razvoraqivaetsØ na ploskost~ v vide zvœzdno vypuklogo, otnositel~no toqki p, mnogougol~nika. Esli

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 39

toqka p byla verxinoæ mnogogrannika P , to dlØ takogo razvoraqivaniØ na ploskost~ dostatoqen ewe odin dopolnitel~nyæ razrez po proizvol~no vybrannoæ kratqaæxeæ, iduweæ iz toqki P .

My budem sravnivat~ plowadi poverhnosti tetraffdrov s veliqinoæ (10), nabl¸daØ ffti plowadi na razvertkah libo – “ot toqki, soprØßennoæ odnoæ iz verxin tetraffdra”, libo – “ot odnoæ iz verxin tetraffdra”.

3.7. DlØ pravil~nogo tetraffdra T0 = ABCD s rebrom^√3/2

razvertka ego poverhnosti ot soprØßennoæ verxine A toqki A0 imeet vid pravil~nogo treugol~nika, vpisannogo v ediniqnu¸ okrußnost~, ris. 6.

Ris. 6.

Pri razvertke ot samoæ verxiny A s dopolnitel~nym razrezom po rebru AB poluqaetsØ mnogougol~nik, izobraßennyæ na ris. 7.

�tot mnogougol~nik vpisan v polukrug radiusa 1. V polukruge on ostavlØet nezapolnennoæ plowad~ Δ = π 2 − 3 √ 3 4 ≈ 0, 27175822. (11)

Qtoby dokazat~, qto plowad~ poverhnosti kakih-libo tetraffdrov men~xe, qem u T_0, dostatoqno pokazat~, qto ih umewa- ¸wiesØ v takom polukruge razvertki ostavlØ¸t nezapolnennoæ plowad~ > Δ.

40 V. A. ZALGALLER

Ris. 7.

Iz ris. 7 vidno, qto razvertka ot verxiny A poverhnosti tetraffdra T_0 ØvlØetsØ polovinoæ pravil~nogo xestiugol~nika, vpisannogo v ediniqnu¸ okrußnost~.

3.8. Pereædem k dokazatel~stvu teoremy 3.1. Nazyvaem verxinu

A tetraffdra ostroæ, esli ω(A) > π, i tupoæ, esli ω(A) ⩽ π.

Esli vse qetyre verxiny tetraffdra ABCD tupye, to ω(A) = ω(B) = ω(C) = ω(D) = π. Iz ediniqnosti geodeziqeskogo diametra sleduet |AA0| = r ⩽ 1. Pri fftom razvertka poverhnosti ABCD ot toqki A0 okaßetsØ treugol~nikom, vpisannym v okrußnost~ radiusa r, ris. 8.

Ris. 8.

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 41

Plowad~ takoæ razvertki maksimal~na tol~ko esli r = 1, a treugol~nik razvertki – pravil~nyæ. No ffto – imenno sluqaæ tetraffdra T_0.

3.9. Pust~ u tetraffdra ABCD verxiny B, C, D tupye, a verxina

A – ostraØ; |AA0| = r ⩽ 1. Na fftot raz razvertka poverhnosti ABCD ot toqki A0 primet vid ris. 9.

Ris. 9.

�ta razvertka vmewaetsØ v treugol~nik A_1A_2A_3, vpisannyæ v okrußnost~ radiusa r. Ee plowad~ zavedomo men~xe, qem u pravil~nogo treugol~nika (sm. ris. 6), vpisannogo v ediniqnu¸ okrußnost~.

3.10. Pust~ u tetraffdra ABCD s geodeziqeskim diametrom 1

verxiny A, B – ostrye, a verxiny C, D – tupye. Poloßim ω(A) = π + 2α, ω(B) = π + 2β, α ⩾ β > 0. (12) U tetraffdra ABCD znaqeniØ |AA0| i dlina |AB| ne bol~xe 1. Za sqet gomotetii sqitaem, qto b&ol~xaØ iz veliqin |AA0| i |AB| ravna 1. Budem razliqat~ dva sluqaØ: |AA0_{| ⩽ |AB| = 1} i_{|AB| < |AA}0_{| = 1.} (13) �tim sluqaØm sootvetstvu¸t razvertki ot verxiny A s dopolnitel~nym razrezom po rebru AB, izobraßennye na ris. 10 i 11 s odnoæ ogovorkoæ.

42 V. A. ZALGALLER

Ris. 10.

Ris. 11.

Na fftih risunkah toqki A0_1 i A0_3 raspoloßeny na odinakovyh rasstoØniØh ot koncov P, Q diametra polukruga i uße osuwestvleny dva izmeneniØ mnogougol~nika razvertki: snaqala vognutye uqastki A0_1CA0_2 i A0_2DA0_3 zameneny otrezkami A0_1A0_2, A0_2A0_3, zatem toqka A0_2 sdvinuta v seredinu dugi A0_1A0_3. �ti izmeneniØ sdelali ris. 10 i 11 simmetriqnymi otnositel~no prØmoæ AA0_2 i lix~ uveliqili plowad~ mnogougol~nika razvertki. My dokaßem, qto daße posle fftogo v polukruge plowad~, ne pokrytaØ mnogougol~nikom razvertki, prevoshodit Δ.

3.11. ObratimsØ k ris. 10. ZnaqeniØ α ⩾ Δ srazu iskl¸qa¸tsØ.

Pri nih ne zapolnennye razvertkoæ sektory P AB_1 i P AB_2 imeli by vmeste plowad~ ⩾ Δ. Pust~ 0 < α < Δ. Ocenim snizu obwu¸ plowad~ zaxtrihovannyh na ris. 10 upomØnutyh sektorov i segmentov A0_1A0_2 i A0_2A0_2. Vvidu β ⩽ α ugol B_2AA_3 ne prevoshodit 2α. Pofftomu v usloviØh ris. 10 nepokrytaØ plowad~ ne men~xe,

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 43 qem σ(α) := α + [( π 2 − 3α ) − sin ( π 2 − 3α )] . FunkciØ σ(α) v promeßutke 0 < α < Δ dostigaet edinstvennogo minimuma pri α = 1 3 ( π 2 − arccos 2 3 ) ≈ 0, 243242552,

i fftot minimum priblißenno raven 0,3329, qto suwestvenno bol~xe, qem Δ.

3.12. ObratimsØ k ris. 11. Opustim iz toqki A0_3 perpendikulØr A0_{3F} na otrezok_{AB2}. Ugol_{∠F A}0_{3B2 = β}. Esli_{β < α}, to otodvigaem toqku B_2 ot A vdol~ radiusa AB_2. Esli B_2 popadaet na granicu polukruga ran~xe, qem ugol ∠F A0_3B_2 stanet ravnym α, to prihodim v uslovii ris. 10 i, soglasno p. 3.11, plowad~ mnogougol~nika men~xe plowadi poverhnosti tetraffdra T_0. Pofftomu dalee sqitaem, qto v usloviØh ris. 11

∠F A0_3B_2 = α. (14)

Oboznaqim na ris. 11

θ := ∠A0_3AB_2. (15)

Nam budet polezno umet~ ocenivat~ sverhu plowad~ treugol~- nikov AB_2 A_3 pri vsevozmoßnyh soqetaniØh znaqeniæ α i θ pri sobl¸denii usloviØ (14).

3.13. Plowad~ Φ treugol~nikov AB2A0_3 (sm. ris. 11), dlØ koto-

ryh sobl¸daetsØ uslovie (14), ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ ot α i θ. Esli pri fiksirovannom θ povernut~ luq AB_2 na malyæ ugol dα > 0, to trebovanie sobl¸dat~ (14) vleqet povorot luqa A0_3B_2 na 2dx. Pri fftom plowad~ Φ ubyvaet na (AB_2 )^2dα/2 i prirastaet na (A0_3B_2 )^2dα, t.e.

dΦ =

2(A0_{3B1)}2_{− (AB2)}2 2 dα. Vopros o znake dΦ/dα zavisit ot otnoxeniØ dlin storon: esli AB_2 : A0_3B_2 > √ 2, plowad~ Φ ubyvaet s rostom α, a esli AB_2 :

A0_{3B2 <}^√_2, to_Φ s rostom_α vozrastaet. Samo otnoxenie_{AB2 :} A0_{3B2} s rostom_α ubyvaet, tak kak ubyvaet ugol_{∠A}0_{3AB2} i rastet ∠AA0_{3B2}.

44 V. A. ZALGALLER

Dopustim, qto pri nekotorom θ ∈ (0; π/2) naxelsØ ugol α_m ∈ [0; Δ], pri kotorom AB_2 : A0_3B_2 = √ 2. Togda pri fiksacii takogo θ plowad~ Φ dostigaet maksimuma pri α = α_m i monotonno ubyvaet pri othode α ot α_m v l¸bu¸ storonu. Pary (α; θ(α)), α ∈ [0, Δ], pri kotoryh AB_2 : A0_3B_2 = √ 2, my nazyvaem dalee special~nymi.

Koneqno ne dlØ kaßdogo θ ∈ (0; π/2) suwestvuet α ∈ [0; Δ], obrazu¸wie s fftim θ special~nu¸ paru. No dlØ l¸bogo α ∈ [0; Δ] suwestvuet edinstvennoe θ(α), obrazu¸wee s fftim α special~nu¸ paru. Niße, v p. 3.15, my ubedimsØ, qto funkciØ θ(α) vozrasta- ¸waØ, tak qto znaqeniØ θ, vhodØwie v special~nye pary, zapolnØ¸t v (0; π/2] nekotoryæ zamknutyæ promeßutok [θ(0); θ(Δ)].

3.14. VernemsØ k ris. 11. DlØ ugla θ est~ tri vozmoßnosti:

θ ∈ (0; θ(0)), θ ∈ [θ(0); θ(Δ)], θ ∈ ( θ(Δ); π 2 ) . (16)

Rassmotrim poka tol~ko pervu¸ vozmoßnost~. Pust~ θ ∈ (0; θ(0)). Togda obØzatel~no AB_2 : A0_3B_2 > 0. Inaqe ffto otnoxenie ubyvalo by s umen~xeniem α. No pri α = 0 ono > √ 2, a special~nyh par pri θ < θ(0) net. Pofftomu plowad~ treugol~nika AB_2 A0_3, udovletvorØ¸wego (14), neizmenno vozrastaet s umen~xeniem α vplot~ do α = 0. Znaqit, plowad~ mnogougol~nika razvertki ris. 11 pri pervoæ iz vozmoßnosteæ (16) vozrastet, esli zamenit~ ris. 11 na ris. 12.

Ris. 12.

Esli mnogougol~nik na ris. 12 dopolnit~ ego otraßeniem otnositel~no diametra P Q, to mnogougol~nik okazyvaetsØ polovi-

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 45

noæ xestiugol~nika, vpisannogo v ediniqnu¸ okrußnost~. Plowad~ takogo xestiugol~nika maksimal~na tol~ko, esli on pravil~nyæ, qto sootvetstvuet tetraffdru T_0, sm. ris. 7.

3.15. Preßde qem pereæti ko vtoroæ iz vozmoßnosteæ (16), naæ-

dem dlØ kaßdogo α ∈ [0; Δ] znaqenie θ(α), kotoroe obrazuet s fftim α special~nu¸ paru, pri kotorom v treugol~nike AB_2A0_3, udovletvorØ¸wem uslovi¸ (14) imeet mesto ravenstvo

AB_2 : A0_3B_2 = √ 2. (17)

TrebovaniØ (14) i (17) pri izvestnom α ∈ [0; Δ] opredelØ¸t treugol~nik AB_2A0_3 s toqnost~¸ do podobiØ. Rassmotrim podobnyæ iskomomu treugol~nik A B_2 A 0_3 so storonami A B_2 = √ 2, A 0_{3 B2 = 1} (sm. ris. 13).

Ris. 13.

Togda A A 0_{3 =}^√_{3 − 2}^√_{2 sin α, sin(θ(α) − α) =}^{sin(π/2 − α)}_{A A} 0_3^, otkuda θ(α) = arcsin cos α √ 3 − 2 √ 2 sin α

+ α. (18)

Plowad~ treugol~nika A B_2 A 0_3 (sm. ris.13) ravna (cos α)/ √ 2, otkuda plowad~ Φ(α) treugol~nika AB_2 A0_3 pri uslovii (14) ravna

Φ(α) = cos α 3 √ 2 − 4 sin α

. (19)

46 V. A. ZALGALLER

3.16. Teper~ vernemsØ k ris. 11 i ostanovimsØ na vtoroæ iz voz-

moßnosteæ (16).

Pust~ θ ∈ [θ(0); θ(Δ)]. Togda suwestvuet nekotoroe α_m ∈ (0; Δ], dlØ kotorogo θ = θ(α_m). Plowad~ σ, ne pokrytaØ v polukruge (sm. ris. 11) mnogougol~nikom razvertki, slagaetsØ iz dvuh qasteæ: plowadi σ_1, ne pokrytoæ v sektorah P AA0_1 i QAA0_3, i plowadi σ_2 dvuh segmentov A0_1A0_2 i A0_2A0_3. No dlØ θ = θ(α_m) nezavisimo ot znaqeniæ α, znaqenie σ_1(α_m) ⩾ θ(α_m) − 2Φ(α_m).

Krome togo σ_2(θ) = π 2 − θ − sin (π 2 − θ ) . (20)

Prostye vyqisleniØ po formulam (18)–(20) da¸t sledu¸wu¸ tablicu^1

Tablica 1

α_m θ(α_m) σ_1 σ_1 + σ_2 0 0.615479709 0.1441 0.2829 0.03 0.655407641 0.1705 0.2931 0.06 0.695185818 0.1964 0.3041 0.09 0.734805349 0.2218 0.3158 0.12 0.774256682 0.2467 0.3283 0.15 0.813529547 0.2710 0.3413 0.151 0.814835442 0.271776 > Δ 0.3417 0.18 0.852612879 0.2871 0.3471 0.21 0.891494752 0.3177 0.3687 0.24 0.930162279 0.3400 0.3829 0.27 0.968601527 0.3616 0.3974 Δ 0.970846952 0.3629 0.3982

Kak vidim, vo vseh sluqaØh σ_1 + σ_2 > Δ. Pri vtoroæ iz vozmoßnosteæ (16) plowad~ poverhnosti tetraffdra ABCD men~xe, qem u tetraffdra T_0.

Niße, v p. 3.23, pri rasqete tablicy 4 ispol~zovany privedennye znaqeniØ θ(α_m). Tam ße i v p. 3.22 ispol~zovan tot

1 VyqisleniØ byli provedeny s xagom 0, 01 po αm na 9 znakov. V tablice 1 xag ukrupnen, a v dvuh poslednih stolbcah znaqeniØ okrugleny do 4 znaqawih cifr.

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 47

otmeqennyæ v tablice fakt, qto pri α_m ⩾ 0, 151 uße tol~ko odno σ_1 > Δ.

3.17. Tret~Ø iz vozmoßnosteæ (16). Pust~ θ ∈ (θ(Δ); π/2). DlØ

takogo θ, kak legko pokazat~, suwestvu¸t udovletvorØ¸wie uslovi¸ (14) treugol~niki AB_2A0_3 s l¸bym iz znaqeniæ α ∈ [0; Δ]. No ni odno takoe α ne sostavit s θ special~nu¸ paru. Pri α = 0 otnoxenie AB_2 : A0_3B_2 < √ 2. Ono ostanetsØ men~xe √ 2 pri vseh α ∈ [0; , Δ]. Pofftomu, naqav s l¸bogo ime¸wegosØ α, my lix~ uveliqim plowadi odinakovyh treugol~nikov AB_2A0_3 i AB_1A0_1, uveliqiv α do znaqeniØ Δ. No pri α = Δ ne pokrytaØ v polukruge mnogougol~nikom razvertki plowad~ bol~xe Δ (sm. ris. 11).

�to zakanqivaet naqatoe v p. 3.10 rassmotrenie sluqaØ dvuh ostryh i dvuh tupyh verxin u tetraffdra.

3.18. Pristupim k poslednemu, naibolee trudnomu sluqa¸, ko-

gda u tetraffdra ABCD s geodeziqeskim diametrom 1 tri verxiny A, B, C ostrye i tol~ko verxina D tupaØ. Oboznaqim krivizny verxin ω(A) = π + 2α, ω(B) = π + 2β, ω(C) = π + 2γ, ω(D) = π − 2(α + β + γ). Sqitaem 0 < γ ⩽ β ⩽ α < Δ. (21) Razvernem poverhnost~ tetraffdra ot verxiny A s dopolnitel~- nym razrezom po rebru AB. �ta razvertka umestitsØ v polukruge radiusa 1 s centrom A. My budem dokazyvat~, qto vo vseh sluqaØh ne pokrytaØ fftoæ razvertkoæ qast~ polukruga prevyxaet Δ daße posle togo, qto za sqet gomotetii s centrom A vsØ razvertka uveliqena nastol~ko, qto b&ol~xaØ iz veliqin |AA0| i AB stala ravna 1. Pri fftom my apriori dopuskaem, qto verxina C mogla pri gomotetii vyæti za predely polukruga, esli bylo AB < AC ⩽ 1. SqitaØ gomoteti¸ uße osuwestvlennoæ, budem razliqat~ tri vozmoßnosti: |AA0_{| = AB = 1, |AA}0_{| < AB = 1, AB < |AA}0_{| = 1.} (22) Pervoæ iz vozmoßnosteæ (22) otveqaet ris. 14 s dvumØ ogovorkami. Vo-pervyh, poka ne iskl¸qena vozmoßnost~, qto verxina

48 V. A. ZALGALLER

C mogla vyæti za predely polukruga. Vo-vtoryh, my na ris. 14 sdvinuli verxinu D vdol~ radiusa AD nastol~ko, qtoby ugly pri osnovanii treugol~nika A0_2DA0_3 stali ravnymi 3γ vmesto α + β + γ. �to moglo lix~ umen~xit~ plowad~ ne pokrytoæ razvertkoæ qasti polukruga.

Ris. 14.

3.19. Sravnim v usloviØh ris. 14 plowadi S treugol~nikov A0_{1CA}0_2 i_A0_{2DA}0_3. Esli

S(△A0_1 CA0_2)tg γ = 1 4 |A0_{1A}0_{2|}2_{⩽ S(△A}0_{2DA}0_{3 ) =}^1_{4 |A}0_{2A}0_{3|}2_{tg 3γ,}

to zamena uqastkov A0_1CA0_2, A0_2DA0_3 granicy mnogougol~nika otrezkami A0_1A0_2, A0_2A0_3 vedet (posle sdviga verxiny A0_2 v seredinu dugi A0_1A0_3) k uße izuqennomu v p. 3.11 ris. 10. Pofftomu dalee sqitaem, qto S(△A0_1 CA0_2) > S(△A0_2DA0_3 ), otkuda |A0_{1A}0_{2|} |A0_{2A}0_{3|}^> √ tg 3γ tg γ > √ 3. Tem bolee otnoxenie dug^⌢A0_1A0_2 :^⌢A0_2A0_3 > √ 3, otkuda ugol

z := ∠A0_1AA0_2 > √ 3 √ 3 + 1 ∠A0_{1AA}0_{3.} Iz ravnobedrennosti treugol~nika A0_3AB_2 i ravenstva ∠A0_3B_2A = π/2 − β sleduet ∠A0_3AB_2 = 2β ⩽ 2α. Pofftomu z > √ 3 √ 3 + 1

(π − 6α). (23)

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 49

StoØwu¸ v (23) sprava veliqinu oboznaqim z(α). Poskol~ku α < Δ, to veliqina z(α), a potomu i ugol z > z(α) prevoshodØt √ 3 √ 3 + 1

(π − 6Δ) ≈ 1, 511.

�to iskl¸qaet, vvidu γ ⩽ α < Δ, vozmoßnost~ vyhoda toqki C za predely polukruga. Daße esli my umen~xim ugol z do z(α), a ugol γ v treugol~nike A0_1CA0_2 uveliqim do α, to nepokrytaØ v sektore A0_1AA0_2 plowad~ budet ravna z(α) 2 − 1 2 sin z(α) − sin^2 z(α) 2 tg α. Krome togo celikom ne pokryty sektory P AB_1 i QAB_2 s uglami α. Takim obrazom nepokrytaØ plowad~ σ > f(α), gde

f(α) = α + ( z(α) 2 − 1 2 sin z(α) − sin^2 z(α) 2 tg α ) . (24)

FunkciØ f(α) gladkaØ i s rostom α ot 0 do Δ snaqala ubyvaet, a zatem vozrastaet, imeØ edinstvennyæ minimum vblizi α = 0.2261, qto podtverßdaetsØ sledu¸weæ tabliceæ znaqeniæ f(α):

Tablica 2 α f(α) 0 0.5395 0.05 0.4333 0.10 0.3538 0.15 0.3018 0.20 0.2756 0.2260 0.27325036 0.2261 0.27325033 0.2262 0.27325038 0.23 0.2733 0.24 0.2741 0.26 0.2784 Δ 0.2825

Kak vidim, daße v minimume funkciØ f ostaetsØ bol~xe, qem Δ ≈ 0, 27175822.

50 V. A. ZALGALLER

Ris. 15.

3.20. Pereædem ko vtoromu iz sluqaev (22): |AA0| < |AB| = 1, sm.

ris. 15.

Na ris. 15 kak i na ris. 14 verxinu D sqitaem smewennoæ ot A nastol~ko, qto v ravnobedrennom treugol~nike A0_2DA0_3 ugly pri osnovanii ravny 3γ. Kak i v p. 3.19 apriori ne predpolagaetsØ, qto verxina C ne vyxla iz polukruga pri gomotetii, vyvodivxeæ toqki B_1, B_2 na ediniqnu¸ okrußnost~. Podvergnem toqki A0_{1, C, A}0_{2, D, A}0_3 gomotetii s centrom_A i takim kofffficientom, qtoby toqki A0_1, A0_2, A0_3 popali na ediniqnu¸ okrußnost~ v poloßenie A00_1 , A00_2 , A00_3 . Pri fftom nepokrytaØ qast~ plowadi polukruga tol~ko umen~xitsØ. I my pridem k situacii ris. 14.

Toqki B_1, B_2 ostavalis~ na meste. Otrezki B_1A0_1, B_2A0_3 povernulis~ v poloßeniØ B_1A00_1 , B_2A00_3 . Pri fftom ugol ∠A0_3B_2A = π/2−β uveliqilsØ. Pofftomu kak i v p. 3.19 ugol ∠A00_3 AB_2 < 2β ⩽ 2α. I moßno povtorit~ vse dovody iz p. 3.19, pokazyva¸wie, qto libo moßno bez uveliqeniØ plowadi razvertki pereæti k ris. 10, libo – toqka C ne vyhodit iz polukruga, a ne pokrytaØ v polukruge razvertkoæ plowad~ prevyxaet Δ.

3.21. DlØ dokazatel~stva teoremy 3.1 ostaetsØ izuqit~ tret~¸

iz vozmoßnosteæ (22), t.e. dopustit~, qto |AB| < |AA0| = 1, ris. 16.

Na ris. 16 toqka D uße otodvinuta ot A tak, qto v treugol~- nike A0_2DA0_3 ugly pri osnovanii ravny 3γ.

UpomØnutaØ v p. 3.18 gomotetiØ, obespeqivxaØ ravenstvo |AA0_{| = 1}, mogla vyvesti toqku_C za predely polukruga, qto

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 51

Ris. 16.

ne otraßeno v ris. 16. No ffta gomotetiØ lix~ umen~xaet nepokrytu¸ v polukruge plowad~, kotoru¸ my budem ocenivat~ snizu.

Kak my ffto uße delali v p. 3.12 dlØ ris. 11, opuskaem iz toqki A0_3 perpendikulØr A0_3F na otrezok AB_2. Ugol ∠F A0_3B_2 = β, no esli β < α, to otodvigaem toqku B_2 ot A vdol~ radiusa AB_2. Esli B_2 popadaet na granicu polukruga ran~xe, qem ∠F A0_3B_2 stanet raven α, to popadaem v uße izuqennye usloviØ ris. 14.

Pofftomu dalee sqitaem, qto vypolnØetsØ uße figurirovavxee v p. 3.12 i dalee uslovie (14):

∠F A_3B_2 = α.

Imenno ffto poloßenie izobraßeno na ris. 16. Otmetim, qto v fftih poloßeniØh vsegda θ > 2α.

3.22. OboznaqeniØ uglov θ, α, γ, w Øsny iz ris. 16, gde AN ⊥ P Q.

Plowad~ σ_1, ne pokrytaØ mnogougol~nikom M = AB_1A0_1CA0_2DA0_3B_2 v dvuh odinakovyh sektorah P AA0_1 i QAA0_3, zavisit tol~ko ot θ i α. Kak pokazano v p. 3.16 pri θ ⩾ θ(0, 151), nezavisimo ot α znaqenie σ_1 > Δ. Dalee my dlØ θ rassmotrim otdel~no dve vozmoßnosti:

θ ∈ (0; θ(0)] i θ ∈ (θ(0); θ(0, 151)). (25)

OstanovimsØ na pervoæ iz vozmoßnosteæ (25). Pust~ θ ∈ (0; θ(0)] fiksirovano. Pri takom θ plowad~ treugol~nikov AB_2A0_3, udo-

52 V. A. ZALGALLER

vletvorØ¸wih uslovi¸ (14), rastet s umen~xeniem ugla α. My umen~xim ugol α nastol~ko, qtoby on stal raven uglu γ i budem vmesto α pisat~ γ. Teper~

σ_1(θ, γ) = θ − sin(θ − γ) [ cos(θ − γ) + sin(θ − γ)tg γ ] . (26) Plowad~, ne pokrytaØ mnogougol~nikom M v sektore A0_1AA0_3, krome θ i γ zavisit ewe ot ugla w. Ona ocenivaetsØ snizu funkcieæ σ_2(θ, γ, w). My govorim “ocenivaetsØ snizu” vmesto “ravna”, tak kak pri vyvode formuly dlØ σ_2(θ, γ, w) iz plowadi segmenta A0_1A0_2 vyqtena plowad~ vsego treugol~nika A0_1CA0_2 daße v sluqae, esli toqka C vyhodila za predely polukruga: σ_2(θ, γ, w) = (π 2 − θ ) − 1 2 sin ( π 2 − θ + w ) − 1 2 sin ( π 2 − θ − w ) − − sin^2 1 2 ( π 2 − θ + w ) tg γ + sin^2 1 2 (π 2 − θ − w ) tg 3γ. (27)

Pri fiksacii dopustimyh θ, γ funkciØ (27) dostigaet edinstvennogo minimuma pri vybore znaqeniØ w iz uravneniØ ∂σ_2 ∂w = 0, (28) kotoroe imeet edinstvennoe rexenie:

w(θ, γ) = arctg tg 3γ + tg γ 2 + tg θ(tg 3γ − tg γ)

. (29)

Budem sqitat~, qto pri kaßdoæ dopustimoæ pare θ, γ znaqenie w vybiraetsØ imenno iz usloviØ (28), t.e. po formule (29).

My utverßdaem, qto summa σ(θ, γ) = σ_1(θ, γ) + σ_2(θ, γ, w(θ, γ)) pri vseh dopustimyh znaqeniØh θ ∈ (0; θ(0)], γ ∈ [0; Δ], θ > 2γ strogo vozrastaet po γ. Qtoby dokazat~ ffto, vyqislim pri fiksirovannom θ proizvodnu¸ dσ dγ = ∂σ_1 ∂γ + ∂σ_2 ∂γ + ∂σ_2 ∂w ∂w ∂γ = ∂σ_1 ∂γ + ∂σ_2 ∂γ , poslednee ravenstvo svØzano s tem, qto w vybiralos~ iz uravneniØ (28). Pofftomu dσ(θ, γ) dγ = cos 2(θ − γ) + sin 2(θ − γ)tg γ − sin^2(θ − γ) cos^2 γ −

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 53 − sin^2(^π�^{2θ+2w}_4 ) cos^2 γ + 3 sin^2(^π�^{2θ+2w}_4 ) cos^2 3γ

, (30) gde w = arctg tg 3γ + tg γ 2 + tg θ(tg 3γ − tg γ) . V tablice 3 privedeny okruglennye do treh cifr znaqeniØ proizvodnoæ dσ/dγ pri dopustimyh parah θ i γ (pary s θ < 2γ – ne dopustimye). Vo vseh sluqaØh znaqeniØ poloßitel~nye. �to znaqit, qto ocenka snizu nepokrytoæ plowadi ubudet, esli pri kaßdom θ pereæti k predel~nomu znaqeni¸ γ = 0, t.e. pereæti ot ris. 16 k ris. 12 s tem ße θ.

DlØ ris. 12 maksimum plowadi mnogougol~nika AB_1 A0_1A0_2A0_3B_2 dostigaetsØ tol~ko pri θ = π/6, qto sootvetstvuet tetraffdru T_0. Tablica 3

γ/θ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 π/6 0.55 0.6 θ(0) 0 1.87 1.68 1.44 1.16 0.831 3/4 0.658 0.479 0.423 0.005 1.85 1.67 1.43 1.15 0.830 0.750 0.659 0.481 0.425 0.01 1.84 1.66 1.43 1.15 0.830 0.751 0.660 0.484 0.428 0.03 1.78 1.62 1.40 1.14 0.832 0.755 0.668 0.498 0.443 0.06 1.56 1.37 1.12 0.841 0.769 0.686 0.524 0.472 0.09 1.51 1.34 1.12 0.854 0.787 0.709 0.555 0.507 0.12 1.31 1.11 0.870 0.807 0.734 0.590 0.544 0.15 1.29 1.11 0.886 0.827 0.759 0.624 0.581 0.18 1.10 0.900 0.846 0.784 0.658 0.617 0.21 0.911 0.862 0.805 0.689 0.651 0.24 0.919 0.875 0.822 0.716 0.681 0.27 0.835 0.739 0.707 Δ 0.836 0.740 0.708

3.23. Nam ostalos~ rassmotret~ vtoru¸ iz vozmoßnosteæ (25).

Pust~ θ ∈ (θ(0); θ(0, 151)). Togda naædetsØ takoe α_m ∈ (0; Δ), qto θ = θ(α_m). Esli v ris. 16 α ⩾ α_m, to nepokrytaØ plowad~ σ_1 v sektorah P AA0_1 i QAA0_3 ubyvaet s rostom α (pri perestroæke treugol~nikov AB_2A0_3 s sobl¸deniem usloviØ (14)). Esli ße α < α_m, to plowad~ σ_1 ubyvaet pri analogiqnom umen~xenii α. Umen~xiv α do znaqeniØ γ, my vernemsØ k ocenke snizu nepokrytoæ plowadi znaqeniem σ(θ, γ) = σ_1 + σ_2,

54 V. A. ZALGALLER

gde σ_1 zadaetsØ formuloæ (26), a σ_2 – formuloæ (27) pri w, opredelennom v ravenstve (29).

Otmetim, qto na fftot raz my ne vprave utverßdat~, qto dσ/dγ > 0. �to ne tak pri bol~xih θ, naprimer pri θ = θ(0, 13) i γ < 0, 03 (sm. tablicu 4).

No pri vseh θ ∈ (θ(0); θ(0, 151)) i γ ∈ (0, Δ) vse znaqeniØ σ(θ, γ), rassqitannye po formulam (26), (27), (29), okazyva¸tsØ, kak podtverßdaet tablica 4, prevoshodØwimi Δ.

�tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy 3.1. □ (Tablica 4 vyqislØlas~ s bolee melkim xagom po γ i θ na 9 znakov. Privodimye qisla okrugleny do 3 znaqawih cifr.)

Tablica 4

γ/θ θ(0) θ(0.01) θ(0.03) θ(0.05) θ(0, 07) θ(0.09) θ(0.11) θ(0.13) θ(0.015) 0 0.283 0.286 0.295 0.305 0.317 0.331 0.347 0.365 0.385 0.01 0.287 0.290 0.298 0.307 0.318 0.331 0.346 0.363 0.382 0.03 0.296 0.298 0.303 0.311 0.320 0.331 0.344 0.359 0.376 0.06 0.310 0.310 0.313 0.318 0.324 0.333 0.343 0.355 0.369 0.09 0.324 0.324 0.324 0.326 0.330 0.335 0.343 0.352 0.363 0.12 0.340 0.338 0.336 0.335 0.336 0.339 0.344 0.351 0.359 0.15 0.357 0.354 0.349 0.346 0.345 0.345 0.348 0.352 0.358 0.18 0.375 0.371 0.364 0.358 0.355 0.353 0.353 0.355 0.358 0.21 0.394 0.389 0.380 0.372 0.366 0.362 0.360 0.359 0.360 0.24 0.424 0.408 0.397 0.387 0.379 0.373 0.369 0.366 0.365 0.27 0.435 0.428 0.415 0.403 0.394 0.386 0.379 0.374 0.371 Δ 0.436 0.429 0.416 0.404 0.395 0.386 0.380 0.375 0.371

3.24. Avtor blagodarit programmistov A. Zel~dina i T. Haqa-

turovu za pomow~ po kontrol¸ vyqisleniæ.

Literatura

1. V. BlØxke, Krug i xar. Nauka, M. (1967).

2. S. T. Yau, Problem section. Seminar of Differential Geometry (Ann. of Math.

Studies 102), Princeton Univ. Press, Princeton, N. J. (1982), 669–706. 3. J. O’Rourk, C. A. Schevon, Preprint 27708-0129 Duke Univ., Durham, North Carolina (1993).

4. A. D. Aleksandrov, Vypuklye mnogogranniki. GITTL, M.–L., 1950. Zalgaller V. A. An isoperimetric problem for tetrahedra.

ODNA IZOPERIMETRIQESKA˚ ZADAQA 55 It is proved that a regular tetrahedron has the maximal possible surface area among tetrahedra with unit geodesic diameter of surface. An independent proof of O’Rourk–Schevon’s theorem about polar points on a convex polyhedron is given. A. D. Aleksandrov’s general problem on the area of a convex surface with fixed geodesic diameter is dicussed. Postupilo 23 noØbrØ 2005 g.

Weizmann Institute, Israel E-mail: zalg@tarunz.org