Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

M. A. Guwin

KONIKA I M -KVINTIKA S ODNO` TOQKO` NA BESKONEQNOSTI

Vvedenie. Zadaqa klassifikacii ploskih vewestvennyh alge-

braiqeskih krivyh stepeni 7, raspada¸wihsØ v proizvedenie dvuh M -somnoßiteleæ stepeneæ 2 i 5, rassmatrivalas~ A. A. Binxteæn i G. M. Polotovskim [1]. Byl postroen spisok vseh logiqeski vozmoßnyh vzaimnyh raspoloßeniæ – “topologiqeskih modeleæ” – i primenØlis~ nekotorye klassiqeskie zaprety i fflementarnye postroeniØ.

Zdes~ predloßen novyæ podhod k pereqisleni¸ dopustimyh modeleæ. Zatem, s pomow~¸ osnovannogo na teorii zacepleniæ metoda, predloßennogo S. ı. Orevkovym [2], udaetsØ dokazat~ nerealizuemost~ krivymi stepeni 7 suwestvennoæ qasti rassmatrivaemyh modeleæ. Takße rassmotreny nekotorye realizacii modeleæ. V rezul~tate spisok modeleæ krivyh, raspada¸wihsØ v proizvedenie dvuh M -somnoßiteleæ stepeneæ 2 i 5, dlØ kotoryh vopros o realizuemosti algebraiqeskimi krivymi ostaetsØ otkrytym, udalos~ sokratit~ do 100.

Avtor blagodarit G. M. Polotovskogo za predloßennu¸ zadaqu i pomow~ v rabote.

1. Postanovka zadaqi. Niße M -kvintikoæ nazyvaetsØ neoso-

baØ ploskaØ vewestvennaØ algebraiqeskaØ krivaØ stepeni 5 na vewestvennoæ proektivnoæ ploskosti RP^2, kotoraØ sostoit iz 6 ovalov (komponent, razbiva¸wih RP^2), raspoloßennyh vne drug druga, i neqetnoæ vetvi (komponenty, ne razbiva¸weæ RP^2). Konikoæ nazyvaetsØ krivaØ stepeni 2, sostoØwaØ iz odnogo vypuklogo ovala.

RassmatrivaetsØ zadaqa izotopiqeskoæ klassifikacii vzaimnyh raspoloßeniæ M -kvintiki i koniki v RP^2 pri sledu¸wih dopolnitel~nyh usloviØh maksimal~nosti i obwego poloßeniØ:

IssledovaniØ podderßany grantom E02-1.0-199 Ministerstva obrazovaniØ RF. 14

KONIKA I M–KVINTIKA 15

• pereseka¸tsØ tol~ko neqetnaØ vetv~ M -kvintiki i oval koniki;

• koliqestvo toqek pereseqeniØ neqetnoæ vetvi i ovala maksimal~no i vse ffti toqki poparno razliqny;

• suwestvuet prØmaØ v RP^2, kotoraØ ne peresekaet koniku, a kvintiku peresekaet v edinstvennoæ toqke α. Niße fftu prØmu¸ dlØ kratkosti budem nazyvat~ beskoneqno udalennoæ i izobraßat~ kak graniqnu¸ okrußnost~ modeli Puankare ploskosti RP^2.

My razob~em fftu zadaqu na tri fftapa: sostavim spisok vseh logiqeski vozmoßnyh topologiqeskih modeleæ raspoloßeniæ issleduemogo tipa; dokaßem, qto qast~ iz fftih raspoloßeniæ nel~zØ realizovat~ krivymi stepeni 7; popytaemsØ realizovat~ ostavxiesØ modeli.

2. Sostavlenie spiska dopustimyh modeleæ. Rassmotrim mno-

ßestvo S_{10} vseh perestanovok dliny 10: S_{10} = {(i_0, i_1, . . . , i_9) | {i_0, . . ., i_p} = {0, . . . , 9}, Vse fflementy S_{10} pereqisleny s pomow~¸ nesloßnoæ rekursivnoæ procedury, na kaßdom j-m urovne kotoroæ perebira¸tsØ razliqnye znaqeniØ i_j. Vydelim v S_{10} takie perestanovki, u kotoryh:

1. i_0 = 0 i i_9 > 1; 2. i_1 ∈ {1, 3};

3. i_j ≡ j mod 2 dlØ vseh j ∈ {0, . . ., 9}; 4. ∀j ≠ k takih, qto j ≡ k mod 2 vypolnØetsØ:

(a) libo ⟨i_j; i_{j+1}⟩ ⊂ ⟨i_k; i_{k+1}⟩, (b) libo ⟨i_k; i_{k+1}⟩ ⊂ ⟨i_j; i_{j+1}⟩, (c) libo ⟨i_j; i_{j+1}⟩ ∩ ⟨i_k; i_{k+1}⟩ = ?, gde ⟨a; b⟩ = Z∩ [min(a, b); max(a, b)].

My ne budem razliqat~ dve perestanovki (i_0, . . . , i_9) i (j_0, . . ., j_9), esli

i_k = |i_9 − j_9�_k| mod 10 dlØ vseh k ∈ {0, . . ., 9}.

Vsego perestanovok, udovletvorØ¸wih svoæstvam 1–4, imeetsØ 117, i tol~ko 70 iz nih razliqny v smysle ukazannogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti. Kaßdoæ takoæ perestanovke postavim

16 M. A. GUWIN

v sootvetstvie model~ vzaimnogo raspoloßeniØ neqetnoæ vetvi M -kvintiki i ovala koniki sledu¸wim obrazom:

• razob~em model~ ovala koniki na 10 ravnyh qasteæ i zanumeruem toqki deleniØ, dvigaØs~ po qasovoæ strelke;

• provedem model~ neqetnoæ vetvi qerez toqki α, i_0, . . . , i_9 v ukazannom v perestanovke porØdke (sm. ris. 1^1).

Ris. 1. Model~, otveqa¸waØ perestanovke (0,1,2,9,8,7,6,3,4,5).

Oqevidno, qto v silu naloßennyh na perestanovki ograniqeniæ poluqennye raspoloßeniØ budut poparno razliqny. Tak, uslovie 1 iskl¸qaet modeli, poluqennye drug iz druga povorotom, uslovie 2 i dopolnitel~noe otnoxenie ffkvivalentnosti iz pary simmetriqnyh drug drugu modeleæ ostavlØet odnu, a usloviØ 3 i 4 pozvolØ¸t provesti model~ neqetnoæ vetvi bez samopereseqeniæ.

DlØ kaßdogo poluqennogo raspoloßeniØ pereqislim komponenty svØznosti mnoßestva RP^2\C, gde C – model~ issleduemoæ krivoæ. Ispol~zuem dlØ oboznaqeniØ fftih oblasteæ zaglavnye latinskie bukvy (sm. ris. 2). Raspredeliv vsevozmoßnymi dopustimymi sposobami ovaly po fftim oblastØm, my poluqim spisok vseh dopustimyh modeleæ krivyh interesu¸wego nas tipa.

3. Zaprety modeleæ: fflementarnye zaprety. Zaprety, is-

pol~zu¸wie neposredstvennye topologiqeskie sledstviØ teoremy Bezu i teoremu Br¸zotti o nezavisimosti ustraneniØ prostyh dvoænyh toqek krivoæ, nazyva¸tsØ fflementarnymi. Takie zaprety podrobno rassmotreny v [1]. Tak, oqevidnym obrazom iskl¸qa¸tsØ raspoloßeniØ, otveqa¸wie perestanovkam, pereqislennym v tablice 1: dlØ kaßdogo takogo ras-

1Qtoby ne uveliqivat~ razmery risunkov, niße my ne stremimsØ vsegda izobraßat~ toqki pereseqeniØ neqetnoæ vetvi s beskoneqno udalennoæ prØmoæ diametral~no protivopoloßnymi.

KONIKA I M–KVINTIKA 17

Ris. 2.

Tablica 1

0125438769 0127894563 0129836547 0143258769 0147658329 0165478329 0321458769 0321496785 0321678549 0321876549

poloßeniØ moßno vybrat~ prØmu¸, kotoraØ budet peresekat~ model~ krivoæ bolee qem v 7 toqkah.

Ne realizu¸tsØ takße modeli, otveqa¸wie perestanovkam, dlØ kotoryh ∃k, l, m | k ≡ l ≡ m ≡ 1 mod 2 i ⟨i_k; i_{k+1}⟩ ⊂ ⟨i_l; i_{l+1}⟩ ⊂ ⟨i_m; i_{m+1}⟩, poskol~ku dlØ takih modeleæ, ustranØØ podhodØwim obrazom toqki pereseqeniØ neqetnoæ vetvi M -kvintiki i ovala koniki, moßno poluqit~ gnezdo glubiny 3. Togda prØmaØ αβ, prohodØwaØ qerez vnutrenn¸¸ toqku α fftogo gnezda i vnutrenn¸¸ toqku β ovala kvintiki, pereseqet krivu¸ po kraæneæ mere v 9 toqkah (sm. ris. 3 i 4). Perestanovki, otveqa¸wie vsem takim raspoloßeniØm, pereqisleny v tablice 2.

Analogiqnym obrazom dokazyvaetsØ, qto v nekotoryh oblastØh ovaly M -kvintiki raspolagat~sØ ne mogut. Pri fftom suwestvennu¸ rol~ igraet vypuklost~ ovala koniki.

Takim obrazom, est~ tol~ko 33 raspoloßeniØ, ne zaprewaemye fflementarnymi metodami. Vse oni pereqisleny v tablice 3. Pri fftom svobodnye ovaly M -kvintiki ne mogut raspolagat~- sØ v neoboznaqennyh oblastØh.

18 M. A. GUWIN

Ris. 3. IshodnaØ model~. Ris. 4. Posle ustraneniØ osobennosteæ.

Tablica 2

0123856749 0123874569 0125674389 0125876943 0127456389 0127658943 0129458763 0129476583 0165298347 0167834529 0167852349 0183456729 0183476529 0183654729 0185436729 0185672349 0185674329 0187234569 0187236549 0187254369 0187432569 0187456329 0187634529 0187652349 0321856749 0321874569 0367218549

Tablica 3

KONIKA I M–KVINTIKA 19

20 M. A. GUWIN

4. Zaprety modeleæ: metod Orevkova. Raspredeliv ovaly M -

kvintiki po pereqislennym oblastØm razliqnymi sposobami, my poluqim bolee 2000 modeleæ krivyh interesu¸wego nas ti- pa. Primeniv metod zapreta, predloßennyæ i detal~no izloßennyæ S. ı. Orevkovym [2], my sokratim fftot spisok do 147 modeleæ. IdeØ metoda sostoit v sledu¸wem: s issleduemoæ model~¸ sopostavlØetsØ kosa iz 7 niteæ tak, qto esli ffta model~ realizuetsØ algebraiqeskoæ krivoæ stepeni 7, to kosa dolßna byt~ kvazipoloßitel~noæ; v kaqestve testa na kvazipoloßitel~nost~ primenØetsØ neravenstvo Murasugi–Tristrama dlØ zamykaniØ fftoæ kosy. Rassmotrim algoritm primeneniØ fftogo metoda na primere raspoloßeniØ M11, u kotorogo v oblasti A raspolaga- ¸tsØ vse 6 ovalov kvintiki.

Vyberem v RP^2 toqku P , ne leßawu¸ na modeli krivoæ, tak, qto dlØ zadannogo raspoloßeniØ suwestvuet puqok prØmyh s centrom v P takoæ, qto kaßdaØ prØmaØ puqka peresekaet model~ krivoæ po kraæneæ mere v 5 toqkah i suwestvuet prØmaØ (oboznaqim ee qerez L), pereseka¸waØ model~ krivoæ v 7 toqkah (sm. ris. 5). Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto nikakie dve prostye dvoænye toqki modeli ne leßat na odnoæ prØmoæ puqka. Vyberem L za novu¸ beskoneqno udalennu¸ prØmu¸, t.e. raspoloßim model~ na proektivnoæ ploskosti kak pokazano na risunke 6.

Ris. 5. IshodnaØ model~. Ris. 6. “RazvernutaØ” model~.

DvigaØs~ sleva napravo i ispol~zuØ bloki ×_i, ⊂_i, ⊃_i i ∘_i (sm. ris. 7), zakodiruem poluqennu¸ “razvernutu¸” model~. Pri fftom budem ispol~zovat~ zapis~ χ_i dlØ oboznaqeniØ nabora ovalov kvintiki ∘_i · · · ∘_i, raspolaga¸wihsØ v oblasti χ, gde χ ∈ {A, B}. DlØ modeli M11 kodirovka imeet vid:

�4 œ5 A2B3 �3 A2B3 �4 A2B3A5 æ3 �4�5 œ4 A2B3B4A5 æ1 �2 �3 �4 �4 �3.

KONIKA I M–KVINTIKA 21

Ris. 7. Bloki, ispol~zuemye dlØ kodirovaniØ modeleæ.

Dalee v poluqennoæ kodirovke dlØ kaßdoæ podposledovatel~- nosti ⊃_p α_1α_2 . . . α_k ⊂_q, gde α ∈ {×, ∘}, sleduet rassmatrivat~ vsevozmoßnye perestanovki simvolov α_1α_2 . . . α_k.

Zakodirovannoæ modeli, ispol~zuØ preobrazovaniØ, opisannye v [2], postavim v sootvetstvie kosu B iz 7 niteæ. Pri fftom

B = σ^{ε1}_1 σ^{ε2}_2 · · · σ^{εk}_k ,

gde σ_i – standartnye obrazu¸wie gruppy kos, a ε_i = ±1.

Ispol~zuem oboznaqeniØ, vvedennye v [2]:

bB – orientirovannoe zaceplenie, poluqennoe zamykaniem ko-

sy B;

σ( bB) – signatura zacepleniØ bB; n( bB) – defekt zacepleniØ bB;

e(B) = P^k_{i=1} ε_i – summa vseh pokazateleæ stepeneæ v razloßenii kosy B po σ_i.

Togda neravenstvo Murasugi–Tristrama (uslovie kvazipoloßitel~nosti kosy B) moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom:

σ( bB) + 7 − e(B) 6 n( bB) + 1.

DlØ modeli M11 s 6 ovalami v oblasti A dlØ raspoloßeniØ, otveqa¸wego kodu ×4 ⊃5 ∘2 ∘2 ∘2 ∘2 ∘2 ∘2 ×3×4 ⊂3 ×4×5 ⊃4⊂1 ×2 ×3 ×4 ×4 ×3, vyqisleniØ da¸t:

σ( bB) = 0, e(B) = 3, n( bB) = 3,

22 M. A. GUWIN

neravenstvo vypolnØetsØ, a znaqit model~ ne zaprewaetsØ fftim metodom. PrimenØØ opisannu¸ proceduru dlØ vseh modeleæ, pereqislennyh v tablice 3, poluqim, qto tol~ko 153 modeleæ ne zaprewa¸tsØ metodom Orevkova. Vse takie modeli pereqisleny v tablice 4.

Tablica 4 Model~ ∃ A B C D E M1 3 3 2 3 1 M2 1, 2 2 4 M3 2 2 2 M4 2 4 1 3 2 M5 1, 2 2 4

1, 2 2 2 2 M6 3 3 1 2 3 M7 2 4 4 2 2 2 2 M8 1, 2 4 2 M9 2 3 1 5 1 3 2 1 3 M10 6 6 5 1 2 4 3 1 4 1 1 2 3 1 5 4 2 4 1 1 2 4

KONIKA I M–KVINTIKA 23

Model~ ∃ A B C D E M10 4 2 4 1 1 2 4 3 1 1 4 5 1 1 5 1, 2 2 4 M11 1 6

1, 3 2 4 M12 1, 3 2 4

1, 3 6 M13 1, 2, 3 6

1 5 1 1, 3 1 5 1 5 1 1, 3 1 5 M14 1, 2 6 M15 6 2 4 M16 1, 2 2 2 2 M17 5 1 2 3 1 1 4 1 M18 5 1 1, 2 2 3 1 1, 2 2 1 3 M19 3 3 M20 1, 2 2 2 2 1, 2 2 4 M21 4 2 1 1 4

24 M. A. GUWIN Model~ ∃ A B C D E F G M22 4 2 4 2 M23 5 1 1 4 1 M24 5 1

1, 2 2 3 1 M25 3 3 1 5 3 3 M26 2 4 2 4 M27 3 3 3 M28 1, 2 5 1 2 1, 2 2 1 3 2 M29 4 2 3 1 2 2 2 2 2 4 3 3 4 2 2 2 2 4 2 5 1 4 2 3 1 2 3 3 2 4 2 2 2 6 6 1, 2, 3 1 1 4 1, 2, 3 1 4 1 1, 2 1 4 1 1, 2, 3 4 2 1, 2, 3 1 1 4

KONIKA I M–KVINTIKA 25 Model~ ∃ A B C D E F G M30 3 1 2 2 4 4 2 3 1 2 2 2 2 2 4 2 4 6 6 1, 2, 3 4 2 1, 2, 3 1 1 4 1, 2 1 4 1 1, 2 1 1 4 1, 2 1 1 4 1, 2, 3 4 2 M31 5 1 1 1 4 4 1 1 3 2 1 3 3 3 2 1 3 4 1 1 2 1 3 1 2 3 5 1 3 3 1, 2 3 3 1, 2 1 5

26 M. A. GUWIN Model~ ∃ A B C D E F G H I J K M32 4 1 1 3 2 1 3 3 2 1 3 1, 2 2 3 1 3 2 1 1, 2 1 2 3 1, 2 1 5 1, 2 5 1 1, 2, 3 1 2 3 M33 5 1 3 3 1 5 4 2 3 3 3 3 4 2 3 3 1, 2 1 5 1 5 3 3 1, 2 1 3 2 3 3 1 2 3 4 2 3 3 5 1 3 3 1, 2 1 5 3 2 1 3 3 1, 2 2 1 3 3 1 2 3 1, 2, 3 3 3

5. RealizaciØ modeleæ. Ranee dlØ postroeniØ krivyh issle-

duemogo tipa primenØlis~ modifikacii klassiqeskogo metoda

KONIKA I M–KVINTIKA 27

Harnaka i sledstviØ iz poluqennoæ v [3] klassifikacii vzaimnyh raspoloßeniæ M-krivoæ stepeni 5 i prØmoæ. V tablice 4 modeli krivyh, postroennyh takim sposobom, v kolonke ”∃” pomeqeny cifroæ 1.

Ispol~zuem poluqennu¸ v [4] klassifikaci¸ maksimal~nyh vzaimnyh raspoloßeniæ pary prØmyh i M -kvintiki pri uslovii, qto v kaßdoæ iz komponent dopolneniØ RP^2 k dannym prØmym imeetsØ tol~ko odna duga neqetnoæ vetvi s koncami na raznyh prØmyh. Izvestno, qto tol~ko 20 modeleæ takih krivyh realizu¸tsØ algebraiqeskimi krivymi stepeni 7. UstranØØ toqku pereseqeniØ prØmyh dvumØ vozmoßnymi sposobami poluqim 39 poparno razliqnyh modeleæ krivyh issleduemogo tipa. V tablice 4 modeli takih krivyh v kolonke “∃” pomeqeny cifroæ 2.

Cifroæ 3 v kolonke “∃” tablicy 4 pomeqeny modeli krivyh, kotorye nam udalos~ realizovat~, primenØØ modificirovannyæ metod kusoqnogo konstruirovaniØ, podrobno opisannyæ v [5]. K soßaleni¸, takim sposobom poka udalos~ postroit~ tol~ko 21 krivu¸ issleduemogo tipa. �ti postroeniØ budut opisany v otdel~noæ rabote.

Literatura

1. A. A. Binstein, G. M. Polotovskii, On the mutual arrangements of a conic and a quintic in the real projective plane. — Amer. Math. Soc. Transl. 200 (2000), 63–72.

2. S. Yu. Orevkov, Link theory and oval arrangements of real algebraic curves. —

Topology 38 (1999), 779–810.

3. G. M. Polotovskiæ, Katalog M-raspada¸wihsØ krivyh 6-go porØdka. — DAN SSSR 236 (1977), 548–551.

4. A. B. Korchagin, G. M. Polotovskiy, On arrangements of a plane real quintic curve with respect to a pair of lines. — Commun. Contemp. Math. 5 (2003), 1–24.

5. M. A. Guwin, A. N. Korobeænikov, G. M. Polotovskiæ, Postroenie vzaimnyh raspoloßeniæ kubiki i kvartiki metodom kusoqnogo konstruirovaniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 267 (2000), 119–132.

Gushchin M. A. A conic and an M -quintic with a point at infinity. Topological classification of plane projective real algebraic curves of degree 7 that split into a product of two M -factors of degrees 2 and 5 is considered. A list of 153 possible topological models, 53 of which are realized, is presented. Proofs are sketched.

Postupilo 1 noØbrØ 2002 g. Nißegorodskiæ gosudarstvennyæ universitet