Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

A. N. Tyrsin

ROBASTNOE POSTROENIE REGRESSIONNYH ZAVISIMOSTE` NA OSNOVE OBOBWENNOGO METODA NAIMEN^XIH MODULE` 1. Vvedenie

Pri statistiqeskoæ obrabotke rezul~tatov ffksperimental~- nyh issledovaniæ qasto rexaetsØ zadaqa postroeniØ lineænoæ regressionnoæ modeli

y_i = a_0 + a_1x_{i1} + . . . + a_mx_{im} + ϵ_i, (i = 1, . . . , n). (1) gde y^T = (y_1, . . . , y_n) – vektor znaqeniæ zavisimoæ peremennoæ; X = {x_{ij}}, i = 1, 2, . . . , n, j = 0, 1, . . . , m – matrica znaqeniæ ob¨- ØsnØ¸wih peremennyh; ϵ^T = (ϵ_1, . . . , ϵ_n) – vektor sluqaænyh oxibok; a^T = (a_0, a_1, . . . , a_m) – vektor kofffficientov regressii.

Sredi statistiqeskih metodov postroeniØ regressionnyh zavisimosteæ (1) naibolee rasprostranen metod naimen~xih kvadratov (MNK). On pozvolØet poluqit~ glubokie statistiqeskie rezul~taty v predpoloßenii, qto sluqaænye oxibki ϵ raspredeleny po normal~nomu zakonu. Real~nye nabl¸deniØ vo mnogih zadaqah v celom sootvetstvu¸t dannoæ predposylke. Odnako v rØde sluqaev voznika¸t situacii, kogda predpoloßenie o gaussovoæ modeli sluqaænyh oxibok ne vypolnØetsØ. Pri fftom ispol~zovanie MNK moßet privesti k znaqitel~nym oxibkam [1].

S cel~¸ obespeqeniØ ustoæqivosti ocenok otnositel~no otkloneniæ sluqaænyh oxibok ot gaussovoæ modeli razrabotan rØd robastnyh statistiqeskih metodov: metod naimen~xih moduleæ (MNM) [2, 3], metod minimaksa (M -ocenivanie) [1, 4], rangovye [5] i znakovyæ [6] metody. Termin “robastnost~” oznaqaet ustoæqivost~ ili slaboquvstvitel~nost~ statistiqeskoæ procedury k neznaqitel~nym otkloneniØm dannyh ot naqal~nyh predpoloßeniæ [1].

Dannye metody osnovany na bolee obwih predpoloßeniØh otnositel~no sluqaænyh oxibok:

– oni nezavisimy i ime¸t simmetriqnyæ zakon raspredeleniØ (metody minimaksa); 236

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 237 – sluqaænye oxibki nezavisimy i raspredeleny nepreryvno i odinakovo (rangovye metody);

– nezavisimye sluqaænye oxibki s ravnymi veroØtnostØmi prinima¸t poloßitel~nye i otricatel~nye znaqeniØ (MNM, znakovyæ metod).

2. Postanovka zadaqi

Naibolee rasprostranennoæ model~¸ issledovaniØ ustoæqivosti ØvlØetsØ model~ zasoreniØ T~¸ki–H~¸bera F (x) = (1 − γ)F_ϵ(x) + γH(x), gde F_ϵ(x) – funkciØ raspredeleniØ sluqaænyh oxibok ϵ_i, oblada¸waØ “horoximi” svoæstvami (kak pravilo, normal~nost~¸); H(x) – funkciØ raspredeleniØ zasoreniæ, ime¸wih vid vybrosov, kak po urovn¸, tak i po dispersii; γ – veroØtnost~ poØvleniØ vybrosa.

V teoretiqeskih issledovaniØh obyqno v kaqestve zasoreniØ ispol~zu¸t sluqaænye veliqiny, u kotoryh matematiqeskoe oßidanie stremitsØ k beskoneqnosti ili ne suwestvuet (raspredelenie Koxi). Krome togo, obyqno predpolagaetsØ izvestnoæ stepen~ zasoreniØ γ, qto na praktike, kak pravilo, nevozmoßno.

PredstavlØetsØ aktual~nym razrabotka robastnyh procedur, udovletvorØ¸wih sledu¸wim trebovaniØm [4, 7]: – oni dolßny byt~ orientirovany na ograniqennoe zasorenie, nahodØweesØ “na grani”, meßdu “intuitivno vozmoßnym” i “intuitivno nevozmoßnym”;

– stepen~ zasoreniØ dolßna nahodit~sØ v dostatoqno xirokih predelah;

– skorost~ shodimosti vyboroqnyh ocenok k asimptotiqeskim rezul~tatam dolßna byt~ dostatoqno vysokoæ, qtoby obespeqit~ ih praktiqeskoe primenenie.

3. Metodika

Rassmotrim sledu¸wu¸ zadaqu postroeniØ lineænoæ regressionnoæ modeli [8]:

(a^∗_0, a^∗_1, . . . , a^∗_m) =

= arg min a0,... ,a_m n∑ i=1

| | | | | y_i − a_0 − m∑ j=1 a_j x_{ij} | | | | | λ , 0 < λ < 1, (2)

238 A. N. TYRSIN gde a^∗_0, a^∗_1, . . . , a^∗_m – iskomye parametry.

Dannoe ocenivanie imeet preimuwestvo pered MNM (λ = 1) i znakovym metodom v sluqae, kogda vybrosy v oxibkah raznogo znaka ime¸t razliqnye veroØtnosti.

Kak izvestno, celevaØ funkciØ zadaqi (2) imeet mnoßestvo lokal~nyh minimumov. Predloßennyæ v [2] metod variacionnovzvexennyh kvadratiqeskih priblißeniæ pozvolØet naæti s zadannoæ pogrexnost~¸ odin iz lokal~nyh minimumov, blißaæxiæ k naqal~nomu priblißeni¸ a^{(0)} vektora a. Global~nyæ minimum ne nahoditsØ. Bolee togo, ideØ dannogo podhoda zakl¸qaetsØ v iteracionnom priblißenii rexeniØ k nekotoromu edinstvennomu ffkstremumu, kotoryæ po umolqani¸ ØvlØetsØ global~- nym. �tim ob¨ØsnØetsØ, qto on naxel primenenie lix~ dlØ realizacii metoda naimen~xih moduleæ.

Teorema 1. Pust~ imeetsØ vyborka nabl¸deniæ (x1, . . . , xn) i za-

dana funkciØ Q(a) = n∑ i=1 |x_i − a|^λ , 0 < λ < 1. Togda lokal~nymi minimumami funkcii Q(a) ØvlØ¸tsØ vse x_i, i meßdu l¸bymi dvumØ sosednimi toqkami x_i i x_{i+1} imeetsØ lokal~nyæ maksimum.

Dokazatel~stvo. Opredelim dve pervye proizvodnye funkcii

Q(a) dlØ vseh neosobyh toqek:

Q^′(a) = λ n∑ i=1 |x_i − a|^{λ−1} sign (x_i − a);

Q^{′′}(a) = λ(λ − 1) n∑ i=1 |x_i − a|^{λ−2} . Rassmotrim levyæ i pravyæ predely proizvodnoæ Q^′(a). DlØ l¸bogo 1 ≤ i ≤ n lim a→x_i −0 Q^′(a) = −∞; lim_{a→xi+0} Q^′(a) = +∞.

FunkciØ Q(a) nepreryvna, pofftomu vse toqki x_i razryva ee pervoæ proizvodnoæ ØvlØ¸tsØ lokal~nymi minimumami.

Poskol~ku 0 < λ < 1, to ∀a ≠ x_i : Q^{′′}(a) < 0. Sledovatel~no, dlØ vseh znaqeniæ x_i proizvodnaØ Q^′(a) monotonno ubyvaet sleva i

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 239 monotonno vozrastaet sprava ot x_i. Pofftomu vse (n − 1) nuleæ proizvodnoæ Q^′(a) sootvetstvu¸t lokal~nym maksimumam, nahodØwimsØ meßdu toqkami x_i i x_{i+1}, qto i trebovalos~ dokazat~.

Obobwim teoremu 1 na mnogomernyæ sluqaæ.

Teorema 2. Pust~ imeetsØ vyborka nabl¸deniæ (xi, yi) = (1, xi1,

. . . , x_{im}, y_i), (i = 1, 2, . . . , n), i zadana funkciØ

Q(a_0, . . . , a_m) = n∑ i=1

| | | | | y_i − a_0 − m∑ j=1 a_j x_{ij} | | | | | λ , 0 < λ < 1. (3)

Vvedem giperploskosti Ω_i = Ω(a, x_i, y_i) v vide uravneniæ

y_i − a_0 − m∑ j=1 a_j x_{ij} = 0, (i = 1, . . . , n). (4)

Vvedem takße uzlovye toqki pereseqeniØ giperploskosteæ (4) u = ∩_{s∈M} Ω_s, M = {k_1, . . . , k_{m+1}}, ∀i ≠ j k_i ≠ k_j, k = 1, . . . , n. (5) Oboznaqim U – mnoßestvo vseh uzlovyh toqek (5). Togda spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

DlØ togo qtoby toqka u^∘ = (a^∘_0, . . . , a^∘_m) ØvlØlas~ toqkoæ lokal~nogo minimuma funkcii (3) neobhodimo i dostatoqno, qtoby u^∘ ∈ U .

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto vse giperploskosti (4) ØvlØ¸t-

sØ osobymi toqkami funkcii (3), poskol~ku v nih ona ne differenciruema.

Rassmotrim proizvol~nu¸ stacionarnu¸ toqku a^∘ = (a^∘_0, . . . , a^∘_m), dlØ kotoroæ ∇Q(a^∘) = 0. Predpoloßim, qto a^∘ ØvlØetsØ toqkoæ lokal~nogo minimuma. Poskol~ku ffta toqka ne ØvlØetsØ osoboæ, to funkciØ (3) v neæ dvaßdy differenciruema.

Togda matrica Gesse H(a^∘) dolßna byt~ neotricatel~no opredelennoæ, t.e. vse ee uglovye minory dolßny byt~ neotricatel~- nymi [9]:

Δ_1 ≥ 0, Δ_2 ≥ 0, . . . , Δ_{m+1} ≥ 0.

240 A. N. TYRSIN

Rassmotrim pervyæ uglovoæ minor Δ_1. Poskol~ku 0 < λ < 1, to dlØ vseh neosobyh toqek

Δ_1 =

∂^2Q(a^∘) ∂(a^∘)^2

= λ(λ − 1) n∑ i=1

| | | | | | y_i − a_0 − m∑ j=1 a_jx_{ij} | | | | | | λ−2 < 0. Poluqeno protivoreqie, sledovatel~no, vse stacionarnye toqki funkcii Q(a) ne ØvlØ¸tsØ lokal~nymi minimumami. Takim obrazom, lokal~nye minimumy, esli oni suwestvu¸t, mogut nahodit~sØ tol~ko v osobyh toqkah.

Rassmotrim q proizvol~nyh razliqnyh giperploskosteæ Ω_j , j ∈ {j_1, . . . , j_q}, obrazu¸wih nekotoryæ mnogogrannik W . Oqevidno, qto q ≥ m + 2. Pokaßem, qto:

1. Vo vnutrenneæ qasti int {W } mnogogrannika W rovno odin lokal~nyæ maksimum.

2. FunkciØ Q monotonno ubyvaet po vsem napravleniØm do graniqnyh toqek, leßawih na giperploskostØh Ω_j , j ∈ {j_1, . . . , j_q}.

Vo vseh vnutrennih toqkah int {W } funkciØ (3) nepreryvno differenciruema. Pofftomu s uqetom dokazannogo vyxe v int {W } funkciØ Q ne imeet lokal~nyh minimumov. Sledovatel~no, u funkcii (3) ne moßet byt~ bol~xe odnogo lokal~nogo maksimuma. Predpoloßim teper~, qto lokal~nyh maksimumov u funkcii Q v int {W } net. �to vozmoßno tol~ko v sluqae ee lineænosti. Poskol~ku funkciØ Q ne lineæna, to ona imeet ne menee odnogo lokal~nogo maksimuma.

Sledovatel~no, funkciØ (3) v int {W } imeet rovno odin lokal~nyæ maksimum u. V silu nepreryvnoæ differenciruemosti funkcii ona budet monotonno ubyvat~ pri izmenenii argumenta otnositel~no u po l¸bym napravleniØm vplot~ do graniqnyh toqek mnogogrannika W .

Esli rassmatrivat~ neograniqennyæ mnogogrannik, to v fftom sluqae lokal~nogo maksimuma ne budet, t.k. funkciØ (3) budet monotonno vozrastat~ v storonu neograniqennoæ qasti mnogogrannika.

Rassmotrim nekotoru¸ osobu¸ toqku a^k = (a^k_0, . . . , a^k_m) ∈ R^{m+1}, kotoraØ udovletvorØet uslovi¸ u^k ∈ Ω_k, k – proizvol~noe nabl¸denie, 1 ≤ k ≤ n. �to ravnosil~no tomu, qto

y_k − a^k_0 − m∑ j=1 a^k_j x_{kj} = 0.

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 241 Toqka u^k leßit na granice, kak minimum, dvuh mnogogrannikov W^′_k i W^{′′}_k .

Zadadim proizvol~noe napravlenie z = (z_0, . . . , z_m), ne parallel~noe giperploskosti Ω_k, priqem 0 < ‖z‖ < ∞.

S uqetom dokazannogo vyxe, toqka u^k budet lokal~nym minimumom po napravleni¸ z k toqke u^k vvidu monotonnogo ubyvaniØ funkcii (3) po dannomu napravleni¸ dlØ mnogogrannika W^′_k. S drugoæ storony, toqka u^k budet lokal~nym minimumom po napravleni¸ z ot toqki u^k dlØ mnogogrannika W^{′′}_k .

Takim obrazom, ustanovili, qto vse osobye toqki u^k ØvlØ¸tsØ lokal~nymi minimumami po napravleniØm, ne parallel~nym giperploskosti Ω_k.

Dokaßem teper~, qto vse lokal~nye minimumy funkcii (3) nahodØtsØ v uzlovyh toqkah (5) pereseqeniØ giperploskosteæ (4).

Dostatoqnost~. Rassmotrim uzlovu¸ toqku u^∘ = (a^∘_0, . . . , a^∘_m), ØvlØ¸wu¸sØ pereseqeniem nekotoryh (m+1) proizvol~no vzØtyh giperploskosteæ Ω^∗ = {Ω_1, . . . , Ω_{m+1}}.

Predpoloßim protivnoe, qto dannaØ uzlovaØ toqka u^∘ ne ØvlØetsØ lokal~nym minimumom. Sledovatel~no, hotØ by na odnoæ iz giperploskosteæ Ω_k ∈ Ω^∗ suwestvuet blißaæxiæ k toqke u^∘ lokal~nyæ minimum u^k = (a^k_0 , . . . , a^k_m), priqem u^k ∉ U .

Poskol~ku toqka u^k ØvlØetsØ lokal~nym minimumom, to ona odnovremenno est~ lokal~nyæ minimum po napravleni¸ z^k, parallel~nomu giperploskosti Ω_k.

Kak bylo pokazano vyxe, funkciØ (3) v toqke u^k ØvlØetsØ nepreryvno differenciruemoæ po napravleni¸ z^k, parallel~nomu giperploskosti Ω_k. Pofftomu toqka u^k ØvlØetsØ stacionarnoæ, i ne moßet byt~ lokal~nym minimumom, t.k. ne ØvlØetsØ takovym po napravleni¸ z^k, parallel~nomu giperploskosti Ω_k. Sledovatel~no Q(u^k) > Q(u^∘). Poluqili protivoreqie.

Pofftomu l¸baØ uzlovaØ toqka u^∘ ØvlØetsØ lokal~nym minimumom funkcii (3).

Neobhodimost~. Pust~ nekotoraØ toqka u^k = (a^k_0 , . . . , a^k_m) giperploskosti Ω_k ØvlØetsØ lokal~nym minimumom funkcii (3). Predpoloßim, qto ffta toqka ne ØvlØetsØ uzlovoæ.

Soglasno dokazannomu vyxe, funkciØ Q(u) v toqke u^k ne moßet byt~ lokal~nym minimumom po napravleni¸ z^k, parallel~nomu giperploskosti Ω_k, t.e. poluqili protivoreqie. Sledovatel~no, lokal~nye minimumy funkcii (3) leßat v uzlovyh toqkah.

242 A. N. TYRSIN

Takim obrazom, dokazali, qto u^k = (a^k_0, . . . , a^k_m) – lokal~nyæ minimum funkcii (3) togda i tol~ko togda, kogda u^k ØvlØetsØ uzlovoæ toqkoæ.

Zameqanie 1. Teorema 2 pozvolØet dostatoqno prosto naæti glo-

bal~nyæ minimum zadaqi (2). Poisk svoditsØ k pereboru toqek pereseqeniØ giperploskosteæ (5).

Zameqanie 2. MNM-ocenki nazyva¸t takße ocenkami normy L1

ili L_1-ocenkami [3]. Po analogii OMNM-ocenki (2) nazovem L_pocenkami, 0 < p < 1.

Zameqanie 3. Oqevidno, qto OMNM moßet primenØt~sØ i dlØ

vyqisleniØ kofffficientov avtoregressionnyh modeleæ y_k = a_1y_{k−1} + . . . + a_py_{k−p} + ϵ_k.

Pri fftom rexaetsØ zadaqa (a^∗_1, . . . , a^∗_p) = arg min_{a1,... ,ap} n∑ k=p+1

| | | | | y_k − p∑ j=1 a_jy_{k−j} | | | | | λ .

Rexenie zadaqi (2) obladaet rØdom poleznyh svoæstv. Vopervyh, v otliqie ot MNM, bol~xie oxibki zdes~ umen~xa¸tsØ. Vo-vtoryh, L_p-ocenki menee quvstvitel~ny k nesimmetriqnym vybrosam po sravneni¸ s L_1-ocenkami.

Zadaqu (2) moßno obobwit~ na sledu¸wiæ sluqaæ. Oqevidno, qto funkciØ poter~ f(x) = |x|^λ (6)

pri 0 < λ < 1 ØvlØetsØ vognutoæ na poloßitel~noæ poluosi.

OkazyvaetsØ, qto ispol~zovanie vmesto (6) l¸boæ monotonno vozrasta¸weæ, dvaßdy nepreryvno-differenciruemoæ na poloßitel~noæ poluosi i ravnoæ nul¸ pri x = 0 vognutoæ funkcii sohranØet vernymi teoremy 1, 2.

Teorema 3. Pust~ imeetsØ vyborka nabl¸deniæ (xi, yi) = (1, xi1,

. . . , x_{im}, y_i), (i = 1, 2, . . . , n), i zadana funkciØ

Q(a_0, . . . , a_m) = n∑ i=1 g | | | | | y_i − a_0 − m∑ j=1 a_jx_{ij} | | | | | , (7)

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 243 gde g(x) – nekotoraØ monotonno vozrasta¸waØ, vs¸du dvaßdy nepreryvno-differenciruemaØ na poloßitel~noæ poluosi funkciØ, priqem g(0) = 0, g^{′′}(x) < 0.

DlØ togo qtoby toqka u^∘ = (a^∘_0, . . . , a^∘_m) ØvlØlas~ toqkoæ lokal~nogo minimuma funkcii (3) neobhodimo i dostatoqno, qtoby ona prinadleßala mnoßestvu uzlovyh toqek pereseqeniØ giperploskosteæ (5), t.e. u^∘ ∈ U .

Dokazatel~stvo. Opredelim znak pervogo uglovogo minora Δ1.

V silu vognutosti funkcii g dlØ vseh neosobyh toqek

Δ_1 =

∂^2Q(a^∘) ∂(a^∘)^2 = n∑ i=1 g^{′′} | | | | | | y_i − a_0 − m∑ j=1 a_j x_{ij} | | | | | | < 0. Vse ostal~noe dokazatel~stvo polnost~¸ sovpadaet s dokazatel~stvom teoremy 2.

V klasse funkciæ, udovletvorØ¸wih usloviØm teoremy 3, predstavlØet interes funkciØ poter~

g(x) = arctan |x|. (8)

Pri fftom rexaetsØ zadaqa (a^∗_1, . . . , a^∗_m) = arg min_{a0,... ,am} n∑ i=1 arctan | | | | | | y_i − a_0 − m∑ j=1 a_jx_{ij} | | | | | | . (9) gde a^∗_0, a^∗_1, . . . , a^∗_m – iskomye parametry.

FunkciØ (8) obladaet sledu¸wimi osobennostØmi. Vo-pervyh, ona asimptotiqeski ograniqena. Inymi slovami, ocenki (9) bolee ustoæqivy k naliqi¸ v izmerennyh dannyh sverhbol~xih vybrosov po sravneni¸ s ocenkami (2).

Vo-vtoryh, pri malyh pogrexnostØh izmereniæ (esli σ^2_ϵ → 0) dispersiØ ocenok (2) budet znaqitel~no prevoshodit~ dispersi¸ ocenok (9). Deæstvitel~no, pri 0 < λ < 1, lim_{x→+0}(|x|^λ)^′ = +∞, v to vremØ kak lim_{x→+0}(arctan |x|)^′ = 1.

V-tret~ih, na osnove funkcii (9) moßno postroit~ kvazioptimal~nye ocenki

g(x) = arctan (|x|^τ ) , τ > 1, τ ≠ 2l, l ∈ N, (10)

soqeta¸wie ustoæqivost~ po otnoxeni¸ k vybrosam s nizkoæ dispersieæ pri malyh pogrexnostØh. �to moßno ob¨Øsnit~ tem,

244 A. N. TYRSIN qto funkciØ (10) dlØ τ vblizi 2,43 pri 0 ≤ x ≤ 1 s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ blizka k parabole, sootvetstvu¸weæ MNK.

Moßno otmetit~ sledu¸wie preimuwestva ocenok na osnove funkcii poter~ (10) po sravneni¸ s M -ocenkami [1, 4]: – u funkcii (10) otsutstvuet parametr sdviga, kotoryæ nußno zadavat~ apriorno;

– rexenie nosit prØmoæ harakter, a ne iteracionnyæ.

Kvazioptimal~nost~ ocenok vyzvana tem, qto pri τ > 1 funkciØ (10) ØvlØetsØ vognutoæ pri x > w i vypukloæ, esli 0 < x < w, [(τ − 1)/(τ + 1)]^{1/2τ} . Pofftomu v obwem sluqae funkciØ (10) moßet imet~ lokal~nye minimumy v stacionarnyh toqkah. Odnako oblast~ vypuklosti ograniqena sverhu (w < 1), priqem w → 1 pri τ → ∞.

Zameqanie 4. Ocenki s funkcieæ poter~ (10) dlØ udobstva na-

zovem L_{g(τ)} -ocenkami.

Privedennye vyxe rezul~taty po robastnomu ocenivani¸ moßno obobwit~ na sluqaæ nelineænyh regressionnyh modeleæ vida y_i = a_0 + f(x_i; a_1, . . . , a_m) + ϵ_i,

gde x_i = (x_{i1}, . . . , x_{im}); f – nekotoraØ vs¸du nepreryvno differenciruemaØ v oblasti opredeleniØ funkciØ m peremennyh a_1, . . . , a_m. Teorema 4. Pust~ imeem zadaqu (a^∗_1, . . . , a^∗_m) = arg min_{a0,... ,am} n∑ i=1 g(|y_i − a_0 − f(x_i; a_1, . . . , a_m)|). (11)

Vse lokal~nye minimumy zadaqi (11) ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistem uravneniæ

a_0 + f(x_{i1}; a_1, . . . , a_m) = y_{i1}, . . . a_0 + f(x_{i,m+1}; a_1, . . . , a_m) = y_{i,m+1},

(12) gde i_1, . . . , i_{m+1} ∈ {1, . . . , n}, ∀k ≠ l i_k ≠ i_l. Dokazatel~stvo teoremy 4 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 245

Zameqanie 5. Global~nyæ minimum zadaqi (11) nahoditsØ pu-

tem perebora vseh rexeniæ sistemy (12).

4. �ksperimental~naØ qast~

Provedem sravnitel~nyæ analiz ocenok metodom Monte-Kar-lo. V dannoæ stat~e ograniqimsØ sluqaem koneqnyh vyborok priemlemogo ob¨ema s toqki zreniØ praktiki.

Sluqaæ 1. Issledovanie ustoæqivosti ocenok otnositel~no vy-

brosov.

Rassmotrim model~

y_i = α + ϵ_i, (i = 1, . . . , n), (13)

gde sluqaænye oxibki ϵ_i ime¸t raspredelenie

F (x) = (1 − γ)N (0, σ^2) + γN (μ, σ^2_1), (14)

predstavlØ¸wee soboæ smes~ dvuh normal~nyh raspredeleniæ.

Oqevidno, raspredelenie (14) ØvlØetsØ simmetriqnym pri μ = 0. Pri σ_1 > σ imeem sluqaæ, sootvetstvu¸wiæ udlineni¸ hvostov raspredeleniæ.

DlØ opredelennosti zadadim: α = 0; σ = 1; μ = 2; σ_1 = 3; n = 200 – ob¨em vyborki; M = 20000 – qislo ispytaniæ. Sluqaænye oxibki s raspredeleniem (14) modeliruem metodom, opisannym v [10]. Rezul~taty rasqetov predstavleny v tablicah 1 i 2. Zdes~ privedeny ne sami ocenki, a ih absol¸tnye pogrexnosti Δa i dispersii s^2_a, ocenki a parametra modeli (13).

Tablica 1 Absol¸tnye pogrexnosti Δa ocenok parametra sdviga α

246 A. N. TYRSIN Tablica 2 Vyboroqnye dispersii s^2_a ocenok parametra sdviga α

DlØ naglØdnosti na ris. 1 i 2 privedem sootvetstvu¸wie grafiki rezul~tatov ocenivaniØ.

Ris. 1. Absol¸tnye pogrexnosti Δa ocenok parametra sdviga ff.

Ocenim pogrexnost~ vyboroqnyh rezul~tatov ocenivaniØ. Poskol~ku imeem sobstvenno-sluqaænu¸ povtornu¸ vyborku, to predel~naØ oxibka ocenki a vsledstvie ograniqennosti vyborki ravna Δa = ts_a/ √ M , gde t – tabliqnoe znaqenie kofffficienta doveriØ, sootvetstvu¸wee zadannoæ doveritel~noæ veroØtnosti.

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 247

Ris. 2. Vyboroqnye dispersii s^2a ocenok parametra sdviga ff.

DlØ opredelennosti primem doveritel~nu¸ veroØtnost~ ravnoæ 0,954. Predel~nye oxibki ocenok vsledstvie ograniqennosti vyborki vedut sebØ dostatoqno stabil~no i sostavlØ¸t v srednem 0,0024. ZnaqeniØ predel~nyh oxibok ocenok privedeny v tablice 3.

Tablica 3 Predel~nye oxibki ocenok a

Sluqaæ 2. Issledovanie ustoæqivosti ocenok otnositel~no ge-

teroskedastiqnosti oxibok.

248 A. N. TYRSIN

Rassmotrim model~ (13), v kotoroæ sluqaænye oxibki ϵ_i ime- ¸t raspredelenie F_ϵ(x) = N (0, σ^2), dispersiØ kotorogo zavisit ot nekotorogo faktora proporcional~nosti t, t.e. σ^2 = σ^2(t). V kaqestve faktora proporcional~nosti t ispol~zuem nomer analiziruemogo znaqeniØ v vyborke, t = i.

Rassmotrim sledu¸wie vidy geteroskedastiqnosti: lineænaØ model~ σ_1(t) = c_1tσ; paraboliqeskaØ model~: σ_2(t) = c_2(t − τ_1)^2σ; ffksponencial~naØ model~: σ_3(t) = c_3 exp(t/τ_2)σ.

DlØ opredelennosti zadadim: α = 0; σ = 1; n = 50 – ob¨em vyborki; M = 50000 – qislo ispytaniæ; c_1 = 0, 2; c_2 = 0, 025; c_3 = 0, 2; τ_1 = 25; τ_2 = 12. V kaqestve zasorØ¸weæ modeli ispol~zuem model~ (14), v kotoroæ γ = 0, 1.

Rezul~taty ocenivaniØ razliqnymi metodami predstavleny v tablicah 4 i 5.

Tablica 4 Absol¸tnye pogrexnosti Δa ocenok parametra sdviga α pri geteroskedastiqnosti

Tablica 5 Vyboroqnye dmspersii s^2_a ocenok parametra sdviga α pri geteroskedastiqnosti

POSTROENIE REGRESSIVNYH ZAVISIMOSTE` 249 ZnaqeniØ predel~nyh oxibok ocenok vsledstvie ograniqennosti vyborki privedeny v tablice 6.

Tablica 6 Predel~nye oxibki ocenok a pri geteroskedastiqnosti

Poluqennye ocenki predel~nyh oxibok ocenok vsledstvie ograniqennosti vyborki v oboih sluqaØh okazalis~ neznaqitel~ny. Sledovatel~no, rezul~taty rasqetov v celom harakterizu¸t svoæstva rassmotrennyh ocenok.

5. Vyvody, napravleniØ dal~neæxih issledovaniæ

1. Predloßen novyæ metod ustoæqivogo ocenivaniØ lineænyh modeleæ – obobwennyæ metod naimen~xih moduleæ. Dannyæ metod obobwaet MNM so sluqaØ L_1 na L_p, 0 < p < 1, i dalee na bolee obwie funkcii poter~. Dokazany neobhodimye i dostatoqnye usloviØ dlØ nahoßdeniØ toqnogo rexeniØ.

2. L_p-ocenki ime¸t bolee vysoku¸ ustoæqivost~ pri odnostoronnem zasorenii i v sluqae geteroskedastiqnosti oxibok po sravneni¸ s L_1-ocenkami. Odnovremenno oni sohranØ¸t ustoæqivost~ i pri simmetriqnom zasorenii.

3. Poluqeny kvazioptimal~nye ocenki, soqeta¸wie ustoæqivost~ k vybrosam s dostatoqno nizkoæ dispersieæ.

4. Ustanovleno, qto pri nekotoryh ne stol~ suwestvennyh ograniqeniØh, dannyæ podhod moßno rasprostranit~ i na sluqaæ nelineænyh regressionnyh modeleæ.

5. PredstavlØetsØ celesoobraznym dal~neæxie issledovaniØ OMNK provodit~ v sledu¸wih napravleniØh [11]: – neobhodimo issledovat~ ustoæqivost~ ocenok na osnove funkciæ vliØniØ [12];

– issledovat~ asimptotiqeskie svoæstva predloßennogo metoda;

250 A. N. TYRSIN – razrabotat~ toqnye (ne asimptotiqeskie) statistiqeskie testy (postroenie statistiqeskih testov i doveritel~nyh mnoßestv).

Literatura 1. P. H~¸ber, Robastnost~ v statistike. Mir, M. (1984). 2. V. I. Mudrov, V. L. Kuxko, Metody obrabotki izmereniæ. Kvaziprav-

dopodobnye ocenki. — Radio i svØz~, M. (1983).

3. Y. Dodge (ed.), Statistical data analysis based on the L1-norm and related methods. — in Papers of the 4th International Conference on Statistical Analysis on

the L1-Norm and Related Methods, Basel, Birkhauser (2002), 454 p.

4. M. Hubert, G. Pison, A. Struyf, and S. Van Aelst, Theory and Applications of

Recent Robust Methods, Statistics for Industry and Technology. Basel, Birk-

hauser (2004).

5. T. Hettmansperger, Statistiqeskie vyvody, osnovannye na rangah. — Finansy i statistika, M. (1987).

6. M. V. Boldin, G. I. Simonova, ı. N. T¸rin, Znakovyæ statistiqeskiæ

analiz lineænyh modeleæ. — Nauka M. (1997).

7. A. I. Orlov, �konometrika. — �kzamen, M. (2002).

8. A. M. Tyrsin, Robust Identification of Linear Models on Experimental Data. — in

The 4th Moscow International Conference On Operations Research: Proceedings, Moscow (2004), pp. 221–223.

9. �. M. Galeev, OptimizaciØ: teoriØ, primery, zadaqi. — �ditorial URSS, M. (2002).

10. Dß. Forsaæt, M. Mal~kol~m, K. Mouler, Maxinnye metody matema-

tiqeskih vyqisleniæ. — Mir, M. (1980).

11. R. Dutter, P. Filzmoser, U. Gather, and P. J. Rousseeuw, Developments in Robust

Statistics. — Heidelberg-New York, Physica Verlag (200).

12. F. Hampel~, �. Ronqetti, P. Rausseu, V. Xtaffl~, Robastnost~ v sta-

tistike. Podhod na osnove funkciæ vliØniØ. — Mir, M. (1989).

Tyrsin A. N. Robust regression models definition on base of generalised method of least modules.

In the paper, a new method of steady construction of linear regression models, namely, the generalized method of the least modules is offered. The method is theoretically justifed. Experimental approbation on the test data is considered.

Postupilo 7 oktØbrØ 2005 g. QelØbinskiæ gosudarstvennyæ universitet