Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

N. V. Smorodina

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY I “NEPUASSONOVSKIE” TRANSFORMACII GAMMA-MERY

1. Vvedenie

Pust~ G – metriqeskoe prostranstvo, B – ego borelevskaØ σalgebra, B_0 – kol~co ograniqennyh borelevskih podmnoßestv G. Dalee, pust~ Π – σ-koneqnaØ mera na (G, B), priqem Π(V ) < ∞ dlØ l¸bogo V ∈ B_0.

Qerez X = X (G) my oboznaqim prostranstvo konfiguraciæ na G. Po opredeleni¸ X (G) = {X ⊂ G : |X ∩ V | < ∞ dlØ l¸bogo V ⊂ B_0}, gde qerez |A| oboznaqeno qislo toqek v mnoßestve A. Na prostranstve X my budem rassmatrivat~ topologi¸ O(X ), – slabeæxu¸ topologi¸, taku¸, qto vse funkcionaly X → R X → ∑ x∈X f(x) nepreryvny dlØ l¸byh nepreryvnyh funkciæ f : G → R s ograniqennym nositelem. Borelevsku¸ σ-algebru, poroßdennu¸

O(X ), my budem oboznaqat~ qerez B(X ). �to naimen~xaØ σ-

algebra dlØ kotoroæ otobraßeniØ X → |X ∩ V | izmerimy dlØ l¸bogo V ⊂ B_0.

Dalee, my govorim, qto veroØtnostnaØ mera P na (X , B(X )) est~ puassonovskaØ mera s intensivnost~¸ Π, esli dlØ kaßdogo V ∈ B_0 P (X : |X ∩ V | = k) = e^{−Π(V )} Π(V )^k k! , k = 0, 1, 2, . . ., Rabota vypolnena pri podderßke granta DFG 436 RUS 113/823. 191

192 N. V. SMORODINA

i dlØ nepereseka¸wihsØ mnoßestv V_j, j = 1, 2, . . ., n sluqaænye veliqiny ν_j, gde ν_j(X) = |X ∩ V | nezavisimy. Podrobnee sm. [1, 7]. Nas budut interesovat~ tol~ko puassonovskie mery, udovletvorØ¸wie uslovi¸ Π(G) = ∞. Lix~ v fftom sluqae s veroØtnost~¸ 1 konfiguraciØ soderßit beskoneqnoe qislo toqek.

Vs¸du dalee my predpolagaem, qto prostranstvo G imeet vid prØmogo proizvedeniØ G = S × [0, ∞), gde S – polnoe separabel~- noe metriqeskoe prostranstvo, a mera Π imeet vid Π(dθ, dx) = π(dθ)γ(dx), θ ∈ S, x ∈ [0, ∞), gde π – koneqnaØ mera na S, (π(S) < ∞), a mera γ absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ. My takße predpoloßim, qto dlØ l¸bogo ε > 0 sootvetstvu¸waØ plotnost~ p(x) =^{dγ}_{dλ} (x) strogo poloßitel~na, ograniqena i nepreryvna na mnoßestve

[ε, ∞), a mera Π udovletvorØet uslovi¸ ∫ G min(x, 1)dΠ < ∞. (1)

Iz (1) sleduet, qto s veroØtnost~¸ 1 proekciØ konfiguracii X na [0, ∞) imeet edinstvennu¸ predel~nu¸ toqku 0, i dlØ kaßdogo ε > 0 vypolneno |X ∩ G_ε| < ∞, gde G_ε = S × [ε, ∞). Sootvetstvu¸wiæ klass puassonovskih mer igraet vaßnu¸ rol~ v teorii veroØtnosteæ, v qastnosti, ispol~zu¸tsØ v predstavlenii processov s nezavisimymi priraweniØmi (sm. [4]).

Pust~ F – izmerimoe otobraßenie F : X → X , a P F^{−1} – obraz mery P pod deæstviem otobraßeniØ F . Po opredeleni¸, dlØ l¸- bogo A ∈ B(X )

P F^{−1}(A) = P (F^{−1}(A)). (2)

DlØ mnogih zadaq teorii veroØtnosteæ predstavlØet interes nahoßdenie dostatoqnyh usloviæ absol¸tnoæ nepreryvnosti transformirovannoæ mery P F^{−1} otnositel~no ishodnoæ mery P , a takße nahoßdenie sootvetstvu¸weæ plotnosti Radona– Nikodima^{dP F −1}_{dP} .

Pervyæ rezul~tat ob absol¸tnoæ nepreryvnosti puassonovskih mer v prostranstve konfiguraciæ (v R^n) prinadleßit A. V. Skorohodu [3] (sm. takße [11]). V ego rabote rassmatrivalis~ preobrazovaniØ prostranstva konfiguraciæ, poroßdennye nekotorym diffeomorfizmom f tak, qto konfiguraciØ

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 193

X = {x}_{x∈X} pod deæstviem fftogo preobrazovaniØ perehodit v

konfiguraci¸ F (X) = {f(x)}_{x∈X} . (3) Legko pokazat~, qto pod deæstviem otobraßeniØ ukazannogo vida puassonovskaØ mera s intensivnost~¸ Π perehodit v puassonovsku¸ ße meru s intensivnost~¸ Πf^{−1}. Zametim, qto preobrazovaniØ konfiguraciæ (3) harakterizu¸tsØ tem, qto “novoe” poloßenie kaßdoæ toqki konfiguracii zavisit tol~ko ot ee “starogo” poloßeniØ i ne zavisit ot poloßeniØ ostal~nyh toqek konfiguracii.

Dalee, v rabote [12] Verxika i Cileviq rassmatrivalis~ transformacii gamma-mery, predstavlØ¸weæ iz sebØ puassonovsku¸ meru s intensivnost~¸ Π vida Π(dθ, dx) = π(dθ) e^{−x} x dx. V fftoæ rabote bylo pokazano, qto gamma-mera obladaet svoæstvom kvaziinvariantnosti otnositel~no vseh preobrazovaniæ podobiØ, t.e. preobrazovaniæ vida (3) s funkcieæ f(θ, x) =

(θ, k(θ, x)x) (konfiguraciØ X = {(θ, x)} pod deæstviem fftogo oto-

braßeniØ perehodit v konfiguraci¸ Y = {(θ, k(θ)x)}), gde izmerimaØ funkciØ k(θ) predpolagaetsØ poloßitel~noæ i udovletvorØ¸weæ uslovi¸ ∫ S | log k(θ)|π(dθ) < ∞. V nastoØweæ rabote budut takße rassmotreny transformacii gamma-mery, perevodØwie konfiguraci¸ X = {(θ, x)} v konfiguraci¸ H = {(θ, kx)}, no kofffficient podobiØ k budet zaviset~ ne tol~ko ot koordinaty θ ∈ S, no takße i ot ostal~nyh toqek konfiguracii, t.e. k = k(θ, X). Budet pokazano, qto pri opredelennyh predpoloßeniØh otnositel~no funkcii k transformirovannaØ mera budet absol¸tno nepreryvna otnositel~no ishodnoæ puassonovskoæ mery (hotØ sama ona, voobwe govorØ, uße ne budet puassonovskoæ), a takße budet privedeno vyraßenie dlØ sootvetstvu¸weæ plotnosti Radona–Nikodima.

DlØ rexeniØ dannoæ zadaqi my ispol~zuem podhod, predloßennyæ v [10] s ispol~zovaniem puassonovskogo analoga kratnogo stohastiqeskogo integrala. Stat~Ø organizovana sledu¸- wim obrazom: v paragrafe 2 my privedem nekotorye rezul~taty

194 N. V. SMORODINA

iz [10] s modifikacieæ, neobhodimoæ dlØ celeæ nastoØweæ stat~i, v paragrafe 3 poluqim dostatoqnye usloviØ absol¸tnoæ nepreryvnosti, v paragrafe 4 rassmotrim problemy, svØzannye s zadaniem otobraßeniæ, deæstvu¸wih iz X v X , v paragrafe 5 opixem semeæstvo preobrazovaniæ, perevodØwih gamma-meru v absol¸tno nepreryvnu¸.

2. Kratnye stohastiqeskie integraly

Snaqala privedem nekotorye rezul~taty iz [10]. Qerez X_0 my budem oboznaqat~ prostranstvo vseh koneqnyh konfiguraciæ. DlØ fftogo prostranstva my imeem predstavlenie vida

X_0 = ∞⋃ k=0 G^k/π_k, (4) gde G^k = G×G×· · ·×G (k raz), a qerez G^k/π_k oboznaqeno faktorprostranstvo G^k otnositel~no gruppy perestanovok π_k. V fftom predstavlenii slagaemoe s k = 0 sootvetstvuet pustoæ konfiguracii, slagaemoe s k = 1 sootvetstvuet odnotoqeqnoæ konfiguracii, sledu¸wee slagaemoe sootvetstvuet dvuhtoqeqnoæ konfiguracii i tak dalee.

Vaßno otmetit~, qto na S × [0, ∞) my budem rassmatrivat~

S ×{0} kak poglowa¸wee sostoØnie. DlØ l¸bogo θ ∈ S toqka (θ, 0)

isqezaet iz konfiguracii. �to oznaqaet, qto snaqala my snabßaem X_0 topologieæ nesvØznogo ob¨edineniØ a zatem dlØ l¸bogo

k ∈ N, θ ∈ S my otoßdestvim konfiguracii:

{(θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k), (θ_{k+1}, 0)} = {(θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)}. (5)

Drugimi slovami, dlØ l¸bogo k my prikleivaem G^k ×(S ×{0}) k G^k.

Pust~ f : X_0 → R – funkciØ na X_0. Qerez f_k my budem vsegda oboznaqat~ sußenie funkcii f na mnoßestvo k-toqeqnyh konfiguraciæ, t.e.

f_k = f | |_{Gk/πk} , a dlØ samoæ funkcii f budem ispol~zovat~ simvoliqesku¸ zapis~ f = {f_k}^∞_{k=0}.

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 195

Po opredeleni¸ f_k predstavlØet iz sebØ simmetriqnu¸ funkci¸ na G^k. Iz usloviØ (5) sleduet, qto dlØ l¸byh k ∈ N, θ ∈ S

f_{k+1}((θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k), (θ_{k+1}, 0)) = f_k((θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)). (6)

Sledu¸wim xagom my opredelim posledovatel~nost~ raznostnyh operatorov Δ^k, k ∈ N. DlØ kaßdogo k ∈ N oblast~ opredeleniØ operatora Δ^k est~ mnoßestvo funkciæ {f : G^k → R}. DlØ k = 1 i f : G → R po opredeleni¸ poloßim Δf(θ, x) = Δ^1f(θ, x) = f(θ, x) − f(θ, 0). (7) Analogiqno, dlØ funkcii f : G^k → R poloßim

Δ^kf = Δ_{x1} Δ_{x2} . . . Δ_{xk} f. (8)

Po opredeleni¸, Δ^kf est~ prirawenie funkcii f na prØmougol~nike [0, x] ⊂ [0, ∞)^k, x = (x_1, . . . , x_k) (parametr θ ∈ S^k fiksirovan).

Sledu¸wim xagom my opredelim kratnye stohastiqeskie integraly. Pervonaqal~no my opredelim ih kak funkcii na X_0.

Opredelenie. Pust~ g = g(x1, . . . , xk), xi = (θi, xi) – simmetriq-

naØ funkciØ na G^k. My opredelim kratnyæ stohastiqeskiæ integral I_k(g) sledu¸wim obrazom:

I_k(g)(X) = ∑ {x_1,...,x_k}⊂X Δ^kg(x_1, . . . , x_k), (9)

gde X ∈ X_0. Summirovanie v poslednem vyraßenii provoditsØ po vsem k-toqeqnym podmnoßestvam mnoßestva X.

Esli k = 0, to g = g_0 = const i po opredeleni¸ my polagaem

I_0(g) = g_0.

V sootvetstvii s dannym opredeleniem, pri k = 1 my imeem

I_1(g)(X) = ∑ x=(θ,x)∈X Δg(x) = ∑ x∈X (g(θ, x) − g(θ, 0)) pri k = 2

I_2(g)(X) = ∑ {x_1,x_2}⊂X Δ^2g(x_1, x_2) = = ∑ {x_1,x_2}⊂X [g((θ_1, x_1), (θ_2, x_2)) − g((θ_1, 0), (θ_2, x_2))−

− g((θ_1, x_1), (θ_2, 0)) + g((θ_1, 0), (θ_2, 0))].

196 N. V. SMORODINA

Lemma 1. DlØ l¸boæ simmetriqnoæ funkcii g : G^k → R spraved-

livo neravenstvo |I_k(g)| 6 I_k(|Δ^kg|). (10)

Dokazatel~stvo. Imeem |I_k(g)(X)| = | ∑ {x_1,...,x_k}⊂X Δ^kg(x_1, . . ., x_k)| 6

6^∑

{x_1,...,x_k}⊂X |Δ^kg(x_1, . . ., x_k)| = = ∑ {x_1,...,x_k}⊂X Δ^k|Δ^kg(x_1, . . ., x_k)| = I_k(|Δ^kg|).

�

Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto kaßdaØ funkciØ, opredelennaØ na mnoßestve koneqnyh konfiguraciæ, moßet byt~ predstavlena v vide summy stohastiqeskih integralov.

Teorema 1. DlØ l¸boæ funkcii f : X0 → R spravedlivo sootno-

xenie f = ∞∑ k=0 I_k(f_k). Dokazatel~stvo. Opredelim snaqala graniqnye operatory δi,

i = 1, . . . , k, k ∈ N. FunkciØ δ_if_k poluqaetsØ iz f_k podstanovkoæ x_i = 0. Oqevidno, δ_i = 1 − Δ_i, gde qerez Δ_i oboznaqen operator

Δ, primenennyæ po peremennoæ x_i.

DlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva I natural~nyh qisel polo- ßim δ_I = ∏ i∈I δ_i, Δ_I = ∏ i∈I Δ_i.

DlØ kaßdogo fiksirovannogo n qerez CI budem oboznaqat~ mnoßestvo {1, . . . , n} \ I = {i ∈ {1, . . ., n} : i /∈ I}. Zametim, qto dlØ l¸boæ funkcii f funkciØ δ_I f_n zavisit tol~ko ot peremennyh (θ_i, x_i), i ∈ CI.

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 197

Pust~ |X| = n, X = {x_1, . . . , x_n}, x_i = (θ_i, x_i). Ispol~zuØ toßdestvo 1 = n∏ i=1 (δ_i + Δ_i) = ∑ I Δ_I δ_{CI} , (11)

my poluqim

f(X) = f_n(x_1, . . . , x_n) = ∑ I⊂{1,...,n} Δ_Iδ_{CI} f_n =

= n∑ k=0 ∑ I⊂{1,...,n},|I|=k Δ_I δ_{CI} f_n =

= n∑ k=0 ∑ {j1 ,...,jk}⊂ ⊂{1,...,n} Δ^kf_k(x_{j1} , . . . , x_{jk} ) =

= n∑ k=0 I_k(f_k) = ∞∑ k=0 I_k(f_k). Teorema dokazana. �

Naxa sledu¸waØ cel~ – prodolßit~ stohastiqeskiæ integral

I_k s X_0 na X . Oqevidno, qto ffto moßno sdelat~ neposredstvenno

(ispol~zuØ (8)) tol~ko v sluqae, kogda nositel~ funkcii g est~ kompaktnoe podmnoßestvo G^k. V protivnom sluqae my moßem prodolßit~ I_k tol~ko P -p.n. My skonstruiruem L_1-rasxirenie, a ne L_2, kak ffto bylo sdelano v rabote [10].

DlØ kaßdyh k > 0 i simmetriqnoæ funkcii f : G^k → R opredelim polunormu ‖f‖_k = ∫ G^k |Δ^kf|dΠ^k. ˚sno, qto dlØ l¸bogo k > 0 | ∫ G^k Δ^kfdΠ^k| 6 ‖f‖_k. 12 Vaßno otmetit~ (ffto v dal~neæxem my budem mnogokratno ispol~zovat~), qto polunorma ‖f‖_k ravna nul¸ dlØ vseh funkciæ f vida f(x_1, . . . , x_k) = k−1∑ j=0 ( ∑ i_1<···<i_j φ_j(x_{i1} , . . . , x_{ij} )),

198 N. V. SMORODINA

t.e. ‖f‖_1 = 0 esli f = φ_0 = const, ‖f‖_2 = 0 esli f(x_1, . . .x_k) =

φ_0 + ∑_k i=1 φ_1(x_i) i tak dalee.

Dalee, nam ponadobitsØ ocenka polunormy ‖f‖_k. Rassmotrim snaqala sluqaæ k = 1. DlØ funkcii f : G → R i proizvol~nyh

ε > 0 i θ ∈ S imeem ∞∫ 0 |Δf(θ, x)|γ(dx) = ε∫ 0 |Δf(θ, x)|γ(dx) + ∞∫ ε |Δf(θ, x)|γ(dx) 6

6 sup_x6_ε |f^′| · c(ε) +

∞∫ ε |Δf(θ, x)|γ(dx), gde c(ε) = ∫_ε 0 xγ(dx). Otmetim, qto veliqina sup_x6_ε |f^′| zavisit ot peremennoæ θ ∈ S.

Tak kak ε > 0 vybrano proizvol~no, to dlØ fiksirovannogo θ ∈ S imeem ∞∫ 0 |Δf(θ, x)|γ(dx) 6 inf_{ε>0}(sup_x 6ε^{|f ′| · c(ε) +} ∞∫ ε |Δf(θ, x)|γ(dx)). IntegriruØ po θ ∈ S, poluqaem

‖f‖_1 = ∫ G |Δf(θ, x)|Π(dθ, dx) 6

6^∫

S π(dθ) inf_{ε>0}(sup_x 6ε^{|f} ′| · c(ε) + ∞∫ ε |Δf(θ, x)|γ(dx)). (13) DlØ k > 1 sootvetstvu¸waØ polunorma ‖·‖_k ocenivaetsØ soverxenno analogiqno. Imenno, pust~ funkciØ f : G^k → R. Ocenim snaqala ∫ [0,∞)^k |Δ

kf|dγ^k pri fiksirovannyh θ_1, . . ., θ_k ∈ S. DlØ

proizvol~nyh fiksirovannyh ε_1 > 0, . . ., ε_k > 0 razob~em oblast~ integrirovaniØ [0, ∞)^k na 2^k diz¨¸nktnyh oblasteæ, indeksirovannyh razliqnymi podmnoßestvami I mnoßestva {1, . . . , k}, t.e.

[0, ∞)^k = ⋃ I⊂{1,...,k} A^ε_I , ε = (ε_1, . . . , ε_k).

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 199

V fftom predstavlenii mnoßestvo A^ε_I sostoit iz takih (x_1, . . . , x_k)

∈ [0, ∞)^k, qto x_i 6 ε_i dlØ i ∈ I i x_i > ε_i dlØ i ∉ I. Peremen-

nye x_i, i ∈ I uslovno nazovem “malymi”, a peremennye x_i, i /∈ I – “bol~ximi”. Smysl privedennyh dalee ocenok oqen~ prost – po “malym” peremennym my ocenivaem prirawenie funkcii qerez maksimum proizvodnoæ, umnoßennyæ na prirawenie argumenta, a po “bol~xim” ne delaem niqego, tak kak mera γ imeet osobennost~ tol~ko v okrestnosti nulØ. DlØ I = {i_1, . . . , i_j} ⊂ {1, . . . , k} oboznaqim ∂_I f = ∂^j f ∂x_{i1} . . . ∂x_{ij} . Na mnoßestve A^ε_I imeem

|Δ^kf| 6 supQ i∈I [0,ε_i] |Δ_{CI}∂_I f| · ∏ i∈I x_i (zdes~ CI = {1, . . ., k} \ I), a Δ_{CI} oznaqaet primenenie operatora Δ po peremennym x_i, i ∈ CI).

S uqetom posledneæ ocenki poluqaem ∫ [0,∞)^k |Δ^kf|dγ^k = ∑ I⊂{1,...,k} ∫ A^ε_I |Δ^kf|dγ^k 6 ∑ I⊂{1,...,k} ∫ Q_{j∈CI[εj ,∞)}^{sup}Q_{i∈I}[0,εi]^{|ΔCI∂I f|dγ|CI| ·} ∏ i∈I c(ε_i). (14)

Dalee, tak kak ε = (ε_1, . . . , ε_k) v (14) bylo proizvol~no, my imeem∫ [0,∞)^k |Δ^kf|dγ^k 6

6 inf_{ε>0}^{( ∑}_{I⊂{1,...,k}}^∫Q

j∈CI [ε_j ,∞) supQ_{i∈I[0,εi]}^{|ΔCI∂I f|dγ|CI| · ∏}_{i∈I}^{c(εi)).} IntegriruØ poslednee neravenstvo po peremennym θ_1, . . ., θ_k, poluqaem ‖f‖_k = ∫ G^k |Δ^kf|dΠ^k 6

200 N. V. SMORODINA ∫ S^k dπ^k ( inf_{ε>0} ( ∑ I⊂{1,...,k} ∫ Q_{j∈CI[εj ,∞)}^{sup}Q_{i∈I}[0,εi]^{|ΔCI∂I f|dγ|CI| ·} ∏ i∈I c(ε_i) )) . (15)

DlØ kaßdoæ funkcii f : X_0 → R i proizvol~nogo poloßitel~- nogo qisla ε > 0 my opredelim approksimiru¸wu¸ funkci¸

f_ε : X → R formuloæ

f_ε(X) = f(X ∩ G_ε), (16)

gde, kak i ranee, G_ε = S × [ε, ∞) ⊂ G.

Dalee, my budem govorit~, qto izmerimaØ funkciØ f : X_0 → R,

f = {f_k}^∞_{k=0} prinadleßit prostranstvu F A, esli koneqna sledu-

¸waØ norma ‖f‖_{F A} = ∞∑ k=0 ‖f_k‖_k k! . (17)

Otmetim, qto v silu usloviØ (6) ‖ · ‖_{F A} uße norma, a ne polunorma.

Teorema 2. Esli f ∈ F A, to dlØ l¸bogo ε > 0

E fε =^∫ fεdP =^{∞∑}_{k=0}^1_{k!}^∫_{Gk} ε Δ^kf_kdΠ^k. (18)

Dokazatel~stvo. Imeem ∫ f_εdP = e^{−Π(Gε)} ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k_ε f_kdΠ^k. (19)

Ispol~zuØ (7), poluqaem ∫ G^k_ε f_kdΠ^k = ∑ I Π(G_ε)^{|I|} ∫ G^{|CI|}_ε Δ_{CI}δ_I f_k ∏ i∈CI Π(dx_i) =

= k∑ j=0 Π(G_ε)^j ( k j ) ∫ G^{k−j}_ε Δ^{k−j}f_{k−j}dΠ^{k−j}.

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 201

PodstavlØØ ffto vyraßenie v (19) my poluqim ∫ f_εdP = e^{−Π(Gε)} ∞∑ k=0 1 k! k∑ j=0 (Π(G_ε))^{k−l} ( k k − l ) ∫ G^l_ε Δ^lf_ldΠ^l =

= e^{−Π(Gε)} ∞∑ l=0 1 l! ∞∑ k=l Π(G_ε))^{k−l} (k − l)! ∫ G^l_ε Δ^lf_ldΠ^l = ∞∑ l=0 1 l! ∫ G^l_ε Δ^lf_ldΠ^l.

�

Sledstvie. My imeem

E (Ik (g))ε =^1_{k!}^∫_{Gk} ε Δ^kgdΠ^k. (20)

Dalee my pokaßem, qto dlØ l¸boæ f ∈ F A approksimiru¸wie funkcii (16) shodØtsØ v L_1 k nekotoroæ prodolßennoæ funkcii fs. Snaqala my rassmotrim fftu problemu dlØ stohastiqeskih integralov.

Teorema 3. Pust~ g : G^k → R – izmerimaØ simmetriqnaØ funkciØ

i pust~ ‖g‖_k < ∞. Togda suwestvuet sledu¸wiæ L_1-predel: (L_1) lim_{ε→0}(I_k(g))_ε = I_k(g).

Zameqanie. My budem nazyvat~ fftot predel prodolßennym sto-

hastiqeskim integralom i sohranim dlØ nego to ße oboznaqenie

I_k(g).

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo ε > 0 qerez gε oboznaqim funkci¸

g_ε((θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)) = g((θ_1, x_11_{[ε,∞)}(x_1)), . . . , (θ_k, x_k1_{[ε,∞)}(x_k))),

gde 1_{[ε,∞)} est~ indikatornaØ funkciØ mnoßestva [ε, ∞).

Netrudno pokazat~, qto

Δ^kg_ε = Δ^kg · 1_Gk_ε (21) i (I_k(g))_ε = I_k(g_ε).

Pust~ 0 < ε_1 < ε_2. Imeem

E |(Ik (g))ε_1 − (Ik(g))ε_2 | = E |(Ik (g) − Ik(gε_2 ))ε_1 | =

202 N. V. SMORODINA

= E |(Ik (g − gε_2 ))ε_1 |.

UqityvaØ (10), (12), (20) i (21), poluqaem

E |(Ik (g − gε_2 ))ε_1 | 6 E (Ik (|Δ^k(g − gε_2 )|))ε_1 = = 1 k! ∫ G^k_{ε1} Δ^k(|Δ^k(g − g_{ε2} )|)dΠ^k = 1 k! ∫ G^k_{ε1} |Δ^k(g − g_{ε2} )|dΠ^k =

= 1 k! ∫ G^k_{ε1} \G^k_{ε2} |Δ^kg|dΠ^k −→_{ε1,ε2→0} 0. Ispol~zuØ kriteriæ Koxi, poluqaem utverßdenie teoremy. � Sledu¸wim xagom my postroim L_1 prodolßenie proizvol~- noæ funkcii f ∈ F A.

Teorema 4. DlØ l¸boæ funkcii f = {fk}^∞_{k=0} ∈ F A suwestvuet

L_1-predel (L_1) lim_{ε→0} f_ε = fs i fs_=^{∞∑} k=0 I_k(f_k). (22)

Zametim, qto v (22) my ispol~zuem prodolßennyæ (v smysle teoremy 3) stohastiqeskiæ integral I_k(f_k).

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ teoremu 1 i (16) poluqim

f_ε = ∞∑ k=0 (I_k(f_k))_ε.

Kaßdyæ qlen fftoæ summy shoditsØ k I_k(f_k) pri ε → 0. V silu (10) i (20) imeem E |(Ik (fk))ε| 6 E (Ik (|Δ^kfk|))ε =^1_{k!}^∫_{Gk} ε |Δ^kf_k|dΠ^k 6

6^1_{k!}^∫

G^k |Δ^kf_k|dΠ^k = 1 k! ‖f_k‖_k. Teorema dokazana. �

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 203

Sledstvie. DlØ F ∈ F A imeem

E f^s =^∫ f^sdP =^{∞∑}_{k=0}^1_{k!}^∫_{Gk} Δ^kfkdΠ^k. (23)

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva dostatoqno ustremit~ ε k

nul¸ v (18). Naliqie summiruemoæ maßoranty sleduet iz (12).

�

3. Prodolßenie otobraßeniæ s X_0 na X

V fftom paragrafe my opixem udobnyæ sposob zadaniØ izmerimyh otobraßeniæ X → X . Iznaqal~no my zadaem otobraßenie na mnoßestve koneqnyh konfiguraciæ iz X_0 v X_0 a zatem, ispol~zuØ rezul~taty paragrafa 2, prodolßaem ego s X_0 na X . Vaßno otmetit~, qto my vsegda rassmatrivaem otobraßeniØ, kotorye mogut izmenØt~ tol~ko vewestvennu¸ koordinatu kaßdoæ toqki konfiguracii, t.e. konfiguraciØ X = {(θ_1, x_1), (θ_2, x_2), . . . } (koneqnaØ ili sqetnaØ) otobraßaetsØ v konfiguraci¸ Y =

{(θ_1, y_1), (θ_2, y_2), . . . }.

Pust~ Ψ = Ψ(x, X) – izmerimaØ funkciØ argumentov x =

(θ, x) ∈ G, X ∈ X_0 i prinima¸waØ znaqeniØ v [0, ∞). Kak i ra-

nee, qerez Ψ_k(x, ·) budem oboznaqat~ sußenie funkcii Ψ(x, ·) na

G^k/π_k, t.e. Ψ(x, ·) = {Ψ_k(x, ·)}^∞_{k=0}, i budem predpolagat~, qto dlØ

l¸bogo x ∈ G funkciØ Ψ(x, ·) udovletvorØet (6) i Ψ((θ, 0), X) = 0 dlØ l¸byh X ∈ X_0, θ ∈ S. Dalee predpoloßim, qto

(i) dlØ l¸byh X ∈ X_0, θ ∈ S funkciØ x → Ψ((θ, x), X) nepreryvno differenciruema, priqem^∂_{∂x} Ψ > 0;

(ii) dlØ l¸bogo L > 0 sup x∈S×[0,L] ‖Ψ(x, ·) − Ψ_ε(x), ·)‖_{F A} =

= sup x∈S×[0,L] (^∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k\G^k_ε |Δ^kΨ_k(x)|dΠ^k ) →_{ε→0} 0 (24)

(zdes~ Ψ_ε – approksimiru¸waØ funkciØ dlØ Ψ, opredelØetsØ iz (16)).

Ispol~zuØ funkci¸ Ψ, opredelim otobraßenie F : X_0 → X_0, polagaØ X = {x_1, . . . , x_k} = {(θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)} →

204 N. V. SMORODINA

→ Y = {(θ_1, Ψ(x_1, X)), . . . , (θ_k, Ψ(x_k, X))} (25)

(po opredeleni¸ my polagaem {∅} → {∅}).

Qerez F_k (F_k : G^K → G^k) my oboznaqim sußenie F na G^k, tak qto F = {F_k}^∞_{k=0}. Ispol~zuØ teoremu 4, dlØ kaßdogo x ∈ G my prodolßim (v smysle L_1) funkci¸ Ψ(x, ·) na X . Bolee togo, dlØ l¸bogo L > 0 my moßem prodolßit~ fftu funkci¸ ravnomerno po x ∈ S × [0, L] Pust~ {L_n}, L_n > 0, L_n → ∞ – vozrasta¸waØ posledovatel~- nost~ poloßitel~nyh qisel. Ispol~zuØ standartnu¸ argumentaci¸, netrudno pokazat~, qto dlØ P -poqti vseh X ∈ X funkciØ

Ψ((θ, x), X) nepreryvna po x ∈ [0, ∞). S pomow~¸ prodolßennoæ

funkcii Ψ my moßem opredelit~ otobraßenie X → X , polagaØ X = {(θ, x)}_{(θ,x)∈X}^F→ Y = {(θ, Ψ((θ, x), X))}_{(θ,x)∈X} . DlØ prodolßennogo otobraßeniØ F : X → X my budem ispol~zovat~ to ße oboznaqenie F .

4. UsloviØ absol¸tnoæ nepreryvnosti

Pust~ F = {F_k}^∞_{k=0} – izmerimoe otobraßenie X_0 → X_0, opredelennoe kak v paragrafe 3. My sohranim oboznaqenie F dlØ prodolßennogo (v smysle teoremy 4) otobraßeniØ.

My budem predpolagat~, qto dlØ l¸bogo k ∈ N i l¸byh

θ_1, . . . , θ_k ∈ S otobraßenie (x_1, . . ., x_k) → (y_1, . . . , y_k), gde

((θ_1, y_1), . . . , (θ_k, y_k)) = F_k((θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)), (26)

est~ diffeomorfizm. Qerez J_k budem oboznaqat~ sootvetstvu¸- wu¸ matricu ˚kobi.

Dalee, my budem nazyvat~ funkci¸ φ : X → R finitnoæ, esli dlØ nekotorogo ε > 0 φ(X) = φ(X ∩ G_ε). Qerez Φ my oboznaqim klass vseh ograniqennyh, nepreryvnyh i finitnyh funkciæ na X .

Oqevidno, qto esli my naædem funkci¸ u ∈ L_1(X , P ) taku¸, qto dlØ l¸boæ φ ∈ Φ spravedlivo sootnoxenie ∫ φ ∘ F dP = ∫ φudP, (27)

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 205

to my nemedlenno poluqim, qto mera P F^{−1} absol¸tno nepreryvna otnositel~no P i dP F^{−1} dP = u. Postroenie trebuemoæ funkcii u my provedem v dva fftapa.

Snaqala my opredelim ee kak funkci¸ na X_0 a zatem, pol~zuØs~ metodami paragrafa 2, prodolßim fftu funkci¸ s X_0 na X .

Ispol~zuØ (23), imeem ∫ φ ∘ F dP = ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k Δ^k(φ_k ∘ F_k)dΠ^k.

Posle zameny peremennyh v kaßdom qlene posledneæ summy my poluqim ∫ φ ∘ F dP = ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k Δ^kφ_kψ_kdΠ^k, (28)

gde ψ_k =^{dΠkF −1k}_{dΠk} , tak qto dlØ x = (x_1, . . . , x_k), x_j = (θ_j , x_j), p_k(x) =

p(x_1)p(x_2) . . . p(x_k)

ψ_k(x) = dΠ^kF^{−1}_k dΠ^k = p_k(F^{−1}_k (x)) p_k(x)| det(J_k(F^{−1}_k (x))|

. (29)

Dalee, preobrazuem pravu¸ qast~ (27). Ispol~zuØ (23), poluqaem ∫ φudP = ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k Δ^k(φ_ku_k)dΠ^k. (30)

Lemma 2. Pust~ f, g – simmetriqnye funkcii na G^k. Togda

Δ^k(fg) = ∑ I⊂{1,...,k} Δ_Iδ_{CI} fΔ_{CI} g. (31)

Summirovanie v poslednem vyraßenii proizvoditsØ po vsem podmnoßestvam mnoßestva {1, . . ., k}.

Dokazatel~stvo. Imeem

Δ^k(fg) = Δ^k ((^k∏ i=1 (Δ_i + δ_i)f ) g ) =

206 N. V. SMORODINA

= Δ^k ( ∑ I⊂{1,...,k} (Δ_I δ_{CI} f)g ) = ∑ I⊂{1,...,k} Δ^k((Δ_I δ_{CI} f)g).

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ zametit~, qto

Δ^k((Δ_I δ_{CI} f)g) = Δ_I δ_{CI} fΔ_{CI} g.

�

Ispol~zuØ (30), (6) i lemmu 2 my poluqim ∫ φudP = ∞∑ k=0 1 k! k∑ l=0 ( k l ) ∫ G^k Δ^lφ_lΔ^{k−l}u_kdΠ^k =

= ∞∑ k=0 k∑ l=0 1 l!(k − l)! ∫ G^k Δ^lφ_lΔ^{k−l}u_kdΠ^k =

= ∞∑ l=0 1 l! ∞∑ k=l 1 (k − l)! ∫ G^k Δ^lφ_lΔ^{k−l}u_kdΠ^k =

= ∞∑ l=0 1 l! ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^{k+l} Δ^lφ_lΔ^ku_{l+k}dΠ^{l+k} =

= ∞∑ l=0 1 l! ∫ G^l Δ^lφ_l (^∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k Δ^ku_{l+k} dΠ^k ) dΠ^l. (32)

Na sledu¸wem xage my opredelim operator A. Oblast~ opredeleniØ A est~ podmnoßestvo mnoßestva izmerimyh funkciæ

f : X_0 → R. Po opredeleni¸ poloßim (Af)_l = Af | |_{Gk/πk} = ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k Δ^kf_{l+k} dΠ^k. (33)

PodstavlØØ (33) v (32) my poluqaem ∫ φudP = ∞∑ l=0 1 l! ∫ G^l Δ^lφ_l(Au)_ldΠ^l = ∞∑ k=0 1 k! ∫ G^k Δ^kφ_k(Au)_kdΠ^k. (34)

SravnivaØ (27), (28) i (34) my poluqaem uravnenie Au = ψ. (35)

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 207

Naxa sledu¸waØ cel~ sostoit v postroenii obratnogo operatora A^{−1}. DlØ fftogo my opredelim ewe odin operator T .

DlØ simmetriqnoæ funkcii g : G^k → Rmy opredelim funkci¸

T f : G^{k−1} → R polagaØ T g(x_1, . . . , x_{k−1}) = ∫ G Δ_kg(x_1, . . . , x_{k−1}, x_k)dΠ(x_k) (36)

(v poslednem vyraßenii qerez Δ_k my oboznaqaem operator Δ, primenennyæ po peremennoæ x_k).

Pust~ g : G^{k+1} → R – proizvol~naØ simmetriqnaØ funkciØ. Togda spravedlivo neravenstvo ‖T g‖_k 6 ‖g‖_{k+1}. (37) Deæstvitel~no, ‖T g‖_k = ∫ G^k |Δ^kT g|dΠ^k = ∫ G^k |Δ^k( ∫ G Δ_{k+1}gdΠ(x_{k+1}))|dΠ^k = ∫ G^k | ∫ G Δ^{k+1}gdΠ(x_{k+1})|dΠ^k 6 ∫ G^{k+1} |Δ^{k+1}g|dΠ^{k+1} = ‖g‖_{k+1}.

Analogiqnym obrazom, dlØ simmetriqnoæ funkcii g : G^{k+l} →

R spravedlivo neravenstvo ‖T^lg‖_k 6 ‖T^{l−1}g‖_{k+1} 6 · · · 6 ‖g‖_{k+l}. (38) Dalee, dlØ funkcii f ∈ F A opredelim funkci¸ T f : X_0 → R, polagaØ

(T f)_k = T f | |_{Gk/πk} = T f_{k+1}. Lemma 3. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ F A

Af = (exp T )(f) = ∞∑ k=0 T^kf k! . (39)

Dokazatel~stvo. Snaqala my rassmotrim deæstvie operatora

A na stohastiqeskie integraly. Netrudno pokazat~, qto esli

f = I_k(g), to Af = k∑ j=0 1 j! I_{k−j}(T^jg).

208 N. V. SMORODINA

DlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ F A, ispol~zuØ teoremu 1, poluqaem Af = A (^∞∑ k=0 I_k(f_k) ) = ∞∑ k=0 A(I_k(f_k)) = ∞∑ k=0 k∑ j=0 1 j! I_{k−j}(T^jf_k) =

= ∞∑ j=0 1 j! ∞∑ k=j I_{k−j}(T^j f_k) =

= ∞∑ j=0 1 j! (^∞∑ k=0 I_k(T^j f_{k+j}) ) = ∞∑ j=0 1 j! T^j f = (exp T )(f).

�

Takim obrazom, Øsno, qto

A^{−1}f = exp(−T )(f) = ∞∑ k=0 (−1)^k T^kf k! ili (A^{−1}f)_l = ∞∑ k=0 (−1)^k k! ∫ G^k Δ^kf_{l+k} dΠ^k. (40)

Dalee, iz (35) i (40) sleduet, qto na X_0 funkciØ u ravna

exp(−T )ψ. Teper~ dlØ togo, qtoby prodolßit~ fftu funkci¸ na

X , my dolßny dokazat~, qto funkciØ exp(−T )ψ prinadleßit prostranstvu F A.

Lemma 4. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ F A spravedlivy ocenki ‖ exp(−T )f‖_{F A} 6 ∞∑ k=0 2^k k! ‖f_k‖_k (41) i ‖ exp T f‖_{F A} 6 ∞∑ k=0 2^k k! ‖f_k‖_k. (42)

Dokazatel~stvo. My dokaßem tol~ko (42), tak kak (41) dokazy-

vaetsØ soverxenno analogiqno.

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 209

S uqetom (39) imeem ‖e^T f‖_{F A} 6 ∞∑ k=0 ‖T^kf‖_{F A} k! = ∞∑ k=0 1 k! ∞∑ j=0 ‖(T^kf)_j ‖_j j! =

= ∞∑ k=0 ∞∑ j=0 ‖T^kf_{j+k}‖_j j! 6^{∞∑}_{k=0}^{∞∑}_{j=0}^{‖fj+k‖j+k}_{j!} = = ∞∑ i=0 i∑ k=0 ‖f_i‖_i k!(i − k)! = ∞∑ i=0 ‖f_i‖_i i! i∑ k=0 ( i k ) = ∞∑ i=0 ‖f_i‖_i2^i i! .

�

Teper~, uqityvaØ (27), (28), (34), (35) i (39), my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 5. Predpoloßim, qto funkciØ Ψ(x, X), gde x ∈ G, X ∈ X0

udovletvorØet (24) i funkciØ F : X_0 → X_0, opredelennaØ formuloæ (25), udovletvorØet (26). My takße predpoloßim, qto funkcii

ψ_k = dΠ^kF^{−1}_k dΠ^k udovletvorØ¸t (6) i ∞∑ k=0 2^k k! ‖ψ_k‖_k < ∞. Togda mera P F^{−1} absol¸tno nepreryvna otnositel~no P i dP F^{−1} dP = (e^{−T} ψ)s. 5. Absol¸tno nepreryvnye preobrazovaniØ gamma-mery V fftom paragrafe my rassmotrim transformacii gammamery, t.e. puassonovskoæ mery s intensivnost~¸ Π(dθ, dx) = π(dθ) e^{−x} x dx, θ ∈ S, x ∈ [0, ∞). Ispol~zuØ metody paragrafa 4, my opixem klass preobrazovaniæ prostranstva konfiguraciæ v sebØ, perevodØwih gamma-meru

210 N. V. SMORODINA

v meru (voobwe govorØ – nepuassonovsku¸) absol¸tno nepreryvnu¸ otnositel~no samoæ gamma-mery.

Pust~ f : S → R, ∫ |f|dπ < ∞ – integriruemaØ po mere π

funkciØ, Φ : X → R, Φ > 0 – neotricatel~naØ izmerimaØ funkciØ na X . My predpoloßim takße, qto funkciØ Φ ograniqena (Φ 6

R < ∞) i finitna, t.e. dlØ nekotorogo ε_0 > 0

Φ(X) = Φ(X ∩ G_{ε0} ) (43)

(dlØ udobstva my vsegda budem predpolagat~, qto ε_0 6 1).

Rassmotrim otobraßenie prostranstva konfiguraciæ v sebØ vida (θ, x) → (θ, xe^{f(θ)Φ(X)}), (44) to est~ takoe preobrazovanie, pod deæstviem kotorogo kaßdaØ toqka (θ, x) konfiguracii perehodit v toqku (θ, xe^{f(θ)Φ(X)}). Tak kak my predpoloßili, qto funkciØ Φ finitna, to dostatoqno zadat~ ee na mnoßestve koneqnyh konfiguraciæ Φ = {Φ_k}^∞_{k=0}, a ee prodolßenie (v smysle paragrafa 3) trivial~no: Φ_ε(X) =

Φ(X) pri ε 6 ε_0. My budem predpolagat~, qto funkcii Φ_k = Φ_k((θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)) differenciruemy (po vewestvennym pere-

mennym) i (smysl fftogo usloviØ budet Øsen pozdnee) funkciØ D_F = {D_{F,k}}^∞_{k=0}, D_{F,k} = D_F | |_{Gk/πk} = 1 + x_1f(θ_1) ∂Φ^k ∂x_1 + · · · + x_kf(θ_k ) ∂Φ_k ∂x_k > 0 (45)

vsegda strogo poloßitel~na.

Dalee, dlØ fiksirovannyh k, θ_1, . . . , θ_k vyqislim Økobian otobraßeniØ

(x_1, . . . , x_k) → (y_1 . . . , y_k) = (x_1e^{f(θ1)Φk(X)}, . . ., x_ke^{f(θk )Φk(X)}), (46)

gde X = {(θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)}. Matrica ˚kobi fftogo otobraßeniØ imeet vid

e^{f(θ1 )Φk(X)} 0 0 · · · 0 0 e^{f(θ2 )Φk(X)} 0 · · · 0 0 0 e^{f(θ3 )Φk(X)} · · · 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 · · · e^{f(θk )Φk(X)} ×

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 211

× 1 + x_1f(θ_1)^{∂Φk}_{∂x1} x_1f(θ_1)^{∂Φk}_{∂x2} · · · x_1f(θ_1)^{∂Φk}_{∂xk}

x_2f(θ_2)^{∂Φk}_{∂x1} + 1 + x_2f(θ_2)^{∂Φk}_{∂x2} · · · x_2f(θ_2)^{∂Φk}_{∂xk} . . . . ... . . x_kf(θ_k )^{∂Φk}_{∂x1} + x_kf(θ_k )^{∂Φk}_{∂x2} · · · 1 + x_kf(θ_k )^{∂Φk}_{∂xk} .

Opredelitel~ pervogo somnoßitelØ raven e^{Φk(X)} P^{kj=0 f(θj )}, a opredelitel~ vtorogo somnoßitelØ takße legko sqitaetsØ i ra- ven 1 + x_1f(θ_1) ∂Φ_k ∂x_1 + x_2f(θ_2) ∂Φ_k ∂x_2 + · · · + x_kf(θ_k ) ∂Φ_k ∂x_k . Okonqatel~no poluqaem, qto Økobian J_k otobraßeniØ (46) ra- ven J_k = e^{Φk(X)} P^{kj=0 f(θj )}(1 + x_1f(θ_1) ∂Φ_k ∂x_1 + + x_2f(θ_2) ∂Φ_k ∂x_2 + · · · + x_kf(θ_k ) ∂Φ_k ∂x_k ). (47)

˚sno, qto v silu usloviØ (45) dlØ l¸byh fiksirovannyh

θ_1, . . . , θ_k Økobian J_k poloßitelen. Pokaßem teper~, qto bolee

togo, otobraßenie (46) vzaimno odnoznaqno. Legko ponØt~, qto dlØ fftogo dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko sluqaæ f(θ_1) ≠

0, . . . , f(θ_k) ≠ 0. Preßde vsego zametim, qto dlØ l¸byh fiksi-

rovannyh x_1, . . . , x_k krivaØ (v R^k) vida t → (y_1(t), y_2(t), . . . , y_k(t)) = (x_1e^{f(θ1)t}, x_2e^{f(θ2)t}, . . . , x_ke^{f(θk )t}), t > 0 (48) invariantna otnositel~no fftogo otobraßeniØ. Krome togo, l¸- bye dve takie krivye libo ne pereseka¸tsØ, libo sovpada¸t. Sootvetstvenno, dlØ dokazatel~stva vzaimnoæ odnoznaqnosti otobraßeniØ (46) dostatoqno pokazat~, qto vzaimno odnoznaqno ego sußenie na l¸bu¸ krivu¸ vida (48). DlØ fftogo ße, v svo¸ oqered~, dostatoqno pokazat~, qto vdol~ l¸boæ krivoæ proizvodnaØ po t pervoæ koordinaty ne obrawaetsØ v nol~.

Pust~ Φ_k = Φ_k(x_1e^{f(θ1)t}, . . . , x_ke^{f(θk )t}). Imeem d dt (x_1e^{f(θ1 )t} · e^{f(θ1 )Φk} ) = x_1f(θ_1)e^{f(θ1 )(t+Φk)}(1 + k∑ j=0 ∂Φ_k ∂x_j x_j e^{f(θj )t}f(θ_j )).

212 N. V. SMORODINA

V silu usloviØ (45) poslednee vyraßenie ne obrawaetsØ v nol~ (a znak imeet tot ße samyæ, qto i f(θ_1)).

UqityvaØ vyxeskazannoe, a takße (44) my moßem zakl¸qit~, qto otobraßenie F = {F_k}^∞_{k=0} vida X = {(θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)}^{Fk}→ F_k→ {( θ_1, x_1e^{f(θ1 )Φk(X)}), . . . , (θ_k, x_ke^{f(θk )Φk(X)})}, rassmatrivaemoe kak otobraßenie iz X_0 v X_0, takße vzaimno odnoznaqno.

Rassmotrim teper~ obratnoe otobraßenie F^{−1}. ˚sno, qto ono imeet tot ße vid (44), qto i prØmoe (θ, y) → (θ, ye^{−f(θ)Φ(F −1 (Y ))}). Pokaßem, qto dlØ obratnogo otobraßeniØ spravedlivy te ße predpoloßeniØ, qto i dlØ prØmogo. Edinstvennoe uslovie, kotoroe trebuet proverki, ffto uslovie (45). Ispol~zuØ sootnoxenie D_{F,k} = x_1 · x_2 · . . . · x_k · ~J_k, gde ~J_k – Økobian otobraßeniØ log F_k, netrudno proverit~ neposredstvennym vyqisleniem, qto

D_F −1_{,k} = 1 D_{F,k} > 0. Pereædem teper~ neposredstvenno k dokazatel~stvu absol¸tnoæ nepreryvnosti transformirovannoæ mery otnositel~no ishodnoæ. Itak, rassmotrim preobrazovanie prostranstva konfiguraciæ v sebØ, zadavaemoe formuloæ (44). My predpoloßim (ffto privedet k uproweni¸ vykladok), qto formula (44) zadaet ne prØmoe, a obratnoe preobrazovanie, ili, drugimi slovami, my budem rassmatrivat~ ne obraz, a proobraz gamma-mery pod deæstviem otobraßeniØi (44). Tak kak my pokazali, qto prØmoe i obratnoe preobrazovanie udovletvorØ¸t odnim i tem ße usloviØm, to ffto ne privedet ni k kakim osloßneniØm. Bolee togo, ravnopravnost~ prØmogo i obratnogo otobraßeniØ garantiruet nam, qto transformirovannaØ mera budet ne tol~ko absol¸tno nepreryvna otnositel~no ishodnoæ, no, bolee togo, ffkvivalentna eæ.

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 213

Teorema 6. Pust~ P – gamma-mera, Φ = {Φk}^∞_{k=0}, 0 6 Φ 6 R < ∞

– neotricatel~naØ, ograniqennaØ, izmerimaØ, nepreryvno differenciruemaØ (po vewestvennym peremennym) funkciØ na X_0, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (43) dlØ nekotorogo ε_0 > 0 i uslovi¸ (45), a funkciØ f : S → R integriruema po mere π. Dalee, pust~ F : X → X – otobraßenie prostranstva konfiguraciæ v sebØ, zadavaemoe formuloæ (θ, x) → (θ, xe^{f(θ)Φ(X)}). Togda mery P F i P ffkvivalentny, i dP F dP = (e^{−T} ψ)^∼,

gde ψ = {ψ_k}^∞_{k=0},

ψ_k(x) = e^− kP_{i=0 xi(ef(θi )Φk(x)−1)(1+x1f(θ1) ∂Φk} ∂x_1 (x)+· · ·+x_kf(θ_k) ∂Φ_k ∂x_k (x)). V posledneæ formule x = ((θ_1, x_1), . . . , (θ_k, x_k)), operator e^{−T} zadaetsØ formuloæ (40), a (·)^∼ oznaqaet L_1-prodolßenie funkcii v smysle paragrafa 2.

Dokazatel~stvo. V sootvetstvii s (29) i (47) (dlØ gamma-mery

p(x) =^{e−x}_x ) imeem dΠ^kF_k dΠ^k = ψ_k. Kak legko videt~, funkciØ ψ = {ψ_k}^∞_{k=0} udovletvorØet (6), i, znaqit, po teoreme 5 dlØ dokazatel~stva absol¸tnoæ nepreryvnosti transformirovannoæ mery otnositel~no ishodnoæ nam dostatoqno dokazat~ shodimost~ rØda ∞∑ k=0 2^k‖ψ_k‖_k k! . (49)

Dalee my pokaßem (iz fftogo sleduet shodimost~ rØda (49)), qto dlØ nekotorogo M > 0 spravedliva ocenka

‖ψ_k‖_k 6 M^k. (50)

Qtoby ocenit~ sverhu ‖ψ_k‖_k, vospol~zuemsØ neravenstvom (15).

214 N. V. SMORODINA

Rassmotrim snaqala sluqaæ k = 1. Imeem ψ_1(θ, x) = e^{−x(ef(θ)Φ1(θ,x) −1)}(1 + xf(θ)Φ^′_1(θ, x)). Otmetim, qto po uslovi¸ teoremy Φ_1 6 R i Φ^′_1(θ, x) = 0 pri

x < ε_0.

Dalee v silu (13)

‖ψ_1‖_1 = ∫ G |Δψ_1|dΠ 6 ∫ S π(dθ) inf_{ε>0}( sup_{x∈[0,ε]} |ψ^′|c(ε) + ∞∫ ε |Δψ_1|dγ). (51) DlØ gamma-mery c(ε) = ε∫ 0 xdγ(x) = 1 − e^{−ε} 6 ε. (52) Qtoby ocenit~ sverhu inf_{ε>0}(. . . ) v podyntegral~nom vyraßenii (51), my vybirem ε = ε(θ), polagaØ (napomnim, qto ε_0 6 1)

ε(θ) = min(e^{−f(θ)R}, ε_0).

Poluqim

‖ψ_1‖_1 6 ∫ S π(dθ)( sup x∈[0,ε(θ)] |ψ^′|c(ε(θ)) + ∞∫ ε(θ) |Δψ_1|dγ). (53) Ocenim pervoe slagaemoe v podyntegral~nom vyraßenii (53).

Imeem sup x∈[0,ε] |ψ^′|c(ε(θ)) = sup_{x∈[0,ε]} e^{−x(ef(θ)Φ1 (θ,0)−1)}|e^{f(θ)Φ1(θ,0)} − 1| · c(ε(θ)). Rassmotrim snaqala sluqaæ f(θ) < 0. Togda sup x∈[0,ε(θ)] |ψ^′_1|c(ε(θ)) 6 e^{ε0} · c(ε_0) 6 e.

V sluqae ße, kogda f(θ) > 0 my poluqaem ocenku sup x∈[0,ε(θ)] |ψ^′| 6 (e^{f(θ)Φ1(θ,0)} − 1)e^{−f(θ)R} 6 e^{f(θ)(Φ1(θ,0)−R)} 6 1.

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 215

Takim obrazom, nezavisimo ot znaka f(θ), veliqina pervogo slagaemogo v podyntegral~nom vyraßenii (53) ne bol~xe, qem e. Ocenim teper~ vtoroe slagaemoe v (53). Imeem ∞∫ ε(θ) |Δψ_1|dγ 6 ∞∫ ε(θ) ψ_1dγ + ∞∫ ε(θ) dγ. Snova rassmotrim otdel~no sluqai f(θ) > 0 i f(θ) < 0. Pust~ snaqala f(θ) < 0. Togda ∞∫ ε(θ) ψ_1dγ + ∞∫ ε(θ) dγ = ∞∫ ε_0

ψ_1dγ + ∞∫ ε_0 dγ =

= ∞∫ ε_0 e^{−x(ef(θ)Φ1 (θ,x)−1)}(1 + xf(θ)Φ^′_1(θ, x)) e^{−x} x dx + ∞∫ ε_0 e^{−x} x dx Vo vtorom integrale sdelaem zamenu peremennoæ y = xe^{f(θ)Φ1(θ,x)} i poluqim_∞ ∫ ε_0e^{f(θ)Φ}1^{(θ,x)} e^{−y} y dy + ∞∫ ε_0 e^{−x} x dx. Dalee vospol~zuemsØ prostoæ ocenkoæ: pri A > 0 ∞∫ A e^{−x} x dx 6 max(1, 1 − log A).

Poluqim ∞∫ ε_0e^{f(θ)Φ}1^{(θ,x)} e^{−y} y dy + ∞∫ ε_0 e^{−x} x dx 6 |f(θ)|Φ1(θ, 0) + 2| log ε0| + 2 6

6 R|f(θ)| + 2(1 + | log ε0|).

Dalee, esli f(θ) > 0, to ∞∫ ε(θ) ψ_1dγ + ∞∫ ε(θ) dγ =

216 N. V. SMORODINA = ∞∫ min(e^{−f(θ)R} ,ε_0) e^{−x(ef(θ)Φ1 (θ,x)−1)}(1 + xf(θ)Φ^′_1(θ, x)) e^{−x} x dx+

+ ∞∫ min(e^{−f(θ)R} ,ε_0) e^{−x} x dx. V pervom integrale snova delaem zamenu peremennoæ y =

xe^{f(θ)Φ1(θ,x)}, i vidim ∞∫ min(e^{f(θ)(Φ}1^{(θ,0)−R)} ,ε_0e^{f(θ)Φ}1^{(θ,0)}) e^{−y} y dy+

+ ∞∫ min(e^{−f(θ)R} ,ε_0) e^{−x} x dx. Esli ε_0 < e^{−f(θ)R}, to summa poslednih dvuh integralov ocenivaetsØ konstantoæ 2(| log ε_0| + 1), v protivnom sluqae my imeem ∞∫ e^{f(θ)(Φ1 (θ,0)−R)} e^{−y} y dy + ∞∫ e^{−f(θ)R} e^{−x} x dx 6

6 |f(θ)|(R − Φ1(θ, 0)) + |f(θ)|R + 2 6 2(|f(θ)|R + 1).

SobiraØ vse ocenki vmeste, poluqaem

‖ψ_1‖_1 6 ∫ S π(dθ)(e + 2(|f(θ)|R + 1) + 2(| log ε_0| + 1)) < ∞.

Takim obrazom, sluqaæ k = 1 polnost~¸ issledovan. Rassmotrim teper~ k > 1. DlØ prostoty predpoloßim, qto ε_0 = 1 (sluqaæ proizvol~nogo ε_0 > 0 rassmatrivaetsØ soverxenno analogiqno). Itak, naxa zadaqa – poluqit~ ocenku (50), gde ψ_k(x) = e^− P^{ki=0 xi(ef(θi )Φk(x)−1)}× ×(1 + x_1f(θ_1) ∂Φ_k ∂x_1 (x) + · · · + x_kf(θ_k ) ∂Φ_k ∂x_k (x)).

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 217

DlØ togo, qtoby ocenit~ ‖ψ_k‖_k, my vospol~zuemsØ (15). Analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano dlØ k = 1, pri fiksirovannom

θ = (θ_1, . . . , θ_k) vyberem ε(θ) = (ε_1(θ), ε_2(θ), . . . , ε_k(θ)), gde

ε_j (θ) = min(e^{−f(θj )R}, 1). (54)

Pri fftom podyntegral~noe vyraßenie v integrale (15) ocenitsØ sverhu veliqinoæ ∑ I⊂{1,...,k} ∫ Q_{j∈CI[εj ,∞)}^{sup}Q_{i∈I}[0,εi]^{|ΔCI∂I ψk|dγ|CI| ·} ∏ i∈I c(ε_i)), (55)

gde ε_j opredelØ¸tsØ iz (54). Summa (55) soderßit 2^k slagaemyh. Kaßdoe iz fftih slagaemyh moßet neograniqenno rasti tol~ko s rostom f(θ_j ), j = 1, . . . , k. Dalee my pokaßem, qto pri dannom vybore ε_j kak i v sluqae k = 1, osnovnoæ vklad vnosit slagaemoe, sootvetstvu¸wee I = ∅, t.e. slagaemoe vida ∞∫ ε_1 · · · ∞∫ ε_k Δ^kψ_kdγ^k. Ocenim snaqala ego. DlØ fftogo my v svo¸ oqered~ razob~em ego na 2^k slagaemyh, sotvetstvu¸wih predstavleni¸

Δ^kψ_k = ∑ J⊂{1,...,k} (−1)^{|J|}δ_J ψ_k (napomnim, qto operator δ_J est~ podstanovka x_j = 0 dlØ j ∈ J).

V svo¸ oqered~, sredi fftih 2^k slagaemyh maksimal~nyæ vklad budet vnosit~ slagaemoe, sootvetstvu¸wee mnoßestvu J = {j : f(θ_j ) > 0)}. Ocenim tol~ko ffto slagaemoe (ostal~nye oceniva¸tsØ soverxenno analogiqno). DlØ prostoty predpoloßim, qto mnoßestvo J est~ {1, . . . , m}, m 6 k (t.e. f(θ_j ) > 0 dlØ j = 1, 2, . . ., m i

f(θ_j ) < 0 dlØ j > m). Itak, rassmotrim ∞∫ ε_1 · · · ∞∫ ε_m ( ∞∫ ε_{m+1} · · · ∞∫ ε_k δ_{{1,...,m}}ψ_kdγ^{k−m})dγ^m =

218 N. V. SMORODINA = ∞∫ e^{−f(θ}1^{)R} e^{−x1} x_1 dx_1· · · ∞∫ e^{−f(θm )R} e^{−xm} x_m dx_m ∫ [1,∞)^{k−m} ψ_{k−m}dγ^{k−m} =

= (|f(θ_1)|R + 1) . . . (|f(θ_m )|R + 1) ∫ [1,∞)^{k−m} ψ_{k−m}dγ^{k−m}. (56) V poslednem integrale sdelaem zamenu peremennyh y_j = x_je^{f(θj )Φk−m ((θm+1 ,xm+1),...,(θk,xk))}, j = m + 1, . . ., k, a zatem, uqityvaØ, qto Φ_{k−m} 6 R, a f(θ_j ) < 0 pri j > m, neskol~- ko uveliqim oblast~ integrirovaniØ. �to dast nam sledu¸wu¸ ocenku dlØ vyraßeniØ (56)

(|f(θ_1)|R + 1) . . . (|f(θ_m)|R + 1) ∞∫ e^{f(θm+1 )R} e^{−ym+1} y_{m+1} dy_{m+1}· · · ∞∫ e^{f(θk)R} e^{−yk} y_k dy_k

6^{k∏}_{j=1}(|f(θj )|R + 1). (57)

Pokaßem teper~, qto vse ostal~nye slagaemye v summe (55) vnosØt men~xiæ vklad (s uveliqeniem f(θ)), qem slagaemoe, sootvetstvu¸wee I = ∅. Itak, pust~ I ≠ ∅. Snova predpoloßim dlØ prostoty, qto I = {1, . . ., m}, m 6 k. S uqetom finitnosti funkcii Φ (napomnim, qto my uslovilis~ rassmatrivat~ sluqaæ kogda konstanta ε_0 v (43) ravna edinice), na mnoßestve^m ∏ i=1 [0, ε_i]

imeem ∂_I ψ_k = ∂_{{1,...,m}ψk} = = e^− kP_{i=0 xi(e}f(θ_i )Φ_{k−m )(1 + xm+1f(θm+1 ) ∂Φk−m} ∂x_{m+1} + · · · + x_kf(θ_k ) ∂Φ_{k−m} ∂x_k )

×(e^{f(θ1 )Φk−m} − 1) . . . (e^{f(θm )Φk−m} − 1) = = ψ_{k−m} · (e^{f(θ1 )Φk−m} − 1) . . . (e^{f(θm )Φk−m} − 1) · e^− P^{mi=1 xi(ef(θi )Φk−m −1)}. FunkciØ ψ_{k−m} ne zavisit ot peremennyh x_1, . . ., x_m, a funkciØ [e^{−x1(ef(θ1 )Φk−m −1)} · (e^{f(θ1 )Φk−m} − 1)c(ε_1)] × . . .

KRATNYE STOHASTIQESKIE INTEGRALY 219 · · · × [e^{−xm(ef(θm )Φk−m −1)} · (e^{f(θm )Φk−m} − 1)c(ε_m)] ocenivaetsØ (tak, kak my ffto delali v sluqae k = 1) veliqinoæ

e^m. Sootvetstvenno, my imeem (I = {1, . . ., m}) ∫ kQ_{j=m+1[εj ,∞)}^{supm}Q_{i=1}^{[0,ε}i^{] |ΔCI∂I ψk|dγ} |CI| · m∏ i=1 c(ε_i) 6

6 e^m2^{k−m k∏}_{j=m+1}(|f(θj )|R + 1).

Takim obrazom, uqityvaØ vyxeskazannoe, poluqaem ocenku ‖ψ_k‖_k = ∫ G^k |Δ^kψ_k|dΠ^k 6 ( 2 ∫ S dπ(θ)(|f(θ)|R + e + 1) )_k . Teorema, tem samym, polnost~¸ dokazana. �

Literatura

1. J. Kerstan, K. Mattes, and J. Mecke, Infinite divisible point processes. —

Akademie-Verlag, Berlin (1978).

2. W. Linde, Infinitely divisible and stable measures on Banach spaces. — Leipzig,

Teubner (1983).

3. A. V. Skorokhod, On the differentiability of measures which correspond to stochastic processes I. — Theory Probab. Appl. II (1957), 629–649.

4. A. V.Skorohod, Sluqaænye processy s nezavisimymi priraweniØmi. — Nauka, Moskva (1986).

5. N. V. Smorodina, Asimptotiqeskoe razloßenie dlØ raspredeleniØ gladkogo odnorodnogo funkcionala ot strogo ustoæqivogo sluqaænogo vektora. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 41(1) (1996), 133–163.

6. N. V. Smorodina, Asimptotiqeskoe razloßenie dlØ raspredeleniØ gladkogo odnorodnogo funkcionala ot strogo ustoæqivogo sluqaænogo vektora. II. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 44(2) (1999), 458–465.

7. J. F. C. Kingman, Poisson Processes. — Oxford (1993).

8. N. Privault, J. L. Wu, Poisson stochastic integration in Hilbert spaces. — Ann.

Math. Univ. Bl. Pascal 6 (1999), 41–61; 154 (1998), 444–500.

9. D. Surgailis, On multiple Poisson stocastic integrals and associated Markov semigroups. — Probab. Math. Statist. 3, No. 2 (1984), 217–239.

10. S. Albeverio, N. Smorodina, The Poisson Analog of the Multiple Wiener-Ito Stochastic Integral. — SFB 611 Preprint no. 21, University of Bonn (2002).

11. I. M. Gel’fand, M. I. Graev, A. M. Vershik, Representations of the group of diffeomorphisms. — Russian Math. Surveys 30 (1975), 3–50.

220 N. V. SMORODINA 12. A. Vershik, N. Tsilevich, Quasi-invariance of the gamma process and multiplicative properties of the Poisson-Dirichlet measures. — C. R. Acad. Sci. Paris Ser.I Math. No. 329 (1999), 163–168.

Smorodina N. V. The multiple stochastic integrals and “nonpoissonian” transformations of the gamma measure.

We study the transformations of the configuration space and the corresponding transformations of the Poisson measure. For some class of Poisson measures we find conditions for the transformed measure (possible, nonpoissonian) to be absolutely continuous and get the expression for the corresponding Radon-Nikodym derivative. To solve this problem we use the Poisson analog of the multiple stochastic integral. As an example we consider the transformations of the so-called gamma measure.

Postupilo 11 noØbrØ 2005 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: smorodin@ns2691.spb.edu