Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

V. V. Vysockiæ

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY V MODELI LORENCA

1. Opisanie modeli Lorenca i postanovka zadaqi

1.1 Opisanie modeli. Rassmotrim qasticu sferiqeskoæ formy, dvißuwu¸sØ v nekoem vewestve pod deæstviem vnexnego polØ. Pole soobwaet dvißuweæsØ qastice postoØnnoe uskorenie a. Vewestvo sostoit iz nepodvißnyh qastic (xarov odinakovogo radiusa), sluqaæno raspredelennyh v prostranstve R^3. V dal~- neæxem dvißuwu¸sØ qasticu uslovimsØ nazyvat~ “qasticeæ”, a qasticy sredy – “prepØtstviØmi”. Pri stolknovenii s prepØtstviem skorost~ v qasticy menØetsØ na v − (1 + α)(v, ν)ν, gde 0 6 α 6 1 – kofffficient uprugosti, a ν – ediniqnyæ vektor, iduwiæ vdol~ prØmoæ, provedennoæ v moment stolknoveniØ qerez centry stolknuvxihsØ qastic.

Pri opisannom preobrazovanii menØetsØ tol~ko normal~naØ komponenta vektora v, to est~ (v, ν)ν, kotoraØ umnoßaetsØ na (−α). Teper~ zadadim raspredelenie prepØtstviæ. Vewestvo, v kotorom dvißetsØ qastica, sqitaetsØ izotropnym. Pofftomu estestvenno polagat~, qto centry prepØtstviæ obrazu¸t puassonovskoe sluqaænoe pole. Edinstvennyæ nedostatok takogo predpoloßeniØ sostoit v tom, qto prepØtstviØ mogut peresekat~sØ. 42

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 43

1.2. IstoriØ voprosa. Soglasno [5], dannaØ model~ byla predloßena H. A. Lorencem dlØ opisaniØ provodimosti v metallah. Lorenc rassmatrival sluqaæ α = 1, kogda stolknoveniØ qasticy s prepØtstviØmi absol¸tno uprugie. Obobwenie situacii na neuprugie stolknoveniØ (t.e. α < 1) vzØto nami iz [5].

V fizike model~ Lorenca ispol~zu¸t dlØ opisaniØ dvißeniØ qasticy, massa kotoroæ prenebreßimo mala po sravneni¸ s massami qastic vewestva (v fftom sluqae prepØtstviØm moßno pripisat~ beskoneqnye massy, qto sootvetstvuet ih nepodvißnosti). Naprimer, dannaØ model~ horoxo opisyvaet dvißenie fflektronov v gelii (sm. [10]).

FiziqeskaØ literatura, posvØwennaØ modeli Lorenca, ves~- ma obxirna. V neæ osnovnym ob¨ektom izuqeniØ (sm., naprimer, [5], [4] i [3]) ØvlØetsØ uravnenie Bol~cmana. �tomu uravneni¸ dolßna udovletvorØt~ plotnost~ p(x, v, t), kotoraØ sootvetstvuet veroØtnosti nahoßdeniØ qasticy, oblada¸weæ skorost~¸ v, v toqke x, v moment vremeni t. Napomnim, qto uravnenie Bol~cmana poluqaetsØ kak sledstvie zakona sohraneniØ vewestva. Rabota [5], naprimer, posvØwena dokazatel~stvu suwestvovaniØ stacionarnogo (t.e. ne zavisØwego ot t) rexeniØ uravneniØ Bol~cmana dlØ sluqaØ α < 1. Harakterno to, qto vopros shodimosti p(x, v, t) k stacionarnomu rexeni¸ ostavlen tam bez vnimaniØ.

Stoit obratit~ vnimanie na odnu iz modifikaciæ modeli, kotoru¸ nazyva¸t periodiqeskim gazom Lorenca. V fftom sluqae prepØtstviØ raspredeleny v prostranstve periodiqeski (to est~ ne sluqaæno), no zato sluqaænymi ØvlØ¸tsØ naqal~noe poloßenie qasticy i ee skorost~; vse stolknoveniØ sqita¸tsØ absol¸tno uprugimi. Takie modeli nazyva¸tsØ bil~Ørdami. Dovol~no podrobnyæ obzor metodov i zadaq teorii bil~Ørdov soderßitsØ v [8].

OpisannaØ model~ dvißeniØ qasticy dopuskaet ewe odnu interesnu¸ traktovku, sm. [9]: pod deæstviem gravitacii (kotoru¸ estestvenno sqitat~ postoØnnoæ) qastica prosaqivaetsØ skvoz~ nepodvißnoe vewestvo. Pofftomu model~ Lorenca moßet izuqat~- sØ v ramkah teorii perkolØcii. Esli rassmotret~ bol~xoe koliqestvo prosaqiva¸wihsØ qastic, prenebregaØ ih vzaimodeæstviØmi meßdu soboæ, my poluqim model~ peremexivaniØ dvuh sypuqih vewestv (poroxkov).

44 V. V. VYSOCKI`

1.3. Postanovka zadaqi i formulirovka rezul~tata. Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ izuqenie asimptotiki poloßeniØ qasticy X(t) pri vremeni t, stremØwemsØ k beskoneqnosti. Sluqaæ α = 1 byl polnost~¸ issledovan v rabote [7], soglasno kotoroæ poloßenie qasticy (posle dolßnoæ normirovki) slabo shoditsØ k nekotoromu diffuzionnomu processu; zdes~ imeetsØ v vidu slabaØ shodimost~ traektoriæ v prostranstve nepreryvnyh funkciæ.

Pri α = 1 dovol~no interesen i odnomernyæ sluqaæ, v kotorom qastica pri stolknovenii prosto menØet skorost~ na protivopoloßnu¸. Nesloßno pokazat~, qto esli vnexnee pole otsutstvuet, to X(t) est~ telegrafnyæ process. �ta situaciØ podrobno razobrana v [2], gde takße ustanavlivaetsØ svØz~ poloßeniØ qasticy s telegrafnym uravneniem.

V dannoæ rabote rassmotren sluqaæ dvißeniØ v R^3, s naliqiem vnexnego polØ i usloviem na kofffficient uprugosti

α ∈ (0, 1). Takim obrazom, naxi rezul~taty suwestvenno dopol-

nØ¸t [7].

Ne umalØØ obwnosti, my sqitaem, qto X(0) = 0. Pust~ takße nesluqaæna i naqal~naØ skorost~ v_0 ∈ R^3. DlØ udobstva vyberem takoæ ortonormirovannyæ bazis R^3, v kotorom uskorenie imeet vid a = (0, 0, |a|)^⊤.

Osnovnym rezul~tatom stat~i ØvlØetsØ sledu¸waØ Teorema 1. Pust~ 0 < α < 1 i |a| ≠ 0. Suwestvu¸t konstanta

c_1 > 0 i trehmernaØ korrelØcionnaØ matrica K takie, qto pri l¸boæ naqal~noæ skorosti v_0 ∈ R^3 dlØ poloßeniØ qasticy X(t) spravedlivo X(t) − c_1at √ t d−→ N (0, K), t → ∞. (1) Pri fftom K = c_2 0 0 0 c_2 0 0 0 c_3 , gde c_2, c_3 ¿ 0.

Zameqanie. ˚vnoe vyraßenie konstant c1, c2, c3, zavisØwih ot parametrov modeli a, α, λ, ne predstavlØetsØ vozmoßnym (parametr λ, oznaqa¸wiæ sredn¸¸ dlinu svobodnogo probega, vvoditsØ v razdele 2.1).

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 45 Dokazatel~stvo budet poluqeno svedeniem zadaqi k issledovani¸ cepeæ Markova. Nam potrebuetsØ izuqit~ usloviØ, pri vypolnenii kotoryh k cepi Markova moßno primenit~ funkcional~nu¸ central~nu¸ predel~nu¸ teoremu (FCPT). OsnovnaØ sloßnost~ sostoit v tom, qto rassmatrivaemaØ cep~ zadana na nesqetnom i nekompaktnom prostranstve sostoØniæ. Krome togo, dlØ nee ne vypolneno uslovie Dœblina, pofftomu klassiqeskie metody (sm., naprimer, [1]) ne primenimy. Zadaqu udaetsØ rexit~, ispol~zuØ sravnitel~no novyæ podhod (sm. [6]), osnovannyæ na stohastiqeskih analogah funkciæ LØpunova.

Metody naxego dokazatel~stva suwestvenno otliqa¸tsØ ot metodov, ispol~zovannyh v [7]. Ih shoßest~ moßno obnarußit~ lix~ na dostatoqno glubokom urovne. Dokazatel~stva iz [7] osnovany na teorii martingalov, a naxi – na FCPT dlØ cepeæ Markova, kotoraØ poluqaetsØ pri pomowi rezul~tatov toæ ße teorii.

2. Pervonaqal~noe issledovanie modeli

V fftoæ qasti osuwestvlØetsØ formulirovka zadaqi na Øzyke cepeæ Markova.

2.1. VremØ meßdu stolknoveniØmi. Predpoloßim, qto qastica v moment vremeni t_0 obladaet skorost~¸ u_0. Pust~ τ oznaqaet sluqaænoe vremØ, qerez kotoroe proizoædet blißaæxee stolknovenie qasticy i prepØtstviØ. Naædem raspredelenie τ .

Sperva my vvedem neskol~ko oboznaqeniæ. Pust~ r est~ summa radiusov qasticy i prepØtstviØ. DlØ proizvol~nogo v ∈ R^3 opredelim ediniqnu¸ polusferu

S_v := { u ∈ R^3 : |u| = 1, (u, v) ¿ 0^}.

Skorost~ qasticy v moment vremeni t budem standartno zapisyvat~ kak v(t). DlØ proizvol~nogo mnoßestva A ∈ B(R^3) qerez

N (A) oboznaqim koliqestvo centrov prepØtstviæ, popavxih v A.

Dalee, λ_3 budet oznaqat~ meru Lebega v R^3. Nakonec, pust~ puassonovskoe pole, zada¸wee raspredelenie prepØtstviæ, imeet intensivnost~ (πλr^2)^{−1}, gde λ > 0 – nekiæ parametr.

V fftom i sledu¸wem razdelah my budem predpolagat~, qto dlØ naqal~noæ skorosti u_0 vypolneno uslovie |u^⊥_0 |^2 > r|a|, (2)

46 V. V. VYSOCKI` gde qerez u^⊥_0 oboznaqena proekciØ u_0 na ortogonal~noe dopolnenie vektora a.

Sosqitaem veroØtnost~ togo, qto na proizvol~nom vremennom intervale [t, t+dt) qastica ne ispytaet stolknoveniæ. Oqevidno, ffto est~ veroØtnost~ togo, qto mnoßestvo A_{t,dt} := { X(t) + v(t)s + as^2 2 + rS_{v(t)+as}, s ∈ [0, dt) }

ne soderßit ni odnogo centra prepØtstviæ. Teper~ (zdes~ i dalee o(dt) pri dt → 0)

λ_3 { A_{t,dt} } = λ_3 { v(t)s + rS_{v(t)+as}, s ∈ [0, dt) } + o(dt) = λ_3 { v(t)s + rS_{v(t)}, s ∈ [0, dt) } + o(dt) = πr^2|v(t)|dt + o(dt). (3) Po opredeleni¸ puassonovskogo polØ, P { N (A_{t,dt}) = 0 } = exp { −(πλr^2)^{−1}λ_3{A_{t,dt}} } . Znaqit, veroØtnost~ togo, qto na malom vremennom intervale [t, t+dt) qastica ne ispytaet stolknoveniæ, ravna 1 − λ^{−1}|v(t)|dt + o(dt). Ots¸da vidno, qto parametr λ imeet smysl sredneæ dliny svobodnogo probega.

Pust~ 0 = t_0 < t_1 < · · · < t_k = t – razbienie otrezka [0, t]. Otsutstvie stolknoveniæ na fftom vremennom intervale ravnosil~no otsutstvi¸ centrov prepØtstviæ vo mnoßestvah A_{ti−1,ti} . Iz usloviØ (2) dostatoqno gromozdkimi vykladkami moßno poluqit~ diz¨¸nktnost~ ukazannyh mnoßestv. Pofftomu, iz opredeleniØ puassonovskogo polØ, P { τ > t } = P { N (A_{t0,t1} ) = 0, . . . , N (A_{tk−1,tk} ) = 0 }

= k∏ i=1 P { N (A_{ti−1,ti} ) = 0 }

= exp { −(πλr^2)^{−1} k∑ i=1 λ_3{A_{ti−1,ti} } } . Ots¸da, s uqetom (3) (v kotorom, moßno pokazat~, o(dt) = o_t(dt) ravnomerno po t na l¸bom otrezke), nahodim raspredelenie τ : P { τ > t } = e^{−λ−1 ∫ t0 |u0+as|ds}. (4)

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 47 DlØ τ suwestvuet oqen~ udobnoe predstavlenie. Pust~ η – ffksponencial~no raspredelennaØ veliqina so srednim λ. Opredelim funkci¸ F : R^3 × R→ R kak rexenie uravneniØ F (v,t)∫

0 |v + as|ds = t. Togda, poskol~ku F (v, ·) monotonna i F v, t∫ 0 |v + as|ds = t, spravedlivo predstavlenie

τ^d= F (u_0, η).

2.2. Vektor normali. Pri stolknovenii s prepØtstviem skorost~ qasticy u_1 = u_0 + aτ menØetsØ na u_1 − (1 + α)(u_1 · ν)ν. Napomnim, qto ν – ffto sluqaænyæ vektor vnutrenneæ normali k prepØtstvi¸ v toqke stolknoveniØ. Raspredelenie fftogo vektora, sosredotoqennogo na polusfere S_{u1} , nam i predstoit naæti.

Oboznaqim za u_⊥ ediniqnyæ vektor, perpendikulØrnyæ mnoßestvu {u_0 + at, t ¿ 0}; oqevidno, qto u_1⊥u_⊥. Vektor ν ∈ S_{u1} moßet byt~ zadan svoimi sferiqeskimi koordinatami (φ^{u⊥}_ν , θ^{u1}_ν ) otnositel~no vektorov u_⊥ i u_1. Pod fftim podrazumevaetsØ to, qto ego dolgota φ^{u⊥}_ν ∈ [0, 2π) otmerØetsØ ot u_⊥, a ego xirota θ^{u1}_ν ∈ [0, π/2] otmerØetsØ ot u_1. Zametim, qto i dlØ l¸bogo

v ∈ {u_0 + at, t ¿ 0} qisla (φ^{u⊥}_ν , θ^v_ν ) ime¸t smysl sferiqeskih ko-

ordinat vektora ν ∈ S_v, poskol~ku v⊥u_⊥. A tak kak sferiqeskie koordinaty odnoznaqno zada¸t ediniqnyæ vektor, to dlØ l¸byh

v ∈ {u_0 + at, t ¿ 0}, φ ∈ [0, 2π] i θ ∈ [0, π/2] korrektno opredeleno

mnoßestvo S_{v,φ,θ} := { u ∈ R^3 : |u| = 1, φ^{u⊥}_u < φ, θ^v_u < θ^} ⊂ Sv. Esli proizoxlo sobytie { φ^{u⊥}_ν < φ, θ^{u1}_ν < θ, τ ∈ [t, t + dt) } , to centr prepØtstviØ, s kotorym proizoxlo pervoe stolknovenie, prinadleßit mnoßestvu A_{t,dt,φ,θ} := { X(t) + v(t)s + as^2 2 + rS_{v(t)+as,φ,θ}, s ∈ [0, dt) } ⊂ A_{t,dt}.

48 V. V. VYSOCKI` Na vremennom intervale [0, t) stolknoveniæ ne bylo. UqityvaØ ffti soobraßeniØ, a takße svoæstvo ordinarnosti puassonovskogo polØ, P { φ^{u⊥}_ν < φ, θ^{u1}_ν < θ, τ ∈ [t, t + dt) } = P { N (A_{0,t}) = 0, N (A_{t,dt,φ,θ}) = 1 } + o(dt) (slagaemoe o(dt) sootvetstvuet popadani¸ bolee odnogo centra prepØtstviØ v “malen~koe”mnoßestvo A_{t,dt,φ,θ}, dlØ ob¨ema kotorogo uße izvestno, qto λ_3{A_{t,dt,φ,θ}} 6 λ_3{A_{t,dt}} = O(dt)).

Kak uße govorilos~, iz (2) sleduet, qto mnoßestva A_{0,t} i

A_{t,dt,φ,θ} ⊂ A_{t,dt} ne pereseka¸tsØ. Znaqit, P { φ^{u⊥}_ν < φ, θ^{u1}_ν < θ, τ ∈ [t, t + dt) } = P { N (A_{0,t}) = 0 } P { N (A_{t,dt,φ,θ}) = 1 } + o(dt). Podstaviv φ := 2π, θ := π/2, vyrazim P { τ ∈ [t, t + dt) } . Teper~, posle nesloßnyh preobrazovaniæ, dlØ uslovnoæ veroØtnosti P { φ^{u⊥}_ν < φ, θ^{u1}_ν < θ | | τ ∈ [t, t + dt)} = P { N (A_{t,dt,φ,θ}) = 1 } P { N (A_{t,dt,2π,π/2}) = 1 } + o(dt). DlØ vyqisleniØ poslednego trebuetsØ naæti λ_3 { A_{t,dt,φ,θ} } . Primenim te ße rassußdeniØ, kotorye byli ispol~zovany v (3) pri podsqete λ_3 { A_{t,dt} } . V koneqnom sqete tam vyqislØlsØ ob¨- em cilindriqeskogo mnoßestva, ØvlØ¸wegosØ prØmym proizvedeniem otrezka i polusfery. Zdes~ ße vmesto polusfery budet segment sfery, i λ_3 { A_{t,dt,φ,θ} } = π(r sin θ)^2φ/(2π)|v(t)|dt + o(dt) = (r sin θ)^2φ|v(t)|dt/2 + o(dt). Takim obrazom, P { φ^{u⊥}_ν < φ, θ^{u1}_ν < θ | | | τ ∈ [t, t + dt) } = φ sin^2 θ 2π + o(dt). Ots¸da my delaem vyvod, qto P { φ^{u⊥}_ν < φ } = φ 2π , P { θ^{u1}_ν < θ } = sin^2 θ,

i φ^{u⊥}_ν nezavisima s θ^{u1}_ν , a takße nezavisimy veliqiny ν i τ .

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 49 Znaqitel~noe neudobstvo sostoit v tom, qto raspredelenie ν zavisit skorosti pered stolknoveniem u_1. Qtoby ot fftogo izbavit~sØ, opredelim σ kak takoæ ediniqnyæ vektor, qto ν idet vdol~ bissektrisy ugla meßdu vektorami σ i u_1. Togda

(u_1, ν)ν = 1 2 ( u_1 + |u_1|σ ) . Pokaßem, qto σ ravnomerno raspredelen na ediniqnoæ sfere

S^2 ∈ R^3 i nezavisim s u_1. Deæstvitel~no, poskol~ku φ^{u⊥}_σ = φ^{u⊥}_ν i θ^{u1}_σ = 2θ^{u1}_ν , to P { φ^{u⊥}_σ < φ } = φ 2π , P { θ^{u1}_σ < θ } = 1 − cos θ 2 . Pri l¸byh fiksirovannyh u_1 i u_⊥ ffto sootvetstvuet ravnomernomu raspredeleni¸. Znaqit, σ raspredelen na S^2 ravnomerno. Sledovatel~no, σ nezavisim s u_1 (a takße s u_⊥ i, analogiqno, s

u_0).

Takim obrazom, stolknovenie s prepØtstviem udobnee opisyvat~ pri pomowi vektora σ: pri stolknovenii skorost~ v dvißuweæsØ qasticy menØetsØ na v − 1 + α 2 ( v + |v|σ ) , gde σ ∈ S^2 – ravnomerno raspredelennyæ vektor, nezavisimyæ s v. 2.3. Formulirovka qerez cep~ Markova. Oboznaqim za Vn skorost~ qasticy neposredstvenno pered n-m stolknoveniem (to est~ do togo, kak ona izmenilas~ skaqkom). Pust~ {σ_n}_n¿_1 ⊂ S^2 – ravnomerno raspredelennye vektory, {η_n}_n¿_0 – ffksponencial~no raspredelennye veliqiny so srednim λ, priqem {σ_n}_n¿_1, {η_n}_n¿_0 nezavisimy v sovokupnosti. Togda, na osnovanii rezul~tatov dvuh predyduwih razdelov,

V_{n+1} = V_n −

1 + α 2 ( V_n + |V_n|σ_n ) + aτ_n, n ∈ N. (5) Zdes~

τ_n := F ( V_n − 1 + α 2 ( V_n + |V_n|σ_n ) , η_n ) (6) – sluqaænoe vremØ, proteka¸wee meßdu stolknoveniØmi s nomerami n i n + 1; vektor σ_n opisyvaet n-e stolknovenie.

50 V. V. VYSOCKI`

Veliqiny V_n obrazu¸t cep~ Markova. Ostalos~ lix~ zadat~ naqal~noe uslovie V_1. Napomnim, qto pri t = 0 qastica imeet nesluqaænu¸ skorost~ v_0 ∈ R^3. Sootvetstvenno,

V_1 := v_0 + aF (v_0, η_0), gde τ_0 := F (v_0, η_0)

– sluqaænoe vremØ do pervogo stolknoveniØ.

Otoßdestvim poluqennu¸ cep~ Markova i ishodnu¸ model~.

Stoit otmetit~, qto pri takom otoßdestvlenii my poluqaem dovol~no znaqitel~noe nesootvetstvie. Vo-pervyh, v novoæ modeli qastica, stolknuvxis~ s prepØtstviem v nekotoroæ toqke prostranstva, sovsem ne obØzatel~no snova ispytaet stolknovenie, okazavxis~ na tom ße meste. Priqinoæ fftogo ØvlØetsØ postulirovannaØ nezavisimost~ vseh σ_n i η_n. PoluqaetsØ, qto pri stolknoveniØh vewestvo “izmenØetsØ”, i ves~ma specifiqeskim obrazom. Vo-vtoryh, raspredelenie sluqaænyh vremeni i normali bylo poluqeno nami pri nekotorom uslovii na naqal~- nu¸ skorost~. RazumeetsØ, veliqiny V_n −^{1+α}_2 (V_n + |V_n|σ_n) i v_0 fftomu uslovi¸ udovletvorØt~ ne obØzany. Esli ße my hotim izbavit~sØ ot dannogo nesootvetstviØ, to nam pridetsØ libo poloßit~ r = 0, libo opravdat~ ego dopolnitel~noæ izmenqivost~¸ sredy.

3. Naqalo dokazatel~stva teoremy 1

Sperva my izuqim veliqiny X_n := X(t_n), opisyva¸wie polo-

ßenie qasticy v moment n-ogo stolknoveniØ; zdes~ t_n :=^{n−1} ∑ i=0 τ_i –

vremØ, proxedxee s naqala dvißeniØ.

Rassmotrim novu¸ cep~ Markova

Φ_n := ( V_n σ_n ) , n ∈ N; Φ_0 := ( v_0 −v_0/|v_0| ) . Qut~ pozße stanet Øsno, qto ukazannye naqal~nye dannye sootvetstvu¸t qastice, ime¸weæ naqal~nu¸ skorost~ v_0 (v nulevoæ moment vremeni proishodit fiktivnoe “stolknovenie”, ne menØ- ¸wee v_0). Zametim, qto V_n nezavisimo s σ_n. VvedØ oboznaqenie ^x := v − 1 + α 2 ( v + |v|σ ) , x = ( v σ ) ∈ X := R^3 × S^2,

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 51 perepixem (5) i (6) kak

V_{n+1} = ^Φ_n + aF ( ^Φ_n, η_n). (7)

A dlØ novoæ cepi

Φ_{n+1} = ( ^Φ_n + aF ( ^Φ_n, η_n) σ_{n+1} ) , n ¿ 0. Koordinaty vektorov v R^3 budem oboznaqat~ verhnimi indeksami; napominaem, qto a^3 = |a|. Tak kak V^1_{n+1} = ^Φ_n^1, V^2_{n+1} = ^Φ_n^2, a V^3_{n+1} = ^Φ_n^3 + |a|τ_n, to

X_{n+1} = X_n +

^Φ_n^1τ_n ^Φ_n^2τ_n ((V^3_{n+1})^2 − ( ^Φ_n^3)^2)/(2|a|)

= X_n + 1 |a| V^1_{n+1}V^3_{n+1} − ^Φ_n^1 ^Φ_n^3 V^2_{n+1}V^3_{n+1} − ^Φ_n^2 ^Φ_n^3 ((V^3_{n+1})^2 − ( ^Φ_n^3)^2)/2 ,

i ots¸da

X_{n+1} = 1 |a| [_{Φn+1}^1 [_{Φn+1}^3_− ^_{Φ0}^1 ^_{Φ0}^3 [_{Φn+1}^2 [_{Φn+1}^3_− ^_{Φ0}^2 ^_{Φ0}^3 (( [_{Φn+1}^3_)2_{− (}^_{Φ0}^3_)2_{)/2} + 1 |a| n+1∑ i=1 V^1_i V^3_i − ^Φ_i^1^Φ_i^3 V^2_i V^3_i − ^Φ_i^2^Φ_i^3 ((V^3_i )^2 − (^Φ_i^3)^2)/2 . (8)

Krome togo,

t_{n+1} = n∑ i=0 τ_i = 1 |a| n∑ i=0 V^3_{i+1} − ^Φ_i^3 = 1 |a| ( [_{Φn+1}^3_− ^_{Φ0}^{3)}_+^1_{|a|}^{n+1∑}_{i=1 V} 3_{i −} ^_{Φi}^3_. (9)

52 V. V. VYSOCKI`

VvedØ oboznaqeniØ

f(x) := 1 |a| v^1v^3 − ^x^1^x^3

v^2v^3 − ^x^2^x^3

((v^3)^2 − (^x^3)^2)/2 ,

h(x) := 0 0 v^3 − ^x^3 , x = (^v_σ ) ∈ X, iz (8) i (9) poluqaem

X_n − c_1at_n = 1 |a| ^Φ_n^1 ^Φ_n^3 − ^Φ_0^1 ^Φ_0^3

^Φ_n^2 ^Φ_n^3 − ^Φ_0^2 ^Φ_0^3

(( ^Φ_n^3)^2 − (^Φ_0^3)^2)/2 − c_1 |a| a ( ^ Φ_n^3 − ^Φ_0^3 ) + n∑ i=1 [f − c_1h](Φ_i).

Znaqit, | | |Xn − c1atn − n∑ i=1 [f − c_1h](Φ_i) | | | 6^{2.5}_{|a|}^(|^^Φn|^2 + |^^Φ0|^{2)} + c1^(|^^Φn| + |^^Φ0|^).

(10) Pust~ n(t) oznaqaet (sluqaænoe) qislo stolknoveniæ, proizoxedxih k momentu vremeni t. Poskol~ku X(t) − c_1at √ t = X(t_{n(t)}) − c_1at_{n(t)} √ t + ( X(t) − X(t_{n(t)}) ) − c_1a ( t − t_{n(t)} ) √ t , to dlØ dokazatel~stva (1) dostatoqno | | | | | ( X(t) − X(t_{n(t)}) ) − c_1a ( t − t_{n(t)} ) √ t | | | | | d−→ 0, t → ∞, (11) i suwestvovaniØ c_1 > 0 i matricy K takih, qto X(t_{n(t)}) − c_1at_{n(t)} √ t d−→ N (0, K), t → ∞. S uqetom (10), poslednee utverßdenie vytekaet iz

| ^Φ_{n(t)}|^2 √ t d−→ 0, t → ∞, (12)

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 53 i suwestvovaniØ c_1 > 0 i K, dlØ kotoryh 1 √ t n(t)∑

i=1 [f − c_1h](Φ_i)^d−→ N (0, K), t → ∞. (13)

Nam, oqevidno, potrebuetsØ podrobno izuqit~ cep~ Markova Φ_n. Neobhodimye obwie svedeniØ o cepØh Markova izloßeny v qasti 4. Qast~ 5 posvØwena dokazatel~stvu togo, qto cep~ Φ_n obladaet nußnymi svoæstvami. Nakonec, v qasti 6, na osnovanii poluqennyh svoæstv Φ_n, dokazyva¸tsØ (11), (12), i (13). Utverßdenie (13), predstavlØ¸wee naibol~xu¸ sloßnost~, budet vyvedeno pri pomowi FCPT, primenennoæ k posledovatel~nosti

[f − c_1h](Φ_i).

Takim obrazom, zadaqa izuqeniØ poloßeniØ qasticy okazalas~ svedena k izuqeni¸ razliqnyh svoæstv cepi Markova Φ_n.

4. SvedeniØ o cepØh Markova

Vse formulirovki i opredeleniØ da¸tsØ v sootvetstvii s knigoæ [6]; v fftoæ qasti mnogoqislennye ukazaniØ na dannyæ istoqnik opuska¸tsØ. Osnovnoæ zadaqeæ ØvlØetsØ opisanie usloviæ, kotorye dostatoqny dlØ primeneniØ zakona bol~xih qisel (ZBQ) i FCPT k cepi Markova. Takße budet dano ffffektivnoe sredstvo dlØ proverki fftih usloviæ.

Rassmotrim (proizvol~nu¸!) cep~ Markova Φ_n, prinima¸- wu¸ znaqeniØ v proizvol~nom prostranstve X, snabßennom sqetnoporoßdennoæ σ-algebroæ F. Predpoloßim, qto u cepi Φ_n suwestvuet perehodnaØ funkciØ P (x, ·). Perehodnu¸ funkci¸ za n xagov standartno zapixem kak P^n(x, ·). Qerez π budem oboznaqat~ invariantnu¸ meru cepi (kotoraØ v rassmatrivaemyh nami situaciØh suwestvuet i edinstvenna). Pri vyqislenii veroØtnosteæ i oßidaniæ naqal~noe raspredelenie L(Φ_0) budem ukazyvat~ pri pomowi nißnego indeksa. Naprimer, zapis~ P_x { Φ_n ∈ A } podrazumevaet, qto L(Φ_0) = δ_x, a E_π Φ_n oznaqaet, qto L(Φ_0) = π. Nakonec, qerez P budem oboznaqat~ markovskiæ perehodnyæ operator cepi. Vse rassmatrivaemye dalee funkcii sqita¸tsØ izmerimymi.

4.1. OpredeleniØ. Pust~ φ – nenulevaØ mera na F. Cep~ Markova Φ_n nazyvaetsØ neprivodimoæ otnositel~no φ, esli

φ(A) > 0 =⇒ P_x { ∃ n ∈ N : Φ_n ∈ A } > 0, x ∈ X, A ∈ F.

54 V. V. VYSOCKI` Mera ψ nazyvaetsØ maksimal~noæ neprivodimoæ dlØ cepi Φ_n, esli

1) Φ_n neprivodima otnositel~no ψ 2) Φ_n neprivodima otnositel~no proizvol~noæ mery φ, esli i tol~ko esli φ ≺ ψ.

Cep~ Markova, oblada¸wu¸ maksimal~noæ neprivodimoæ meroæ ψ, nazyva¸t ψ-neprivodimoæ. Soglasno predloßeni¸ 4.2.2, esli cep~ neprivodima otnositel~no kakoæ-to mery φ, to u nee suwestvuet maksimal~naØ neprivodimaØ mera. Zametim, qto vse maksimal~nye neprivodimye mery ffkvivalentny.

ψ-neprivodimaØ cep~ nazyvaetsØ periodiqeskoæ s periodom d (my izmenili opredelenie iz [6] pri pomowi teoremy 5.4.4), esli d est~ minimum iz qisel d^′ ∈ N takih, qto suwestvu¸t mnoßestva D_1, . . ., D_d′ ∈ F, oblada¸wie svoæstvami 1) dlØ l¸bogo x ∈ D_i vypolnØetsØ P (x, D_{i+1}) = 1, i =

0, . . . , d^′ − 1 ( mod d^′)

2) mnoßestva D_i ne pereseka¸tsØ, i ψ ( X \_d^′⋃ i=1 D_i ) = 0.

Cep~ nazyvaetsØ aperiodiqeskoæ, esli d = 1.

Pust~ X – lokal~no kompaktnoe, metrizuemoe, separabel~noe topologiqeskoe prostranstvo, a F = B(X). Cep~ Φ_n nazyvaetsØ slabo fellerovskoæ, esli funkciØ P (·, A) polunepreryvna snizu dlØ l¸bogo otkrytogo mnoßestva A.

Mnoßestvo C ∈ F nazyvaetsØ malen~kim (small), esli suwestvu¸t n ∈ N i nenulevaØ mera μ na F takie, qto P^n(x, A) ¿ μ(A), x ∈ C, A ∈ F. Esli ψ-neprivodimaØ cep~ Φ_n (na oblada¸wem sootvetstvu¸wimi svoæstvami prostranstve X) ØvlØetsØ slabo fellerovskoæ, a

Int (supp ψ) ≠ ?, to l¸boe kompaktnoe mnoßestvo ØvlØetsØ ma-

len~kim (sm. teoremu 6.0.1, a takße predloßenie 5.5.3).

Pust~ μ – zarØd na F, a funkcional f : X → [0, ∞). Opredelim

f-normu zarØda μ kak ‖μ‖_f := sup_{g:|g|} 6f ∫ X gdμ = ∫ X fd|μ|. 1-normu nazyva¸t normoæ polnoæ variacii; v fftom sluqae pixut ne ‖μ‖_1, a prosto ‖μ‖. Pust~ P_1 i P_2 – markovskie perehodnye

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 55 funkcii, a funkcional U : X → [1, ∞). Opredelim U -normu dlØ perehodnyh operatorov kak |||P_1 − P_2|||_U := sup_{x∈X} ‖P_1(x, ·) − P_2(x, ·)‖_U U (x) . Cep~ Markova Φ_n nazyvaetsØ ffrgodiqeskoæ, esli suwestvuet takaØ mera π, qto dlØ l¸bogo x ∈ X vypolnØetsØ ‖P^n(x, ·) −

π‖ → 0 pri n → ∞. Ots¸da sleduet, qto π ØvlØetsØ invari-

antnoæ meroæ. Cep~ Markova nazyvaetsØ U -ravnomerno ffrgodiqeskoæ, esli suwestvuet takaØ mera π, qto |||P^n − π|||_U → 0 pri n → ∞ (formal~no polagaem π(x, ·) := π(·)). Zametim, qto iz

U -ravnomernoæ ffrgodiqnosti sleduet cU -ravnomernaØ ffrgodiqnost~, gde c > 1. DlØ ψ-neprivodimyh aperiodiqeskih cepeæ uslovie 1-ravnomernoæ ffrgodiqnosti ffkvivalentno vypolneni¸ horoxo izvestnogo usloviØ Dœblina (sm. teoremu 16.2.3).

Pust~ dlØ g : X → Rvypolneno uslovie g ∈ L^1(π) = L^1(X, F, π). Funkcional~noe uravnenie (otnositel~no ḡ) ḡ − P ḡ = g − ∫ X gdπ (14) nazyvaetsØ uravneniem Puassona.

4.2. Teoremy.

Teorema 2. Pust~ cep~ Markova Φn ffrgodiqna, a funkcional g ∈

L^1(π). Togda dlØ l¸bogo naqal~nogo usloviØ Φ_0 = x ∈ X spravedlivo lim_{n→∞} 1 n n∑ i=1 g(Φ_i) = ∫ X gdπ, P_x p.n.

Dokazatel~stvo. Vytekaet iz teoremy 17.0.1.

Teorema 3. Pust~ cep~ Markova Φn ψ-neprivodima i aperiodiqna,

a U : X → [1, ∞). Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) Φ_n U -ravnomerno ffrgodiqeskaØ 2) Vypolneno uslovie sdviga LØpunova-Fostera: suwestvu¸t malen~koe mnoßestvo C i konstanty β > 0 i b takie, qto P U (x) − U (x) 6 −βU (x) + bI_C (x), x ∈ X. (15)

56 V. V. VYSOCKI` Krome togo, esli vypolneno (15), to U ∈ L^1(π).

Dokazatel~stvo. S uqetom predloßeniØ 5.5.3, ffkvivalentnost~ usloviæ 1) i 2) sleduet iz teorem 15.0.1 i 16.0.1. Suwestvovanie oßidaniØ po invariantnoæ mere dokazyvaetsØ v teoreme 14.0.1. Teorema 4. Pust~ cep~ Markova Φn U -ravnomerno ffrgodiqna, a dlØ

funkcionala g : X → R vypolnØetsØ g^2 6 U . Togda u uravneniØ Puassona (14) suwestvuet rexenie ḡ ∈ L^2(π), i korrektno opredelena konstanta

γ^2_g := ∫ X ( ḡ^2 − (P ḡ)^2 ) dπ ¿ 0. (16)

Esli ∫ X gdπ = 0, to dlØ l¸bogo naqal~nogo usloviØ Φ_0 = x ∈ X v

prostranstve C[0, 1] ∑_{[nt]} i=1 g(Φ_i) + (nt − [nt])g(Φ_{[nt]+1}) √ n d−→ √ γ^2_g W (t), n → ∞, (17)

gde W (t) oznaqaet vinerovskiæ process.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie rexeniØ uravneniØ Puassona legko poluqaetsØ iz teoremy 17.4.2. Korrektnost~ opredeleniØ

γ^2_g (to est~ ee nezavisimost~ ot vybora rexeniØ ḡ uravneniØ

Puassona) sleduet iz predloßeniØ 17.4.1. Neotricatel~nost~ γ^2_g sleduet iz neravenstva Koxi-BunØkovskogo: ∫ X (P ḡ)^2dπ = ∫ X ∫ X ḡ(y)P (x, dy) 2 dπ(x) 6^∫_X^∫_X ḡ^2(y)P (x, dy)dπ(x) =^∫_X ḡ^2dπ. (18)

Nakonec, poslednee utverßdenie teoremy est~ ob¨edinenie teorem 17.4.4 i 17.5.4.

5. Izuqenie svoæstv cepi Φn

Pust~ x = ( v σ ) ∈ X. My budem qasto ispol~zovat~ oqevidnye neravenstva α|v| 6 |^x| 6 |v| (napomnim, qto rassmatrivaetsØ sluqaæ 0 < α < 1).

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 57

5.1. ψ-neprivodimost~, aperiodiqnost~, malen~kie mnoßestva. Sperva pokaßem, qto pri l¸bom naqal~nom uslovii Φ0 = x veliqina V_2 = ^Φ_1 + aF (^Φ_1, η_1) prinimaet vse znaqeniØ iz R^3. My dokaßem, qto ^Φ_1 prinimaet vse znaqeniØ iz R^3 \ B(0, |^x|) = { u ∈ R^3 : |u| ¿ |^x|^}, i fftogo budet dostatoqno, poskol~ku pri l¸bom

fiksirovannom ^Φ_1 veliqina F (^Φ_1, η_1) zametaet vse R_+. Koneqno ße, predpolagaetsØ, qto η_i i σ_i zadany tak, qto oni prinima¸t vse znaqeniØ iz R_+ i S^2 sootvetstvenno.

Pri stolknovenii skorost~ v ∈ R^3 menØetsØ na ṽ := v − (1 +

α)(v, ν)ν, gde ν moßet prinimat~ vse znaqeniØ iz S_v = { u ∈ R^3 : |u| = 1, (v, u) ¿ 0 } (vremenno vernemsØ k staroæ forme zapisi). Nesloßno videt~, qto obratnoe preobrazovanie imeet vid

v = ṽ − (1 + α^{−1})(ṽ, ν)ν, gde ν – to samoe, qto i v prØmom preobra-

zovanii. Legko videt~, zdes~ uße (ṽ, ν) 6 0, to est~ ν ∈ S_{−ṽ}. Znaqit, skorost~ posle stolknoveniØ moßet okazat~sØ ravnoæ

v ∈ R^3, esli skorost~ do stolknoveniØ prinadleßala mnoße-

stvu v^{−1} := { u ∈ R^3 : u = v − (1 + α^{−1})(v, ν)ν, ν ∈ S−v^}. Kak i

ranee, pust~ σ – takoæ ediniqnyæ vektor, qto ν idet vdol~ bissektrisy ugla meßdu σ i −v. Togda σ zametaet vs¸ sferu S^2, i

v^{−1} = { u ∈ R^3 : u = v +^{1+α−1}_2 (σ|v| − v), σ ∈ S^{2}}.

Napomnim, qto Φ_1 = ( ^x + aF (^x, η_0) σ_1 ) . Qtoby dokazat~, qto ^Φ_1

moßet prinØt~ l¸boe znaqenie v ∈ R^3\B(0, |^x|), trebuetsØ proverit~, qto v^{−1} ⋂{ ^x + as, s ¿ 0 } ≠ ?. �to ravnosil~no suwestvova-

ni¸ takogo s ¿ 0, qto | |^x + as −^{1−α−1}_2 v | | =^{1+α−1}_2 |v|. No vyraßenie

v levoæ qasti nepreryvno zavisit ot s i pri dostatoqno bol~- xih s vozrastaet. A v nule ego znaqenie ne prevoshodit^{1+α−1}_2 |v| (poskol~ku |v| ¿ |^x|). Takim obrazom, iskomoe s suwestvuet.

Itak, my pokazali, qto ^Φ_1 prinimaet l¸bye znaqeniØ iz

R^3\B(0, |^x|). ProizvedØ gromozdkie vyqisleniØ, moßno dokazat~,

qto raspredelenie ^Φ_1 imeet plotnost~, i ffta plotnost~ poloßitel~na na mnoßestve R^3 \ B(0, |^x|). Intuitivno ffto soverxenno Øsno, ved~ u F (^x, η_0) suwestvuet poloßitel~naØ plotnost~ na R_+ (qto vidno iz opredeleniØ F ), a u σ_1 suwestvuet (poloßitel~- naØ) plotnost~ na S^2.

Teper~ legko videt~, qto raspredelenie V_2 = ^Φ_1 + aF (^Φ_1, η_1) imeet poloßitel~nu¸ plotnost~ na vsem R^3. Ispol~zuØ fftot fakt, nesloßno proverit~ ψ-neprivodimost~: cep~ Φ_n neprivo-

58 V. V. VYSOCKI` dima otnositel~no λ_3 ⊗ U_S2 , gde λ_3 – mera Lebega v R^3, a U_S2 – ravnomernoe raspredelenie na S^2. Nußno lix~ vspomnit~, qto

Φ_2 = ( V_2 σ_2 ) , a V_2 i σ_2 nezavisimy.

Otmetim, qto esli α = 0, to cep~ Φ_n ne budet ψ-neprivodimoæ.

My tol~ko qto videli, qto pri l¸bom naqal~nom uslovii

Φ_0 = x u veliqiny Φ_2 suwestvuet poloßitel~naØ plotnost~ ot-

nositel~no mery λ_3 ⊗ U_S2 . Znaqit, dlØ l¸bogo x ∈ X mery P^2(x, ·) i λ_3 ⊗ U_S2 ffkvivalentny. Pofftomu, legko videt~, cep~ Φ_n aperiodiqeskaØ.

Moßno pokazat~, qto v l¸boæ fiksirovannoæ toqke prostranstva X plotnost~ veliqiny Φ_2 ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ ot naqal~nogo usloviØ Φ_0 = x. Ots¸da po lemme Fatu poluqaem, qto cep~ Φ_{2n} budet slabo fellerovskoæ. My uße dokazali neprivodimost~ Φ_{2n} otnositel~no λ_3 ⊗ U_S2 . Iz opredeleniØ maksimal~noæ neprivodimoæ mery ψ cepi Φ_{2n}, λ_3 ⊗U_S2 ≺ ψ. Pofftomu

X = supp λ_3 ⊗ U_S2 ⊂ supp ψ ⊂ X, i v qastnosti Int (supp ψ) ≠ ?.

Znaqit, vse kompaktnye mnoßestva budut malen~kimi (otnositel~no perehodnyh operatorov cepi Φ_{2n}). Iz fftogo vytekaet, qto vse kompaktnye mnoßestva ØvlØ¸tsØ malen~kimi i dlØ ishodnoæ cepi Φ_n.

5.2. U -ravnomernaØ ffrgodiqnost~.

Lemma 1. Pust~ η – ffksponencial~no raspredelennaØ s.v. so sred-

nim λ. DlØ l¸bogo c ∈ R

sup_{v∈}R_3 Ee^{cF (v,η)} < ∞.

Sledstvie. DlØ l¸bogo naqal~nogo usloviØ Φ0 = x ∈ X veliqiny

τ_n ime¸t ffksponencial~nye momenty l¸bogo porØdka. Bolee togo,

sup_n E_xe^{cτn} < ∞. (19)

Dokazatel~stvo sledstviØ. Deæstvitel~no, τn = F (^^Φn, ηn), a

^Φ_n nezavisima s η_n.

Dokazatel~stvo lemmy. Budem sqitat~, qto c > 0, inaqe utverßdenie lemmy trivial~no. Pust~ s > 0, a v ∈ R^3. Poskol~ku

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 59 | |−a|v|/|a| + as | | = | ||a|s − |v| | | 6 |v + as|, to dlØ l¸bogo t > 0 t∫ 0 | |−a|v|/|a| + as | |ds 6 t∫ 0 |v + as|ds.

Pofftomu, uqityvaØ opredelenie F , poluqaem F (v, ·) 6 F (−a|v|/|a|, ·). Ots¸da P^{F (v, η) > t^} 6 P^{F (−a|v|/|a|, η) > t^}; poslednee legko vyqislØetsØ. Teper~ Ee^{cF (v,η)} = − ∞∫ 0 e^{ct}d P{F (v, η) > t}

= c ∞∫ 0 e^{ct}P{F (v, η) > t}dt − 1 6 c ∞∫ 0 e^{ct}P{F (−a|v|/|a|, η) > t}dt − 1

= c ∞∫ 0 e^{ct}e^{−λ−1 ∫ t0 ||a|s−|v||ds}dt − 1

= c |v|/|a|∫

0 e^{ct−λ−1(|v|t−|a|t2/2)}dt

+ c ∞∫ |v|/|a| e^{ct−λ−1(|a|t2/2−|v|t+|v|2/|a|)}dt − 1.

Ocenim kaßdyæ iz poluqivxihsØ integralov. DlØ pervogo

integrala ispol~zuem takoe sootnoxenie: esli |v| ¿ 4λc, to ct − λ^{−1}(|v|t − |a|t^2/2) 6 −ct pri t ∈ [0, |v|/|a|]. Pofftomu esli |v| ¿ 4λc, to |v|/|a|∫

0 e^{ct−λ−1(|v|t−|a|t2/2)}dt 6 |v|/|a|∫

0 e^{−ct}dt < ∞∫ 0 e^{−ct}dt < ∞,

60 V. V. VYSOCKI` i ffta ocenka ne zavisit ot v. Esli ße |v| < 4λc, to |v|/|a|∫

0 e^{ct−λ−1(|v|t−|a|t2/2)}dt < 4λc/|a| ∫ 0 e^{ct+λ−1|a|t2/2}dt < ∞. OcenivaØ vtoroæ integral, ispol~zuem sledu¸wee neraven- stvo: esli |v| ¿ 5λc, to ct − λ^{−1}(|a|t^2/2 −|v|t + |v|^2/|a|) 6 −ct. Takim obrazom, esli |v| ¿ 5λc, to ∞∫ |v|/|a| e^{ct−λ−1(|a|t2/2−|v|t+|v|2/|a|)}dt 6 ∞∫ |v|/|a| e^{−ct}dt < ∞∫ 0 e^{−ct}dt < ∞. Esli ße |v| < 5λc, to ∞∫ |v|/|a| e^{ct−λ−1(|a|t2/2−|v|t+|v|2/|a|)}dt < ∞∫ 0 e^{6ct−λ−1|a|t2/2}dt < ∞.

Pust~ c > 0 – proizvol~naØ konstanta. Qtoby dokazat~ U - ravnomernu¸ ffrgodiqnost~ cepi Φ_n, vospol~zuemsØ teoremoæ 3. Proverim, qto uslovie LØpunova-Fostera (15) vypolnØetsØ dlØ funkcii U (x) = e^{c|^x|}. DlØ perehodnogo operatora

P U (x) = E_xU (Φ_1) = E_xe^{c|^Φ1|} = E_xe^{c|V1− 1+α2 (V1+|V1|σ1)|}.

Vvedem funkci¸ γ(|v|) := ∫ S2 e^c|^{v− 1+α2 (v+|v|ζ)}|^{−c|v|}dU_S2 (ζ), v ∈ R^3. �ta funkciØ monotonna, i γ(|v|) → 0 pri |v| → ∞. Teper~, poskol~ku σ_1 nezavisima s V_1 i Φ_0, to P U (x) = E_xγ(|V_1|)e^{c|V1|} 6 Exγ(|V1|)e^{c|^Φ0|}e^{c|a|τ0} 6 Ex^(γ(|^^Φ0/2|)I_{{|a|τ06|^Φ0|/2}} + γ(0)I_{{|a|τ0>|^Φ0|/2}}^) e^{c|^Φ0|}e^{c|a|τ0} 6^(γ(|^x/2|)Ee^{c|a|F (^x,η0)} + Ee^{c|a|F (^x,η0)}I{|a|F (^x,η_0)>|^x|/2}^) e^{c|^x|} 6^(γ(α|v|/2)Ee^{c|a|F (^x,η0)} + Ee^{c|a|F (^x,η0)}I{|a|F (^x,η_0)>α|v|/2}^) U (x),

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 61

gde kak obyqno x = ( v σ ) . UqityvaØ rezul~tat lemmy 1, mno-

ßitel~ pri U (x) stremitsØ k nul¸ pri |v| → ∞. Pofftomu dlØ l¸bogo β ∈ (0, 1) suwestvuet takoe R > 0, qto P U (x) − U (x) 6 −βU (x), x /∈ C_R := B(0, R) × S^2. ˚sno, qto dlØ nekotorogo b P U (x) − U (x) 6 −βU (x) + bI_{CR} (x), x ∈ X. Mnoßestvo C_R – kompakt, pofftomu ono ØvlØetsØ malen~kim.

Itak, uslovie (15) provereno, pofftomu dlØ l¸bogo c > 0 cep~

Φ_n ØvlØetsØ e^{c|^x|}-ravnomerno ffrgodiqeskoæ.

5.3. InvariantnaØ mera. Iz opredeleniØ U -ravnomernoæ ffrgodiqnosti, u rassmatrivaemoæ nami cepi Markova suwestvuet invariantnaØ mera π. Teorema 3 garantiruet, qto e^{c|^x|} ∈ L^1(π) (pri l¸bom c).

Dalee, dlØ l¸bogo n, v silu nezavisimosti V_n i σ_n, mera

P^n(x, ·) est~ proizvedenie mery na B(R^3) i ravnomernoæ mery U_S2 . Pofftomu i dlØ invariantnoæ mery spravedlivo

π = π_V ⊗ U_S2 ,

gde π_V – veroØtnostnaØ mera na B(R^3). Iz soobraßeniæ simmetrii, π_V invariantna otnositel~no vraweniæ vokrug tret~eæ koordinatnoæ osi.

Koneqnost~ ∫ X e^{c|^x|}dπ pri l¸bom c pozvolØet nam dokazat~ ta- koe Predloßenie 1. DlØ l¸bogo naqal~nogo usloviØ Φ0 = x veliqiny

V_n ime¸t ffksponencial~nye momenty l¸bogo porØdka. Bolee togo,

sup_n E_xe^{c|Vn|} < ∞. (20) Dokazatel~no. Ocenim |Vn| = | [Φn−1 + aτn−1| 6 |Vn−1| + |a|τn−1 6 · · · 6 |^x| + |a| ∑_{n−1} i=0 τ_i. Ots¸da, ispol~zuØ neravenstvo Gel~dera i

lemmu 1, E_xe^{c|Vn|} 6 e^{c|^x|}E_x n−1∏ i=0 e^{c|a|τi} 6 e^{c|^x|} n−1∏ i=0 (E_xe^{c|a|nτi} )^{1/n} 6 e^{c|^x|} sup_{v∈}R_3 Ee^{c|a|nF (v,η)}.

62 V. V. VYSOCKI` Takim obrazom, ffksponencial~nye momenty suwestvu¸t, ostalos~ lix~ dokazat~ (20). Zametim, qto e^{c|u|} 6 e^{cα−1|^y|}, gde y = ( u ρ ) ∈ X. Cep~ Φ_n e^{cα−1|^y|}-ravnomerno ffrgodiqna, pofftomu iz

opredeleniØ lim_{n→∞} E_xe^{c|Vn|} = lim_{n→∞} ∫ X e^{c|u|}P^n(x, dy)

= ∫ X e^{c|u|}dπ(y) 6 ∫ X e^{cα−1|^y|}dπ(y) < ∞.

6. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 1 Napomnim, qto nam trebuetsØ dokazat~ utverßdeniØ (11), (12), i (13). Sperva poluqim dve vspomogatel~nye lemmy. Lemma 2. DlØ l¸bogo naqal~nogo usloviØ Φ0 = x pri n → ∞

τ_n = O(log n), |V_n| = O(log n), P_x p.n.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva pervogo sootnoxeniØ napixem

P_x { τ_n > 2 log n } 6^{Exeτn}_{n2} . Qislitel~ drobi, soglasno (19), ocenivaetsØ konstantoæ, i my poluqaem qlen shodØwegosØ rØda. Ostalos~ primenit~ lemmu BorelØ-Kantelli.

Vtoroe sootnoxenie dokazyvaetsØ analogiqno, pri pomowi ocenki (20).

Lemma 3. Suwestvuet konstanta c4 > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo

naqal~nogo usloviØ Φ_0 = x ∈ X verno lim_{n→∞} t_n n = c_4, P_x p.n.

Dokazatel~stvo. VspominaØ pro (9) i vvedennye oboznaqeniØ, dostatoqno dokazat~ lim_{n→∞} ^Φ_n^3 n = 0, P_x p.n.,

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 63 suwestvovanie takoæ c_4, qto lim_{n→∞} 1 n|a| n∑ i=1 h^3(Φ_i) = c_4, P_x p.n.,

i poloßitel~nost~ c_4.

Tak kak | ^Φ_n| 6 |V_n|, to pervoe utverßdenie srazu sleduet iz lemmy 2. DlØ dokazatel~stva vtorogo vospol~zuemsØ teoremoæ 2. Vse ee usloviØ vypolneny, poskol~ku dlØ funkcionala h^3 imeem

|h^3(x)| = |v^3 − ^x^3| 6 (1 + α^{−1})|^x| < (1 + α^{−1})e^{|^x|} ∈ L^1(π). Poloßim c_4 := |a|^{−1} ∫ X h^3dπ. Ostalos~ proverit~, qto c_4 > 0. VzØv v ravenstve (7) oßidanie

E_x (x ∈ X proizvol~noe), dlØ tret~eæ koordinaty imeem ∫ X u^3P^{n+1}(x, dy) = ∫ X ^y^3P^n(x, dy) + |a|E_xF ( ^Φ_n, η_n), y = ( u ρ ) ∈ X. No |u^3| 6 α^{−1}e^{|^y|}, |^y^3| 6 α^{−1}e^{|^y|}, a cep~ Φ_n ØvlØetsØ α^{−1}e^{|^y|}- ravnomerno ffrgodiqeskoæ. Pofftomu posle predel~nogo perehoda po n → ∞ ∫ X u^3dπ(y) = ∫ X ^y^3dπ(y) + |a| lim_{n→∞} E_xF ( ^Φ_n, η_n). Ots¸da po opredeleni¸ c_4

c_4 = lim_{n→∞} E_xF ( ^Φ_n, η_n)

= lim_{n→∞} ∫ X EF (^y, η_0)P^n(x, dy) = ∫ X EF (^y, η_0)dπ(y) > 0. V poslednem perehode my snova ispol~zovali ffrgodiqeskie svoæstva cepi, ved~ EF (^y, η_0) < eE^{F (^y,η0)} 6 Ee^{F (^y,η0)}

6 sup_{v∈}R_3 Ee^{F (v,η0)} < ∞, soglasno lemme 1.

6.1. Dokazatel~stvo utverßdeniæ (11) i (12). Napomnim, qto sluqaænaØ veliqina n(t) oznaqaet qislo stolknoveniæ, proizoxedxih k momentu vremeni t. Zametim, qto

lim_{t→∞} n(t) = ∞, P_x p.n. (21)

64 V. V. VYSOCKI`

V samom dele, predpoloßiv protivopoloßnoe, poluqaem, qto dlØ kakogo-to k ¿ 0 s nenulevoæ veroØtnost~¸ proizoædet lix~ k stolknoveniæ. To est~ τ_k = ∞ na mnoßestve nenulevoæ mery.

Iz lemmy 3 i (21) vytekaet, qto lim_{t→∞} t_{n(t)} n(t) = c_4, P_x p.n.

No poskol~ku t_{n(t)} 6 t < t_{n(t)+1} = t_{n(t)} + τ_{n(t)}, to po lemme 2 lim_{t→∞} t n(t) = c_4, P_x p.n. (22)

Ots¸da, s pomow~¸ toæ ße lemmy 2, pri t → ∞

τ_{n(t)} = O(log t), |V_{n(t)}| = O(log t), P_x p.n.

Pofftomu (12), oqevidno, vypolneno. Utverßdenie (11) takße sleduet iz fftoæ ocenki: ved~ meßdu momentami vremeni t_{n(t)} i t stolknoveniæ ne bylo, a t − t_{n(t)} < τ_{n(t)}, pofftomu | | | | | ( X(t) − X(t_{n(t)}) ) − c_1a ( t − t_{n(t)} ) √ t | | | | | = | | | | ^Φ_{n(t)}(t − t_{n(t)}) + a(t − t_{n(t)})^2/2 − c_1a(t − t_{n(t)}) √ t | | | | < |V_{n(t)}|τ_{n(t)} + |a|τ^2_{n(t)}/2 + c_1|a|τ_{n(t)} √ t . 6.2. Opredelenie konstanty c1 i matricy K. Poloßim

c_1 := c^{−1}_4 |a|^{−1} ∫ X f^3dπ.

DlØ proverki poloßitel~nosti c_1 pokaßem, qto ∫ X f^3dπ > 0. Ne-

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 65 sloßnye vyqisleniØ da¸t ∫ X f^3dπ = 1 2|a| ∫ X (v^3)^2 − ( v^3 −

1 + α 2 ( v^3 + |v|σ^3 ))2 dπ_V (v)dU_S2 (σ)

= 1 2|a| ∫ X (v^3)^2 − ( 1 − α 2 v^3 −

1 + α 2 |v|σ^3 )_2 dπ_V (v)dU_S2 (σ)

= 1 2|a| ∫ X ( 1 − (1 − α)^2 4 ) (v^3)^2

− (1 + α)^2 4 |v|^2(σ^3)^2 dπ_V (v)dU_S2 (σ) = 1 + α 8|a| ∫ R3^{(3 − α)(v3)2 − 1 + α3 ((v1)2 + (v2)2 + (v3)2) dπV (v)} = 1 + α 8|a| (( 3 − α ) I_3 −

1 + α 3 ( I_1 + I_2 + I_3 )) , (23)

gde I_k := ∫ R3^{(vk)2dπV , k = 1, 2, 3.} Poskol~ku mera π_V simmetriqna otnositel~no tret~eæ koordinatnoæ osi, to I_1 = I_2. DlØ nahoßdeniØ fftih integralov budem deæstvovat~ analogiqno dokazatel~stvu poloßitel~nosti c_4 v lemme 3. Iz (7) vyvodim ( V^1_{n+1}

)_2 = ( ^ Φ_n^1

)_2

; voz~mem v fftom ravenstve oßidanie i ustremim n → ∞. V silu ffrgodiqeskih svoæstv cepi Φ_n, my poluqim ∫ X (v^1)^2dπ = ∫ X (^x^1)^2dπ. Analogiqno

preobrazovaniØm (23), (3−α)I_1 =^{1+α}_3 (2I_1 +I_3) i I_1 =^{1+α}_{7−5α} I_3. PodstavlØØ ffto vyraßenie v (23), ∫ X f^3dπ =^{3(3−α)(1−α2)}

4|a|(7−5α) I3. No I3 > 0,

tak kak^{1+α}_2 √ I_3 ¿^{1+α}_2 ∫ R3^{v3dπV = ∫}X^{h3dπ = |a|c4 > 0. Poloßitel~-}

nost~ c_1 dokazana.

Otmetim, qto dlØ g := f − c_1h vypolnØetsØ ∫ X gdπ = 0. DlØ per-

vyh dvuh koordinat ffto sleduet iz prostyh vyqisleniæ, v kotoryh ispol~zuetsØ predstavlenie π = π_V ⊗ U_S2 i simmetriØ mery

π_V . A dlØ tret~eæ koordinaty – iz ravenstva c_4 = |a|^{−1} ∫ X h^3dπ. Teper~ opredelim matricu K. Tak kak |g(x)| 6 2, 5|a|^{−1}(1 +

α^{−1})|^x|^2 + c_1(1 + α^{−1})|^x|, to suwestvuet takoe c > 1, qto |g(x)|^2 6 ce^{|^x|}. Pofftomu (cep~ Φ_n ce^{|^x|}-ravnomerno ffrgodiqeskaØ) dlØ funk-

66 V. V. VYSOCKI`

cionalov g^1, g^2 i g^3 vypolneny usloviØ teoremy 4, i suwestvu- ¸t rexeniØ uravneniæ Puassona g^1, g^2, g^3 ∈ L^2(π). Oboznaqiv

ḡ := (g^1, g^2, g^3)^⊤, poloßim

K := c^{−1}_4 ∫ X ( ḡ ḡ^⊤ − (P ḡ)(P ḡ)^⊤ ) dπ. 6.3. Dokazatel~stvo utverßdeniØ (13). Dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo u ∈ R^3 ( 1 √ t n(t)∑

i=1 g(Φ_i), u ) = 1 √ t n(t)∑

i=1 (g, u)(Φ_i) d−→ ( N (0, K), u ) = N ( 0, (Ku, u) ) , t → ∞. Dalee, (Ku, u) = c^{−1}_4 ∫ X ( (ḡ, u)^2 − (P ḡ, u)^2 ) dπ

= c^{−1}_4 ∫ X ( (ḡ, u)^2 − (P (ḡ, u))^2 ) dπ = c^{−1}_4 γ^2_{(g,u)},

v poslednem perehode my ispol~zovali (16) i oqevidnoe raven-

stvo (ḡ, u) = (g, u). Takim obrazom, dlØ l¸bogo u ∈ R^3 trebuetsØ poluqit~ 1 √ t n(t)∑

i=1 (g, u)(Φ_i)^d−→ N ( 0, c^{−1}_4 γ^2_{(g,u)} ) , t → ∞. (24) HotØ ffto utverßdenie oqen~ sil~no napominaet CPT dlØ cepi Markova, zdes~ koliqestvo slagaemyh n(t) sluqaæno i ne ØvlØetsØ nezavisimym s fftimi slagaemymi.

DlØ proizvol~nogo 0 < ε < 1 iz (22) vytekaet

lim_{t→∞} P_x { min (1−ε)c^−14 t<k<(1+ε)c^−14 t 1 √ t k∑ i=1 (g, u)(Φ_i) 6 1 √ t n(t)∑

i=1 (g, u)(Φ_i) } = 1.

PREDEL^NA˚ TEOREMA DL˚ POLOȷENI˚ QASTICY 67 A dlØ funkcionala (g, u) vypolneny vse usloviØ teoremy 4. Pofftomu, s uqetom (17), dlØ l¸bogo z ∈ R

lim_{t→∞} P_x { 1 √ t n(t)∑

i=1 (g, u)(Φ_i) < z }

6 lim_{t→∞} Px { min (1−ε)c^−14 t<k<(1+ε)c^−14 t 1 √ t k∑ i=1 (g, u)(Φ_i) < z }

= P { min (1−ε)c^−14 <s<(1+ε)c^−14 √ γ^2_{(g,u)}W (s) < z } . UstremlØØ ε → 0, poluqaem, qto dlØ l¸bogo z ∈ R

lim_{t→∞} P_x { 1 √ t n(t)∑

i=1 (g, u)(Φ_i) < z } 6 P { √ γ^2_{(g,u)}W ( c^{−1}_4 ) < z } . Povtoriv te ße rassußdeniØ dlØ max, poluqaem P { √ γ^2_{(g,u)}W ( c^{−1}_4 ) < z } 6 lim_{t→∞} Px { 1 √ t n(t)∑

i=1 (g, u)(Φ_i) < z } . Takim obrazom, (24) dokazano.

6.4. Izuqenie matricy K. Iz soobraßeniæ simmetrii, predel~noe raspredelenie N (0, K) dolßno byt~ invariantno otnositel~no vraweniæ vokrug tret~eæ koordinatnoæ osi. �to oznaqaet, qto pri l¸bom φ ∈ [0, 2π] dlØ matricy O = cos φ sin φ 0 − sin φ cos φ 0 0 0 1

vypolnØetsØ N (0, K)^d= ON (0, K), otkuda K = OKO^⊤. Tak kak K – simmetriqnaØ, to, sosqitav OKO^⊤ dlØ φ := π/2, ubeßdaemsØ, qto K imeet vid K = c_2 0 0 0 c_2 0 0 0 c_3 . Iz opredeleniØ K

c_2 = c^{−1}_4 γ^2_g2 , c_3 = c^{−1}_4 γ^2_g3 ,

68 V. V. VYSOCKI` i ffti konstanty, razumeetsØ, neotricatel~ny.

Avtor gluboko blagodaren svoemu rukovoditel¸ M. A. Lifxicu za mnogoqislennye sovety i zameqaniØ. Avtor takße priznatelen M. I. Gordinu za interes k dannoæ rabote.

Literatura

1. Dß. Dub, VeroØtnostnye processy. IL., M. (1956).

2. M. Kac, Neskol~ko veroØtnostnyh zadaq fiziki i matematiki. Nauka, M., 103–115.

3. J. Banasiak, G. Frosali, G. Spiga, Inelastic scattering models in transport theory

and their small mean free path analysis. — Mathematical Methods in the Applied Sciences, 23, (2000), pp. 121–145.

4. C. Buet, S. Cordier, B. Lucquin-Desreux and S. Mancini, Diffusion limit of the

Lorentz model: asymptotic preserving schemes. — Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 36, No. 4 (2002), pp. 631–655.

5. Ph. A. Martin and J. Piasecki, Lorentz’s model with dissipative collisions. (1998).

Preprint, arXiv: cond-mat/9810070.

6. S. P. Meyn and R. L. Tweedie, Markov Chains and Stochastic Stability. Springer-

Verlag, London (1993).

7. K. Ravishankar and L. Triolo, Diffusive limit of the Lorentz model with a uniform

field starting from the Markov approximation. – Markov Processes and Related Fields, 5, No. 4, (1999), 385–421.

8. D. P. Sanders, Fine structure of distributions and central limit theorem in diffusive

billiards. (2004). Preprint, arXiv: nlin.CD/0411012.

9. D. R. Wilkinson and S. F. Edwards, Spontaneous interparticle percolation. — Pro-

ceedings of the Royal Society of London, Series A, 381, 33–51.

10. K. I. Wysokinski, W. Park, D. Belitz and T.R. Kirkpatrick, Density expansion

for the mobility in a quantum Lorentz model. – Phys. Rev.E, 52, No. 1 (1995), 612–622.

Vysotsky V. V. A limit theorem for the position of a particle in the Lorentz model.

Consider a particle moving through a random medium. The medium consists of spherical obstacles of equal radii, randomly distributed in R^3. The particle is accelerated by a constant external field. When colliding with an obstacle, the particle inelastically reflects. We study asymptotics of X(t), which denotes the position of the particle at time t, as t → ∞. The result is a limit theorem for X(t). Our proof is based on functional CLT for Markov chains.

Postupilo 10 noØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: vysotsky@vv9034.spb.edu