Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

D. V. Parilov

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI−LORENCA H^{1,q}

V dannoæ rabote dokazyva¸tsØ dva osnovnyh rezul~tata – atomnoe razloßenie dlØ prostranstv Hardi–Lorenca H^{1,q} i variant teoremy Marcinkeviqa o mul~tiplikatorah dlØ prostranstva H^1. Obe teoremy ob¨edineny obweæ tematikoæ – glavnym ob¨ektom izuqeniØ ØvlØ¸tsØ “slabye” klassy Hardi H^{1,q}.

1. Atomnoe razloßenie v prostranstvah H^{1,q}

Atomnoe razloßenie v klassah Hardi horoxo izvestno i xiroko ispol~zuetsØ v garmoniqeskom analize. Razloßenie funkciæ na “atomy” kraæne polezno s tehniqeskoæ toqki zreniØ i osnovnoe svoe primenenie nahodit pri izuqenii klassiqeskih prostranstv H^p. Detal~noe opisanie razliqnyh konstrukciæ, svØzannyh s atomnym razloßeniem v prostranstvah H^p, moßno naæti v knige [1]. Estestvenno pytat~sØ obobwit~ ffti rezul~taty na klassy Lorenca H^{p,q}. Odin iz qastnyh sluqaev – atomnoe razloßenie v prostranstve H^{1,∞} – opisan v stat~e [2]. V sravnenii s prostranstvami H^p formulirovka usloßnØetsØ, tem ne menee, rezul~tat moßno ispol~zovat~ dlØ ocenki singulØrnyh integral~nyh operatorov na rassmatrivaemom prostranstve.

V fftoæ rabote req~ poædet ob atomnom razloßenii v prostranstvah H^{1,q} pri q > 1. Zametim, qto dlØ prostranstv H^{p,q} sluqaæ p = 1 predstavlØet naibol~xiæ interes, tak kak imenno pri fftom pokazatele v xkale L^p naruxaetsØ deæstvie mnogih klassiqeskih operatorov, v to vremØ kak v sootvetstvu¸- wih klassah Hardi oni qasto osta¸tsØ ograniqennymi. Apparat razbieniØ funkciæ na atomy – oqen~ ffffektivnoe sredstvo proverki takoæ ograniqennosti. V dokazatel~stve teoremy dlØ prostoty rassmatrivaetsØ sluqaæ odnoæ peremennoæ, mnogomernyæ rezul~tat moßet byt~ poluqen pri pomowi analogiqnyh rassußdeniæ. Pri postroenii razloßeniØ za osnovu vzØty idei dokazatel~stva iz knigi [1], primenØvxiesØ k sluqa¸ prostranstv 150

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 151

H^p. Pri dokazatel~stve obratnoæ teoremy – harakterizacii

funkciæ v prostranstve H^{1,q} v terminah atomov, ispol~zu¸tsØ qisto interpolØcionnye soobraßeniØ, po-vidimomu, ranee ne primenØvxiesØ v fftom kontekste.

Teorema 1.1 (Ob atomnom razloßenii v prostranstve H^{1,q}, gde 1 < q < ∞). Rassmotrim funkci¸ f ∈ Re H^{1,q}. Togda suwestvuet posledovatel~nost~ ograniqennyh funkciæ {f_k}^{+∞}_{−∞}, udovletvorØ¸waØ sledu- ¸wim trebovaniØm.

1) f — ∑ |k|6N^{fk → 0 v smysle teorii raspredeleniæ;} 2) kaßdaØ funkciØ f_k v svo¸ oqered~ moßet byt~ razloßena v summu

f_k = ∞∑ j=1 g^k_j ,

gde funkcii g^k_j udovletvorØ¸t sledu¸wim trebovaniØm:

(a) funkciØ g^k_j sosredotoqena na intervale I_j(k); (b) intervaly I_j (k) poparno ne pereseka¸tsØ; (c) ∫ I_j (k)

g^k_j = 0;

(d) ‖g^k_j ‖_2 6 2^k|I_j(k)|^{1/2}; (e) ( ∑ k 2^{kq} | | | | ⋃ j I_j(k) | | | | q) 1_q ≍ ‖f‖_{Re H}1,q . Obratnoe utverßdenie. Esli funkciØ f udovletvorØet uslovi- Øm 1), 2), a), c) i d), intervaly I_j(k) ime¸t koneqnu¸ kratnost~

pereseqeniØ, a takße ( ∑ k 2^{kq} | | | | ⋃ j I_j (k) | | | | q) 1_q

6 C1, to f ∈ Re H^{1,q} i

‖f‖_{Re H}1,q 6 C · C_1, gde C – nekotoraØ absol¸tnaØ konstanta.

Primeqanie. Qtoby poluqit~ “klassiqesku¸” formu atomno-

go razloßeniØ, neobhodimo proizvesti normirovku funkciæ g^k_j . Esli my rassmotrim a^k_j = c^{−1}2^{−k}|I_j(k)|^{−1}g^k_j , to ffti funkcii a^k_j budut (1,2)-atomami, a atomnoe razloßenie primet vid f_k = ∞∑ j=1 λ_{j,k}a^k_j =^∞ ∑ j=1 c · 2^k|I_j(k)|a^k_j .

152 D. V. PARILOV

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ Re H^{1,q}. V kaqestve osnovnoæ maksi-

mal~noæ funkcii budem ispol~zovat~ P^∗_{∇,2}(f)(x) = sup_{(y,t)∈ΓN (x)} |P_t ∗ f(y)|, gde Γ_n(x) = {(y, s) : |y − x| < N_s}. Po opredeleni¸ prostranstva H^{1,q} suwestvuet takaØ konstanta C, qto ‖P^∗_{∇,2}(f)(x)‖_{1,q} 6 C‖f‖_{Re H}1,q . DlØ kaßdogo natural~nogo qisla k rassmotrim otkrytoe mnoßestvo

E^k = {x ∈ R : P^∗_{∇,2}(f)(x) > 2^k} = ⋃ j I_j (k), gde I_j (k) – promeßutki.

Kaßdomu intervalu I postavim v sootvetstvie mnoßestvo Î na ploskosti: Î = {(y, t) ∈ R^2_+ : [y − t, y + t] ⊂ I}. Krome togo, opredelim ^E^k = ⋃ j ^ I_j (k). Nakonec, postroim mnoßestva T^k_j = ^I_j (k) \ ^E^{k+}

(sm. ris. 1).

Ris. 1.

Takße dlØ kaßdogo ε > 0 oboznaqim T^{k(ε)}_j = {(y, t) ∈ T^k_j : f > ε}. ZakraxennaØ qast~ sootvetstvuet mnoßestvu T^{k(ε)}_j (sm. ris. 2).

V processe dokazatel~stva budet ispol~zovana gladkaØ funkciØ ψ, oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami:

1) supp ψ ⊂ [1, 1];

2) funkciØ ψ imeet nulevye momenty porØdka 0 i 1;

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 153

Ris. 2.

3)^∞ ∫ 0 e^{−2πs}ψ̂(s)ds = −^1_{2π} .

DlØ postroeniØ takoæ funkcii dostatoqno rassmotret~ funkci¸ iz L^2, sosredotoqennu¸ na otrezke [−^1_2 ,^1_2 ] i udovletvorØ¸-

wu¸ uslovi¸ 2) i taku¸, qto^∞ ∫ 0 e^{−2πs} ^ψ(s)ds ≠ 0. Svertkoæ s glad-

koæ funkcieæ moßno poluqit~ gladku¸ funkci¸, udovletvorØ¸- wu¸ usloviØm 1 i 2, a zatem normirovkoæ dobit~sØ vypolneniØ usloviØ na ^ψ.

DlØ l¸byh parametrov j, k ∈ Zi ε > 0 opredelim funkci¸

g^k_j (ε) formuloæ

g^k_j (ε)(x) = ∫ T^{kε}_j ∂ u ∂ t (y, t)ψ_t(x − y)dydt, gde u(x, t) = P_t ∗ f(x). Tak kak nositel~ funkcii ψ leßit v otrezke [−1, 1], to funkciØ

(y, t) → ψ_t(x − y) dlØ fiksirovannogo x moßet byt~ otliqna ot

nulØ tol~ko v toqkah konusa Γ(x) = {(y, t) : |y − x| < t}. Pofftomu funkciØ g^k_j (ε) moßet byt~ otliqna ot nulØ tol~ko v toqkah x ∈

I_j (k).

Ocenim L^2-normu funkcii g^k_j (ε). DlØ l¸boæ funkcii φ ∈ S moßno napisat~ sledu¸wee ravenstvo: ⟨g^k_j (ε), φ⟩ = ∫ T^k(^ε)_j ∂ u ∂ t (y, t) +∞∫ −∞ ψ_t(x − y)φ(x)dxdydt

= ∫ T^k(^ε)_j ∂ u ∂ t (y, t)(ψ_t ∗ φ)(y)dydt.

154 D. V. PARILOV

Po neravenstvu Koxi–Xvarca |⟨g^k_j (ε), φ⟩| 6 ( ∫ T^k(^ε)_j t|∇u|^2dydt ) 1_2 ( ∫ R2+^{|ψt ∗ ϕ(y)|2 dydtt ) 12 . (∗)} Ocenim kaßdyæ iz integralov. Naqnem s pervogo: ∫ T^k(^ε)_j t|∇u|^2dydt = 1 2 ∫ T^k(^ε)_j t∇(u^2)dydt = 1 2 ∫ ∂ T^k(^ε)_j ( t ∂(u^2) ∂ ν − u^2 ∂ t ∂ ν ) . Zdes~^∂_{∂ ν} – proizvodnaØ po vnexneæ normali dlØ toqek granicy

∂ T^{k(ε)}_j .

Takße ispol~zovalas~ formula Grina. Prodolßim ocenku: 1 2 ∫ ∂ T^k(^ε)_j ( t ∂(u^2) ∂ ν − u^2 ∂ t ∂ ν )

6^∫

∂ T^k(^ε)_j ( |u|t | | | | ∂ u ∂ ν | | | | + 1 2 u^2 | | | | ∂ t ∂ ν | | | | )

6 C · 2^{2k}|Ij(k)|. (∗∗)

DlØ dokazatel~stva poslednego neravenstva ocenim komponen-

ty integrala.

1) |u| 6 C · 2^k (po opredeleni¸ mnoßestva T^{k(ε)}_j ).

2) Ocenim mnoßitel~ t|^{∂ u}_{∂ ν} |. DlØ fftogo ocenim funkcii t^{∂ u}_{∂ t}

(ocenka funkcii t^{∂ u}_{∂ x} moßet byt~ poluqena analogiqno).

Rassmotrim xar radiusa^t_c , gde c podbiraetsØ takim obrazom,

qtoby xar B t_c (x, t) soderßalsØ v konuse Γ_2(z) = {(y, s) : |y − z| <

2s} dlØ nekotorogo z /∈ E^{k+1}, a sledovatel~no |u| 6 F^∗_{∇,2}(f)(z) 6

2^{k+1} v xare B t_c (x, t).

Vospol~zovavxis~ svoæstvom srednego znaqeniØ dlØ garmoni-

qeskih funkciæ, my poluqaem: | |t ∂ u ∂ t | | = | | | | c t ∫ B t_c (x,t) ∂ u ∂ t | | | | Po formule Grina ∫ B t_c (x,t) ∂ u ∂ t = − ∫ ∂ B t_c (x,t) udx, a togda | |t ∂ u ∂ t | | = | | | | c t ∫ B t_c (x,t) ∂ u ∂ t | | | | = | | | | c t ∫ ∂ B t_c (x,t) udx | | | | 6 C · 2^k

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 155

3) |^{∂ t}_{∂ ν} | 6 1 na ∂ T^{k(ε)}_j – oqevidno.

4) | ∂ T^{k(ε)}_j | 6 C|I_j(k)| – oqevidno iz risunka.

Podstaviv ocenki 1, 2, 3, 4 v (∗∗), my poluqaem trebuemoe neravenstvo.

Ocenim vtoroæ integral iz (∗): ∫ R2+^{|ψt ∗ φ(y)|2 dydtt = +∞∫}0^{+∞∫}−∞^{| ^ψt ∗ φ(y)|2 dydtt} = +∞∫ 0 +∞∫ −∞ | ^ψ(tξ)|^2| ^ψ(ξ)|^2 dξdt t

= +∞∫ −∞ | ^φ(ξ)|^2 +∞∫ 0 | ^ψ(tξ)|^2 dtdξ t

= (^{+∞}∫ −∞ | ^ψ(s)|^2 ds s )(^{+∞}∫ −∞ | ^φ(ξ)|^2dξ ) = C · |φ|^2. Podstaviv ocenku integrala v (∗), my poluqaem |g^k_j (ε)|_2 6 C ·

2^k|I_j(k)|^{12} .

Vse prodelannoe moßet byt~ povtoreno dlØ ε = 0, odnako nel~zØ garantirovat~ shodimost~ vseh integralov. Pofftomu my opredelim g^k_j kak raspredelenie, q~e deæstvie na funkci¸ ψ ∈ S zadaetsØ sledu¸weæ formuloæ: ⟨g^k_j , φ⟩ = ∫ T^k_j ∂ u ∂ t (y, t) +∞∫ −∞ ψ_t(x − y)φdx dy dt

= ∫ T^k_j ∂ u ∂ t (y, t)(ψ_t ∗ φ)(y)dx dy dt. Osuwestviv predel~nyæ perehod pod znakom integrala s probnoæ funkcieæ v opredelenii g^k_j (ε), moßno poluqit~, qto g^k_j (ε) → g^k_j v smysle teorii raspredeleniæ. Iz ravnomernoæ po ε ograniqennosti v L^2 funkciæ g^k_j (ε) vytekaet, qto oni slabo shodØtsØ v L^2

156 D. V. PARILOV

k funkcii g^k_j , sosredotoqennoæ na I_j (k). DlØ normy takße vypolnØetsØ ocenka ‖g^k_j ‖_2 6 c · 2^k|I_j(k)|^12 Tak kak funkcii g^k_j (ε) i g^k_j udovletvorØ¸t tem ße usloviØm na momenty, qto i funkciØ ψ, to oni prinadleßat Re H^{1,q}. DlØ l¸boæ funkcii h ∈ L^2 s nositelem, leßawim v intervale I, i udovletvorØ¸weæ usloviØm na momenty, funkciØ a(x) = |I|^{− 1}2 ‖h‖^{−1}_2 h(x) ØvlØetsØ (1, 2)-atomom.

DlØ funkcii h ∈ Re H^1, sosredotoqennoæ na I, verna ocenka

‖h‖_{Re H}1 6 C|I|^{12} ‖h‖_2. UqityvaØ ocenku ‖h‖_{Re H}1,q 6 ‖h‖_{Re H}1 , poluqaem ocenku ‖h‖_{Re H}1,q 6 C|I|^{12} ‖h‖_2. Ispol~zuØ ffto neravenstvo, moßno srazu poluqit~, qto g^k_j (ε) −−−→_{ε→0} g^k_j v Re H^{1,q}. Proverim uslovie e): ( ∑ k 2^{kq} | | | ⋃ j I_j (k) | | | q) 1_q = ( ∑ k 2^{kq}|E_k|^q ) 1_q

≈ ( ∑ k

2^k+1∫

2^k λ^{q−1}|{|P^∗_{∇,2}f| > λ}|^qdλ ) 1_q = ‖f‖_{Re H}1,q . Neobhodimo proverit~ ravenstvo f = ∑ k,j g^k_j v prostranstve S^′.

Pokaßem, qto f = lim_{ε→0} ∑ k,j g^k_j (ε) v S^′. Rassmotrim funkci¸ φ ∈ S,

togda verna sledu¸waØ cepoqka ravenstv ⟨ ∑ k,j g^k_j (ε), φ⟩ = ∞∫ ε +∞∫ −∞ ∂ u ∂ t (y, t)(ψ_t ∗ φ)(y)dy dt = (Ravenstvo ParsevalØ) = ∞∫ ε +∞∫ −∞ (−2π|ξ|t))e^{−2π|ξ|t} ^ψ(t|ξ|)) dt t f̂ (ξ) ^φ(−ξ)dξ

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 157 = ∞∫ −∞ (−2πs)e^{−2πx} ^ψ(s) ds s f̂(ξ) ^φ(−ξ)dξ −−−→_{ε→0} ∞∫ −∞ f̂ (ξ) ^φ(ξ)dξ, tak kak_∞ ∫ ε|ξ| (−2πs)e^{−2πs} ^ψ(s) ds s → 1 pri ε → 0.

Perestanovka integralov zakonna, tak kak pervyæ integral, soderßawiæ preobrazovanie Fur~e, ØvlØetsØ absol¸tno shodØwimsØ. Bolee togo, vypolnØetsØ neravenstvo ∞∫ 0 e^{−2πs}| ^φ(s)|ds < ∞; takim obrazom, ⟨ ∑ k,j g^k_j (ε), φ⟩ −−−→_{ε→0} +∞∫ −∞ f̂(ξ) ^φ(−ξ) ∂ ξ = ⟨f, φ⟩, qto i trebovalos~ dokazat~.

Dokazatel~stvo obratnogo utverßdeniØ. Rassmotrim funk-

ci¸ f, udovletvorØ¸wu¸ vsem usloviØm teoremy:

1) f – ∑ |k|6N^{fk → 0} v smysle teorii raspredeleniæ;

2) f_k = ∑ j g^k_j ;

3) g^k_j sosredotoqeny na intervalah I_j (k);

4) intervaly I_j(k) ime¸t koneqnu¸ kratnost~ pereseqeniØ; 5) ‖g^k_j ‖_2 6 2^k|I_j(k)|^12 , ∫ g^k_j = 0;

6) A = ( ∑ k 2^{kq} | | ⋃ j I_j (k) | |^q )^{1q} < ∞.

Neobhodimo dokazat~, qto funkciØ f leßit v prostranstve

H^{1,q} i vypolnØetsØ sledu¸waØ ocenka dlØ normy: ‖f‖_{1,q} 6 CA. Zafiksiruem parametr λ i rassmotrim dve vspomogatel~nye funkcii u = ∑ 2^k6λ f_k, u = ∑ 2^k>λ f_k.

158 D. V. PARILOV

Voz~mem vspomogatel~nu¸ kusoqno-postoØnnu¸ funkci¸ φ na

R+, prinima¸wu¸ znaqenie^∑_j |Ij(k)| na intervale [2^k, 2^{k+1}). Po

opredeleni¸ funkciæ f_k vypolnØetsØ sledu¸waØ ocenka na normu v L^2: ‖u‖^2 6 C ∑ 2^k6λ

2^k ( ∑ j |I_j (k)| ) 1_2 6 C^′ 2λ∫ 0 φ(τ )^{12} dτ.

Pokaßem, qto funkciØ v prinadleßit prostranstvu H^p, p < 1, gde pokazatel~ p dostatoqno blizok k edinice. Formula dlØ v posle normirovki prevrawaetsØ v razloßenie funkcii v na

(p, 2)-atomy [2^{−k}|I_j(k)|^{− 1p} g^k_j ]: v = ∑ 2^k>λ ∑ j 2^k|I_j(k)|^{1p} [2^{−k}|I_j(k)|^{−1p}g^k_j ]

Togda verna sledu¸waØ ocenka dlØ normy: ‖v‖_Hp 6 C ( ∑ 2^k>λ 2^{kp} ∑ j |I_j(k)| ) 1_p

6 C^{′(}

∞∫ λ τ^{p−1}φ(τ )dτ ) 1_p . Ocenim normu funkcii f v prostranstve H^{1,q} (faktiqeski my povtorØem vykladki iz dokazatel~stva neravenstva Hardi): ∞∫ 0 λ^{q−1}|{P_{∇,2}f > λ}|^qdλ

6 C

∞∫ 0 λ^{q−1} [ λ^{−2} (^{2λ}∫ 0 φ(τ )^{12} dτ

)_2 + λ^{−p} ∞∫ λ τ^{p−1}φ(τ )dτ ]_q dτ. Zamenim q-¸ stepen~ summy pod integralom summoæ q-h stepeneæ slagaemyh, a zatem ocenim kaßdoe iz poluqivxihsØ slagaemyh po otdel~nosti. Naqnem s pervogo: ∞∫ 0 λ^{−q−1} (^{2λ}∫ 0 φ(τ )^{12} dτ )_{2q} dλ 6 c ∞∫ 0 λ^{q−1} (^1∫ 0 φ(2λξ)^{12} dξ )_{2q} dλ

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 159

6 c^(

1∫ 0 (^∞∫ 0 λ^{q−1}φ(2λξ)^qdλ ) 1_{2q} dξ )_{2q} . PoslednØØ ocenka poluqena iz ocenki normy integrala integralom ot normy. Dalee, c (^1∫ 0 (^∞∫ 0 λ^{q−1}φ(2λξ)^q dλ ) 1_{2q} dξ )_{2q}

6 c^(

1∫ 0 (^∞∫ 0 φ(s)^q ( s 2ξ )_{q−1} 1 2ξ ds ) 1_{2q} dξ )_{2q}

6 c^(

1∫ 0 ξ^{− 12} dξ )_{2q}^∞∫ 0 φ(s)^q s^{q−1}ds ≍ c^′ ∑ k∈Z^{2kqφ(2k)q ≍ c · A.} Takim obrazom, ‖u‖_{1,q} 6 c · A.

Ocenim vtoroe slagaemoe: ∞∫ 0 λ^{q−1−pq} (^∞∫ λ τ^{p−1}φ(τ )dτ )_q dλ 6 c ∞∫ 0 λ^{q−1} (^∞∫ 1 φ(λξ)ξ^{p−1}dξ )_q dλ

6 c^(

∞∫ 1 (^∞∫ 0 (φ(λξ)ξ^{p−1})^q λ^{q−1}dλ ) 1_q dξ )_q . V posledneæ ocenke my vnov~ ocenim normu integrala: c (^∞∫ 1 (^∞∫ 0 (φ(λξ)ξ^{p−1})^q λ^{q−1}dλ ) 1_q dξ )_q

= c (^∞∫ 1 (^∞∫ 0 φ(s)^q ξ^{(p−1)q} ( s ξ )_{q−1} 1 ξ ds ) 1_q dξ )_q

= c (^∞∫ 1 ξ^{p−2}dξ )_q(^∞∫ 0 φ(s)^q s^{q−1}ds ) ≍ c ∑ k∈Z^{2kqφ(2k)q ≍ c · A.} Takim obrazom, v ∈ H^{1,q} i ‖v‖_{1,q} 6 cA, a znaqit iskomaØ funkciØ f leßit v prostranstve H^{1,q} i vypolnØetsØ neobhodimaØ ocenka na normu. �

160 D. V. PARILOV

2. Teorema Marcinkeviqa

Teorema Marcinkeviqa – vaßnyæ rezul~tat garmoniqeskogo analiza. Privedem ee klassiqesku¸ formulirovku v odnomernom sluqae.

Teorema Marcinkeviqa. Pust~ m – funkciØ na R, udovletvorØ-

¸waØ sledu¸wim usloviØm:

1) ‖m‖_∞ 6 c; 2) ∫ I |m^′| 6 c dlØ l¸bogo diadiqeskogo intervala I.

Togda operator T_m, zadannyæ ravenstvom (T f)^∧ = mf̂ , otobraßaet prostranstvo L^p v prostranstvo L^p pri p > 1.

Formulirovka teoremy Marcinkeviqa v mnogomernom sluqae vyglØdit bolee gromozdkoæ (sm. [5]).

Esli pokazatel~ p raven 1, skazat~ qto-to opredelennoe pro deæstvie operatora dostatoqno trudno daße v odnomernom sluqae. DlØ mnogih peremennyh situaciØ ewe bolee osloßnØetsØ tem, qto deæstvie operatora predstavlØet soboæ nekotoru¸ kombinaci¸ singulØrnyh integral~nyh operatorov po razliqnym peremennym. HotØ v razmernosti 1 v dokazatel~stve vstreqa- ¸tsØ lix~ odnokratnye singulØrnye integraly, ih final~naØ kombinaciØ uße takovym ne ØvlØetsØ, i pofftomu ograniqennost~ mul~tiplikatora poluqaetsØ lix~ pri p > 1 (net, voobwe govorØ, daße slabogo tipa (1, 1)). Odnako, v razmernosti 1 vse ße nekotoru¸ informaci¸ v sluqae p = 1 moßno poluqit~ – imenno fftomu i posvØwen nastoØwiæ paragraf. Pohoßie utverßdeniØ vstreqalis~ v literature, odnako, veroØtno, v vide, sformulirovannom niße, rezul~tat poluqen vpervye. V dokazatel~stve primenØ¸tsØ vewestvennye metody. Pri dokazatel~- stve dlØ prostoty my ograniqivaemsØ operatorami (T_mf)^∧ = mf̂ i supp(m) ⊂ R^+. Podobnyæ rezul~tat dlØ vseæ prØmoæ moßet byt~ sveden k fftomu sluqa¸.

Teorema 2.1. Pust~ m – funkciØ na R^+, udovletvorØ¸waØ uslo-

vi¸ teoremy o mul~tiplikatorah:

1) ‖m‖_∞ 6 c;

2)^2 l+1∫ 2^l

|m^′| 6 c pri vseh l ∈ Z.

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 161 Togda operator T_m, zadannyæ ravenstvom (T f)^∧ = mf̂ , otobraßaet prostranstvo H^1(R) v prostranstvo H^{1,∞}(R).

Plan dokazatel~stva

1. Rassmotrim funkci¸ f ∈ H^1(R) i nabor funkciæ φ_k, udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm:

(a) ^φ_0 ∈ C^∞;

(b) ^φ_k(ξ) = ^φ_0(2^{−k}ξ); (c) ∑ k∈Z^{^φk = 1;} (d) supp ^φ_k ⊂ [2^{k−1}, 2^{k+1}].

Togda posledovatel~nost~ {f ∗ φ_k}^∞_{k=−∞} = {T_{bφkf} } leßit v prostranstve H^1(R, l^2).

2. Rassmotrim funkci¸ m, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ teoremy Marcinkeviqa o mul~tiplikatorah:

(a) ‖m‖_∞ 6 C,

(b)^2 l+1∫ 2^l |m^′| 6 c, l ∈ Z. Operator T_m estestvennym obrazom deæstvuet na funkcii u =

{u_k}, leßawie v H^1(R, l^2) i udovletvorØ¸wie uslovi¸ supp û_k ⊂ [2^{k−1}, 2^{k+1}): T_m{u_k} = {T_mu_k}. Togda T_m perevodit kaßdu¸ taku¸ funkci¸ v prostranstve

H^{1,∞}(R, l^2).

3. Rassmotrim operator S, zadavaemyæ sledu¸wim ravenstvom:

S(g_k) = ∑ g_k ∗ ψ_k, gde funkcii ψ_k udovletvorØ¸t usloviØm (a) i (b), supp ψ̂_k ⊂

[2^{k−2}, 2^{k+2}], a ψ̂_k|_{[2}k�1_{,2}k+1_] ≡ 1.

Togda operator S deæstvuet iz prostranstva H^{1,∞}(R, l^2) v prostranstve H^{1,∞}(R).

Takim obrazom budet vypolnØt~sØ sledu¸waØ “cepoqka”: f ∈ H^1(R) → {Tb_{φk} f} ∈ H^1(R, l^2) → {T_mTb_{φk} f} ∈ H^{1,∞}(R, l^2) → S{T_mTb_{φk} f} = T_mf ∈ H^{H1,}1(R). (1) Dokazatel~stvo. 1) Dokaßem pervyæ perehod.

162 D. V. PARILOV

Proverim usloviØ teoremy ob l^2-znaqnom singulØrnom operatore dlØ operatora T f = {φ_k ∗ f}^{+∞}_{k=−∞}, dokazannoæ v [1].

Poskol~ku, oqevidnym obrazom, operator T deæstvuet iz

L^2(R) v L^2(l^2, R), nam dostatoqno proverit~ vypolnenie usloviØ D_∞ (sm. [1]) dlØ operatora T_{φk} . V obwem sluqae dlØ svertoq-

nogo operatora s Ødrom K ffto uslovie imeet sledu¸wiæ vid: naædetsØ takoe α > 0, qto ‖K(x − y) − K(x)‖ 6 c |y|^α |x|^{α+1} pri |x| > 2|y|. V naxem sluqae dlØ proverki usloviØ D^∞ dlØ Ødra {φ_k} dostatoqno dokazat~ sledu¸wee neravenstvo: ( ∑ |φ_k(x − y) − φ_k(x)|^2)^{12} 6 c |y|^α |x|^{α+1} pri |x| > 2|y|. Po opredeleni¸ funkciæ φ_k vypolneno sledu¸wee sootnoxenie:

^φ_k(ξ) = ^φ_0(2^{−k}ξ).

Togda

φ_k(x) = +∞∫ −∞ ^φ_k(ξ)e^{iξx}dξ = +∞∫ −∞ ^φ_0(2^{−k}ξ)e^{i(2kx)(2}�^{kξ)}2^kd ξ 2^k

= 2^kφ_0(2^kx).

Po svoæstvam preobrazovaniØ Fur~e dlØ funkcii φ_0(x) verny sledu¸wie ocenki: |φ_0(x)| 6 c, |φ_0(x) − φ_0(x − y)| 6 c|y| (1 + |x|) pri |x| > 2|y| (φ_0 – bystro ubyva¸waØ funkciØ).

Togda dlØ funkciæ φ_k vypolnena sledu¸waØ ocenka pri |x| > 2|y|: |φ_k(x) − φ_k(x − y)| 6 c min { 2^k, 2^{2k}|y| (1 + |2^kx|)^5 }

6 c min^{2^k,^{|y|}_{23k|x|5}^}.

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 163

Naædem naibol~xee celoe qislo k_0, udovletvorØ¸wee neravenstvu

2^{k0} 6 |y| 2^{3k0} |x|^5 . Sledovatel~no, 2^{4k0} 6^{|y|}_{|x|5} , a iz usloviØ maksimal~nosti k_0 my

poluqaem sootnoxenie 2^{k0} ∼^{|y| 14}_{|x|5} 5_4 . Teper~ my moßem ocenit~ kva-

dratiqnu¸ summu pri |x| > |2y|: (_∞∑ k=−∞ |φ_k(x) − φ_k(x − y)|^2 ) 1_2

6 c^{( −∞∑}_{j=0} 2^{2j} +^{( |y|}_{23k0|x|5}^{)2 +∞∑}_{j=0}^1_{26j}^)

1 2

∼ c (( |y|^{14} |x|^{2+ 1}4

)_2(_{+∞}∑ j=0 2^{−2j} + +∞∑ j=0 2^{−6j} )) 1_2

6 c1^{|y| 14}_{|x|1+ 14} .

Takim obrazom pervyæ perehod dokazan.

2) Dokaßem vtoroæ perehod. Pust~ u = {u_k} ∈ H^1(R, l^2), priqem supp û_k ⊂ [2^{k−1}, 2^{k+1}). Neobhodimo dokazat~, qto {T_mu_k}^∞_{k=−∞}

∈ H^{1,∞}(R, l^2) s sootvetstvu¸weæ ocenkoæ normy. Oboznaqiv qe-

rez I_k interval [2^{k−1}, 2^{k+1}], moßem zapisat~

(T_m(u_k))^∧(ξ) = m(ξ)û_k(ξ)

= m(2^{k−1})û_k(ξ) +

2^k+1∫

2^k�1 m^′(τ )χ_{(−∞,ξ]}(τ )û_k(ξ)dτ

= m(2^{k−1})û_k(ξ) +

2^k+1∫

2^k�1

m^′(τ )(T χ_{[τ,+}1_) u_k)^∧(ξ)dτ.

Primenim obratnoe preobrazovanie Fur~e:

T_mu_k = m(2^{k−1})u_k + ∫ R^{χIk m′(τ )Rτ P R−τ ukdτ. (2)} Qerez P zdes~ oboznaqen proektor Rissa, (P h)^∧ = ĥχR_+, a qerez

R_τ – operator umnoßeniØ na e^{iτx}.

164 D. V. PARILOV

Tak kak funkciØ m ograniqena, to vneintegral~nyæ qlen ne vyzyvaet problem. Rassmotrim prostranstvo H, sostoØwee iz funkciæ u(τ, k), udovletvorØ¸wih sledu¸wemu neravenstvu ‖u(τ, k)‖_H = ( ∫ R^∑k^{χIk (τ )|m′(τ )|u(τ, k)|2dτ ) 12 < ∞.} Voz~mem H-znaqnu¸ funkci¸ g(y; τ, k) = e^{−iτy} u_k(y). ˚sno, qto funkciØ g(y; τ, k) leßit v L^1(R; H). Neobhodimo proverit~, qto { ∫ R^{χIk (τ )m′(τ )Rτ P g( · ; τ, k)dτ }+∞−∞ ∈ H1,∞(R, l2). (∗)} Rezul~tat deæstviØ operatora T_m na funkci¸ g(τ, y, t) ØvlØetsØ analitiqeskoæ funkcieæ, a znaqit, sleduØ [1, Glava II, §4], dlØ dokazatel~stva vkl¸qeniØ (∗) dostatoqno proverit~ vypolnenie usloviØ D_1 ravnomerno po t > 0 dlØ Øder K_t(x, y, τ, k) = { χ_{Ik} (τ )m^′(τ )e^{iτ(x+it)} x + it − y }_{+∞} −∞ V obwem sluqae, dlØ operatora s nesvertoqnym Ødrom K(u, v) ffto uslovie imeet sledu¸wiæ vid: ∫ |u−v1|>2|v1−v2| ‖K(u, v_1) − K(u, v_2)‖dx 6 D_1(K) < ∞. V naxem sluqae dlØ proverki usloviØ D_1 po peremennoæ y nado dokazat~, qto ∫ x /∈2I ‖K_t(x, y_1, τ, k) − K_t(x, y_2, τ, k)‖_{L(H,l}2_)dx 6 C pri y_1, y_2 ∈ I. No i deæstvitel~no, ∫ x /∈2I ‖K_t(x, y_1, τ, k) − K_t(x, y_2, τ, k)‖_{L(H,l}2_)dx

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 165 = ∫ x /∈2I ∫ R^{maxk (χIk (τ )|m′(τ )|e−2tr| 1x + it − y1 − 1x + it − y2 |2dτ ) 12 dx} = ∫ x /∈2I | | 1 x + it − y_1 − 1 x + it − y_2 | | max_k ( ∫ I_k e^{−2tτ} |m^′(τ )|dτ ) 1_2 dx 6 C. Takim obrazom provereno uslovie D_1 i dokazan perehod 2.

3) Dokaßem tretiæ perehod.

DlØ fftogo neobhodimo pokazat~, qto operator S deæstvuet iz prostranstva H^{1,∞}(R, l^2) v prostranstvo H^{1,∞}(R). DlØ fftogo vospol~zuemsØ atomnym razloßeniem v prostranstve H^{1,∞}(R), poluqennym v [2]. V sluqae skalØrnyh funkciæ fftot rezul~tat formulirovalsØ v §1.

Esli funkciØ f leßit v prostranstve Re H^{1,∞}, to suwestvuet posledovatel~nost~ ograniqennyh funkciæ {f_k}^{+∞}_{−∞}, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim trebovaniØm

1) v – ∑ |k|6N^{vk → 0} v smysle teorii raspredeleniæ;

2) kaßdaØ funkciØ v_k v svo¸ oqered~ moßet byt~ razloßena

v summu v_k =^∞ ∑ i=1 β_{ki}, gde funkcii β_{ki} udovletvorØ¸t sledu¸wim

trebovaniØm:

(a) funkciØ β_{ki} sosredotoqena na intervale Q_{ki} i intervaly

Q_{ki} ime¸t koneqnu¸ kratnost~ pereseqeniØ; (b) ∫ Q_{ki} β_{ki} = 0;

(c) ‖β_{ki}‖_L1 6 C · 2^k i ∑ i m(Q_{ki}) 6 C_1 · 2^{−k}.

DlØ prostranstva Re H^{1,∞}(R, l^2) imeet mesto analogiqnyæ rezul~tat s tem ße dokazatel~stvom. Pokaßem, qto svertoqnyæ operator T s Ødrom K, udovletvorØ¸wim uslovi¸ D_∞ (sm. perehod 1), deæstvuet iz prostranstva H^{1,∞}(R, l^2) v prostranstve

H^{1,∞}(R). Razob~em funkci¸ v v summu dvuh funkciæ g_0 i g_1:

v = g_0 + g_1 = k0∑ k=−∞ f_k + ∞∑ k=k0 f_k. Dostatoqno pokazat~, qto m{x| |P^∗_{∇,2}T f(x)| > α} 6 c α ‖f‖_H1,1 .

166 D. V. PARILOV

Operator T ograniqenno deæstvuet v prostranstvah L^2 i H^p, gde p < 1 i p dostatoqno blizko k 1 (sm. [1, Gl. III, Teorema 7.9]; v toæ teoreme naloßeny qut~ bolee sil~nye usloviØ na Ødro operatora, odnako sootvetstvu¸wee utverßdenie verno i v naxem sluqae). Takim obrazom, spravedlivy sledu¸wie ocenki:

‖P^∗_{∇,2}T g_0‖_L2 6 C‖g_0‖_H2 , ‖P^∗_{∇,2}T g_1‖_Lp 6 C‖g_1‖_Hp . Ocenim normu funkcii g_0 v prostranstve H^2:

‖g_0‖_H2 6 (_{k0}∑ k=−∞ ∑ i m(Q_{ki}) ) 1_2

6^{( k0∑}_{k=−∞} 2^{k)}

1 2 ≍ 2^{k02} .

Togda {x| |P^∗_{∇,2}T g_0(x)| > α} 6 C · 2^{k0}α^2. Rassmotrim razloßenie funkcii g_1 na (p, ∞)-atomy. DlØ fftogo normiruem funkcii β_{ki}:

‖g_1‖_Lp 6 ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k,i (2^{−k}β_{ki}|Q_{ki}|^{− 1p} )2^k|Q_{ki}|^{1p} ‖ ‖ ‖ ‖ = (_N∑ k=k0 ∑ i 2^{kp}|Q_{ki}| ) 1_p

6^{( N∑}_{k=k0} 2^{k(p−1))}

1 p ≍ 2^{k0 p}�^{1p}

Sledovatel~no, m{| |N T g_1(x)| > α} 6 C · 2^{k0(p−1)}α^{−p}. VzØv 2^{k0} = α, poluqim neravenstvo m{x| |P^∗_{∇,2}T f(x)| > α} 6 c α ‖f‖_H1,1 . � Literatura

1. J. Garcia-Cuerva, J. L. Rubio de Francia, Weighted norm inequalities and related topics. North–Holland (1986).

2. R. Fefferman and F. Soria, The space Weak H^1. — Studia Mathematica 85, No. 1

(1986), 1–16.

3. F. J. Ruiz and J. L. Torrea, Calderón–Zygmund theory for operator-valued kernels.

— Advances in mathematics 62, No. 1 (1986), 1–46.

4. A. Torchinsky, Real-variable methods in harmonic analysis. — Academic Press,

Inc. (1986).

DVE TEOREMY O KLASSAH HARDI�LORENCA H^{1;q} 167 5. I. Steæn, SingulØrnye integraly i differencial~nye svoæstva funkciæ.

Mir, M. (1973).

Parilov D. V. Two theorems on the Hardy–Lorentz classes H^{1,q}. In this paper two main topics are described. First, we obtain atomic decomposition for the spaces H^{1,q}, 1 < q < ∞ (this case has not been considered before). Second, we show that a multiplier that meets the condition of the Marcinkiewicz Theorem, acts from H^1 to H^{(1,∞)}.

Postupilo 16 maØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova