Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

A. S. Kostenko

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII NESAMOSOPR˚ȷENNYH OPERATOROV

1. Vvedenie.

V rabote izuqaetsØ nesamosoprØßennyæ operator

L_S = ( 0 i^d_{dx} i^d_{dm(x)} 0 ) , (1)

poroßdennyæ v gil~bertovom prostranste H = L^2 [0, l⟩ ⊕ L^2_m [0, l⟩ strunoæ S. Strogoe opredelenie operatora L_S privedeno niße.

M. A. Nudel~manom [12] pokazano, qto operator −B_S := iL_S ØvlØetsØ maksimal~nym akkretivnym, i issledovana ego harakteristiqeskaØ funkciØ. Pri fftom issledovanie svoæstv posledneæ bylo svedeno k issledovani¸ svoæstv peredatoqnoæ funkcii konservativnoæ sistemy rasseØniØ s nepreryvnym vremenem, v kotoru¸ operator B_S byl vkl¸qen v kaqestve osnovnogo operatora sistemy. Imenno, v [12] postroena polugruppa Laksa– Fillipsa, sootvetstvu¸waØ neodnorodnoæ strune S, i harakteristiqeskaØ funkciØ θ_BS (·) operatora struny B_S moßet byt~ interpretirovana kak matrica rasseØniØ struny S. S drugoæ storony, soglasno [13] (sm. takße [1, 3]), suwestvuet kanoniqeskaØ biekciØ meßdu konservativnymi sistemami rasseØniØ i unitarnymi polugruppami Laksa–Fillipsa. �to pozvolØet naæti kofffficienty konservativnoæ sistemy rasseØniØ λ_CS, opisyva¸- weæ malye kolebaniØ neodnorodnoæ struny. OkazyvaetsØ, qto osnovnoæ operator poluqennoæ sistemy sovpadaet s operatorom

B_S . V [12] ustanovlena takße vpolne nesamosoprØßennost~ fftoæ

sistemy, to est~ vpolne nesamosoprØßennost~ operatora B_S , i naædena formula, svØzyva¸waØ ego harakteristiqesku¸ funkci¸ s kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti Γ(·) struny S.

Napomnim, qto operator nazyva¸t vpolne nesamosoprØßennym, esli on ne imeet privodØwego podprostranstva, na kotorom induciruetsØ samosoprØßennyæ operator. 115

116 A. S. KOSTENKO

V nastoØweæ rabote my izuqaem operator L_S v ramkah teorii rasxireniæ. A imenno, my rassmatrivaem minimal~nyæ simmetriqeskiæ operator L_0, poroßdennyæ strunoæ S. My nahodim ego indeksy defekta, ukazyvaem graniqnu¸ troæku operatora

L^∗_0 i nahodim sootvetstvu¸wu¸ funkci¸ VeælØ M (·). Okazyva-

etsØ, qto v singulØrnom sluqae M (·) legko vyraßaetsØ qerez kofffficient dinamiqeskoæ podatlivosti struny S. Krome togo, poluqeno prostoe dokazatel~stvo vpolne nesamosoprØßennosti simmetriqeskogo operatora L_0. Operator L_S ØvlØetsØ poqti razreximym rasxireniem operatora L_0 i dlØ nahoßdeniØ ego harakteristiqeskoæ funkcii ispol~zuetsØ formula dlØ harakteristiqeskoæ funkcii poqti razreximyh rasxireniæ simmetriqeskih operatorov, naædennaØ V. A. Derkaqem i M. M. Malamudom (sm. [7, 8]). OkazyvaetsØ, qto pri opredelennom vybore graniqnoæ troæki operatora L^∗_0 , harakteristiqeskaØ funkciØ operatora L_S sovpadaet s harakteristiqeskoæ funkcieæ, naædennoæ M. A. Nudel~manom v [12].

Takße opisany rasxireniØ operatora L_0, ime¸wie skalØrnu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸. Krome togo, vyqislenie harakteristiqeskoæ funkcii svoditsØ k nesloßnoæ qisto tehniqeskoæ procedure.

OboznaqeniØ: H, H – gil~bertovy prostranstva; [H, H] – mnoße-

stvo ograniqennyh lineænyh operatorov iz H v H; [H] := [H, H];

dom(A), ran(A) – oblast~ opredeleniØ i oblast~ znaqeniæ ope-

ratora A; ker(A) = {f ∈ H : Af = 0} – Ødro operatora A;

ρ(A) = {λ ∈ C : ker(A − λ) = {0}, ran(A − λ) = H} – rezol~vent-

noe mnoßestvo operatora A; Im A := (A − A^∗)/2i – mnimaØ qast~ operatora A.

2. Operator LS .

Pust~ na promeßutke [0, l⟩ zadana neubyva¸waØ funkciØ m(·) i m(0) = 0. Takße budem sqitat~, qto x = 0 i x = l – toqki rosta i nepreryvnosti funkcii m(·), to est~ 0 = m(+0) < m(x) <

m(l − 0) = m(l), x ∈ (0, l). Znak “ ⟩ ” oboznaqaet zakryva¸wu¸ kvadratnu¸ skobku, esli L := l+m(l−0) < ∞ (sluqaæ regulØrnoæ struny), i zakryva¸wu¸ kruglu¸ skobku, esli L = ∞ (sluqaæ singulØrnoæ struny).

Ravenstvo g(x) = D_mf(x) := −i df(x) dm(x) , x ∈ [0, l⟩ ,

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 117 oznaqaet, qto

f(x) = f(0) + i x∫ 0 g(t)dm(t), x ∈ [0, l⟩ , gde integral ponimaetsØ v smysle Lebega–Stilt~esa (v sluqae

m(x) = x pixut D_m = D).

Oboznaqim qerez W_m [0, l⟩ gil~bertovo prostranstvo, sosto- Øwee iz kvadratiqno summiruemyh po mere dm funkciæ f ∈

L^2_m [0, l⟩, kotorye ØvlØ¸tsØ absol¸tno nepreryvnymi otnosi-

tel~no mery Lebega i udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ Df ∈ L^2 [0, l⟩, nadelennoe normoæ grafika ‖f‖_Wm = l∫ 0 |f(t)|^2dm(t) + l∫ 0 |Df(t)|^2 dt. Gil~bertovo prostranstvo W^m [0, l⟩ sostoit iz kvadratiqno summiruemyh funkciæ f ∈ L^2 [0, l⟩, kotorye absol¸tno nepreryvny otnositel~no mery dm i udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ D_mf ∈

L^2_m [0, l⟩. Norma opredelØetsØ ravenstvom

‖f‖_W m = l∫ 0 |f(t)|^2dt + l∫ 0 |D_mf(t)|^2dm(t). Funkci¸ m(·) moßno traktovat~ kak funkci¸ raspredeleniØ mass, nasaßennyh na strunu, natØnutu¸ na promeßutke [0, l⟩. SqitaØ silu natØßeniØ ravnoæ 1, poluqa¸t uravnenie malyh kolebaniæ nagrußennoæ struny: ∂^2w(x, t) ∂t^2 = ∂^2w(x, t) ∂x ∂m(x) , x ∈ [0, L⟩ , t ∈ [0, +∞) , (2) gde w – smewenie toqki struny otnositel~no poloßeniØ ravnovesiØ, t – vremØ.

Uravnenie (2) estestvennym obrazom poroßdaet operator (sm., naprimer, [12])

L_S = ( 0 −D −D_m 0 ) , (3)

118 A. S. KOSTENKO deæstvu¸wiæ v gil~bertovom prostranstve H = L^2 [0, l⟩ ⊕ L^2_m [0, l⟩ (dopolnitel~no budem sqitat~, qto fflementy pervogo slagaemogo ortogonal~noæ summy obrawa¸tsØ v konstantu na promeßutkah, svobodnyh ot massy). Oblast~ opredeleniØ operatora L_S sostoit iz vektor-funkciæ f = ( f_1 f_2 ) , f_1 ∈ W^m [0, l⟩ , f_2 ∈ W_m [0, l⟩ , (4)

udovletvorØ¸wih uslovi¸

f_1(0) = f_2(0). (5)

Krome togo, v sluqae regulØrnoæ struny v pravom konce budem razliqat~ dva vida usloviæ:

f_1(l) = 0 libo f_2(l) = 0. (6)

Uslovie (5) interpretiruetsØ kak ediniqnoe trenie (po povodu struny s treniem sm. raboty [2, 10, 15]).

3. Osnovnye svedeniØ iz teorii struny Kreæna.

Napomnim nekotorye opredeleniØ i oboznaqeniØ spektral~- noæ teorii struny Kreæna, sleduØ [9].

Qerez φ(x, λ) oboznaqaetsØ rexenie uravneniØ − d^2u(x) dx dm(x) − λ u(x) = 0, (7)

udovletvorØ¸wee naqal~nym usloviØm

u(0) = 1, u^−(0) = 0.

Zdes~ i v dal~neæxem znak “−” vverhu oznaqaet proizvodnu¸ sleva po x, znak “+” vverhu oznaqaet proizvodnu¸ sprava po x (podrobnosti sm. v [9]).

Qerez ψ(x, λ) oboznaqaetsØ rexenie uravneniØ (7), udovletvorØ¸wee naqal~nym usloviØm

u(0) = 0, u^−(0) = 1.

S regulØrnoæ strunoæ S, opredelØemoæ uravneniem (7) i graniqnym usloviem u(l) = 0 na pravom konce, associiruetsØ funkciØ

Γ(λ) := ψ(l, λ) φ(l, λ) , λ /∈ [0, ∞) , (8)

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 119 nazyvaemaØ kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti struny.

Esli graniqnoe uslovie na pravom konce struny S imeet vid

u^+(l) = 0, to formula (8) perepisyvaetsØ v vide

Γ(λ) := ψ^+ (l, λ) φ^+(l, λ) , λ /∈ [0, +∞) . (9) V sluqae singulØrnoæ struny S dlØ kaßdogo λ ∈ C \ [0, +∞) suwestvuet obwiæ predel

Γ(λ) := lim_{x→l−0} ψ(x, λ) φ(x, λ) = lim x→l−0 ψ^+ (x, λ) φ^+ (x, λ) , λ /∈ [0, +∞) . (10) Funkci¸ Γ(·) nazyva¸t kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti.

Vo vseh pereqislennyh sluqaØh funkciØ Γ(·) prinadleßit klassu Kreæna–Stilt~esa i, znaqit, dopuskaet integral~noe predstavlenie

Γ(λ) = γ + +∞∫ 0 dτ (s) s − λ , λ /∈ [0, +∞) , (11) gde γ ≥ 0, a τ (·) – neubyva¸waØ funkciØ, zadannaØ na promeßutke

[0, +∞) i udovletvorØ¸waØ usloviØm

τ (s) = 1 2 (τ (s + 0) + τ (s − 0)) , τ (0) = 0, +∞∫ 0 dτ (s) 1 + s < +∞. FunkciØ τ (·) nazyvaetsØ glavnoæ spektral~noæ funkcieæ struny S, a poroßdaemaØ e¸ mera Lebega–Stilt~esa dτ (·) – glavnoæ spektral~noæ meroæ struny S.

4. Harakteristiqeskie funkcii poqti razreximyh rasxireniæ simmetriqeskogo operatora.

DlØ izuqeniØ sobstvennyh rasxireniæ simmetriqeskih operatorov my budem pol~zovat~sØ koncepcieæ graniqnyh troek i sootvetstvu¸wih im funkciæ VeælØ. Privedem neobhodimye opredeleniØ i oboznaqeniØ, sleduØ rabote [7].

Pust~ A – simmetriqeskiæ operator s plotnoæ oblast~¸ opredeleniØ dom(A) v gil~bertovom prostranstve H i ravnymi indeksami defekta n_+(A) = n_−(A) (n_±(A) = dim(H ⊖ ran(A ± iI)).

120 A. S. KOSTENKO

Opredelenie 1 ([5]). Sovokupnost~ Π = {H, Γ0, Γ1}, v kotoroæ

H – separabel~noe gil~bertovo prostranstvo, a Γ_0 i Γ_1 – lineænye otobraßeniØ iz dom(A^∗) v H, nazyvaetsØ graniqnoæ troækoæ dlØ A^∗, esli otobraßenie Γ : f → {Γ_1f, Γ_0f} iz dom(A^∗) v H ⊕ H s¸r~ektivno i spravedliva formula Grina

(A^∗f, g) − (f, A^∗g) = (Γ_1f, Γ_0g)_H − (Γ_0f, Γ_1g)_H, f, g ∈ dom(A^∗). (12)

Otmetim, qto graniqnaØ troæka operatora A^∗ opredelØetsØ ne edinstvennym obrazom.

Opredelenie 2 ([7]). Sobstvennoe rasxirenie^~A ⊃ A nazyvaet-

sØ poqti razreximym, esli suwestvu¸t graniqnaØ troæka Π = {H, Γ_0, Γ_1} i operator B ∈ [H] takie, qto dom( ~A) = ker(Γ_1 − BΓ_0).

Pust~ ~A_i := A^∗| ker(Γ_i), i ∈ {0, 1}. Izvestno (sm. [7]), qto ~A_i = ~A_i^∗, i ∈ {0, 1}. Opredelenie 3 ([7]). Operator-funkciØ M (·) : ρ(^~A0) → [H], opre-

delØemaØ ravenstvom

M (λ)Γ_0f_λ = Γ_1f_λ, f_λ ∈ N_λ, λ ∈ ρ(~A_0 ), (13)

nazyvaetsØ funkcieæ VeælØ, sootvetstvu¸weæ graniqnoæ troæke

Π = {H, Γ_0, Γ_1}. Zdes~ N_λ := ker(A^∗ − λI).

Pust~ zadany separabel~nye gil~bertovy prostranstva H,

H^′ i lineænye ograniqennye operatory B ∈ [H], J ∈ [H^′], K ∈ [H^′, H]. Napomnim, sleduØ [4], qto sovokupnost~ Ψ = (B, H; K, J, H^′) nazyva¸t operatornym uzlom ili prosto uzlom,

esli vypolneny sootnoxeniØ

J = J^{−1} = J^∗, KJK^∗ = Im B = (B − B^∗)/2i. (14)

Pust~ A_B := A^∗| ker(Γ_1 − BΓ_0) – poqti razreximoe rasxirenie simmetriqeskogo operatora A. Opredelim operator-funkci¸

Γ_0(·), polagaØ Γ_0(λ) := Γ_0|N_λ ∈ [N_λ, H].

Opredelenie 4 ([7]). Pust~ operator B vkl¸qen v uzel Ψ =

(B, H; K, J, H^′). Operator-funkci¸

W (λ) = I + 2iK^∗Γ_0(A^∗_B − λ)^{−1}Γ^∗_0(λ)KJ, λ ∈ ρ(A^∗_B ), (15)

nazyva¸t harakteristiqeskoæ operator-funkcieæ operatora A_B .

Spravedliva sledu¸waØ

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 121

Teorema 1 ([7]). Pust~ Π = {H, Γ0, Γ1} – nekotoraØ graniqnaØ

troæka operatora A^∗, M (·) – sootvetstvu¸waØ funkciØ VeælØ, B ∈ [H] i Ψ = (B, H; K, J, H^′) – operatornyæ uzel. Togda harakteristiqeskaØ operator-funkciØ W (·) operatora A_B imeet vid

W (λ) = I + 2iK^∗(B^∗ − M (λ))^{−1}KJ. (16)

Zameqanie 1 ([7]). Esli ker(Im B) = {0}, to pri nadleßawem

vybore uzla Ψ harakteristiqeskaØ funkciØ operatora A_B imeet vid W (λ) = (B − M (λ))(B^∗ − M (λ))^{−1}. (17)

5. Vpolne nesamosoprØßennost~ operatora L0.

Rassmotrim v gil~bertovom prostranstve H = L^2 [0, l⟩ ⊕

L^2_m [0, l⟩ zamknutyæ simmetriqeskiæ operator

L_0 = ( 0 −D −D_m 0 ) (18)

s oblast~¸ opredeleniØ

dom(L_0) = {f ∈ W^m [0, l⟩ ⊕ W_m [0, l⟩ : f(0) = f(l) = 0}

v sluqae regulØrnoæ struny, i s oblast~¸

dom(L_0) = {f ∈ W^m [0, l⟩ ⊕ W_m [0, l⟩ : f(0) = 0}

v sluqae singulØrnoæ.

Teorema 2. Operator L0 vida (18) ØvlØetsØ prostym simmetri-

qeskim operatorom. Pri fftom n_±(L_0) = 2, esli struna regulØrna, i n_±(L_0) = 1, esli ona singulØrna.

Dokazatel~stvo. (i) Pust~ f ∈ Nλ(L0) – defektnyæ vektor ope-

ratora L_0, to est~

L^∗_0 ( f_1(x) f_2(x) ) = λ ( f_1(x) f_2(x) ) , f = ( f_1 f_2 ) ∈ dom(L^∗_0 ). (19)

SleduØ [6] (sm. takße [2, str. 456–458]), rassmotrim otobraßenie S : [0, l⟩ → [0, L⟩, polagaØ

s(x) = x + m(x). (20)

Tak kak s(x) strogo vozrasta¸waØ funkciØ, to sootnoxenie (20) pozvolØet opredelit~ neubyva¸wu¸ obratnu¸ funkci¸ x = x[s],

122 A. S. KOSTENKO sqitaØ ee dlØ vseh s iz intervala x_0 + m(x_0 − 0) < s < x_0 + m(x_0 + 0) ravnoæ x_0. Dalee, funkcii x[s] i m[s] := m(x(s)) absol¸tno nepreryvny otnositel~no peremennoæ s i ih proizvodnye

h_1(s) := dx[s] ds , h_2(s) := dm[s] ds (21)

neotricatel~ny i udovletvorØ¸t poqti vs¸du na [0, L⟩ uslovi¸

h_1(s) + h_2(s) = 1, h_i(s) ≥ 0. (22)

Zamena y(s) = ( y_1(s) y_2(s) ) := f(x[s]) = ( f_1(x[s]) f_2(x[s]) ) (23)

privodit sistemu (19) k kanoniqeskomu vidu

Jy^′(s) = λH(s)y(s), s ∈ [0, L⟩ ; y(0) = y(L) = 0, (24)

(v singulØrnom sluqae y(0) = 0), gde J = ( 0 i i 0 ) , H(s) = ( h_1(s) 0 0 h_2(s) ) . Krome togo, pri dannom preobrazovanii indeksy defekta operatora L_0 sovpada¸t s formal~nymi indeksami defekta sistemy (24) (sm. [16, s. 577]). Iz usloviØ (22) i absol¸tnoæ nepreryvnosti funkciæ x[s] i m[s] sleduet, qto sistema (24) ØvlØetsØ opredelennoæ, pofftomu, soglasno [16 (Predloßenie 2.19)], formal~- nye indeksy defekta sovpada¸t s indeksami defekta sistemy (24). Takim obrazom, indeksy defekta operatora L_0 sovpada¸t s indeksami defekta sistemy (24).

Soglasno [9], v regulØrnom sluqae n_±(L_0) = 2. Rassmotrim singulØrnyæ sluqaæ. Tak kak trH(s) = 1, to, soglasno teoreme de Branßa–Kaca–Kreæna [9] (sm. takße [16], gde soderßitsØ suwestvennoe obobwenie fftoæ teoremy), sistema (24) imeet indeksy defekta (1, 1), a znaqit, i n_±(L_0) = 1.

(ii) Dokaßem vpolne nesamosoprØßennost~ operatora L_0. Pred-

poloßim protivnoe. Togda imeet mesto razloßenie prostranstva H = H_1 ⊕ H_2, otnositel~no kotorogo L_0 = C_1 ⊕ C_2, i pri fftom

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 123

C_1 = C^∗_1 , a C_2 – vpolne nesamosoprØßennyæ simmetriqeskiæ ope-

rator. Sledovatel~no, operator L^2_0 induciruet v H_1 samosoprØßennyæ operator C^2_1 . Zametim, qto

L^2_0 = ( DD_m 0 0 D_mD ) , dom(L^2_0) = {f ∈ L^2 [0, l⟩ ⊕ L^2_m [0, l⟩ : f ∈ dom(L_0), L_0f ∈ dom(L_0)}.

Pokaßem, qto operator L^2_0 ØvlØetsØ ortogonal~noæ summoæ dvuh simmetriqeskih operatorov, kaßdyæ iz kotoryh vpolne nesamosoprØßen. OgraniqimsØ singulØrnym sluqaem (v regulØrnom sluqae rassußdeniØ analogiqny). Rassmotrim v L^2 [0, l⟩ samosoprØßennyæ operator s usloviem Neæmana v levom konce L_N f = − d^2f dxdm(x) , dom(L_N ) = {f ∈ L^2 [0, l⟩ : f ∈ W^m [0, l⟩ , Df ∈ W_m [0, l⟩ , (Df)(0) = 0}.

Rassmotrim obobwennoe preobrazovanie Fur~e U : f → F , gde

f ∈ L^2 [0, l⟩, a

F (λ) = (U f)(λ) := l∫ 0 f(x)φ(x, λ)dx. Izvestno (sm. teoremu 10.1, a takße “Osnovnu¸ teoremu” v regulØrnom sluqae ob ortogonal~nosti spektral~nyh funkciæ struny v [9]), qto U izometriqeski otobraßaet L^2 [0, l⟩ na L^2_{dτ} [0, +∞⟩. Pri fftom operator L_N perehodit v operator umnoßeniØ (A_{dτ} F )(λ) := λF (λ),

dom(A_{dτ} ) = {F ∈ L^2_{dτ} [0, +∞⟩ : +∞∫ 0 |λF (λ)|^2dτ (λ) < ∞}. Zametim, qto obratnoe preobrazovanie zadaetsØ tem ße Ødrom

φ(x, λ). ProstaØ proverka pokazyvaet, qto graniqnoe uslovie f(0) = 0 pri otobraßenii U perehodit v uslovie +∞∫ 0 F (λ)dτ (λ) = 0.

124 A. S. KOSTENKO Sledovatel~no, simmetriqeskiæ operator

L^0_N f = − d^2f dxdm(x) , dom(L_N ) = {f ∈ L^2 [0, l⟩ : f ∈ W^m [0, l⟩ , Df ∈ W_m [0, l⟩ , f(0) = (Df)(0) = 0}, unitarno ffkvivalenten operatoru

(A^0_{dτ} F )(λ) := λF (λ),

dom(A^0_{dτ} ) = { F ∈ L^2_{dτ} [0, +∞⟩ : +∞∫ 0 |λF (λ)|^2dτ (λ) < ∞, +∞∫ 0 F (λ)dτ (λ) = 0 } . Operator A^0_{dτ} (sm. [11]) – model~ simmetriqeskogo operatora s indeksami (1,1), i, soglasno [11], on vpolne nesamosoprØßen. Iz unitarnoæ ffkvivalentnosti vytekaet vpolne nesamosoprØßennost~ operatora L^0_N .

Analogiqnym obrazom moßno pokazat~, qto simmetriqeskiæ operator, poroßdaemyæ differencial~nym vyraßeniem D_mD v

L^2_m [0, l⟩, takße ØvlØetsØ vpolne nesamosoprØßennym. Sledova-

tel~no, operator L^2_0 vpolne nesamosoprØßen.

Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet vpolne nesamosoprØßennost~ operatora L_0. �

Zameqanie 2. Tak kak v singulØrnom sluqae indeksy defekta

sistemy (24) minimal~ny, to suwestvuet predel lim s→+∞ y^∗(s)Jy(s) = 0. Sledovatel~no, iz (23) dlØ vseh f ∈ dom(L^∗_0 ) vytekaet suwestvovanie predela lim x→l−0 f^∗(x)Jf(x) = 0, f ∈ dom(L^∗_0). (25)

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 125

Sledstvie 1. Operator LS ØvlØetsØ vpolne nesamosoprØßen-

nym.

Dokazatel~stvo. Vpolne nesamosoprØßennost~ operatora LS

vytekaet iz vpolne nesamosoprØßennosti operatora L_0. Deæstvitel~no, v sluqae singulØrnoæ struny, kak pokazano vyxe, operator L_S ØvlØetsØ odnomernym kvaziffrmitovym rasxireniem vpolne nesamosoprØßennogo simmetriqeskogo operatora L_0 i, znaqit, ØvlØetsØ vpolne nesamosoprØßennym.

V sluqae regulØrnoæ struny operator L_S takße ØvlØetsØ odnomernym rasxireniem nekotorogo vpolne nesamosoprØßennogo simmetriqeskogo operatora. Naprimer, dlØ struny S s graniqnym usloviem v pravom konce f_2(l) = 0 rassmotrim operator L = ( 0 −D −D_m 0 ) , (26)

s oblast~¸ opredeleniØ

dom(L) = {f ∈ W^m [0, l⟩ ⊕ W_m [0, l⟩ : f_1(0) = f_2(0) = f_2(l) = 0}.

Oqevidno (sm. teoremu 2), qto L ØvlØetsØ simmetriqeskim operatorom, priqem n_±(L) = 1. Vpolne nesamosoprØßennost~ operatora L ustanavlivaetsØ analogiqno dokazatel~stvu vpolne nesamosoprØßennosti operatora L_0. Krome togo, L_S ØvlØetsØ odnomernym kvaziffrmitovym rasxireniem operatora L i, sledovatel~no, ØvlØetsØ vpolne nesamosoprØßennym.

Pokaßem, qto odnomernoe kvaziffrmitovo rasxirenie ~A vpolne nesamosoprØßennogo simmetriqeskogo operatora A budet vpolne nesamosoprØßennym operatorom. Soglasno pervoæ formule Neæmana, imeem

dom( ~A) = dom(A) u span{ ~f}, ~f ∈ N_i u N_{−i}, (27)

k tomu ße ( ~A ~f , ~f) = (A^∗ ~f , ~f) ≠ ( ~f , A^∗ ~f ) = ( ~f , ~A ~f ). (28) Predpoloßim, qto H_1 ⊂ H privodØwee podprostranstvo operatora ~A, v kotorom ~A induciruet samosoprØßennyæ operator

A_1 = A^∗_1 := ~A|H_1 . Iz (27) i (28) s oqevidnost~¸ vytekaet, qto

126 A. S. KOSTENKO

PH1^{dom(} ~A^) ⊂^{dom(}A^) (zdes~ PH1 – ortoproektor v H na podprostranstvo H_1). Sledovatel~no,

A_1 = ~A|H_1 = A|H_1 ,

a ffto protivoreqit vpolne nesamosoprØßennosti operatora A.�

Zameqanie 3. Znaqitel~no bolee sloßnoe dokazatel~stvo vpol-

ne nesamosoprØßennosti operatora L_S poluqeno v [12]. Imenno, dokazatel~stvo vpolne neunitarnosti polugruppy V_S (t), poroßdennoæ operatorom struny B_S = −iL_S , osnovano na analize povedeniØ rezol~venty operatora B_S .

V svo¸ oqered~, vpolne nesamosoprØßennost~ simmetriqeskogo operatora L_0 vytekaet iz rezul~tatov raboty [12], tak kak L_0 ØvlØetsØ sußeniem vpolne nesamosoprØßennogo operatora L_S na oblast~ dom(L_0).

Zameqanie 4. Stoit ewe otmetit~, qto vse rezul~taty fftogo

punkta budut verny i pri samyh obwih predpoloßeniØh na funkci¸ raspredeleniØ mass m(·). A imenno, moßno sqitat~, qto m(·) – neubyva¸waØ funkciØ na [0, l⟩ takaØ, qto m(0) = 0. Odnako pri fftom minimal~nyæ simmetriqeskiæ operator L_0 ne obØzan byt~ plotno zadannym (tak budet, naprimer, esli m_0 = m(+0)−m(0) > 0, tak kak v fftom sluqae funkcional δ : f → f(0) ograniqen v L^2_m [0, l⟩). Togda L^∗_0 uße budet lineænym otnoxeniem, oblast~ opredeleniØ kotorogo sostoit iz tak nazyvaemyh “prodlennyh funkciæ” (sm. [9]).

6. HarakteristiqeskaØ funkciØ operatora LS .

HarakteristiqeskaØ funkciØ W (·) poqti razreximogo rasxireniØ ~A vpolne nesamosoprØßennogo simmetriqeskogo operatora A, opredelØemaØ sootnoxeniem (15), zavisit ot vybora graniqnoæ troæki Π operatora A^∗, a takße ot sposoba vkl¸qeniØ graniqnogo operatora B v uzel φ. Odnako, W (·) opredelØetsØ edinstvennym obrazom s toqnost~¸ do J-unitarnyh mnoßiteleæ (sm. [7]).

OkazyvaetsØ, qto pri opredelennom vybore graniqnoæ troæki operatora L^∗_0 , harakteristiqeskaØ funkciØ operatora struny L_S sovpadaet s funkcieæ, naædennoæ M. A. Nudel~manom v [12].

Teorema 3. Pust~ S – singulØrnaØ struna, Γ(·) – kofffficient

dinamiqeskoæ podatlivosti struny S, i L_S – operator vida (3)– (5). Togda:

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 127 1) sovokupnost~ Π = {C , Γ_0 , Γ_1}, v kotoroæ

Γ_1f = f_2(0), Γ_0f = if_1(0) (Γ_i : dom(L^∗_0) → C , i ∈ {0, 1}), (29)

obrazuet graniqnu¸ troæku operatora L^∗_0 ; 2) M (λ) = − 1 λΓ(λ^2) – funkciØ VeælØ, sootvetstvu¸waØ graniqnoæ troæke Π;

3) odna iz harakteristiqeskih funkciæ operatora L_S imeet vid

W (λ) =

1 − iλΓ(λ^2 ) 1 + iλΓ(λ^2 )

. (30)

Dokazatel~stvo. 1) V singulØrnom sluqae, soglasno teoreme 2,

n_±(L_0) = 1 i imeet mesto formula (25). Sledovatel~no, formula

Grina (12) prinimaet vid

(L^∗_0f, g) − (f, L^∗_0 g) = −i(f_1 (0)g_2(0) + f_2(0)g_1(0)).

Takim obrazom, sovokupnost~

H = C , Γ1f = f2(0), Γ0f = if1(0) (31)

opredelØet graniqnu¸ troæku operatora L^∗_0.

2) Pust~ f(x, λ) = ( f_1(x, λ) f_2(x, λ) ) ∈ Nλ(L0), to est~ L^∗_0 f − λf = 0, i

f ∈ dom(L^∗_0). Togda funkcii f_1 i f_2 udovletvorØ¸t usloviØm − d^2f_1(x, λ) dxdm(x) = λ^2f_1(x, λ), f_2(x, λ) = i λ df_1(x, λ) dm(x) . (32)

Iz (25) i poslednego ravenstva dlØ f(x, λ) ∈ N_λ imeem lim x→l−0 f_1(x, λ) · df_1(x, λ) dm(x) = 0. (33)

Funkcii φ(x, λ) i ψ(x, λ) ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi rexeniØmi uravneniØ (7), pofftomu, uqityvaØ sootnoxeniØ (7) i (32)–(33), poluqaem f(x, λ) = ( ψ(x, λ^2) − Γ(λ^2)φ(x, λ^2) i(ψ^′_m(x, λ^2) − Γ(λ^2)φ^′_m(x, λ^2))/λ ) . (34)

128 A. S. KOSTENKO Dalee, soglasno (29), nahodim

Γ_1f(x, λ) = i λ , Γ_0f(x, λ) = −iΓ(λ^2).

Sledovatel~no, funkciØ VeælØ, sootvetstvu¸waØ graniqnoæ troæke (29), opredelØetsØ ravenstvom M (λ) = − 1 λΓ(λ^2 )

. (35)

3) PolagaØ B = −i, opredelim poqti razreximoe rasxirenie

L_B operatora L_0: dom(L_B ) := ker(Γ_1 − BΓ_0). Legko videt~, qto dom(L_S ) = dom(L_B ) = {f ∈ dom(L^∗_0) : f_1(0) = f_2(0)}. (36)

Tak kak Im B = (B − B^∗)/2i = −1 = K(−1)K^∗, gde K = 1, to, uqityvaØ vid funkcii VeælØ M (·), nahodim po formule (16) harakteristiqesku¸ funkci¸ operatora L_S :

W (λ) = 1 − 2i ( i + 1 λΓ(λ^2) )_{−1} =

= 1 − 2i λΓ(λ^2) i + λΓ(λ^2) = 1 − iλΓ(λ^2) 1 + iλΓ(λ^2) . (37) � Zameqanie 5. Otmetim, qto v singulØrnom sluqae nesamosoprØ-

ßennye poqti razreximye rasxireniØ operatora L_0 ime¸t vid

L_B = ( 0 −D −D_m 0 ) , dom(L_B ) = {f ∈ W^m [0, l⟩ ⊕ W_m [0, l⟩ : Γ_1f = BΓ_0f},

gde B = a + ib ∈ C \ R, a graniqnaØ troæka Π = {C , Γ_0 , Γ_1} opredelena sootnoxeniØmi (29). Takim obrazom, graniqnoe uslovie v levom konce dlØ operatora L_B imeet vid

f_2(0) + (b − ia)f_1(0) = 0, b ≠ 0, a ∈ R.

Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto harakteristiqeskaØ funkciØ rasxireniØ L_B opredelØetsØ sledu¸wim obrazom:

W_B (λ) =

1 + (a + ib)λΓ(λ^2) 1 + (a − ib)λΓ(λ^2) . Rassmotrim teper~ regulØrnyæ sluqaæ.

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 129

Teorema 4. Pust~ S – regulØrnaØ struna, Γ(·) – ee kofffficient

dinamiqeskoæ podatlivosti, L_S – operator vida (3)–(6) i L_0 – sootvetstvu¸wiæ simmetriqeskiæ operator. Togda:

1) sovokupnost~ Π_1 = {C^2 , Γ_0, Γ_1}, v kotoroæ Γ_i : dom(L^∗_0) →

C^2 , i ∈ {0, 1},

Γ_1f = col(−f_1(l), f_2(0)), Γ_0f = col(if_2(l), if_1(0)), (38)

obrazuet graniqnu¸ troæku operatora L^∗_0 ;

2) sovokupnost~ Π_2 = {C^2 , Γ_0, Γ_1}, v kotoroæ Γ_i : dom(L^∗_0) →

C^2 , i ∈ {0, 1},

Γ_1f = col(if_2(l), f_2(0)), Γ_0f = col(f_1(l), if_1(0)), (39)

takße obrazuet graniqnu¸ troæku operatora L^∗_0 ;

3) odna iz harakteristiqeskih funkciæ operatora L_S imeet vid

W (λ) =

1 − iλΓ(λ^2 ) 1 + iλΓ(λ^2 )

. (40)

Dokazatel~stvo. (i) V regulØrnom sluqae formula Grina (12)

prinimaet vid

(L^∗_0f, g) − (f, L^∗_0 g) =

= −i(f_1(0)g_2(0) + f_2(0)g_1(0)) + i(f_1(l)g_2(l) + f_2(l)g_1(l)). (41)

Takim obrazom dokazatel~stvo punktov (1) i (2) vytekaet iz (41) i nesloßnyh vyqisleniæ.

(ii) Rassmotrim regulØrnu¸ strunu s usloviem v pravom kon-

ce vida f_1(l) = 0. VybiraØ Π_1 vida (38) v kaqestve graniqnoæ troæki i polagaØ B_1 = ( 0 0 0 −i ) , poluqim

dom(L_S ) = dom(L_{B1} ) = {f ∈ dom(L^∗) : Γ_1f = B_1Γ_0f}. (42)

Soglasno (32), vektor-funkciØ f(x, λ) ∈ dom(L^∗_0 ) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ L^∗_0y(x) − λy(x) = 0, to est~ f ∈ N_λ(L_0), v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ona imeet vid f(x, λ) = ( c_1ψ(x, λ^2) + c_2φ(x, λ^2) i(c_1ψ^′_m(x, λ^2) + c_2φ^′_m(x, λ^2))/λ ) , c_1, c_2 ∈ C . (43)

130 A. S. KOSTENKO Pust~ M (·) = ( M_{11}(·) M_{12}(·) M_{21}(·) M_{22}(·) ) – matriqnoe predstavlenie funkcii VeælØ, sootvetstvu¸weæ graniqnoæ troæke Π_1. Togda iz (38) i (43) nahodim

Γ_1f(x, λ) = ( −c_1ψ(l, λ^2) − c_2φ(l, λ^2) ic_1/λ ) , Γ_0f(x, λ) = ( −(c_1ψ^′_m(l, λ^2) + c_2φ^′_m(l, λ^2))/λ ic_2 ) ; i dlØ opredeleniØ fflementov M_{ij} (·) matricy M (·) my poluqaem sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ

−c_1ψ(l, λ^2) − c_2φ(l, λ^2) = =^{−M11(λ)}_λ ( c_1ψ^′_m(l, λ^2) + c_2φ^′_m(l, λ^2) ) + M_{12}(λ)ic_2, ic_1 λ = −M_{21}(λ) λ ( c_1ψ^′_m(l, λ^2) + c_2φ^′_m(l, λ^2) ) + M_{22}(λ)ic_2

(44)

Posle fflementarnyh preobrazovaniæ ona primet vid

c_1(−ψ(l, λ^2) + 1 λ M_{11}(λ)ψ^′_m(l, λ^2)) = = c_2(φ(l, λ^2) −^1_λ M_{11}(λ)φ^′_m (l, λ^2) + iM_{12}(λ)), c_1(^i_λ +^1_λ M_{21}(λ)ψ^′_m(l, λ^2)) = = c_2(−^1_λ M_{21}(λ)φ^′_m(l, λ^2) + iM_{22}(λ))

(45)

Tak kak kofffficienty c_1 i c_2 nezavisimy, to iz (45) prihodim k ravenstvam

M_{11}(λ) = λ ψ(l, λ^2) ψ^′_m(l, λ^2)

, M_{21}(λ) = −i ψ^′_m(l, λ^2) , M_{22}(λ) = − 1 λ φ^′_m(l, λ^2) ψ^′_m(l, λ^2) , (46)

M_{12}(λ) = iφ(l, λ^2) − i ψ(l, λ^2) ψ^′_m(l, λ^2) φ^′_m(l, λ^2) = i ψ^′_m(l, λ^2)

. (47)

Vkl¸qim operator B_1 v operatornyæ uzel Ψ = (B_1, H; K, J, E). Tak kak mnimaØ qast~ Im B_1 = ( 0 0 0 −1 ) vyroßdena, to poloßim

H = C^2 , E = C ; J = −1, K = ( 0 1 ) : C^2 → C , K^∗ = (0, 1).^{(48)}

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 131 Uslovie uzla Im B_1 = KJK^∗ imeet vid ( 0 0 0 −1 ) = ( 0 1 ) · (−1) · (0, 1).

Teper~, soglasno teoreme 1 (sm. (16)), nahodim harakteristiqesku¸ funkci¸ poqti razreximogo rasxireniØ L_S operatora L_0:

W (λ) = I + 2iK^∗(B^∗_1 − M (λ))^{−1}KJ = 1 − 2i

−M_{11}(λ) det(B^∗_1 − M (λ))

. (49)

S uqetom formul (46) i (47), posle nesloßnyh vyqisleniæ nahodim

W (λ) = φ(l, λ^2) − iλψ(l, λ^2 ) φ(l, λ^2) + iλψ(l, λ^2 ) = 1 − iλΓ(λ^2) 1 + iλΓ(λ^2)

. (50)

(iii) Pust~ teper~ LS operator regulØrnoæ struny S s kraevym

usloviem f_2(l) = 0. V fftom sluqae

dom(L_S ) = dom(L_{B2} ) = {f ∈ dom(L^∗) : Γ_1f = B_2Γ_0f}, (51)

gde B_2 = B_1 = ( 0 0 0 −i ) , a graniqnaØ troæka Π_2 opredelena sootnoxeniØmi (39).

Tak kak defektnyæ vektor f(x, λ) ∈ N_λ(L^∗_0) imeet vid (43), to iz (39) poluqaem

Γ_0f(x, λ) = ( c_1ψ(l, λ^2) + c_2φ(l, λ^2) ic_2 ) , Γ_1f(x, λ) = (_{−1} λ (c_1ψ^′_m(l, λ^2) + c_2φ^′_m(l, λ^2)) ic_1/λ ) . Dalee, analogiqno rassußdeniØm punkta (ii) nahodim fflementy matricy VeælØ M (·), sootvetstvu¸weæ troæke Π_2:

M_{11}(λ) = − 1 λ ψ^′_m(l, λ^2) ψ(l, λ^2) , M_{12}(λ) = − i λψ(l, λ^2 ) , M_{21}(λ) = i λψ(l, λ^2) , M_{22}(λ) = − φ(l, λ^2) λψ(l, λ^2 ) . (52)

Tak kak B_2 = B_1, to po formule (49) vyqislØem harakteristiqesku¸ funkci¸ operatora L_S struny S. Ona imeet vid

W (λ) = φ^′_m(l, λ^2) − iλψ^′_m(l, λ^2) φ^′_m(l, λ^2) + iλψ^′_m(l, λ^2) = 1 − iλΓ(λ^2) 1 + iλΓ(λ^2)

. (53)

132 A. S. KOSTENKO Teorema dokazana. �

Zameqanie 6. Otmetim, qto formula (30), svØzyva¸waØ harak-

teristiqesku¸ funkci¸ operatora L_S s kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti struny S, ostaetsØ spravedlivoæ dlØ proizvol~nyh raspredeleniæ mass m(·). Krome togo, dlØ takih strun ime¸t mesto analogi teorem 3–4 (osnovnye svedeniØ o graniqnyh troækah i harakteristiqeskih funkciØh poqti razreximyh rasxireniæ neplotno zadannyh simmetriqeskih operatorov soderßatsØ v [8]).

Operator L_S ØvlØetsØ maksimal~nym akkumulØtivnym, tak kak Im B ≤ 0. Krome togo, harakteristiqeskaØ funkciØ W (·) prinimaet vewestvennye znaqeniØ na otricatel~noæ mnimoæ poluosi. M. G. Kreæn pokazal (sm. [9], a takße [14]), qto kaßdaØ SfunkciØ Γ(·) ØvlØetsØ kofffficientom dinamiqeskoæ podatlivosti nekotoroæ struny (regulØrnoæ ili singulØrnoæ). Iz fftogo fakta i vida harakteristiqeskoæ funkcii W (·) operatora L_S M. A. Nudel~man v [12] vyvel sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 2 ([12]). VsØkiæ prostoæ maksimal~nyæ akkumulØ-

tivnyæ operator, ime¸wiæ skalØrnu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸, kotoraØ prinimaet vewestvennye znaqeniØ na mnimoæ otricatel~noæ poluosi (0, −i∞), unitarno ffkvivalenten operatoru struny vida (3)–(6).

Zameqanie 7. Rassmotrim regulØrnyæ sluqaæ. Pust~ B =

(_{b11 b12}

b21 b22 ) ∈ C^{2×2} i B ≠ B^∗. Rassmotrim nesamosoprØßennoe poqti

razreximoe rasxirenie operatora L_0, poroßdaemoe matriceæ B i graniqnoæ troækoæ Π_1 vida (38), libo troækoæ Π_2 vida (39), t.e.

dom(L_B ) = ker(Γ_1 − BΓ_0 ).

Otmetim, qto operator L_B ØvlØetsØ dissipativnym (akkumulØtivnym) togda i tol~ko togda, kogda Im B ≥ 0 (Im B ≤ 0).

Krome togo, operator L_B imeet skalØrnu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸ v toqnosti togda, kogda rank(Im B) = 1.

Rassmotrim, naprimer, operator s nesamosoprØßennym graniqnym usloviem v pravom konce

L̃ = ( 0 −D −D_m 0 ) , dom(L̃) = {f ∈ W^m [0, l⟩ ⊕ W_m [0, l⟩ : f_2(0) = 0, f_1(l) = −f_2(l)}.

STRUNA KRE`NA I HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII 133 V fftom sluqae graniqnye usloviØ mogut byt~ perepisany v vide ( −f_1(l) f_2(0) ) = ( −i 0 0 0 ) ( if_2(l) if_1(0) ) . ˚sno, qto dannyæ operator ØvlØetsØ akkumulØtivnym. Vospol~- zovavxis~ formulami (46) i (47), a takße teoremoæ 1, posle nesloßnyh vyqisleniæ nahodim harakteristiqesku¸ funkci¸ operatora^~L

W_{L̃}(λ) = φ^′_m(l, λ^2) − iλφ(l, λ^2) φ^′_m(l, λ^2) + iλφ(l, λ^2) . Tak kak^~Γ(λ) = φ(l, λ^2)/φ^′_m(l, λ^2) takße ØvlØetsØ nevyroßdennoæ Sfunkcieæ (sm. [9]), to, soglasno poslednemu sledstvi¸, operator L̃ unitarno ffkvivalenten operatoru L_S vida (3)–(6) s nekotorym raspredeleniem mass m̃(·).

Avtor vyraßaet iskrenn¸¸ blagodarnost~ M. M. Malamudu za rukovodstvo rabotoæ i poleznye sovety.

Literatura

1. A. A. AdamØn, D. Z. Arov, Ob unitarnyh scepleniØh poluunitarnyh operatorov. — Mat. issledovaniØ, Kixinev 2 (1966), 3–64.

2. D. Z. Arov, RealizaciØ kanoniqeskoæ sistemy s dissipativnym kraevym usloviem na odnom konce segmenta po kofffficientu dinamiqeskoæ podatlivosti. — Sib. mat. ßurn. 16, No. 3 (1975), 440–463.

3. D. Z. Arov, A. A. Nudelman, Passive linear stationary dynamical scattering sys-

tems with continuous time. — Integr. Equat. Oper. Theory 24, No. 1 (1996), 1–45.

4. M. S. Brodskiæ, Treugol~nye i ßordanovy predstavleniØ lineænyh operatorov. — Nauka, M. (1969).

5. V. I. Gorbaquk, M. L. Gorbaquk, Graniqnye zadaqi dlØ differencial~nooperatornyh uravneniæ. — Naukova dumka, Kiev (1984).

6. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, TeoriØ vol~terrovyh operatorov v gil~bertovom prostranstve i ee priloßeniØ. — Nauka, M. (1967).

7. V. A. Derkaq, M. M. Malamud, Harakteristiqeskie funkcii poqti razreximyh rasxireniæ ffrmitovyh operatorov. — Ukr. mat. ßurn. 44 (1992), 435–459.

8. V. A. Derkaq, M. M. Malamud, Rasxirenie teorii ffrmitovyh operatorov i problema momentov. — Analiz 3, Itogi nauki i tehniki. SeriØ Sovrem. mat. i ee pril. 5, VINITI, M. (1993).

9. I. S. Kac, M. G. Kreæn, O spektral~nyh funkciØh struny. Dopolnenie II k knige F. Atkinsona “Diskretnye i nepreryvnye zadaqi”. — Mir, M. (1968).

134 A. S. KOSTENKO 10. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, O nekotoryh spektral~nyh svoæstvah neodnorodnoæ struny s dissipativnym graniqnym usloviem. — J. Operator

Theory 22 (1989), 369–395.

11. M. M. Malamud, S. M. Malamud, Spektral~naØ teoriØ operatornyh mer v gil~bertovom prostranstve. Algebra i analiz 15 (2003), 1–77.

12. M. A. Nudel~man, Struna Kreæna i harakteristiqeskie funkcii maksimal~nyh dissipativnyh operatorov. — Zap. nauqn. semin. POMI 290 (2002), 138–167.

13. ı. L. Xmul~Øn, Invariantnye podprostranstva polugrupp i shema Laksa–Fillipsa. — Odesskiæ institut inßenerov morskogo flota, Odessa (1986). Dep. v VINITI 12.11.86, 8009-V86.

14. H. Dym, H. P. McCean, Gaussian Processes, Function Theory and the Inverse

Spectral Problem. — Acad. Press, New York (1976).

15. S. V. Hruščev, The Regge problem for strings, unconditionally convergent eigen-

function expansions, and unconditional bases of exponentials in L2(�T, T ). — J. Operator Theory 14 (1985), 67–85.

16. M. Lesch, M. Malamud, On the deficiency indices and self-adjontness of sym-

metric Hamiltonian systems L2(R). — J. Diff. Eqs 189 (2003), 556–615.

Kostenko A. S. The Krein string and characteristic functions of nonself-adjoint operators.

The operator generated by the Krein string is investigated in the framework of the extension theory of symmetric operators. A simple proof of the complete non-self-adjointness of the operator is proposed. The scattering function of the string is obtained with the help of the Derkach–Malamud formula for characteristic functions of almost solvable extensions.

Postupilo 7 sentØbrØ 2005 g. Doneckiæ nacional~nyæ universitet Ukraina

E-mail: duzer80@mail.ru