Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

S. V. KislØkov, D. V. Maksimov

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA GLADKIH FUNKCI`, POROȷDENNOGO KONEQNYM SEME`STVOM DIFFERENCIAL^NYH OPERATOROV

§1. Vvedenie

Prostranstvo C^{(ℓ)}(T) ℓ raz nepreryvno differenciruemyh funkciæ na okrußnosti T= {z ∈ C : |z| = 1} izomorfno prostranstvu C(T): dostatoqno zametit~, qto operator f → (^d_{dθ} )^ℓf(e^{iθ} ) otobraßaet pervoe prostranstvo na vtoroe, a Ødro ego sostoit tol~ko iz konstant (nepostoØnnyh periodiqeskih polinomov ne byvaet). Odnako pri k > 1 i ℓ > 1 prostranstvo C^{(ℓ)}(T^k) oqen~ ne pohoße po svoim lineæno-topologiqeskim svoæstvam na l¸boe prostranstvo C(K). �tot s¸ßet imeet neku¸ istori¸.

Pervoe opublikovannoe dokazatel~stvo neizomorfnosti prostranstv C^{(ℓ)}(T^k) i C(K) prinadleßit G. M. Henkinu [1]. Naskol~ko moßno sudit~ po anonsu v [2], rezul~tat, veroØtno, byl izvesten ewe A. Grotendiku okolo 1955 g. (upomØnem o kur~eze: v bolee ranneæ rabote [3] Grotendik pomestil protivopoloßnoe utverßdenie s oxiboqnym dokazatel~stvom). Rezul~taty Henkina byli peredokazany i usileny v stat~e [4], ispol~zovavxeæ (vmesto usredneniæ u Henkina) apparat teorii absol¸tno summiru¸wih operatorov i vloßeniæ prostranstv Soboleva. V toæ ili inoæ forme shodnyæ apparat prisutstvuet i v posledu¸wih publikaciØh [5–9]. DlØ naxih celeæ interesny stat~i [7–9], v kotoryh rassmatrivalis~ anizotropnye analogi prostranstv C^{(ℓ)}. V opredelenii anizotropnyh prostranstv trebuetsØ nepreryvnost~ ne vseh proizvodnyh do porØdka ℓ vkl¸qitel~no, a lix~ (obobwennyh) proizvodnyh s indeksami iz (bolee ili menee) proizvol~nogo koneqnogo mnoßestva A ⊂ (Z_+)^n. OpuskaØ nekotorye tehniqeskie detali (sm. [9]), moßno skazat~, qto budet ili net takoe prostranstvo izomorfno prostranstvu

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant 05-01-0924. 78

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 79

C(T) (ili C(T^n) – sm. niße) zavisit ot togo, est~ li v mnoße-

stve A naibol~xiæ fflement otnositel~no pokoordinatnogo porØdka, t.e. est~ li sredi proizvodnyh, uqastvu¸wih v opredelenii prostranstva, dominiru¸waØ. Napomnim, qto vse prostranstva C(K) na nesqetnyh metriqeskih kompaktah K izomorfny meßdu soboæ soglasno klassiqeskoæ teoreme Mil¸tina, tak qto prostranstva C(T) i C(T^n) v privedennom vyxe utverßdenii ravnopravny.

PonØtie anizotropnogo prostranstva gladkih funkciæ ne oqen~ estestvenno: ne vpolne Øsno, poqemu nado nastaivat~ imenno na nepreryvnosti nekotorogo nabora proizvodnyh dannoæ funkcii vmesto differencial~nyh vyraßeniæ obweæ prirody. Dadim toqnoe opredelenie. Pust~ A = {A_i}^N_{i=1} – nabor lineænyh differencial~nyh operatorov s postoØnnymi kofffficientami na tore T^n (toßdestvennyæ operator moßet kak vhodit~, tak i ne vhodit~ v takoæ nabor). DlØ f ∈ C^∞(T^n) poloßim

‖f‖_{(A)} = max_16_i6_N ‖A_if‖_{C(}Tn_)

i oboznaqim qerez C^A(T^n) banahovo prostranstvo, sootvetstvu- ¸wee fftoæ norme (imeetsØ v vidu to, qto poluqitsØ posle popolneniØ i faktorizacii po Ødru). Nas interesuet, kogda takoe prostranstvo izomorfno prostranstvu C(T) ili dopolnØemomu podprostranstvu v nem.

Vyskaßem obwu¸ gipotezu: v kaqestvennom plane delo dolßno obstoØt~ primerno tak ße, kak i v sluqae anizotropnyh prostranstv, t.e. esli v mnoßestve A est~ differencial~nyæ operator, kotoromu v kakom-to smysle podqineny ostal~nye, to prostranstvo C^A(T^n) dolßno byt~ izomorfno prostranstvu C(T), a esli net, – ne dolßno vkladyvat~sØ v C(T) dopolnØemo.

V nastoØweæ stat~e my qastiqno podtverdim fftu gipotezu v sluqae, kogda vse operatory iz A – odnorodnye i odnogo porØdka. Togda “podqinenie” prevrawaetsØ v obyqnu¸ lineænu¸ zavisimost~: budet pokazano, qto prostranstvo C^{(A)}(T^n) ne vkladyvaetsØ dopolnØemo v C(T), esli nabor A soderßit hotØ by dva lineæno nezavisimyh operatora. UdaetsØ takße dokazat~ izomorfizm C^{(A)}(T^2) ∼ C(T^2), esli vse operatory iz A kratny odnomu (dlØ torov vysxih razmernosteæ zdes~ voznika¸t trudnosti).

80 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

Kak i v [4–9], v nastoØweæ rabote ispol~zuetsØ apparat teorem vloßeniØ i absol¸tno summiru¸wih operatorov, odnako shema rassußdeniæ otliqaetsØ ot shemy upomØnutyh stateæ dovol~no sil~no. Ona, odnako, voshodit k predvaritel~noæ neopublikovannoæ versii stat~i [4], tak qto teorema vloßeniØ, izloßennaØ v §2 (variant dlØ ploskosti), byla izvestna pervomu avtoru ewe do 1975 g. KaßetsØ, ona byla novoæ togda i, povidimomu, ne byla pereotkryta s teh por.

Otmetim ewe, qto v [4–9] dokazyvalos~, qto rassmatrivaemye tam netrivial~nye prostranstva gladkih funkciæ s sup-normoæ ne izomorfny nikakoæ banahovoæ rexetke, nikakomu faktorprostranstvu prostranstva C(T) i t.p. Procedura nastoØweæ stat~i k takim vyvodam ne privodit, zato horoxo rabotaet v bolee sloßnoæ situacii prostranstv C^{(A)}(T^n).

Prostranstva, postroennye po koneqnomu naboru differencial~nyh operatorov, rassmatrivalis~ v [10], odnako tam req~ praktiqeski ne xla ob izomorfnoæ klassifikacii.

§2. Teorema vloßeniØ

2.1. Podgotovitel~nye zameqaniØ. Pust~, kak i ranee, A – ko-

neqnyæ nabor lineænyh differencial~nyh operatorov na tore

T^n s postoØnnymi kofffficientami. Rassmotrim lineænu¸ obo-

loqku L mnoßestva A. L¸boæ operator T iz L primen&im k l¸bomu fflementu f prostranstva C^{(A)}(T^n), priqem T f – ffto korrektno opredelennaØ nepreryvnaØ funkciØ na T^n. Esli A_1 = {T_1, . . . , T_k} – kakoæ ugodno bazis v L, to prostranstva C^{(A)}(T^n) i C^{(A1)}(T^n) sovpada¸t po sostavu fflementov i ime¸t ffkvivalentnye normy. L¸boæ takoæ bazis T_1, . . . , T_k zadaet izomorfnoe vloßenie prostranstva C^{(A)}(T^n) v prØmu¸ summu (oboznaqim ee qerez X) k ffkzemplØrov prostranstva C(T^{(n)}): f → (T_1f, . . . , T_kf). (1) Pust~ Y – obraz prostranstva C^{(A)}(T^n) pri fftom vloßenii. Nas budet interesovat~ annulØtor prostranstva Y v X^∗. On sostoit iz takih naborov μ_1, . . . , μ_k borelevskih mer na T^n, qto k∑ j=1 ∫ Tn^{Tj fdμj = 0}

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 81

dlØ l¸boæ funkcii f ∈ C^∞(T^n) (ffkvivalentnym obrazom, dlØ l¸bogo trigonometriqeskogo polinoma f na T^n). Poslednee uslovie ravnosil~no tomu, qto mery μ_1, . . . , μ_k kak obobwennye funkcii udovletvorØ¸t uravneni¸

T^∗_1 μ_1 + · · · + T^∗_k μ_k = 0 (2)

(T^∗_j – differencial~nye operatory, formal~no soprØßennye s

T_j ).

Qastnyæ sluqaæ uravneniØ (2), kogda razmernost~ n est~ 2, a nabor {T_j} sostoit iz vseh odnorodnyh differencial~- nyh monomov ∂^j_1∂^j_2, j = 0, . . ., ℓ, na tore T^2, osobenno interesen dlØ nas (priqiny stanut Øsny pozße; po opredeleni¸, ∂_jf = ∂ ∂θ_j (f(e iθ , . . . , e^{iθn} ) na tore T^n). Operator, formal~no soprØßen-

nyæ s ∂^{ℓ−j}_1 ∂^j_2, otliqaetsØ ot poslednego lix~ znakom (−1)^ℓ, pofftomu uravnenie (2) dlØ takogo nabora prinimaet vid

∂^ℓ_1μ_0 + ∂^{ℓ−1}_1 ∂_2μ_1 + · · · + ∂^ℓ_2μ_ℓ = 0; (3)

zdes~ μ_0, . . ., μ_l – mery na tore T^2.

2.2 Uravnenie (3) na ploskosti. S uravneniem (3) svØzana teo-

rema vloßeniØ, igra¸waØ bol~xu¸ rol~ v dal~neæxem. Izuqim snaqala sluqaæ ploskosti (formal~no on nam ne budet nußen, no tam vse vyglØdit estestvenneæ). Na ploskosti pod operatorom ∂_j my, razumeetsØ, ponimaem obyqnu¸ qastnu¸ proizvodnu¸ ∂f(x2,x2) ∂x_j (j = 1, 2).

Teorema 1. Nabor mer μ0, . . . , μℓ s kompaktnymi nositelØmi na

ploskosti udovletvorØet uravneni¸ (3) togda i tol~ko togda, kogda naædutsØ (edinstvennye) obobwennye funkcii h_1, . . ., h_ℓ s kompaktnymi nositelØmi takie, qto

∂_2h_1 = μ_0, −∂_1h_{i−1} + ∂_2h_i = μ_{i−1} (1 < i 6 ℓ), −∂_1h_ℓ = μ_ℓ. (4)

�ti obobwennye funkcii leßat v L^2(R^2) i ℓ∑ i=1 ‖h_i‖_L2_(R2_) 6 C_ℓ ℓ∑ i=0 ‖μ_i‖, (5) gde pod ‖μ_i‖ ponimaetsØ polnaØ variaciØ mery μ_i.

82 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

Zameqanie. Pri ℓ = 1 sistema (4) prinimaet vid ∂1h1 = −μ1,

∂_2h_1 = μ_0, tak qto togda (5) – ffto sobolevskaØ teorema vloße-

niØ s predel~nym pokazatelem. Pri ℓ > 1 utverßdenie k neæ ne svoditsØ.

Dokazatel~stvo teoremy. Esli h1, . . . , hℓ – kakie ugodno obob-

wennye funkcii na ploskosti, dlØ kotoryh vypolneny uravneniØ (4), to sootnoxenie (3) dlØ μ_0, . . . , μ_ℓ proverØetsØ prostym podsqetom.

Pri obratnom perehode ot (3) k (4) my naqnem so sluqaØ funkciæ vmesto mer. Pust~ φ_0, . . . , φ_n – beskoneqno gladkie finitnye funkcii na ploskosti, udovletvorØ¸wie uravneni¸, analogiqnomu (3):

∂^ℓ_1φ_0 + ∂^{ℓ−1}_1 ∂_2φ_1 + · · · + ∂_1∂^{ℓ−1}_2 φ_{ℓ−1} + ∂^ℓ_2φ_ℓ = 0. (3^′)

Pokaßem, qto suwestvu¸t edinstvennye beskoneqno differenciruemye finitnye funkcii u_1, . . . , u_ℓ takie, qto

∂_2u_1 = φ_0, −∂_1u_{i−1} + ∂_2u_i = φ_{i−1} (1 < i 6 ℓ), −∂_1u_ℓ = φ_ℓ. (4^′)

Dokazatel~stvo.

I. Edinstvennost~ oqevidna: pust~ φ_0 = · · · = φ_ℓ = 0, togda u pervogo uravneniØ ∂_2u_1 = 0 moßet byt~ lix~ nulevoe finitnoe rexenie, my prihodim k toæ ße sisteme, no dlØ ℓ − 1 funkcii i t.d. DlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ proverim snaqala sledu¸wee prostoe utverßdenie.

II. Esli β, γ ∈ D(R^2), k – natural~noe qislo i ∂_2β = ∂^k_1 γ, to suwestvuet takaØ funkciØ u ∈ D(R^2), qto ∂^k_1 u = β, ∂_2u = γ.

RazumeetsØ, qerez D(R^2) zdes~ oboznaqen klass beskoneqnodifferenciruemyh finitnyh funkciæ na ploskosti. Dokazatel~stvo – indukciØ po k. Pri k = 1 poluqaem uravnenie

∂_2β = ∂_1γ, tak qto suwestvuet funkciØ u iz C^∞(R^2), dlØ ko-

toroæ ∂_1u = β, ∂_2u = γ. Proizvodnye fftoæ funkcii ravny nul¸ vne nekotorogo kruga, pofftomu vyqitaniem konstanty ee moßno sdelat~ finitnoæ.

Pust~ utverßdenie dokazano dlØ k − 1 (k > 1), a funkcii β i γ takovy, qto ∂_2β = ∂^k_1 γ. Iz predyduwego abzaca sleduet, qto

∂_1w = β, ∂_2w = ∂^{k−1}_1 γ dlØ nekotoroæ funkcii w ∈ D(R^2). Po in-

dukcionnomu predpoloßeni¸, naædetsØ takaØ funkciØ u ∈ D(R^2), qto ∂^{k−1}_1 u = w, ∂_2u = γ. Togda ∂^k_1 u = ∂_1w = β, i vse dokazano.

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 83

III. Teper~ pust~ vypolneno ravenstvo (3^′). Dokaßem suwestvo-

vanie funkciæ u_1, . . . , u_ℓ ∈ D(R^2), udovletvorØ¸wih sisteme (4^′), indukcieæ po ℓ. Esli ℓ = 1, to (3^′) prinimaet vid ∂_1φ_0 = ∂_2(−φ_1), tak qto suwestvovanie nußnoæ funkcii u_1 sleduet iz utverßdeniØ II pri k = 1. Tem samym, u nas est~ baza indukcii.

Provedem indukcionnyæ perehod ot ℓ−1 k ℓ (ℓ > 1). Uravnenie

(3^′) moßno perepisat~ v vide ∂_1σ + ∂_2τ = 0, gde

σ = ∂^{ℓ−1}_1 φ_0, τ = ∂^{ℓ−1}_1 φ_1 + ∂^{ℓ−2}_1 ∂_2φ_2 + · · · + ∂^{ℓ−1}_2 φ_ℓ.

My uße znaem, qto naædetsØ funkciØ α ∈ D(R^2) takaØ, qto

∂_2α = σ, ∂_1α = −τ. (6)

Pervoe iz uravneniæ (6) oznaqaet, qto ∂_2α = ∂^{ℓ−1}_1 φ_0, a togda utverßdenie, dokazannoe v p. II, daet funkci¸ u_1 ∈ D(R^2) taku¸, qto ∂_2u_1 = φ_0, ∂^{ℓ−1}_1 u_1 = α. (7)

PodstavlØØ posledn¸¸ formulu dlØ α vo vtoroe uravnenie v (6) i vspominaØ, qto takoe τ , poluqim

∂^{ℓ−1}_1 (φ_1 + ∂_1u_1) + ∂^{ℓ−2}_1 ∂_2φ_2 + · · · + ∂^{ℓ−1}_2 φ_ℓ = 0.

Po indukcionnomu predpoloßeni¸, naædutsØ takie funkcii

u_2, . . . , u_ℓ ∈ D(R^2), qto

∂_2u_2 = φ_1 + ∂_1u_1, ∂_1u_{i−1} + ∂_2u_i = φ_i (2 < i 6 ℓ), −∂_1φ_ℓ = φ_ℓ.

Vmeste s pervym ravenstvom v (7) ffto daet vse, qto nußno. �

Osnovnu¸ ocenku sformuliruem v vide lemmy.

Lemma 1. Pust~ vypolneny uravneniØ (4^′), priqem vse uqastvu¸-

wie funkcii leßat v D(R^2). Togda^n ∑ i=1 ‖u_1‖_L2 6 C_ℓ^n ∑ i=0 ‖φ_i‖_L1 .

Dokazatel~stvo. Esli e – vektor (ne obØzatel~no ediniqnoæ

dliny) na ploskosti s koordinatami a i b, to proizvodnaØ funkcii f vdol~ vektora e – ffto po opredeleni¸ a∂_1f + b∂_2f (oboznaqenie: ∂_ef).

Proverim, qto esli e_1 i e_2 – lineæno nezavisimye vektory na ploskosti, a α, β ∈ D(R^2), to ∫ R2^{|αβ| 6 C(e1, e2)} ∫ R2^{|∂e1 α| ·} ∫ R2^{|∂e2 β|. (8)}

84 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

Deæstvitel~no, zamenoæ peremennyh delo svoditsØ k sluqa¸, kogda e_1 = (1, 0), e_2 = (0, 1), a togda ∫ ∫ R2^{|α(s, t)β(s, t)|ds dt 6} ∫ R^{maxs |α(s, t)|dt ·} ∫ R^{maxt |β(s, t)|dt}

6^∫

R ( ∫ R^{|∂1α(s, t)|ds} ) dt · ∫ R ( ∫ R^{|∂2β(s, t)|dt} ) ds. VozvrawaØs~ k uravneniØm (4^′), voz~mem vewestvennoe qislo p, umnoßim i-e uravnenie na p^i (i = 0, . . . , ℓ) i sloßim poluqennye ravenstva. V rezul~tate pridem k formule

∂_{ep} u^{(p)} = φ^{(p)}, (9) gde u^{(p)} = u_1 + pu_2 + · · · + p^{ℓ−1}u_ℓ, φ^{(p)} = φ_0 + pφ_1 + · · · + p^ℓφ_ℓ,

e_p = (−p, 1) (10)

Teper~ zafiksiruem 2ℓ poparno razliqnyh vewestvennyh qisel p_1, . . . , p_ℓ; q_1, . . . , q_ℓ. V silu neravenstva (8) poluqaem ∫ R2^{|u(p1)||u(qj )| 6 C} ∫ R2^{|φ(pi)|} ∫ R2^{|φ(qj )|}

6 C(p1, . . . , pℓ, q1 . . . , qℓ)^{( ℓ∑}_{k=0} ‖φk‖L1^{)2}. (10)

Nakonec, kaßdaØ iz funkciæ u_1, . . ., u_ℓ est~ lineænaØ kombinaciØ funkciæ u^{(pi)} s kofffficientami, vyraßa¸wimisØ qerez qisla p_i (nado rexit~ lineænu¸ sistemu s opredelitelem Vandermonda). Analogiqno, kaßdaØ iz funkciæ u_1, . . . , u_ℓ est~ lineænaØ kombinaciØ funkciæ u^{(qj )}. Teper~ vidno, qto neravenstvo (10) vedet k utverßdeni¸ lemmy. �

Teorema 1 vyvoditsØ iz lemmy 1 prostym predel~nym perehodom. Pust~ {K_n} – beskoneqno-differenciruemaØ approksimativnaØ edinica na ploskosti, priqem nositeli funkciæ K_n kompaktny i stØgiva¸tsØ v toqku 0 pri n → ∞. Pri fiksirovannom n funkcii φ_0 = K_n ∗ μ_0, . . . , φ_ℓ = K_n ∗ μ_ℓ udovletvorØ¸t

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 85

uravneni¸ (3^′). Naædem beskoneqno gladkie finitnye rexeniØ uravneniæ (4^′) s fftimi pravymi qastØmi; v silu lemmy 1, ffti rexeniØ budut ograniqeny v L^2 ravnomerno po n, a ih nositeli budut leßat~ v nekotorom kruge, ne zavisØwem ot n. Ostalos~ vzØt~ slabye predel~nye toqki v L^2 pri n → ∞ – togda my pridem k finitnomu rexeni¸ sistemy (4), udovletvorØ¸wemu neravenstvu (5).

Qtoby dokazat~ edinstvennost~, svernem l¸boe finitnoe obobwennoe rexenie odnorodnoæ sistemy ∂_2h_1 = 0, −∂_1h_1+∂_2h_2 = 0,

. . . , −∂_1h_n = 0 s Ødrom K_n, togda poluqitsØ obyqnoe rexenie iz

D(R^2), a takoe moßet byt~ tol~ko nulevym. Tak kak lim_{n→∞} Kn ∗hj =

h_j (v smysle obobwennyh funkciæ), to h_j = 0. �

2.3. Uravnenie (3) na dvumernom tore. Na tore uravnenie (3^′)

vypolnØetsØ, esli kaßdaØ iz funkciæ φ_j zavisit lix~ ot odnoæ peremennoæ (na ploskosti nenulevyh rexeniæ takogo roda ne bylo iz-za finitnosti). S drugoæ storony, sistema (4^′) dlØ takih φ_j vpolne moßet okazat~sØ nerazreximoæ v periodiqeskih funkciØh. Tak budet, naprimer, esli φ_0 – nenulevaØ postoØnnaØ: nerazreximo pervoe uravnenie. Pofftomu teorema 1 perenositsØ na tor s nekotorymi otliqiØmi.

Nazovem obobwennu¸ funkci¸ Φ na tore T^2 pravil~noæ, esli

^Φ(n_1, n_2) = 0 vsØkiæ raz, kogda n_1 = 0 ili n_2 = 0. Tem samym Øsen

smysl i takih terminov kak “pravil~naØ mera” ili “pravil~- nyæ trigonometriqeskiæ polinom.” Esli μ – mera na tore T^2, rassmotrim ee marginal~nye mery ρ_1 i ρ_2 na T: ρ_1(e) = μ(e × T),

ρ_2(e) = μ(T× e), i poloßim μ_1 = ρ_1 × λ, μ_2 = λ × ρ_2, gde λ – nor-

mirovannaØ mera Lebega na okrußnosti T. Legko ponØt~, qto

μ̂_1(n) = μ̂(n, 0), μ̂_2(n) = μ̂(0, n) pri n ∈ Z.

Pofftomu mera ν = μ−μ_1−μ_2+μ̂(0, 0) (λ×λ) pravil~na i ‖ν‖ 6 4‖μ‖. Mera ν nazyvaetsØ pravil~noæ qast~¸ mery μ.

Teorema 2. Mery μ0, . . . , μℓ na tore T^2 udovletvorØ¸t uravneni¸

(3) togda i tol~ko togda, kogda naædutsØ takie (edinstvennye) pravil~nye obobwennye funkcii h_1, . . . , h_ℓ na tore, qto

∂_2h_1 = ν_0, −∂_1h_{i−1} + ∂_2h_i = ν_{i−1}(1 < i 6 ℓ), −∂_1h_n = ν_ℓ,

gde ν_i – ffto pravil~naØ qast~ mery μ_i. �ti funkcii h_i leßat v

86 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

L^2(R^2) i_ℓ ∑ i=1 ‖h_i‖_L2_(T_) 6 C_ℓ ℓ∑ i=0 ‖ν_i‖ 6 C^′_ℓ ℓ∑ i=0 ‖μ_i‖. DokazyvaetsØ ffto utverßdenie na osnove toæ ße idei, qto i teorema 1, no est~ razliqiØ, na kotoryh my ostanovimsØ. Ne budem na fftot raz obsußdat~ standartnyæ predel~nyæ perehod, a prosto rexim sootvetstvu¸wu¸ zadaqu dlØ trigonometriqeskih polinomov (k neæ vse svoditsØ, naprimer, svertkoæ s Ødrom Feæera po kaßdoæ peremennoæ).

Teorema 2^′. Pust~ φ0, . . . , φℓ – pravil~nye trigonometriqeskie

polinomy ot dvuh peremennyh. Oni udovletvorØ¸t uravneni¸ (3^′) togda i tol~ko togda, kogda naædutsØ (edinstvennye) pravil~nye trigonometriqeskie polinomy u_1, . . . , u_ℓ ot dvuh peremennyh, dlØ kotoryh vypolneny ravenstva (4^′). Pri fftom ℓ∑ i=1 ( ∫ ∫ η,θ∈[−π,π] |u_i(η, θ)|^2dηdθ )_{1/2}

6 Cℓ^{ℓ∑}_{i=0}^{∫ ∫}

η,θ∈[−π,π] |φ_i(η, θ)|dηdθ. Dokazatel~stvo. Snaqala ustanovim edinstvennost~. Pust~

trigonometriqeskie polinomy u_1, . . ., u_ℓ udovletvorØ¸t uravneniØm (4^′) s φ_0 = · · · = φ_ℓ = 0. Togda funkciØ u_1 ne zavisit ot vtoroæ peremennoæ (∂_2u_1 = 0), i ravenstvo −∂_1u_1 + ∂_2u_2 = 0, t.e. ∂ ∂θ u_2(η, θ) =^∂_{∂η} u_1(η) vozmoßno lix~, esli ∂_1u_1 = 0. Znaqit, u_1 –

postoØnnaØ, neobhodimo ravnaØ nul¸, poskol~ku û_1(0, 0) = 0. RassußdaØ takim ße obrazom, posledovatel~no poluqim, qto u_j = 0 pri vseh j.

Razreximost~ sistemy (4^′) pri uslovii (3^′) dokazyvaetsØ tak ße, kak v teoreme 1. Nado tol~ko zametit~, qto dlØ periodiqeskih funkciæ sistema ∂_1u = β, ∂_2u = γ s pravil~nymi β i γ razrexima togda i tol~ko togda, kogda ∂_2β = ∂_1γ; pri fftom rexenie u toße moßno vybrat~ pravil~nym. Nam potrebuetsØ ocenka kofffficientov Fur~e funkciæ u_j.

Lemma 2. Spravedlivo neravenstvo |û_j(k, n)| 6 C_ℓ |k| + |n| ℓ∑ j=0 |φ̂_j(k, n)| 6 C_ℓ |k| + |n| ℓ∑ j=0 ‖φ_j‖_L1_{([−π,π]}2_), k ≠ 0, n ≠ 0, j = 1, . . ., n.

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 87

Dokazatel~stvo. Pust~ k ≠ 0 i n ≠ 0. Iz pervogo uravne-

niØ v (4^′) nahodim û_1(k, n) =^1_{in} ^φ_0(k, n), iz vtorogo û_2(k, n) = 1 in ^φ_1(k, n)+^k_n ^φ_0(k, n)), i t.d. �to daet nußnu¸ ocenku pri |k| 6 |n|.

V protivnom sluqae delaem to ße samoe, no naqinaØ s poslednego uravneniØ v (4^′). �

Pristupim k ocenke L^2-norm funkciæ u_j . Opredelim periodiqeskie funkcii (s periodom 2π po kaßdoæ iz peremennyh) u^{(p)} i

φ^{(p)} na ploskosti, a takße vektor e_p formulami (10), sqitaØ p natural~nym qislom. Kak i ranee, funkcii u^{(p)} i φ^{(p)} svØzany sootnoxeniem

∂_{ep} u^{(p)} = φ^{(p)},

odnako teper~ ono ne pozvolØet vosstanovit~ u^{(p)} po φ^{(p)} integrirovaniem. Imenno, pust~ c_{kn} – kofffficienty Fur~e funkcii

u^{(p)}. Napixem

u^{(p)}(η, θ) = ∑ (k,n):n≠kp c_{kn}e^{ikη}e^{inθ} + ∑ (k,n):n=kp c_{kn}e^{ikη}e^{inθ def}= α^{(p)} + β^{(p)}.

Togda ∂_{ep} β^{(p)} = 0 i, sledovatel~no,

∂_{ep} α^{(p)} = φ^{(p)}. (12)

Iz lemmy 2 vytekaet, qto

‖β^{(p)}‖^2_L2 = 4π^2 ∑ k≠0 |c_{k,kp}|^2 6 C^′_ℓ ∑ k≠0 1 k^2(1 + p)^2 (_ℓ∑ j=0 ‖φ_j‖_L2 )_2

6 C^{′′}_ℓ^{( ℓ∑}_{j=0} ‖φj‖L1^{)2}. (13)

Qto kasaetsØ funkcii α^{(p)}, to dlØ kaßdogo natural~nogo m ona udovletvorØet sootnoxeni¸ mπ∫ −mπ α^{(p)}(x + te_p)dt = 0, x ∈ R^2, (14)

kotoroe vmeste s (12) pozvolØet vosstanovit~ ee po funkcii

φ^{(p)}. DlØ fftogo dostatoqno vospol~zovat~sØ sledu¸wim prostym

utverßdeniem, dokazatel~stvo kotorogo my ostavlØem qitatel¸.

88 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

Lemma 3. Pust~ f – nepreryvnaØ funkciØ na otrezke [a, b] i pust~

g^′ = f i b∫ a g = 0. Togda g(x) = x∫ a f(t)dt −^1_{b−a} b∫ a (b − t)f(t)dt. Pust~ q – ewe odno natural~noe qislo, q ≠ p. Ocenim integral π∫ −π π∫ −π |α^{(p)}||α^{(q)}|dη dθ. Pri dostatoqno bol~xom m = m(p, q) fftot

integral ne prevoshodit veliqiny C(p, q)I, gde I = mπ∫ −mπ mπ∫ −mπ |α^{(p)}(te_p + se_q )||α^{(q)}(te_p + se_q )|dt ds : nado tol~ko, qtoby kvadrat [−π, π]^2 soderßalsØ v mnoßestve

{te_p + se_q : |t| 6 mπ, |s| 6 mπ}. Konstanta C(p, q) voznikaet iz-za

preobrazovaniØ mery pri nevyroßdennoæ lineænoæ zamene peremennyh. Dalee, pol~zuØs~ ravenstvami (14) i (12) i lemmoæ 3, moßem napisat~ I 6 mπ∫ −mπ max t∈[−mπ,mπ] |α^{(p)}(te_p + se_q )|ds mπ∫ −mπ max s∈[−mπ,mπ] |α^{(q)}(te_p + se_q )|dt

6 C

mπ∫ −mπ (^{mπ}∫ −mπ |φ^{(p)}(te_p + se_q |dt ) ds · mπ∫ −mπ (^{mπ}∫ −mπ |φ^{(q)}(te_p + se_q )|ds ) dt. V poslednih povtornyh integralah vozvratimsØ k standartnym dekartovym koordinatam i zametim, qto poluqivxaØsØ oblast~ integrirovaniØ pokryvaetsØ koneqnym qislom A = A(p, q) celoqislennyh sdvigov fundamental~noæ oblasti [−π, π]^2. Okonqatel~no, ffto privodit k ocenke π∫ −π π∫ −π |α^{(p)}(η, θ)||α^{(q)}(η, θ)| 6 B(p, q) (_ℓ∑ j=0 ‖φ_j ‖_L1 )_2

. (15)

Voz~mem 2ℓ poparno razliqnyh natural~nyh qisel p_1, . . ., p_ℓ;

q_1, . . . , q_ℓ i vyrazim funkcii u_1, . . . , u_ℓ qerez u^{(p1)}, . . . , u^{(pℓ)} i (ot-

del~no) qerez u^{(q1)}, . . . , u^{(qℓ)}:

u_j = ∑ i a_{ji}u^{(pi)}, u_j = ∑ i b_{ji}u^{(qi )},

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 89

gde kofffficienty zavisØt tol~ko ot p_1, . . . , p_ℓ (v pervoæ formule) ili tol~ko ot q_1, . . . , q_ℓ (vo vtoroæ). Napomnim, qto dlØ fftogo nado rexit~ lineænu¸ sistemu s opredelitelem Vandermonda. Imeem:

‖u_j‖^2_L2 = ⟨u_j , u_j⟩ 6 ∑ i,k |a_{ji}b_{jk}||⟨u^{(pi)}, u^{(qk)}⟩|. (16) Ocenim odno skalØrnoe proizvedenie sprava v (16): ⟨u^{(pi)}, u^{(qk)}⟩ = ⟨α^{(pi)}, α^{(qk)}⟩ + ⟨α^{(pi )}, β^{(qk)}⟩ + ⟨β^{(qk )}, u^{(qk)}⟩, otkuda v silu (15) i (13) pri l¸bom ε > 0 (konkretnoe znaqenie ε budet zafiksirovano qut~ pozße) naædem |⟨u^{(pi)}, u^{(qk)}⟩| 6 B({p_i}, {q_i}) (_ℓ∑ s=0 ‖φ_s‖_L1 )_2 + 1 ε (‖β^{(qk )}‖^2_L2 + ‖β^{(pi)}‖^2_L2 )

+ε(‖α^{(pi )}‖^2_L2 + ‖u^{(qk)}‖^2_L2 )

6 B({pi}, {qi})^{( ℓ∑}_{s=0} ‖φs‖L1^{)2} + Dℓ^1_ε^{( ℓ∑}_{s=0} ‖φs‖L1^{)2} + Cε^{ℓ∑}_{t=1} ‖ut‖^2_L2 .

Pri poslednem perehode my vospol~zovalis~ tem, qto ‖α^{(pi)}‖_L2 6

‖u^{(pi)}‖_L2 .

Podstaviv fftu ocenku v (16) i prosummirovav po j, pridem k neravenstvu ℓ∑ j=1 ‖u_j‖^2_L2 6 B^′({p_i}, {q_i}, ℓ, ε) (_ℓ∑ j=0 ‖φ_j ‖_L1 )_2

+εC({p_i}, {q_i}, ℓ) ℓ∑ j=1 ‖u_j‖^2. Ostalos~ vybrat~ ε tak, qto ε · C({p_1}, {q_i}, ℓ) = 1/2. �

§3. Neizomorfnost~ V fftom paragrafe my dokaßem osnovnoæ rezul~tat stat~i.

Teorema 3. Pust~ A = {A1, . . . , As} – nabor odnorodnyh differen-

cial~nyh operatorov porØdka ℓ s postoØnnymi kofffficientami na tore T^n. Esli sredi operatorov A_k est~ hotØ by dva lineæno nezavisimyh, to prostranstvo C^{(A)}(T^n) ne vkladyvaetsØ dopolnØemo v C(K) ni dlØ kakogo kompakta K.

90 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

3.1. Sved&enie k razmernosti 2. Pust~ n > 2. Qtoby izbeßat~

gromozdkih formul, pokaßem, kak ponizit~ razmernost~ n na edinicu (vmesto togo, qtoby snizit~ ee do dvuh za odin xag).

V p. 2.1 otmeqalos~, qto vmesto nabora A_1, . . . , A_s moßno vzØt~ l¸boæ bazis v lineænoæ oboloqke fftih operatorov. Tak kak ffta lineænaØ oboloqka imeet razmernost~ po kraæneæ mere 2, moßno sqitat~, qto v naxem nabore prisutstvu¸t operatory vida

V = 1 · ∂^{q1}_1 ∂^{q2}_2 . . . ∂^{qn}_n + 0 · ∂^{p1}_1 ∂^{p2}_2 . . . ∂^{pn}_n + . . . ,

W = 0 · ∂^{q1}_1 ∂^{q2}_2 . . . ∂^{qn}_n + 1 · ∂^{p1}_1 ∂^{p2}_2 . . . ∂^{pn}_n + . . . ,

gde q_1 + · · · + q_n = p_1 + · · · + p_n = ℓ, no mul~tiindeksy (q_1, . . ., q_n) i (p_1, . . . , p_n) razliqny. Izmeniv numeraci¸ peremennyh, moßem sqitat~, qto q_1 ≠ p_1.

V prostranstve C^{(A)}(T^n) rassmotrim podprostranstvo E, poroßdennoe harakterami tora T^n vida z^{m1}_1 . . . z^{mn}�^1_{n−1} z^{mn}_n , u kotoryh

m_{n−1} = m_n. �to podprostranstvo dopolnØemo. Deæstvitel~no,

pust~ ν – mera na T^n, sootvetstvu¸waØ funkcionalu f → 1 2π π∫ −π f(1, . . . , 1, e^{iθ}, e^{−iθ})dθ, f ∈ C(T^n). Togda

ν̂(m_1, . . . , m_n) = { 0, m_{n−1} ≠ m_n 1, m_{n−1} = m_n, tak qto operator svertki s meroæ ν est~ proektor, perevodØwiæ

C^{(A)}(T^n) na Y (otmetim, qto operator svertki s l¸boæ meroæ

nepreryven v C^{(A)}(T^n)).

S drugoæ storony, Y moßno interpretirovat~ kak nekoe prostranstvo funkciæ ot n − 1 peremennoæ z_1, z_2, . . . , z_{n−2}, ζ, gde

ζ = z_{n−1}z_n, t.e. kak nekoe prostranstvo ~Y funkciæ na tore

T^{n−1}. Differencial~nyæ monom ∂^{t1}_1 . . . ∂^{tn�1}_{n−1} ∂^{tn}_n deæstvuet na fftom

prostranstve kak ∂^{t1}_1 . . . (^∂_{∂ζ} )^{tn}�^{1+tn} , t.e. ~Y – ffto prostranstvo

C^{(B)}(T^{n−1}) dlØ nekotorogo nabora B odnorodnyh differencial~-

nyh operatorov porØdka ℓ na T^{n−1}. Operatoram V i W v nabore B budut sootvetstvovat~ dva lineæno nezavisimyh operatora, poskol~ku q_1 ≠ p_1.

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 91

Dalee povtorØem proceduru, poka razmernost~ ne stanet ravnoæ 2. V rezul~tate poluqim nekiæ nabor A_1 odnorodnyh differencial~nyh operatorov porØdka ℓ na T^2 takoæ, qto prostranstvo C^{(A1)}(T^2) dopolnØemo vkladyvaetsØ v C^{(A)}(T^n), a sredi operatorov nabora A_1 est~ po kraæneæ mere 2 lineæno nezavisimyh. ˚sno, qto teoremu dostatoqno dokazat~ dlØ C^{(A1)}(T^2).

3.2. Primenenie teoremy Grotendika. Itak, pust~ n = 2 v

teoreme 3. Pust~ A = {T_1 . . . , T_k}, gde

T_i = ℓ∑ j=0 a_{ij}∂^{ℓ−j}_1 ∂^j_2, i = 1, . . . , k. (17) Kak uße otmeqalos~ v naqale §2, vaßna lix~ lineænaØ oboloqka operatorov {T_i}^k_{i=1}. Poskol~ku razmernost~ fftoæ lineænoæ oboloqki – po kraæneæ mere 2, my moßem sqitat~, qto matrica {a_{ij}} ustroena sledu¸wim obrazom: suwestvu¸t dva indeksa j_0 i j_1 takie, qto j_0 < j_1, a_{1j} = 0 pri j < j_0, a_{1,j0} = 1, a_{2,j} = 0 pri

j < j_1, a_{2,j1} = 1 i a_{2,j} = 0 pri i > 2 i j 6 j_1 (poprostu my delaem

dva xaga v privedenii matricy {a_{ij}} k “treugol~nomu vidu” s vozmoßnoæ perestanovkoæ strok).

Vloßim prostranstvo C^{(A)}(T^2) v prØmu¸ summu k ffkzemplØrov prostranstva C(T^2) kak v formule (1) i oboznaqim qerez Z annulØtor obraza fftogo vloßeniØ v M (T^2) ⊕ · · · ⊕ M (T^2) (k prØmyh slagaemyh; M (T^2) – prostranstvo mer).

Esli by prostranstvo C^{(A)}(T^2) vkladyvalos~ dopolnØemo v

C(K) dlØ kakogo-nibud~ kompakta K, to prostranstvo Z bylo by

dopolnØemo v M (T^2)⊕· · ·⊕M (T^2) (ffto utverßdenie – obwee mesto v teorii banahovyh prostranstv), a togda dlØ Z vypolnØlos~ by zakl¸qenie teoremy Grotendika: vsØkiæ lineænyæ nepreryvnyæ operator iz Z v gil~bertovo prostranstvo okazalsØ by absol¸tno summiru¸wim i, tem bolee, 2-absol¸tno summiru¸wim. My ukaßem operator iz Z v L^2(T^2) ⊕ · · · ⊕ L^2(T^2) (ℓ prØmyh slagaemyh), kotoryæ ne takov. �to zaverxit dokazatel~stvo teoremy 3. Vspomnim, qto esli (γ_1, . . ., γ_k) ∈ Z, to vypolneno uravnenie (2), kotoroe v silu odnorodnosti differencial~nyh operatorov

T_1, . . . , T_k prinimaet vid

T_1γ_1 + · · · + T_kγ_k = 0,

92 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

a v silu formuly (17) ono ffkvivalentno tomu, qto

∂^ℓ_1μ_0 + ∂^{ℓ−1}_1 ∂_2μ_1 + · · · + ∂_1∂^{ℓ−1}_2 μ_{ℓ−1} + ∂^ℓ_2μ_ℓ = 0, gde μ_j = k∑ m=1 a_{mj} γ_{in}, j = 0, . . ., ℓ. Pust~ h_1, . . . , h_ℓ – funkcii iz L^2(T^2), postroennye po meram

μ_0, . . ., μ_ℓ kak v teoreme 2. Iskomyæ operator R deæstvuet po

pravilu R : (γ_1, . . . , γ_k) → (h_1, . . . , h_ℓ). On nepreryven iz Z v

L^2(T^2) ⊕ · · · ⊕ L^2(T^2) po toæ ße teoreme 2.

Qtoby dokazat~, qto operator R ne ØvlØetsØ 2-absol¸tno summiru¸wim, my postroim neku¸ special~nu¸ posledovatel~- nost~ fflementov prostranstva Z. Budem sqitat~ mery γ_1, . . . , γ_k pravil~nymi, togda sistema uravneniæ, svØzyva¸waØ funkcii

h_j i mery γ_m, vyglØdit tak:

∂_2h_1 = k∑ m=1 a_{m0} γ_m, −∂_1h_j + ∂_2h_{j+1} = k∑ m=1 a_{mj}γ_m (1 6 j < ℓ),

−∂_1h_ℓ = k∑ m=1 a_{mℓ}γ_m. V posledu¸wih postroeniØh my budem zanimat~sØ lix~ takimi naborami pravil~nyh mer, qto γ_3 = · · · = γ_k = 0. Vspomnim o tom, qto matricu {a_{mj}} my priveli k special~nomu vidu, opisannomu srazu posle formuly (17). Pervoe uravnenie, v kotorom pravaØ qast~ moßet byt~ ne ravna nul¸, – ffto libo ∂_2h_1 = γ_1 (esli

j_0 = 0), libo −∂_1h_{j0} + ∂_2h_{j+1} = γ_1 (esli j_0 > 0). Vo vtorom sluqae

my poloßim h_1 = · · · = h_{j0} = 0, tak qto, kak by to ni bylo, pervym netrivial~nym uravneniem budet

∂_2h_{j0+1} = γ_1. (18)

Sledu¸waØ gruppa uravneniæ budet vyglØdet~ tak:

−∂_1h_j + ∂_2h_{j+1} = a_{1j}γ_1, j_0 < j < j_1, (19)

a zatem posleduet uravnenie

−∂_1h_{j1} + ∂_2h_{j1+1} = a_{1j1}γ_1 + γ_2 (20)

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 93

Ostal~nye uravneniØ budut takovy:

−∂_1h_j + ∂_2h_{j+1} = a_{1j}γ_1 + a_{2j}γ_2, j_1 < j < ℓ; −∂_1h_ℓ = a_{1ℓ}γ_1 + a_{2ℓ}γ_2.

(21) Pust~ teper~ s i t – natural~nye qisla. Poloßim γ_1 = z^s_1z^t_2dλ,

γ_2 = c_{st}z^s_1z^t_2dλ (λ – normirovannaØ mera Lebega na tore T^2), gde

kofffficient c_{st} predstoit opredelit~ tak, qtoby naxlis~ funkcii h_1, . . ., h_ℓ, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm (18)–(21). Esli ffto budet prodelano, to nabor mer

Δ_{st} = {z^s_1z^t_2dλ, c_{st}z^s_1z^t_2dλ, 0, . . ., 0} (22)

budet leßat~ v prostranstve Z. Nam budet vaßno, qtoby dostatoqno mnogo sredi kofffficientov c_{st} byli ravnomerno ograniqeny; vaßno takße prosledit~ za povedeniem funkciæ h_j (kotorye teper~ zavisØt ewe i ot s i t, no my ne otraßaem fftogo v oboznaqeniØh).

V kaqestve rexeniØ poslednego uravneniØ v (21) voz~mem funkci¸

h_ℓ = − 1 is (a_{1ℓ} + c_{st}a_{2ℓ})z^s_1z^t_2.

Togda predyduwee uravnenie primet vid

−∂_1h_{ℓ−1} = (a_{1,ℓ−1} + c_{st}a_{2,ℓ−1})z^s_1z^t_2 + t s (a_{1ℓ} + c_{st}a_{2ℓ})z^s_1z^t_2.

Qtoby ego razrexit~, nado snova podelit~ pravu¸ qast~ na

(−is), i t.d. Prodolßim dvißenie “vverh”, poka ne pridem k

uravneni¸ dlØ h_{j1+1}:

−∂_1h_{j1+1} = ( A ( t s ) + c_{st}B ( t s ) ) z^s_1z^t_2, (23)

gde A i B – polinomy stepeni ne vyxe ℓ i s kofffficientami, vyraßa¸wimisØ qerez qisla a_{kj}.

Posle fftogo tem ße sposobom pridem k uravneni¸ dlØ h_{j1} , dvigaØs~ na fftot raz ot uravneniØ (18) “vniz”: rexeniem uravneniØ (18) budet funkciØ

h_{j0+1} = 1 it z^s_1z^t_2, (24)

otkuda i iz sledu¸wego uravneniØ (sm. (19)) poluqaem ∂_2h_{j0+2} =

a_{1j}z^s_1z^t_2 +^s_t z^s_1z^t_2. FunkciØ h_{j0+2} nahoditsØ deleniem pravoæ qasti

94 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

na it i t.d. Qerez neskol~ko xagov pridem k uravneni¸

∂_2h_{j1} = D ( s t ) z^s_1z^t_2, (25)

gde snova D – polinom stepeni ne vyxe ℓ, kofffficienty kotorogo vyraßa¸tsØ qerez qisla a_{kj}.

NahodØ h_{j1+1} i h_{j1} iz (23) i (25) i podstavlØØ vyraßeniØ dlØ nih v (20), pridem k uravneni¸ c_{st} ( 1 + t s B ( t s ) ) = −a_{1j1} − s t D ( s t ) − t s A ( t s ) (26)

dlØ kofffficienta c_{st}. Naloßim na indeksy s i t ograniqenie

δ/2 6^t_s 6 δ, gde qislo δ vybrano tak, qtoby veliqina^{| t}_s B^{( t}_s^{)|}

vsegda byla men~xe 1/2. Qislo δ moßno sqitat~ zavisØwim lix~ ot kofffficientov {a_{ij}}. Togda znaqenie kofffficienta c_{st}, naædennoe iz uravneniØ (26), budet ograniqeno sverhu ravnomerno po s i t, δ/2 6^t_s 6 δ.

Teper~ zametim, qto dvoænaØ posledovatel~nost~ (22) pri uslovii δ/2 6 t/s 6 δ ØvlØetsØ slabo 2-summiruemoæ v Z: dlØ l¸bogo nabora X = (x_0, x_1, . . . , x_ℓ) funkciæ iz L^∞(T^2), oqevidno, imeem (∑ s,t |⟨Δ_{st}, X⟩|^2 )_{1/2} 6

C max 06j6ℓ^{‖xj‖L}1^. �to vytekaet iz ortogonal~nosti sistemy {z^sz^t} v L^2(λ) i ograniqennosti kofffficientov c_{st}. Esli by operator R byl 2- summiru¸wim, poluqilos~ by ∑ s,t:^δ2 6^t_s 6δ ‖RΔ_{st}‖^2 < ∞.

S drugoæ storony, levaØ qast~ fftogo ravenstva v silu (24) bol~- xe ili ravna summe ∑ s,t:^δ2 6^t_s 6δ

t^{−2} = ∑ t∈N^∑t_δ 6s6 2t_δ^{t−2 > Cδ−1 ∑}t∈N^{t−1 = ∞.} �to protivoreqie dokazyvaet teoremu 3. �

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 95

§4. Nabor iz odnogo operatora

4.1. Predpoloßim teper~, qto vse differencial~nye operatory

nabora A kratny odnomu operatoru T , T = ∑ k1<···<k_n k1+···+k_n=ℓ a_{k1,...,kn} ∂^{k1}_1 . . . ∂^{kn}_n .

SvØßem s operatorom T harakteristiqeskiæ polinom P (ξ) = P (ξ_1, . . . , ξ_n) = Σa_{k1,...,kn} (iξ_1)^{k1} . . . (iξ_n)^{kn} . Nam udalos~ poluqit~ lix~ sledu¸wiæ prostoæ, no ne vpolne udovletvoritel~nyæ rezul~tat.

Teorema 4. Pri sdelannyh predpoloßeniØh, prostranstvo

C^{(A)}(T^n) izomorfno prostranstvu C(T^n) pri l¸bom iz sledu¸wih usloviæ: a) n = 2; b) polinom P ne obrawaetsØ v nul~ v toqkah celoqislennoæ rexetki Z^n.

Dokazatel~stvo. Pust~ E = {ξ ∈ Z^n : P (ξ) ≠ 0}. Obozna-

qim qerez U zamknutu¸ lineænu¸ oboloqku mnoßestva monomov

z^{ξ1}_1 . . . z^{ξn}_n , ξ = (ξ_1, . . . , ξ_n) ∈ E, v prostranstve C(T^n). ˚sno, qto

prostranstva U i C^{(A)}(T^n) izomorfny (na kofffficientah Fur~e izomorfizm zadaetsØ formuloæ {c_ξ}_{ξ∈E} ↔ {P (ξ)c_ξ}_{ξ∈E} ). Pri uslovii b) imeem U = C(T^n), tak qto dokazyvat~ bol~xe neqego. Esli vypolneno uslovie a) (razmernost~ ravna 2), to vse celoqislennye rexeniØ uravneniØ P (ξ) = 0 – ffto celoqislennye toqki na ne bolee, qem koneqnom ob¨edinenii prØmyh s racional~- nym uglom naklona, prohodØwih qerez 0. Togda legko videt~, qto prostranstvo U dopolnØemo v C(T^2) (proektor vyraßaetsØ qerez svertki s podhodØwimi merami na T^2, napodobie togo, qto delalos~ v sootvetstvu¸wem meste §3).

Sobstvenno, na fftom moßno bylo by i ostanovit~sØ, odnako netrudno ponØt~, qto v takom sluqae U ∼ C(T) (ili, qto to ße samoe, v silu teoremy Mil¸tina, U ∼ C(T^2)). Imenno, v U legko naæti dopolnØemoe podprostranstvo, izomorfnoe C(T), – dostatoqno rassmotret~ racional~nu¸ prØmu¸, otliqnu¸ ot vseh upomØnutyh. A togda nußnyæ izomorfizm poluqaetsØ iz dekompozicionnogo metoda Pelqinskogo, sm., naprimer, [11]. My opuskaem detali. �

96 S. V. KISL˚KOV, D. V. MAKSIMOV

4.2. Drugie modeli. Iz dokazatel~stva teoremy 4 vidno, qto,

naqinaØ s razmernosti 3, oqen~ veroØtno suwestvovanie prostranstv vida C^{{T }}(T^n), postroennyh po odnomu differencial~- nomu operatoru i ne vkladyva¸wihsØ dopolnØemo v C(K) ni dlØ kakogo K, – odnako ffto svØzano skoree so svoæstvami samogo prostranstva C(T^n) i ego translØcionno-invariantnyh podprostranstv, qem s gladkost~¸. Takoæ ffffekt (esli on obnarußitsØ) budet, skoree, sluqaænym obstoØtel~stvom: dlØ drugih “modeleæ” prostranstva C^{(A)} fftogo ne proishodit.

Qtoby ob¨Øsnit~, qto ponimaetsØ pod model~¸, otmetim, qto obyqnye prostranstva ℓ raz nepreryvno differenciruemyh funkciæ – takie kak C^{(ℓ)}(T^n), C^{(ℓ)}(G) (G – oblast~ v R^n s ne slixkom ffkzotiqnoæ graniceæ) ili C^{(ℓ)}_0 (R^n) (funkcii, stremØwiesØ k nul¸ na beskoneqnosti vmeste so vsemi proizvodnymi do porØdka ℓ vkl¸qitel~no) izomorfny drug drugu pri fiksirovannyh n i ℓ. Takim obrazom, ih vse moßno sqitat~ modelØmi odnogo i togo ße prostranstva.

V obwem sluqae neØsno, izomorfny li, naprimer, prostranstva C^{(A)}(T^n) i C^{(A)}_0 (R^n) (vtoroe opredelØetsØ oqevidnym obrazom), odnako ih toße moßno rassmatrivat~ kak raznye modeli odnoæ i toæ ße situacii. Analog teoremy 4 dlØ prostranstva

C^A_0 (R^n) svoboden ot sluqaænyh obstoØtel~stv.

Predloßenie 1. Esli nabor A sostoit iz odnogo nenulevogo

differencial~nogo operatora T (ne obØzatel~no odnorodnogo), to C^{(A)}_0 (R^n) ∼ C_0(R^n).

Dokazatel~stvo. Pervoe prostranstvo izometriqeski vklady-

vaetsØ vo vtoroe s pomow~¸ otobraßeniØ f → T f. Esli μ – koneqnaØ mera na R^n, ortogonal~naØ vsem funkciØm T f, to

P (ξ)^μ(ξ) = 0 dlØ harakteristiqeskogo polinoma P operatora T .

Tak kak funkciØ ^μ nepreryvna, a mnoßestvo {ξ ∈ R^n : P (ξ) = 0} nigde ne plotno v R^n, to μ = 0. �

Zametim, odnako, qto za udobstva pridetsØ platit~: pri popytke perenesti teoremu 3 na prostranstva C^{(A)}_0 (R^n) voznika¸t nekotorye nepriØtnosti, kotorymi my poka rexili ne zanimat~- sØ.

IZOMORFNY` TIP PROSTRANSTVA 97

Literatura

1. G. M. Henkin, Otsutstvie ravnomernogo gomeomorfizma meßdu prostranstvami gladkih funkciæ ot odnogo i ot n peremennyh (n ¿ 2). — Matem. sb. 74, No. 4 (1967), 595–606.

2. A. Grothendieck, Erratum an mémoire: produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. — Ann. Inst. Fourier (Grenoble) No. 6 (1955–1956), 117–120.

3. A. Grothendieck, Sur les applications linéaires faiblement compactes d’espace du type C(K). — Canad, J. Math. 5 (1953), 129–173.

4. S. V. KislØkov, Sobolevskie operatory vloßeniØ i neizomorfnost~ nekotoryh banahovyh prostranstv. — Funkc. analiz i ego priloß. 9, No. 4 (1975), 22–27.

5. S. V. KislØkov, V prostranstve nepreryvno-differenciruemyh funkciæ na tore net lokal~no-bezuslovnoæ struktury. — Preprint LOMI R-1-77 (1977), 18 s.

6. S. Kwapień and A. Pełczyński, Absolutely summing operators and translationinvariant spaces of functions on compact abelian groups. — Math. Nachr. 94 (1980), 303–340.

7. A. Pełcziński and K. Senator, On isomorphisms of anisotropic Sobolev spaces with “classical Banach spaces” and Sobolev-type embedding theorem. — Studia Math. 84 (1986), 169–215.

8. N. G. Sidorenko, Neizomorfnost~ nekotoryh banahovyh prostranstv gladkih funkciæ prostranstvu nepreryvnyh funkciæ. — Funkc. analiz iz ego priloß. 21, No. 4 (1987), 91–93.

9. S. V. KislØkov i N. G. Sidorenko, Otsutstvie lokal~noæ bezuslovnoæ struktury v anizotropnyh prostranstvah gladkih funkciæ. — Sibirsk. mat. ßurn. 29, No. 3 (1988), 64–77.

10. A. Pełczyński, Boundedness of the canonical projection for Sobolev spaces generated by finite families of linear differential operators. — In: Analysis in Urbana, Vol. I (Urbana, IL, 1986–1987); 395–415. London Math. Soc. Lecture notes series, 137, Cambridge University Press, 1989.

11. A. Pelqinskiæ, Lineænye prodolßeniØ, lineænye usredneniØ i ih primeneniØ. Mir, M. (1970).

Kislyakov S. V., Maksimov D. V. Isomorphic type of the space of smooth functions determined by a finite family of differential operators.

On the torus T^n with n > 2, the space mentioned in the title is not isomorphic to a complemented subspace of C(K) if the finite family in question consists of homogeneous differential operators of one and the same order with constant coefficients and at least two among them are linearly independent.

Postupilo 1 noØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN Gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena E-mail: skis@pdmi.ras.ru