Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

M. Girnyk

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ SUBGARMONIQESKO` FUNKCII LOGARIFMOM MODUL˚ ANALITIQESKO` V QEBYXEVSKO` METRIKE

1. Vvedenie

Rezul~taty o priblißenii v razliqnyh metrikah subgarmoniqeskoæ v oblasti Ω funkcii logarifmom modulØ analitiqeskoæ funkcii ime¸t mnogoqislennye priloßeniØ (sm., naprimer, [1–6]), tak kak postroit~ subgarmoniqesku¸ funkci¸ s trebuemymi asimptotiqeskimi svoæstvami zaqastu¸ znaqitel~no prowe, qem analitiqesku¸. Glavnym obrazom v svØzi s fftim voznikaet zadaqa priblißeniØ fflementov bolee xirokogo mnoßestva subgarmoniqeskih funkciæ fflementami iz men~xego mnoßestva analitiqeskih funkciæ. TakaØ approksimaciØ issledovalas~ rØdom avtorov. Sluqaæ, kogda mera Rissa sosredotoqena na krivyh, rassmotren v [7–9]. Vpervye v obwem vide v klasse subgarmoniqeskih v ploskosti funkciæ koneqnogo porØdka ukazannoe priblißenie naxel V. Azarin [10]. �to priblißenie dlØ proizvol~nyh subgarmoniqeskih funkciæ v proizvol~nyh oblastØh rassmotreno v stat~e R. ılmuhametova [11], gde, v qastnosti, naædena predel~no toqnaØ approksimaciØ dlØ sluqaØ ploskosti C . IssledovaniØ R. ılmuhametova prodolßeny i razvity v raznyh napravleniØh rØdom avtorov (sm. obzor v [6], a takße nedavnie raboty [12–15]).

My ispol~zuem osnovnye fakty i standartnye oboznaqeniØ teorii potenciala [16], napomnim nekotorye iz nih. Oboznaqa- em D(a, r) := {z : |z − a| < r}, C(a, r) := {z : |z − a| 6 r}, S(a, r) := {z : |z − a| = r}, A(t, T ) := {z : t 6 |z| 6 T }. Simvol m_2 oboznaqa-

et plosku¸ meru Lebega, bukvami C s indeksami my oboznaqaem poloßitel~nye postoØnnye, v skobkah ukazyvaem zavisimost~ ot parametrov. Oboznaqim qerez F M mnoßestvo podmnoßestv luqa

[1, ∞), ime¸wih koneqnu¸ meru, i podmnoßestv L promeßutka [0, 1), dlØ kotoryh ∫ L(1 − x)^{−2} dx < ∞. Pust~ u(z) subgarmoniqe- 55

56 M. GIRNYK skaØ v ploskosti C ili v kruge D := D(0, 1) funkciØ, togda μ_u – ee mera Rissa, B(r, u) := max{u(z) : z ∈ C(0, r)} – maksimum,

n(a, r, u) := μ(C(a, r)), n(r) := n(0, r, u) – sqita¸wie funkcii mery

Rissa. Mnoßestvo toqek, (β, s)-normal~nyh otnositel~no mery μ v oblasti Ω, supp μ ⊂ Ω, zadaetsØ usloviem N (β, s, μ) := {z ∈ Ω : ∀t ∈ (0, s)(μ(D(z, t)) 6 βt)}, N (β, s, μ_1, . . . , μ_n) = ∩^{j=n}_{j=1} N (β, s, μ_j) Zapis~ a ≍ b oznaqaet, qto |a| 6 Const |b| i |b| 6 Const |a|. Soderßanie naxeæ raboty tesno svØzano s dvumØ rezul~tatami ılmuhametova, procitiruem ih (v neskol~ko izmenennoæ, no ffkvivalentnoæ formulirovke) [11, s. 278–282].

Teorema A. Pust~ u(z) – subgarmoniqeskaØ funkciØ koneqnogo po-

rØdka ρ i pust~ α > ρ. Togda suwestvu¸t celaØ funkciØ f(z), postoØnnaØ C_1 = a_0 + a_1α, a_1 > 1, zavisØwaØ tol~ko ot α, a takße iskl¸qitel~noe mnoßestvo E, zavisØwee ot funkciæ u(z), f(z) i qisla α, takie, qto |u(z) − log |f(z)|| 6 C_1(α) log |z|, z /∈ E, (1.1) priqem E ⊂ ∪_jD(z_j , r_j) i ∑ R6|zj |<2R^{rj = o(R} ρ−α), R → ∞. (1.2) Teorema V. Pust~ celaØ funkciØ f(z) udovletvorØet sootnoxe- ni¸ ||z| − log |f(z)|| = o(log |z|), E ∌ z → ∞. (1.3) Togda dlØ l¸bogo pokrytiØ mnoßestva E krugami {D(z_j , r_j)} s ravnomerno ograniqennymi radiusami i l¸bogo qisla ε > 0 vypolnØetsØ neravenstvo ∑ R6|zj |<2R^{rj}

> R^{1−ε}, R > R(ε). (1.4)

Cel~ dannoæ raboty – usilit~ i utoqnit~ teoremu V, a takße dokazat~ analogiqnye teoremy dlØ sluqaev subgarmoniqeskih funkciæ beskoneqnogo porØdka i subgarmoniqeskih funkciæ v ediniqnom kruge. Sformuliruem naxi rezul~taty.

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 57

Teorema 1. Pust~ qislo ρ > 0 i celaØ funkciØ f udovletvorØet

neravenstvu ||z|^ρ − log |f(z)|| 6 C_2 log |z|, z /∈ E, (1.5) gde mnoßestvo E soderßitsØ v ob¨edinenii krugov {D(z_j , r_j)}, priqem r_j 6 |z_j |^{1−ρ/2+ε}, ε > 0. Togda imeet mesto ocenka ∑ R6|zj |<2R r_j > R^{1+ρ/2−2C2−3ε}, R > R(ε). (1.6) Teorema 2. Pust~ subgarmoniqeskaØ funkciØ u(z) imeet beskoneq-

nyæ porØdok, a qislo ε poloßitel~no. Togda suwestvu¸t celaØ funkciØ f(z), postoØnnaØ C_2(ε) i mnoßestvo E takie, qto dlØ vseh z /∈ E vypolneno neravenstvo |u(z) − log |f(z)|| 6 C_3(ε) (log |z| + log B(|z|, u)) . (1.7) Iskl¸qitel~noe mnoßestvo E, zavisØwee ot funkciæ u(z), f(z) i qisla ε, soderßitsØ v ob¨edinenii krugov D(z_j , r_j), j ∈ N, priqem ∑ R6|zj |<R+(log B(R,u))�^1 r_j = o(B(R, u)^{−ε}), R → ∞, R /∈ L ∈ F M. (1.8) Teorema 3. Pust~ v(R) ∈ C^2[0, ∞) – vypuklaØ funkciØ ot log R,

v(R) → ∞ pri R → ∞ i vypolneny usloviØ min{log v^{(k)}(x) : x ∈ [R − 2/ log v(R), R + 2/ log v(R)]} ∼ ∼ max{log v^{(k)}(x) : x ∈ [R − 2/ log v(R), R + 2/ log v(R)]} ∼ ∼ log v^{(k)}(R), R → ∞, k = 0, 1, 2. (1.9) Pust~ celaØ funkciØ f(z) udovletvorØet neravenstvu |v(|z|) − log |f(z)|| < C_4 log v(|z|), z /∈ E, (1.10) gde mnoßestvo E soderßitsØ v ob¨edinenii krugov D(z_j , r_j), j ∈

N, takih, qto rj < v(|zj |)^{−1−ε}, ε > 0. Togda ∑ R6|zj |<R+(log B(R,u))�^1 r_j > v(R)^{1/2−2C4−2ε}, R > R(ε). (1.11)

58 M. GIRNYK

Teorema 4. Pust~ qislo ρ > 0 i analitiqeskaØ v kruge funkciØ

f(z) udovletvorØet neravenstvu ||1 − z|^{−ρ} − log |f(z)|| 6 C_5 log 1 |1 − z| , z /∈ E, (1.12) gde mnoßestvo E soderßitsØ v ob¨edinenii krugov {D(z_j , r_j)}, priqem r_j 6 |1 − z_j |^{1+ρ/2}. Togda imeet mesto ocenka ∑ R6|zj |<R+(1−R)/2^{rj}

> (1 − R)^{−ρ/2+2C5+3ε}, R(ε) < R < 1. (1.13)

Teorema 5. Pust~ subgarmoniqeskaØ v D funkciØ u(z) imeet bes-

koneqnyæ porØdok i qislo ε poloßitel~no. Togda suwestvu¸t analitiqeskaØ v D funkciØ f, postoØnnaØ C_6(ε) i mnoßestvo E takie, qto dlØ vseh z /∈ E vypolneno neravenstvo |u(z) − log |f(z)|| 6 C_6(ε) log B(|z|, u). (1.14) Iskl¸qitel~noe mnoßestvo E, zavisØwee ot funkciæ u(z), f(z) i qisla ε, soderßitsØ v ob¨edinenii krugov D(z_j , r_j), j ∈ N, priqem ∑ R6|zj |<R+(1−R)^2(log B(R,u))�^{1 rj = o(B(R, u)} −ε), R → 1, R /∈ L ∈ F M. (1.15) Teorema 6. Pust~ v(R) ∈ C^2[0, 1) – vypuklaØ funkciØ ot log R,

v(R) → ∞ pri R → 1 i vypolneny usloviØ min{log v^{(k)}(x) : x ∈ [R−2(1−R)^2/ log v(R), R+2(1−R)^2/ log v(R)]} ∼ ∼ max{log v^{(k)}(x) : x ∈ [R − 2(1 − R)^2/ log v(R), R + 2(1 − R)^2/ log v(R)]} ∼ log v^{(k)}(R), R → 1, k = 0, 1, 2. (1.16) Pust~ analitiqeskaØ v D funkciØ f(z) udovletvorØet neravenstvu |v(|z|) − log |f(z)|| < C_7 log v(|z|), z /∈ E, (1.17) i mnoßestvo E soderßitsØ v ob¨edinenii krugov D(z_j , r_j), j ∈ N, takih, qto r_j < v(|z_j |)^{−1/2+ε}, ε > 0. Togda ∑ R6|zj |<R+(1−R)^2(log B(R,u))�^{1 rj}

> v(R)^{1/2−2C7−2ε},

R(ε) < R < 1. (1.18)

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 59 Prokommentiruem ffti formulirovki. Teorema 1 usilivaet teoremu V, anonsirovannu¸ ılmuhametovym. Ograniqenie sverhu na radiusy krugov pokrytiØ iskl¸qitel~nogo mnoßestva v fftoæ i drugih podobnyh teoremah neobhodimo: krugi

{D((−1)^n2^{n−1}, 2^n)}_{n∈}Npokryva¸t vs¸ ploskost~, a ∑ |z_j |<R r_j 6 2R. Veliqina ograniqeniØ sverhu dlØ radiusov krugov pokrytiØ iskl¸qitel~nogo mnoßestva v teoremah 1, 3, 4, 6 bol~xe ili ravna, qem radiusy krugov sootvetsvenno v teoreme A i podobnyh eæ, pofftomu predstavlØetsØ estestvennoæ. Esli rassmotret~ pokrytie ploskosti krugami vida D(z, |z|^{1−ρ/2}), kratnost~ kotorogo ne bol~xe 3, to dlØ takogo pokrytiØ ∑ R6|zj |<2R r_j ≍ R^{1+ρ/2}, t.e. mnoßestvo E vse ße moßet ØvlØt~sØ (i ØvlØetsØ, kak sleduet iz rezul~tata ı. L¸barskogo i E. Malinnikovoæ) iskl¸qitel~nym. Legko videt~, qto funkcii, udovletvorØ¸wie uslovi- Øm teorem 3 i 6, suwestvu¸t, naprimer, v(R) := exp_k R, v(R) :=

exp_k(1/(1 − R)), gde exp_k – ffto k-aØ iteraciØ ffksponenty. Teore-

ma 2 usilivaet rezul~tat raboty [17]. Teoremy 4–6 dopolnØ¸t teoremy stat~i [18].

Sluqai ploskosti, kruga, funkciæ koneqnogo i beskoneqnogo porØdkov ime¸t svo¸ specifiku, pofftomu nam ne udalos~ predstavit~ teoremy 1, 3, 4, 6 kak sledstviØ odnoæ teoremy, hotØ ih dokazatel~stva osnovany na obweæ idee.

Blagodar¸ R. ılmuhametova, soobwivxego mne ide¸ neopublikovannogo dokazatel~stva teoremy V. Vyraßa¸ priznatel~- nost~ V. �ædermanu, predloßivxemu primenit~ maksimum vmesto funkcii rosta po Bl¸mental¸, qto pozvolilo usilit~ rezul~tat stat~i [17]. Uqastniki L~vovskogo seminara po kompleksnomu analizu, v osobennosti O. Skaskiv i I. Qißikov, vnimatel~no obsudili dokazatel~stva rezul~tatov i sdelali poleznye zameqaniØ, i moæ priØtnyæ dolg blagodarno otmetit~ ih trud.

60 M. GIRNYK 2. Dokazatel~stva rezul~tatov DlØ udobstva qitateleæ procitiruem neskol~ko teorem, ispol~zuemyh v dal~neæxem.

Teorema C [11, s. 275]. Pust~ u(z) – funkciØ, subgarmoniqeskaØ

v neograniqennoæ oblasti Ω. Togda suwestvuet analitiqeskaØ v Ω funkciØ f(z), kotoraØ dlØ vseh (β, s)-normal~nyh toqek otnositel~no mer Rissa μ_u i μ_{log |f|} udovletvorØet neravenstvu |u(z) − log |f(z)|| 6 (2.1) | | ∫ D(0,2) log |z − ξ| dμ_u(ξ) | | + C_8| log s| + C_9 log |z| + βs(| log s| + 1) + C_{10}.

PostoØnnye C_8, C_9, C_{10} ne zavisØt ot oblasti Ω i ot funkciæ u(z), f(z). Teorema D [11, s. 275]. Pust~ u(z) – funkciØ, subgarmoniqeskaØ

v ograniqennoæ oblasti Ω. Togda suwestvuet analitiqeskaØ v Ω funkciØ f(z), kotoraØ dlØ vseh (β, s)-normal~nyh toqek otnositel~no mer Rissa μ_u i μ_{log |f|} udovletvorØet neravenstvu |u(z) − log |f(z)|| 6

6 C11| log s| + C12| log diam Ω| + βs(| log s| + 1) + C13. (2.2)

PostoØnnye C_{11}, C_{12}, C_{13} ne zavisØt ot oblasti Ω i ot funkciæ u(z), f(z). Kak otmeqaet R. ılmuhametov, ocenki sverhu dlØ funkcii

log |f(z)|, kotorye poluqa¸tsØ iz teorem C i D, vypolnØ¸tsØ dlØ

toqek, (β, s)-normal~nyh otnositel~no tol~ko mery μ_u.

Teorema E [19, s. 121]. Pust~ na [r0, ∞) zadana nepreryvnaØ ne-

ubyva¸waØ funkciØ v(r) → ∞ pri r → ∞ i pust~ δ > 0. Togda dlØ vseh r > r_0, krome, vozmoßno, mnoßestva koneqnoæ mery L ∈ F M , vypolnØetsØ neravenstvo v ( r + 2 log v(r) ) < v(r)^{1+δ} . (2.3)

Sledu¸waØ teorema legko poluqaetsØ iz teoremy E zamenoæ peremennoæ.

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 61

Teorema F. Pust~ na [r0, 1) zadana nepreryvnaØ neubyva¸waØ

funkciØ v(r) → ∞ pri r → 1 i pust~ δ > 0. Togda dlØ vseh r_0 6 r < 1, krome, vozmoßno, mnoßestva L ∈ F M , vypolnØetsØ neravenstvo v ( r + 2(1 − r)^2 log v(r) ) < v(r)^{1+δ} . (2.4)

Dokaßem fflementarnu¸, no vaßnu¸ lemmu.

Lemma 1. Pust~ v(x) – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ

funkciØ, zadannaØ na [0, ∞) ili na [0, 1) i h(x, v) := v(T ) log x − log R log T − log R + v(R) log T − log x log T − log R , gde qisla R, T , R < T , prinadleßat mnoßestvu opredeleniØ funkcii v. Togda dlØ kaßdogo x ∈ [R, T ] vypolneno neravenstvo |h(x, v) − v(x)| 6 C_{14}(T − R)^2(v^′((R + T )/2)/R + max_{ξ∈[R,T ]} |v^{′′}(ξ)|). Dokazatel~stvo lemmy 1. Po formule Teælora v forme La-

granßa imeem v(x) = v ( R + T 2 ) +v^′ (R + T 2 )( x − R + T 2 ) + v^{′′}(ξ) 2 ( x − R + T 2 )_2 , (2.5)

gde ξ ∈ [R, T ],

log(1 +^{x−R}_R ) log(1 +^{T −R}_R ) = x−R R + O((^{x−R}_R )^2) T −R R + O((^{T −R}_R )^2) =

= x − R + O(^{(x−R)2}_R ) T − R + O(^{(T −R)2}_R ) = x − R T − R (1 + O((T − R)/R)), (T − R)/R → 0, (2.6) log(1 +^{T −R}_R ) − log(1 +^{x−R}_R )

log(1 +^{T −R}_R ) =

= T − x T − R (1 + O((T − R)/R)), (T − R)/R → 0. (2.7)

62 M. GIRNYK

UqityvaØ (2.5)–(2.7), zapixem h(x, v) − v(x) = (v(T ) − v(x)) log(1 +^{x−R}_R ) log(1 +^{T −R}_R ) +

+(v(R) − v(x)) log(1 +^{T −R}_R ) − log(1 +^{x−R}_R ) log(1 +^{T −R}_R ) =

= ( v ( T + R 2 ) + v^′ ( T + R 2 )( T − T + R 2 ) + v^{′′}(ξ_1) 2 ( T − T + R 2 )_2 −

−v ( T + R 2 ) − v^′ (T + R 2 )( x − T + R 2 ) − v^{′′}(ξ_2) 2 ( x − T + R 2 )_2) ×

× x − R T − R (1 + O((T − R)/R))+

+ ( v ( T + R 2 ) + v^′ ( T + R 2 )( R − T + R 2 ) + v^{′′}(ξ_3) 2 ( R − T + R 2 )_2 −

−v ( T + R 2 ) − v^′ (T + R 2 )( x − T + R 2 ) − v^{′′}(ξ_4) 2 ( x − T + R 2 )_2) ×

× T − x T − R (1 + O((T − R)/R)) = v^′ (T + R 2 ) O((T − R)^2/R)+

+ ( v′′(ξ_1) 2 − v^{′′}(ξ_2) 2 + v^{′′}(ξ_3) 2 − v^{′′}(ξ_4) 2 ) O((T − R)^2),

i ots¸da sleduet utverßdenie lemmy 1. �

Dokazatel~stvo teoremy 1. Naqnem s izloßeniØ idei doka-

zatel~stva. Sperva my pokaßem, qto kaßdyæ krug vida D(a,

|a|^{1−ρ/2}), gde f(a) = 0, soderßit dostatoqno bol~xoe iskl¸qi-

tel~noe mnoßestvo. Zatem budet dokazano, qto fftim ße svoæstvom obladaet kaßdyæ krug neskol~ko bol~xego radiusa, ne trebuØ pri fftom, qtoby centr kruga byl nulem funkcii f. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva pomewaem v kol~co A(R, 2R) dostatoqno mnogo nepereseka¸wihsØ krugov uveliqennogo radiusa. SravnivaØ plowadi kol~ca i krugov, poluqaem ocenku (1.6).

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 63

Lemma 2. Pust~ h(z, v, A) – naimen~xaØ garmoniqeskaØ maßo-

ranta subgarmoniqeskoæ funkcii v(z) := |z|^ρ, gde ρ > 0, v kol~ce A := A(R − R^{1−ρ/2}, R + R^{1−ρ/2}). Togda max{h(z, v, A) − v(z) : z ∈ A(R − R^{1−ρ/2}, R + R^{1−ρ/2})} 6 C_{15}, gde postoØnnaØ C_{15} ne zavisit ot R.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Dostatoqno rassmotret~ raznost~ h(x, v, A) − v(x), ibo h(z, v, A) := v(R + R^{1−ρ/2}) log |z| − log(R − R^{1−ρ/2}) log(R + R^{1−ρ/2}) − log(R − R^{1−ρ/2}) +

+v(R − R^{1−ρ/2}) log |z| − log(R + R^{1−ρ/2}) log(R − R^{1−ρ/2}) − log(R + R^{1−ρ/2})

ØvlØetsØ radial~no simmetriqeskoæ funkcieæ. Primenim lemmu 1 k v(x) = x^ρ. Tak kak max{|v^′(x)| : x ∈ [R − R^{1−ρ/2}, R + R^{1−ρ/2}]} ≍

R^{ρ−1}, a max{|v^{′′}(x)| : x ∈ [R − R^{1−ρ/2}, R + R^{1−ρ/2}]} ≍ R^{ρ−2}, to takim

obrazom poluqim utverßdenie lemmy 2. �

Lemma 3. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i f(a) = 0. Togda

dlØ l¸bogo pokrytiØ krugami pereseqeniØ E s D(a, |a|^{1−ρ/2}) summa ih radiusov ne men~xe, qem |a|^{1−ρ/2−2C2−ε}.

Dokazatel~stvo lemmy 3. Rassmotrim okrußnosti

S(a, t|a|^{1−ρ/2}), t ∈ [1/2, 3/4]. Esli vse oni pereseka¸tsØ s mno-

ßestvom E, to pereseqenie E s krugom D := D(a, |a|^{1−ρ/2}) pokryvaetsØ krugami tol~ko pri uslovii, qto summa ih radiusov ne men~xe^1_8 |a|^{1−ρ/2}: sravnim radial~nye proekcii mnoßestva E i iskl¸qitel~nyh krugov na radius D. Esli ße suwestvuet okrußnost~ S := S(a, p|a|^{1−ρ/2}), p ∈ [1/2, 3/4], ne pereseka¸waØsØ s E, to vnutri fftoæ okrußnosti verna ocenka |h(z, log |f|, D) − log |f(z)|| < (2C_2 + ε) log |z|, z /∈ E, (2.8) gde h(z, log |f|, D) ØvlØetsØ naimen~xeæ garmoniqeskoæ maßorantoæ subgarmoniqeskoæ funkcii log |f| v kruge D.

Dokaßem neravenstvo (2.8). Oboznaqim qerez h(z, v, D) naimen~xu¸ garmoniqesku¸ maßorantu subgarmoniqeskoæ funkcii

v(z) = |z|^ρ v kruge D. Po opredeleni¸ naimen~xeæ garmoniqe-

skoæ maßoranty i soglasno lemme 2 nahodim 0 6 h(z, v, D) − v(z) 6 h(z, v, A) − v(z) 6 C15. (2.9)

64 M. GIRNYK Iz principa maksimuma dlØ garmoniqeskih funkciæ sleduet, qto v D imeet mesto ocenka |h(z, v, D) − h(z, log |f|, D)| 6 |h(z_0, v, D) − h(z_0, log |f|, D)|, (2.10) gde z_0 ∈ S. UqityvaØ predpoloßenie ob S, prodolßim ocenku (2.10) |h(z_0, v, D) − h(z_0, log |f|, D)| = = |v(z_0) − log |f(z_0)|| < C_2 log |z_0| < (C_2 + ε) log |z|. (2.11)

Iz (1.5), (2.9)–(2.11) vytekaet (2.8).

S drugoæ storony, iz formuly Puassona–Iensena dlØ funkcii log |f| v kruge D, t.e. iz formuly log |f(z)| = h(z, log |f|, D) − ∑ a_n∈D g(z, a_n, D), gde g(z, a_n, D) – funkciØ Grina oblasti D s pol¸som v nule a_n funkcii f, poluqaem |h(z, log |f|, D) − log |f(z)|| = | | ∑ a_n ∈D g(z, a_n, D) | | = ∑ a_n∈D g(z, a_n, D). Ispol~zuØ izvestnye svoæstva funkcii Grina, ots¸da nahodim |h(z, log |f|, D) − log |f(z)|| > g(z, a, D) = log p|a|^{1−ρ/2} |z − a| . (2.12)

Iz (2.12) sleduet, qto krug D(a, |a|^{1−ρ/2−2C2−ε}) soderßitsØ v E.

�

Posle dokazatel~stv lemm 2 i 3 prodolßim dokazatel~stvo teoremy 1. Rassmotrim teper~ proizvol~noe qislo b ∈ C i krug

D(b, |b|^{1−ρ/2+ε}) s ε > 0. Snova imeem al~ternativu: ili vse okruß-

nosti S(b, t|b|^{1−ρ/2+ε}), t ∈ [1/2, 3/4], pereseka¸tsØ s E, ili suwestvuet okrußnost~ S(b, p|b|^{1−ρ/2+ε}), p ∈ [1/2, 3/4], ne pereseka¸wa- ØsØ s E. V pervom sluqae summa radiusov l¸bogo pokrytiØ krugami pereseqeniØ ne men~xe, qem^1_8 |b|^{1−ρ/2+ε}. Vo vtorom sluqae v kruge D(b,^3_4 |b|^{1−ρ/2+ε}) suwestvuet qislo a takoe, qto f(a) = 0. Obosnuem ffto utverßdenie. Pust~ E ∩ S(p|b|^{1−ρ/2+ε}) = ? i f ne

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 65 imeet nuleæ v kruge D(p|b|^{1−ρ/2+ε}), sledovatel~no, log |f| ØvlØetsØ garmoniqeskoæ funkcieæ v vyxeukazannom kruge. Zapixem formulu Puassona–Iensena 1 2π 2π∫ 0 (log |f(b + p|b|^{1−ρ/2+ε}e^{iφ})| − |b + p|b|^{1−ρ/2+ε}e^{iφ}|^ρ) dφ =

= p|b|1�^{ρ/}2+^ε ∫ 0 n(b, t, log |f|) − n(b, t, v) t dt. (2.13)

Iz opredeleniØ mnoßestva E sleduet, qto levaØ qast~ formuly (2.13) est~ O(log |b|). S drugoæ storony, mera Rissa

n(b, t, log |f|) ravna nul¸ dlØ kaßdogo t ∈ [0, p|b|^{1−ρ/2+ε}]. Mera Ris-

sa funkcii v(z) = |z|^ρ udovletvorØet sootnoxeni¸ dμ_v(z) = 1 2π Δv dm_2(z) = 1 2π ρ^2|z|^{ρ−2} dm_2(z), gde m_2(z) – ploskaØ mera Lebega. Ots¸da poluqaem, qto

n(b, t, v) ≍ |b|^{ρ−2}t^2, 0 6 t 6 p|b|^{1−ρ/2+ε}. Takim obrazom, pravaØ qast~

ravenstva (2.13) imeet porØdok ≍ |b|^{ρ−2}|b|^{2−ρ+2ε} = |b|^{2ε}, i my prixli k protivoreqi¸. Sledovatel~no, krug D(b,^3_4 |b|^{1−ρ/2+ε}) soderßit nul~ a funkcii f. Dalee, D(a, |a|^{1−ρ/2}) ⊂ D(b, |b|^{1−ρ/2+ε}) pri dostatoqno bol~xom |b|. Primeniv lemmu 3, zakl¸qaem, qto dlØ l¸bogo pokrytiØ pereseqeniØ E ∩ D(b, |b|^{1−ρ/2+ε}) krugami summa ih radiusov ne men~xe, qem |b|^{1−ρ/2−2C2−ε}.

Iz sravneniØ plowadeæ sleduet, qto v kol~ce A = A(R, 2R) moßno razmestit~ ≍ R^2/R^{2−ρ+2ε} = R^{ρ−2ε} nepereseka¸wihsØ krugov vida D(b, |b|^{1−ρ/2+ε}), kaßdyæ iz kotoryh soderßit taku¸ qast~ iskl¸qitel~nogo mnoßestva, qto dlØ l¸bogo ee pokrytiØ krugami summa radiusov fftih krugov ne men~xe, qem ≍

R^{1−ρ/2−2C2−ε}. Tak kak radiusy krugov, pokryva¸wih E, ogra-

niqeny qislom ≍ R^{1−ρ/2+ε} i pofftomu uqityva¸tsØ ne bolee koneqnogo qisla raz, priqem kratnost~ pokrytiØ ne zavisit ot R, to obwaØ summa ih radiusov bol~xe ili ravna, qem ≍ R^{1+ρ/2−2C2−3ε}. � Dokazatel~stvo teoremy 2. Soglasno teoreme C, v usloviØh

teoremy 2 suwestvuet celaØ funkciØ f, udovletvorØ¸waØ (1.7) dlØ vseh toqek z ∈ N (β, s, μ_u, μ_{log |f|}), gde β = B(r, u)^{1+ε}, s = β^{−1}.

66 M. GIRNYK

Perehodim k dokazatel~stvu ocenki (1.8) veliqiny iskl¸- qitel~nogo mnoßestva E = C \ N (β, s, μ_u, μ_{log |f|}). Poloßim μ :=

μ_u + μ_{log |f|}. Dalee budet dokazano neravenstvo (0 < δ < ε) n(r, μ) < C_{16}B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M. (2.14) V predpoloßenii, qto (2.14) verno, ocenim veliqinu mnoßestva E. Po opredeleni¸ toqki, normal~noæ otnositel~no mery, kaßdaØ toqka z ∈ E ØvlØetsØ cetrom kruga D(z, r_z), takogo, qto μ(D(z, r_z)) > B(|z|, u)^{1+ε}r_z, r_z ∈ (0, s). Po teoreme o pokrytii [20, s. 246], iz pokrytiØ {D(z, r_z)} mnoßestva E moßno vybrat~ ne bolee qem sqetnoe podpokrytie {D(z_j , r_{zj} )} (dalee oboznaqaem r_j := r_{zj} ), kratnosti ne bolee xesti, oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom:

μ(D(z_j , r_j)) > B(|z_j |, u)^{1+ε}r_j . (2.15)

Poloßim R = r + (log B(r, u))^{−1} i rassmotrim summu ∑ r<|z_j |6R μ(D(z_j , r_j)) > B(r, u)^{1+ε} ∑ r<|z_j |6R r_j. (2.16)

Vyxe my primenili (2.15) i monotonnost~ funkcii B(r, u). PrimenØØ teoremu E i uqityvaØ veliqiny radiusov iskl¸qitel~nyh krugov, poluqim ∑ r<|z_j |6R μ(D(z_j , r_j)) 6 6μ ( D ( R + 1 B(r, u)^{1+ε} )) =

= 6μ ( D ( r + 1 log B(r, u) + 1 B(r, u)^{1+ε} ))

                            6

6 6μ^(D^(r +^2_{log B(r, u)}^{))} 6 6C16B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M. (2.17)

Iz (2.16 ) i (2.17) sleduet (1.8). Ostalos~ dokazat~ neravenstvo (2.14). Iz usloviØ u(z) 6 B(|z|, u) i formuly Iensena polu- qim B(R, u) > 1 2π 2π∫ 0 u(Re^{iφ}) dφ > R∫ r n(t, μ_u) t dt >

> n(r, μu) log^R_r > C17^{n(r, μu)}_{r log B(r, u)}.

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 67 Ots¸da po teoreme E sleduet, qto n(r, μ_u) 6 C_{17}B(r, u)^{1+δ/2}r log B(r, u) < < B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M. (2.18) Iz ocenki (2.18) sleduet (1.8), no tol~ko dlØ mnoßestva E_u := C \

N (β, s, μ_u). Soglasno zameqani¸ k teoreme C, celaØ funkciØ f(z),

suwestvovanie kotoroæ utverßdaet ffta teorema, udovletvorØet neravenstvu

log |f(z)| 6 u(z) + C_3(ε)(log B(|z|, u) + log |z|) 6

6 2B(|z|, u), z /∈ Eu. (2.19)

Iz ocenki (1.8) dlØ iskl¸qitel~nogo mnoßestva E_u sleduet, qto dlØ l¸bogo z suwestvuet okrußnost~ S(0, t), t ∈ [r, R], gde r = |z|,

R = r + (log B(r, u))^{−1}, vse toqki kotoroæ (β, s)-normal~ny otno-

sitel~no mery μ_u. PrimenØØ princip maksimuma dlØ subgarmoniqeskih funkciæ i uqityvaØ neubyvanie B(r, u), iz (2.19) poluqaem neravenstvo

log |f(z)| 6 2B(R, u) + C_3(ε) log |z| 6 2B(r, u)^{1+δ/2},

kotoroe vypolnØetsØ dlØ vseh z, krome |z| = r /∈ L ∈ F M . Snova po formule Iensena vyvodim n(r, μ_{log |f|}) 6 2C_{17}B(R, u)^{1+δ/2}r log B(r, u) < < B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M. (2.20) SoqetaØ (2.18) i (2.20), prihodim k (2.14).

Dokazatel~stvo teoremy 3.

Lemma 4. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3 i f(a) = 0. Togda

dlØ l¸bogo pokrytiØ pereseqeniØ E∩D(a, v(|a|)^{−1/2}) krugami summa ih radiusov ne men~xe, qem v(|a|)^{−2C4−1/2−ε}.

Dokazatel~stvo lemmy 4 analogiqno dokazatel~stvu lemmy 3,

pofftomu my ego ne privodim, otmetim tol~ko, qto zdes~ ispol~- zu¸tsØ svoæstva funkcii v(R), zaØvlennye v teoreme 3. �

Rassmotrim teper~ proizvol~noe qislo b ∈ C i krug D(b, r(b)), gde r(b) = v(|b|)^{−1/2+ε}. Libo vse okrußnosti S(b, sr(b)), p ∈

[1/2, 3/4], pereseka¸tsØ s E, libo est~ okrußnost~ takogo vi-

da, kotoraØ s E ne peresekaetsØ. V pervom sluqae pereseqenie

68 M. GIRNYK

E ∩ D(b, r(b)) pokryvaetsØ krugami s summoæ radiusov bol~xe,

qem^1_8 r(b). Vo vtorom sluqae suwestvuet qislo a ∈ D(b,^3_4 r(b)) takoe, qto f(a) = 0. Obosnuem ffto utverßdenie. Predpoloßim, qto funkciØ f ne imeet nuleæ v kruge D(b, pr(b)). Zapixem dlØ nego formulu Puassona–Iensena 1 2π 2π∫ 0 (log |f(b + sr(b)e^{iφ})| − v(|b + sr(b)e^{iφ}|)) dφ =

= pr(b)∫

0 n(b, t, log |f|) − n(b, t, v) t dt. (2.21)

Plotnost~ mery Rissa μ_v subgarmoniqeskoæ funkcii v(|z|) ravna^1_{2π} Δv(|z|) > v(|z|)^{1−ε}, z ∈ D(b, sr(b)). Pofftomu n(b, t, v) > v(|b|)^{1−ε}t^2. (2.22) Iz predpoloßeniØ, qto okrußnost~ S(b, sr(b)) ne peresekaetsØ s iskl¸qitel~nym mnoßestvom, sleduet, qto levaØ storona ravenstva (2.21) est~ O(log v(|b|)), b → ∞, a iz (2.22) vytekaet, qto pravaØ storona ravenstva (2.21) bol~xe, qem v(|b|)^{2ε}, t.e. prixli k protivoreqi¸. Sledovatel~no, krug D(b, sr(b)) soderßit nul~ a funkcii f. Krome togo, D(a, v(|a|)^{−1/2}) ⊂ D(b,^3_4 r(b)) pri dostatoqno bol~xom |b|. Itoßim: dlØ l¸bogo pokrytiØ krugami

E ∩ D(b, r(b)) summa ih radiusov bol~xe, qem v(|a|)^{−2C4−1/2−ε} > v(|b + r(b)|)^{−2C4−1/2−ε} > (v(|b|)^{−2C4−1/2−ε})^{1+ε} > v(|b|)^{−2C4−1/2−2ε}. V kol~ce A(R, R + (log v(R))^{−1}) moßno razmestit~ ≍ Rv(R)^{1−2ε}/

log v(R) nepereseka¸wihsØ krugov vida D(b, r(b)) (sravnenie plo-

wadeæ). V kaßdom iz nih summa radiusov krugov, pokryva¸- wih E, bol~xe, qem v(R)^{−2C4−1/2−2ε} (v fftom meste i vyxe ispol~zovano, qto po teoreme E v kol~ce A(R, R + (log v(R))^{−1}) vypolnØetsØ sootnoxenie r(b) ≍ v(R)^{−1/2+ε}) i kratnost~ pokrytiØ koneqna, sledovatel~no, obwaØ summa radiusov bol~xe, qem

v(R)^{−2C4+1/2−4ε}. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. My nadeemsØ, qto kvalificiro-

vannyæ qitatel~ s ponimaniem vosprimet ffskiznoe izloßenie.

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 69

Lemma 5. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 4 i f(a) = 0. Togda

dlØ l¸bogo pokrytiØ pereseqeniØ E ∩ D(a, (1 − |a|)^{1+ρ/2}) krugami summa ih radiusov ne men~xe, qem (1 − |a|)^{2C5+1+ρ/2+ε}.

Dokazatel~stvo lemmy 5 opuskaetsØ, tak kak ono analogiqno dokazatel~stvu lemmy 3. � Dalee s primeneniem lemmy 5 pokazyvaem, qto dlØ l¸bogo pokrytiØ krugami pereseqeniØ mnoßestva E s proizvol~nym krugom vida D(b, (1 − |b|)^{1+ρ/2−ε}) summa ih radiusov ne men~xe, qem (1−|b|)^{2C5+1+ρ/2+ε}. PovtorØØ preßnie argumenty, ustanavlivaem, qto obwaØ summa radiusov krugov, pokryva¸wih qast~ E, soderßawu¸sØ v kol~ce A(R, R + (1 − R)/2), ne men~xe, qem ≍^{1−R} (1−R)2+^ρ�2^ε (1 − R)

2C5+1+ρ/2+ε = (1 − R)2C5−ρ/2+3ε. �

Dokazatel~stvo teoremy 5. Primenim teoremu D, v kotoroæ

poloßim Ω = D, β = B(|z|, u)^{1+ε}, s = β^{−1}. Soglasno teoreme D v usloviØh teoremy 5 suwestvuet analitiqeskaØ v D funkciØ

f(z), udovletvorØ¸waØ neravenstvu (1.14) dlØ (β, s)-normal~nyh

toqek otnositel~no mer μ_u i μ_{log |f|}. Oboznaqim ν = μ_u + μ_{log |f|}. Dalee budet pokazano, qto imeet mesto ocenka ν(r) 6 C_{18}B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M. (2.23) V predpoloßenii, qto neravenstvo (2.23) verno, ocenim veliqinu iskl¸qitel~nogo mnoßestva E. Po opredeleni¸ toqki, normal~noæ otnositel~no mery, kaßdaØ toqka z ∈ E ØvlØetsØ centrom kruga D(z, r_z) takogo, qto ν(D(z, r_z)) > B(|z|, u)^{1+ε}r_z, r_z ∈ (0, B(|z|, u)^{−1−ε}). (2.24) Po teoreme o pokrytii [19, s. 246], iz pokrytiØ {D(z, r_z)} mnoßestva E moßno vybrat~ ne bolee qem sqetnoe podpokrytie {D(z_j , r_j)} (zdes~ r_j := r_{zj} ), kratnosti ne bolee 6. PrimenØØ ocenku (2.24), imeem ∑ |z_j |∈[r,R] ν(D(z_j , r_j)) > B(r, u)^{1+ε} ∑ |z_j |∈[r,R] r_j. (2.25)

S drugoæ storony, kak sleduet iz (2.23), (2.24) ∑ |z_j |∈[r,R] ν(D(z_j , r_j)) 6 6ν ( D ( 0, R + B(r, u)^{−1−ε} )) =

70 M. GIRNYK

= 6ν ( D ( 0, r + (1 − r)^2 log B(r, u) + B(r, u)^{−1−ε} )) <

< 6ν ( D ( 0, r + 2(1 − r)^2 log B(r, u) )) < 6C_{18}B(r, u)^{1+δ}. (2.26)

SravnivaØ neravenstva (2.25) i (2.26) (v poslednem poloßeno

δ = ε/2), poluqaem (1.15).

Ostalos~ dokazat~ ocenku (2.23). Ne umen~xaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto u(0) = 0, togda iz formuly Puassona–Iensena sleduet B(R, u) > 1 2π 2π∫ 0 u(Re^{iφ}) dφ >

>

R∫ r n(t, μ_u) t dt > n(r, μu) log^R_r . (2.27)

Iz (2.27) i teoremy F poluqaem, qto n(r, u) log ( 1 + (1 − r)^2 r log B(r, u) )

6 B(R, u) 6 B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M,

a ots¸da vytekaet neravenstvo

n(r, u) 6 B(r, u)^{1+δ} log B(r, u)/(1 − r)^2 6

6 2B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M. (2.28)

Pofftomu dlØ mnoßestva E_u := D \ N (β, s, μ_u) vypolnØetsØ (1.15). Soglasno zameqani¸ k teoremam C, D, funkciØ f udovletvorØet ocenke sverhu log |f(z)| 6 u(z) + C_6(ε) log B(|z|, u) 6 2B(|z|, u), z /∈ E_u. (2.29) Iz (2.28) i dokazatel~stva neravenstv (2.25), (2.26) sleduet, qto dlØ l¸boæ toqki z ∈ D suwestvuet okrußnost~ S(0, T ), T ∈

[(r + r)/2, R), vse toqki kotoroæ (β, s)-normal~ny otnositel~no

mery μ_u. Togda iz (2.29) poluqaem neravenstvo log |f(z)| 6 2B(T, u), z ∈ S(0, T ). (2.30)

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 71 OpØt~ po formule Puassona–Iensena imeem T∫ r μ_{log |f|}(t) t dt 6^1_{2π} 2π∫ 0 log |f(T e^{iφ})| dφ 6 2B(T, u), a ots¸da vyvodim

n(r, μ_{log |f|}) log T r 6 2B(T, u) 6 2B(R, u) 6

6 2B(r, u)^{1+δ}, r /∈ L ∈ F M

i dalee n(r, μ_{log |f|}) 6 2B(r, u)^{1+δ} log ( 1 +^{(1−r)2} 2 log B(r,u) ) 6 4B(r, u)^{1+δ} log B(r, u)(1 − r)^{−2} 6

6 4B(r, u)^{1+2δ}. (2.31)

Takim obrazom, v soqetanii (2.31) s (2.28) neravenstvo (2.23) dokazano. �

Dokazatel~stvo teoremy 6, kak i dokazatel~stvo teoremy 4,

izlagaem vkratce. PrimenØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 6. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 6 i f(a) = 0. Togda

dlØ l¸bogo pokrytiØ pereseqeniØ E∩D(a, v(|a|)^{−1/2}) krugami summa ih radiusov ne men~xe, qem v(|a|)^{−2C7−1/2−ε}. � Zatem my pokazyvaem, qto dlØ l¸bogo pokrytiØ krugami pereseqeniØ mnoßestva E s proizvol~nym krugom D(b, v(|b|)^{−1/2+ε}) summa radiusov krugov pokrytiØ ne men~xe, qem v(|b|)^{−2C7−1/2−ε}. V kol~ce A(R, R + (1 − R)^2/ log v(R))) moßno razmestit~ porØdka

(1−R)2v(R)1�2^ε log v(R) nepereseka¸wihsØ krugov takogo vida (sravnenie

plowadeæ). V kaßdom iz nih summa radiusov krugov, pokryva- ¸wih E, bol~xe, qem v(R)^{−2C7−1/2−ε} (v fftom meste i vyxe ispol~zovano, qto po teoreme F v kol~ce A(R, R + (1 − R)^2/ log v(R)) vypolnØetsØ sootnoxenie r(b) ≍ v(R)^{−1/2+ε}) i kratnost~ pokrytiØ koneqna, sledovatel~no, obwaØ summa radiusov bol~xe, qem

v(R)^{−2C7+1/2−31ε}. �

Literatura 1. S. N. MergelØn, Ravnomernye priblißeniØ funkciæ kompleksnogo pere-

mennogo. — UMN 7, No. 2 (1952), 31–122.

72 M. GIRNYK

2. A. Beurling, P. Malliavin, On Fourier transforms of measures with compact sup-

port. — Acta Math. 107 (1962), 291–391.

3. N. U. ArakelØn, Celye funkcii koneqnogo porØdka s beskoneqnym mno-

ßestvom defektnyh znaqeniæ. — Dokl. AN SSSR 170, No. 2 (1966),

999–1002.

4. P. Z. Agranoviq, V. N. Logvinenko, O massivnosti iskl¸qitel~no-

go mnoßestva mnogoqlennogo asimptotiqeskogo predstavleniØ subgarmoniqeskoæ funkcii. — Preprint 45–87, FTINT AN USSR, Har~kov

(1988), 18.

5. ı. I. L¸barskiæ, M. L. Sodin, Analogi funkciæ tipa sinusa dlØ vypu-

klyh oblasteæ. — Preprint 17–86, FTINT AN USSR, Har~kov (1986), 42. 6. D. Drasin, Approximation of subharmonic functions with applications. — in: Ap-

proximation, Complex Analysis, and Potential Theory. Proc. of the NATO ASI. Montreal, Canada, 3 to 14 July 2000, Kluwer Academic Publishers. Dordrecht-

Boston-London (2001), pp. 163–189.

7. B. Kielberg, On certain integral and harmonic functions. A study in minimum

modulus. — Thesis, University of Uppsala (1948).

8. P. B. Kennedy, A class of integral functions bounded on certain curves. — Proc.

London Math. Soc. 6 (1956), 518–547.

9. W. Al-Katifi, On the asymptotic values and parths of certain integral and mero-

morphic functions. — Proc. London Math. Soc. 16 (1966), 599–634.

10. V. S. Azarin, O luqah vpolne regulØrnogo rosta celoæ funkcii. — Mat.

sb. 79, No. 4 (1969), 463–476.

11. R. S. ılmuhametov, ApproksimaciØ subgarmoniqeskih funkciæ. — Anal.

Math. 11, No. 3 (1985), 257–282.

12. M. Girnyk, A. Goldberg, Approximation of subharmonic functions by logarithms

of moduli of entire functions in integral metrics. — Israel Math. Conf. Proc. 15 (2001), 117–135.

13. Yu. Lyubarskii, Eu. Malinnikova, On approximation of subharmonic functions.

— J. d’Analyse Math. 83 (2001), 121–149.

14. I. Chyzhykov, Approximation of subharmonic functions of slow growth. — Math.

Fiz. Anal. Geom. 9 (2002), 509–520.

15. I. Qißikov, ApproksimaciØ subgarmoniqeskih funkciæ. — Algebra i Analiz 16, Vyp. 3 (2004), 211–237.

16. W. K. Hayman, P. B. Kennedy, Subharmonic functions. V. 1. — Academic Press,

London-New York-San Francisco (1976).

17. M. A. Girnyk, O priblißenii subgarmoniqeskoæ funkcii beskoneqnogo

porØdka logarifmom modulØ celoæ funkcii. — Mat. zametki 50, 4 (1991),

57–60.

18. M. A. Girnyk, Priblißenie funkcii, subgarmoniqeskoæ v kruge, loga-

rifmom modulØ analitiqeskoæ funkcii. — Ukr. mat. ß. 48, No. 8 (1994),

1080–1083.

19. A. A. Gol~dberg, I. V. Ostrovskiæ, Raspredelenie znaqeniæ meromorf-

nyh funkciæ. — Nauka, M. (1970).

20. N. S. Landkof, Osnovy sovremennoæ teorii potenciala. — Nauka, M.

(1966).

TOQNOST^ PRIBLIȷENI˚ 73 Hirnyk M. (Girnyk M.) Exactness of approximation of a subharmonic function by the logarithm of the modulus of an analytic function in the Chebyshev metric.

It is known that a subharmonic function u(z) of finite order ρ can be approximated by the logarithm of the modulus of an entire function f(z) at the point z up to C log |z| outside a very small exceptional set. We prove that if a constant C decreases, then, beginning with the value C = ρ/4, the exceptional set enlarges substantially. This improves a result by Yulmukhametov. We also prove similar results for subharmonic functions of infinite order and functions subharmonic in the disk.

The main result of the article is the following.

Theorem 1. Suppose a number ρ is positive, and an entire function f(z) satisfies the condition ||z|^ρ − log |f(z)|| 6 C log |z|, z /∈ E, where E ⊂ ∪_j {z : |z − z_j | < r_j}, r_j < |z_j|^{1−ρ/2−2C+ε}, and ε > 0. Then ∑ R6|zj |62R^{rj}

> R^{1+ρ/2−2C−3ε}, R > R(ε).

Postupilo 7 i¸lØ 2005 g.

L~vovskaØ kommerqeskaØ akademiØ

E-mail: hirnyk@lac.lviv.ua