Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 326, 2005 g.

M. A. Muratov, V. I. Qilin

∗-ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV, PRISOEDINENNYH K ALGEBRE FON NE`MANA

1. Vvedenie

Odin iz pervyh podhodov k vvedeni¸ “nekommutativnogo varianta” kol~ca izmerimyh funkciæ byl predloßen I. Sigalom [1], kotoryæ rassmotrel ∗-algebru S(M ) izmerimyh operatorov, prisoedinennyh k proizvol~noæ algebre fon Neæmana M . Vposledstvii, dlØ celeæ nekommutativnogo integrirovaniØ, izuqalis~ ∗-podalgebry S(M, τ ) v S(M ) vseh τ -izmerimyh operatorov, associirovannye s toqnym normal~nym polukoneqnym sledom τ na M (sm. naprimer, [2–4]. Algebry S(M, τ ) i S(M ) ØvlØ¸tsØ ∗- algebrami zamknutyh, plotno opredelennyh lineænyh operatorov, deæstvu¸wih v tom ße gil~bertovom prostranstve H, qto i sama algebra fon Neæmana M . Pri fftom vse ffti operatory prisoedineny k M , a algebraiqeskie operacii v fftih ∗-algebrah sovpada¸t s operaciØmi “sil~noæ summy”, “sil~nogo proizvedeniØ”, perehoda k soprØßennomu operatoru i obyqnogo umnoßeniØ na skalØry. Sama algebra fon Neæmana M ØvlØetsØ ∗- podalgebroæ v S(M, τ ) (i v S(M )) i sovpadaet s mnoßestvom vseh ograniqennyh operatorov iz S(M, τ ) i S(M ).

Vaßnyæ klass drugih ∗-algebr A zamknutyh operatorov, deæstvu¸wih v gil~bertovom prostranstve H i prisoedinennyh k algebre fon Neæmana M , u kotoryh ∗-podalgebra A_b = {T ∈ A : T ∈ B(H)}, gde B(H) – algebra vseh ograniqennyh lineænyh operatorov, deæstvu¸wih v H, sovpadaet s M , byl vveden v [5] Diksonom, kotoryæ nazval ih EW^∗-algebrami. Pomimo ukazannyh vyxe ∗-algebr S(M ) i S(M, τ ), EW^∗-algebrami ØvlØ¸tsØ ∗-algebry LS(M ) lokal~no izmerimyh operatorov, prisoedinennyh k M ([6, 7]). V [8] pokazano, qto l¸baØ EW^∗-algebra A, u kotoroæ A_b = M , ØvlØetsØ ∗-podalgebroæ v LS(M ), qto ob¨ØsnØet unikal~- nost~ ∗-algebry LS(M ) dlØ algebry fon Neæmana M v klasse 183

184 M. A. MURATOV, V. I. QILIN

EW^∗-algebr.

V nastoØweæ rabote rassmatriva¸tsØ ∗-algebry S(M ), S(M, τ ), LS(M ) i privodØtsØ usloviØ, pri kotoryh oni razliqny i pri kotoryh sovpada¸t.

Ispol~zuetsØ terminologiØ i oboznaqeniØ iz teorii algebr fon Neæmana ([9, 10]) i teorii izmerimyh operatorov ([1–4, 7]).

2. ∗-algebra izmerimyh operatorov, prisoedinennyh k algebre fon Neæmana

Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo, B(H) – algebra vseh ograniqennyh lineænyh operatorov, deæstvu¸wih v H, M – podalgebra fon Neæmana v B(H), P (M ) – polnaØ rexetka vseh ortoproektorov v M .

Lineænoe podprostranstvo D v H nazyvaetsØ prisoedinennym k M (oboznaqenie: D η M ), esli U (D) ⊂ D dlØ l¸bogo unitarnogo operatora U iz kommutanta M^′ = {S ∈ B(H) : ST = T S ∀ T ∈ M } algebry fon Neæmana M . Esli D – zamknutoe podprostranstvo v H i P_D – operator ortogonal~nogo proektirovaniØ na D, to D η M togda i tol~ko togda, kogda P_D ∈ P (M ).

Lineænoe podprostranstvo D v H nazyvaetsØ sil~no plotnym v H otnositel~no algebry fon Neæmana M , esli

1) D η M ;

2) suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ proektorov {P_n}^∞_{n=1} ⊂ P (M ), qto P_n ↑ I, P_n(H) ⊂ D i P^⊥_n = I − P_n – koneqnyæ proektor v M dlØ vseh n = 1, 2, . . ., gde I – edinica algebry fon Neæmana M .

Oqevidno, qto l¸boe sil~no plotnoe podprostranstvo v H ØvlØetsØ plotnym v H.

Lineænyæ operator T , deæstvu¸wiæ v gil~bertovom prostranstve H, s oblast~¸ opredeleniØ D(T ), nazyvaetsØ prisoedinennym k M (oboznaqenie: T η M ), esli U (D(T )) ⊂ D(T ) dlØ l¸bogo unitarnogo operatora U iz kommutanta M^′ i U T ξ = T U ξ dlØ vseh ξ ∈ D(T ). Oqevidno, qto esli T ∈ B(H) i T η M , to T ∈ M .

Zamknutyæ lineænyæ operator T s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ H, nazyvaetsØ izmerimym otnositel~no algebry fon Neæ-

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 185

mana M [1], esli T η M i ego oblast~ opredeleniØ D(T ) sil~no plotna v H.

Oboznaqim qerez S(M ) mnoßestvo vseh lineænyh operatorov v H, izmerimyh otnositel~no algebry fon Neæmana M . Esli T ∈ S(M ), λ ∈ C (gde C – pole kompleksnyh qisel), to λT ∈ S(M ) i soprØßennyæ operator T^∗ k T takße izmerim otnositel~no M [1]. Krome togo, esli T, S ∈ S(M ), to operatory T + S i T S opredeleny na plotnyh podprostranstvah i dopuska¸t zamykaniØ, kotorye nazyva¸tsØ sootvetstvenno sil~noæ summoæ i sil~nym proizvedeniem operatorov T i S i oboznaqa¸tsØ T ˙+S i T ∗ S. V [1] pokazano, qto T ˙+S i T ∗ S prinadleßat S(M ) i otnositel~no rassmotrennyh algebraiqeskih operaciæ S(M ) ØvlØetsØ ∗-algebroæ s ediniceæ I nad polem C. Pri fftom M est~ ∗- podalgebra v S(M ). V dal~neæxem sil~nu¸ summu i sil~noe proizvedenie operatorov T i S my budem oboznaqat~, kak i obyqnye, qerez T + S i T S.

Esli T – zamknutyæ lineænyæ operator s plotnoæ oblast~¸ opredeleniØ v H i T = U |T | – polØrnoe razloßenie operatora T , gde |T | = (T^∗T )^12 – modul~ operatora T , a U – sootvetstvu¸waØ qastiqnaØ izometriØ, to T ∈ S(M ) togda i tol~ko togda, kogda U ∈ M i |T | ∈ S(M ) [7]. V sledu¸wem predloßenii privoditsØ udobnyæ kriteriæ izmerimosti zamknutogo operatora T na Øzyke spektral~nogo semeæstva dlØ |T |.

Predloßenie 1 [7]. Pust~ T – zamknutyæ operator v H, T η M ,

T = U |T | – polØrnoe razloßenie T , {E_λ} – spektral~noe semeæstvo proektorov dlØ |T |, λ ∈ R, gde R – pole deæstvitel~nyh qisel. Togda U ∈ M i E_λ ∈ P (M ) dlØ vseh λ ∈ R. Pri fftom T ∈ S(M ) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda oblast~ opredeleniØ D(T ) operatora T plotna v H i E^⊥_λ – koneqnyæ proektor dlØ nekotorogo λ > 0. �

Pri dokazatel~stve predloßeniØ 1 suwestvenno ispol~zuetsØ sledu¸waØ lemma, kotoraØ nam ponadobitsØ v privodimom niße primere 1.

Lemma [7]. Pust~ T – zamknutyæ operator v H s plotnoæ obla-

st~¸ opredeleniØ D(T ), T η M , {E_λ} – spektral~noe semeæstvo proektorov dlØ |T |, λ ∈ R. Esli P ∈ P (M ), P (H) ⊆ D(T ), T P ∈ B(H) i ‖T P ‖_{B(H)} < λ, to E^⊥_λ - P^⊥ (napomnim, qto otnoxenie

E - Q dlØ proektorov E, Q ∈ P (M ) oznaqaet, qto E s E1 6 Q, a

186 M. A. MURATOV, V. I. QILIN

ffkvivalentnost~ proektorov E s E_1 ravnosil~na suwestvovani¸ takoæ qastiqnoæ izometrii V ∈ M , qto V^∗V = E_1 i V V^∗ = E). �

Iz predloßeniØ 1 neposredstvenno vytekaet, qto v sluqae, kogda M – algebra fon Neæmana tipa III, ili kogda M – faktor tipa I, vsegda imeet mesto ravenstvo S(M ) = M . DlØ algebr fon Neæmana tipa II ffto ravenstvo uße neverno.

Primer. Pust~ v algebre fon Neæmana M suwestvuet vozra-

sta¸waØ posledovatel~nost~ proektorov {E_n}, takaØ qto E = sup_n¿_1 E_n – koneqnyæ proektor i E_n ≠ E pri vseh n = 1, 2, . . .. Pokaßem, qto togda S(M ) ≠ M .

Deæstvitel~no, pust~ {E_n}^∞_{n=1} ⊂ P (M ), E_n ↑ E, E_n ≠ E pri vseh n = 1, 2, . . .. Poloßim P_n = E^⊥ + E_n, n = 1, 2, . . .. Togda P_n ↑ I i P^⊥_n = E − E_n – koneqnyæ proektor v M . Rassmotrim v gil~bertovom prostranstve H vs¸du plotnoe lineænoe podprostranstvo D = ⋃_∞ n=1 P_n(H) i opredelim lineænyæ operator T na D, polagaØ T ξ = nξ dlØ vseh ξ ∈ (P_n − P_{n−1})(H), n = 1, 2, . . ., gde P_0 = 0.

Pokaßem, qto operator T dopuskaet zamykanie. Esli {ξ_k}^∞_{k=1} ⊂ D, ‖ξ_k‖_H −→ 0 i ‖T ξ_k − −η‖_H −→ 0 pri k → ∞, gde η ∈ H, to dlØ kaßdogo fiksirovannogo n imeem, qto ‖P_nξ_k‖_H −→ 0 i ‖T P_nξ_k − P_nη‖_H −→ 0 pri k → ∞. PolagaØ Q_m = P_m − P_{m−1}, poluqim, qto ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ m=1 Q_mξ_k ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2

H = n∑ m=1 ‖Q_mξ_k‖^2_H = n∑ m=1 ‖P_mξ_k − P_{m−1}ξ_k‖^2_H −→ 0 pri k → ∞ i ‖T P_nξ_k − P_nη‖^2_H = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ T n∑ m=1 Q_m(ξ_k − η) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2

H = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ m=1 mQ_m(ξ_k − η) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2

H =

= n∑ m=1 ‖mQ_m(ξ_k − η)‖^2_H −→ 0 pri k → ∞.

Ots¸da sleduet, qto Q_mη = 0 dlØ vseh m = 1, 2, . . . , n, to est~ P_nη = 0 dlØ l¸byh n = 1, 2, . . .. Tak kak P_n ↑ I, to ffto oznaqaet, qto η = 0, i potomu operator T dopuskaet zamykanie T ,

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 187 kotoroe, v silu opredeleniØ T , ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennym operatorom, prisoedinennym k M .

Oboznaqim qerez {E_λ} spektral~noe semeæstvo proektorov dlØ operatora T = |T |. Poskol~ku ‖T P_n‖_{B(H)} = ‖T P_n‖_{B(H)} ≤ n < n + 1, to, v silu lemmy 1, E^⊥_{n+1} - P^⊥_n , i pofftomu E^⊥_{n+1} – koneqnyæ proektor. Ots¸da, soglasno predloßeni¸ 1, poluqim, qto T ∈ S(M ). Tak kak E_n ≠ E dlØ kaßdogo n = 1, 2, . . ., to naædutsØ takie nomera n_1 < n_2 < . . . , qto P_{nk+1} − P_{nk} ≠ 0, v qastnosti, ‖T ξ_k‖ ≥ n_k dlØ nekotoryh ξ_k ∈ (P_{nk+1} − P_{nk})(H) s ‖ξ_k‖ = 1, k = 1, 2, . . .. �to oznaqaet, qto T ne prinadleßit M , i potomu S(M ) ≠ M . �

Predloßeie 2. Esli M – algebra fon Neæmana tipa II, to S(M ) ≠ M . Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~nyæ nenulevoæ koneqnyæ

proektor E ∈ P (M ). Tak kak M imeet tip II, to v P (M ) net atomov. V qastnosti, naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ nenulevyh proektorov {Q_n}^∞_{n=1} ⊂ P (M ), qto Q_n ≤ E i Q_nQ_m = 0 pri n ≠ m, gde n, m = 1, 2, . . ., i E = sup_{n≥1} Q_n. Poloßim E_n = sup_{1≤m≤n} Q_m = ∑_n m=1 Q_m. Togda E_n ∈ P (M ), E_n ↑ E i E_n ≠ E pri kaßdom n = 1, 2, . . .. Iz primera 1 neposredstvenno sleduet, qto S(M ) ≠ M . �

V sledu¸weæ teoreme da¸tsØ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ dlØ sovpadeniØ ∗-algebr S(M ) i M .

Teorema 1. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) S(M ) = M .

(ii) M predstavima v vide prØmoæ summy M =^m ∑ n=0 M_n, gde M_0 –

algebra fon Neæmana tipa III, a M_n – faktory tipa I, n = 1, 2, . . . , m (m – nekotoroe natural~noe qislo, nekotorye iz slagaemyh mogut otsutstvovat~).

Dokazatel~stvo. (i) ⇒ (ii). Pust~ S(M ) = M . Ispol~zuØ pred-

loßenie 2 i predstavlenie algebry fon Neæmana M v vide prØmoæ summy algebr fon Neæmana tipov I, II i III, poluqim, qto M = M_0 ⨁ N , gde M_0 – algebra fon Neæmana tipa III, a N – algebra fon Neæmana tipa I. Suwestvuet takoæ central~nyæ proektor Z ∈ P (Z(N )), gde Z(N ) = N ⋂ N^′ – centr algebry fon Neæmana N , qto ZN – atomiqeskaØ algebra fon Neæmana, a v rexetke P ((I_N − Z)N ) net atomov (I_N – edinica algebry N ).

188 M. A. MURATOV, V. I. QILIN

Dopustim qto Z ≠ I_N . Tak kak (I_N − Z)N imeet tip I, to v P ((I_N − Z)N ) suwestvuet nenulevoæ koneqnyæ proektor. PovtorØØ dokazatel~stvo predloßeniØ 2, poluqim, qto v fftom sluqae S(M ) ≠ M , qto ne tak. Sledovatel~no, Z = I_N , to est~ N – atomiqeskaØ algebra fon Neæmana tipa I.

Pust~ {Q_i}_{i∈J} mnoßestvo vseh atomov v P (Z(N )), M_i = Q_iN , i ∈ J, J – nekotoroe mnoßestvo indeksov. Togda iz ravenstva Z(M_i) = Q_iZ(N ) = Q_iC, poluqim, qto M_i – faktory tipa I.

Predpoloßim, qto J – beskoneqnoe mnoßestvo. Vyberem nenulevye koneqnye proektory E_i ∈ M_i i poloßim E = sup_{i∈J} E_i. Poskol~ku E_i = E_iQ_i, Q_iQ_j = 0 pri i ≠ j, Q_i ∈ Z(M ), to E – koneqnyæ proektor. Pofftomu, povtorØØ rassußdeniØ primera 1, poluqim, qto S(M ) ≠ M , qto ne tak. Sledovatel~no, J – koneqnoe mnoßestvo, to est~ M predstavima v vide prØmoæ summy

M =^m ∑ n=0 M_n, gde M_0 – algebra fon Neæmana tipa III, a M_n –

faktory tipa I, n = 1, 2, . . . , m.

(ii) ⇒ (i). Pust~ M est~ prØmaØ summa^m ∑ n=0 M_n, gde M_0 – alge-

bra fon Neæmana tipa III, a M_n – faktory tipa I, n = 1, 2, . . . , m. Esli T ∈ S(M ), to naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ {P_n}^∞_{n=1} ⊂ P (M ), qto P_n ↑ I, P_n(H) ⊆ D(T ) i P^⊥_n – koneqnye proektory, n = 1, 2, . . .. Poskol~ku P^⊥_n ↓ 0 i v kaßdom faktore M_i, i = 1, 2, . . . , m, moßet byt~ tol~ko koneqnaØ posledovatel~nost~ koneqnyh proektorov, ubyvaØwaØ k nul¸, to P^⊥_n = 0, naqinaØ s nekotorogo nomera. �to oznaqaet, qto D(T ) = H i T ∈ M , t.e. S(M ) = M . �

3. ∗-algebra lokal~no izmerimyh operatorov, prisoedinennyh k algebre fon Neæmana

Zamknutyæ lineænyæ operator T , deæstvu¸wiæ v gil~bertovom prostranstve H, nazyvaetsØ lokal~no izmerimym otnositel~no algebry fon Neæmana M , esli T η M i suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ {Z_n}^∞_{n=1} central~nyh proektorov iz M , qto Z_n ↑ I i T Z_n ∈ S(M ) dlØ vseh n = 1, 2, . . . [7].

Oboznaqim qerez LS(M ) mnoßestvo vseh lineænyh operatorov, lokal~no izmerimyh otnositel~no M . V [7] dokazano, qto LS(M ) ØvlØetsØ ∗-algebroæ s ediniceæ I nad polem C otnositel~no operaciæ sil~nogo sloßeniØ i umnoßeniØ i perehoda k

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 189 soprØßennomu operatoru (umnoßenie na skalØry opredelØetsØ obyqnym obrazom, priqem sqitaetsØ, qto 0 ∗ T = 0). Pri fftom S(M ) ØvlØetsØ ∗-podalgebroæ v LS(M ).

Tak ße, kak i dlØ izmerimyh operatorov, moßno sformulirovat~ sledu¸wiæ kriteriæ lokal~noæ izmerimosti zamknutogo operatora T na Øzyke spektral~nogo semeæstva dlØ |T |.

Predloßenie 3 [7]. Pust~ T – zamknutyæ operator v H, T η M ,

T = U |T | – polØrnoe razloßenie T , {E_λ} – spektral~noe semeæstvo proektorov dlØ |T |, λ ∈ R. Togda T ∈ LS(M ) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda oblast~ opredeleniØ D(T ) operatora T plotna v H i suwestvuet takiaØ posledovatel~nost~ central~nyh proektorov {Z_n}^∞_{n=1} ⊂ P (Z(M )), qto Z_n ↑ I i Z_nE^⊥_n – koneqnyæ proektor v M dlØ vseh n = 1, 2, . . .. �

Iz utverßdeniØ 3 neposredstvenno vytekaet, qto esli M – koneqnaØ algebra fon Neæmana ili faktor, algebry S(M ) i LS(M ) sovpada¸t. V obwem sluqae ffto ne tak.

Primer 2. Pust~ v algebre fon Neæmana M suwestvuet voz-

rasta¸waØ k edinice posledovatel~nost~ {Z_n}^∞_{n=1} central~nyh proektorov, dlØ kotoroæ proektory (I − Z_n), n = 1, 2, . . ., beskoneqny. Pokaßem, qto togda LS(M ) ≠ S(M ).

DlØ fftogo rassmotrim v H vs¸du plotnoe podprostranstvo D =^∞ ⋃ n=1 Z_n(H) i opredelim lineænyæ operator T na D, polagaØ

T ξ = nξ dlØ vseh ξ ∈ (Z_n − Z_{n−1})(H), n = 1, 2, . . ., Z_0 = 0. PovtorØØ rassußdeniØ primera 1, poluqim, qto operator T dopuskaet zamykanie T , kotoroe, v silu opredeleniØ T , ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennym operatorom, prisoedinennym k M . Krome togo, T Z_n =^n ∑ m=1 m(Z_m −Z_{m−1} ) ∈ M ⊂ S(M ), i pofftomu T ∈ LS(M ).

S drugoæ storony, spektral~nyæ proektor dlØ T , otveqa¸wiæ λ = n, sovpadaet s Z_n. Sledovatel~no, v silu predloßeniØ 1, operator T ne prinadleßit S(M ), i potomu LS(M ) ≠ S(M ). �

Iz primera 2 neposredstvenno vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 4. Esli algebra fon Neæmana M est~ prØmoe pro-

izvedenie beskoneqnogo qisla ne koneqnyh algebr fon Neæmana, to LS(M ) ≠ S(M ). �

190 M. A. MURATOV, V. I. QILIN

V sledu¸weæ teoreme privoditsØ kriteriæ dlØ sovpadeniØ ∗-algebr LS(M ) i S(M ).

Teorema 2. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) LS(M ) = S(M ).

(ii) M predstavima v vide prØmoæ summy M =^m ∑ n=0 M_n, gde M_0

– koneqnaØ algebra fon Neæmana, a M_n – faktory tipa I_∞, II_∞, III, n = 1, 2, . . . , m (m – natural~noe qislo, nekotorye iz slagaemyh mogut otsutstvovat~).

Dokazatel~stvo. (i) ⇒ (ii). Vyberem central~nyæ proektor Z0 ∈

P (Z(M )) tak, qtoby M = Z_0M +(I −Z_0 )M , gde Z_0M = M_0 – koneqnaØ algebra fon Neæmana, a v (I − Z_0)M = N net nenulevyh koneqnyh central~nyh proektorov. Esli buleva algebra P (Z(N )) soderßit beskoneqnoe qislo fflementov, to naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ {Z_n}^∞_{n=1} nenulevyh proektorov iz P (Z(N )), qto Z_nZ_m = 0 pri n ≠ m i sup_{n≥1} Z_n = I−Z_0 . Poloßim P_n = ∑_n m=0 Z_m.

Togda P_n ∈ P (Z(M )), P_n ↑ I, (I − P_n) – nenulevye central~nye proektory iz N , to est~ (I − P_n) – beskoneqnye proektory v M , n = 1, 2, . . .. Sledovatel~no, kak i v primere 2, poluqim, qto LS(M ) ≠ S(M ), qto protivoreqit predpoloßeni¸ (i).

Sledovatel~no, buleva algebra P (Z(N )) soderßit tol~ko koneqnoe qislo fflementov. Pust~ {Q_n}^m_{n=1} – mnoßestvo vseh atomov v P (Z(N )), M_n = Q_nN = Q_nM . Togda M_n – beskoneqnyæ faktor, to est~ imeet odin iz tipov I_∞, II_∞ ili III, n = 1, 2, . . . , m, pri fftom M = ∑_m n=0 M_n.

(ii) ⇒ (i). Pust~ M est~ prØmaØ summa ∑_m n=0 M_n, gde M_0 – koneqnaØ algebra fon Neæmana, a M_n – faktory odnogo iz tipov I_∞, II_∞ ili III, n = 1, 2, . . . , m. Oboznaqim qerez Q_n edinicu v M_n, n = 0, 1, . . . , m. Predpoloßim, qto T ∈ LS(M ) i {Z_k}^∞_{k=1} ⊂ P (Z(M )) – takaØ posledovatel~nost~, qto Z_k ↑ I i T Z_k ∈ S(M ), k = 1, 2, . . .. Tak kak M_n, n = 1, 2, . . . , m, – faktory, to naædetsØ takoæ nomer k_0, qto Q_nZ_k = Q_n pri vseh k ≥ k_0, n = 1, 2, . . . , m. V qastnosti, T (I−Q_0) = ∑_m n=1 T Q_n = ∑_m n=1 T Z_{k0} Q_n ∈ S(M ). Tak kak Q_0 – koneqnyæ central~nyæ proektor, to, oqevidno, T Q_0 ∈ S(M ) (poskol~ku LS(Q_0 M ) = S(Q_0M )). Sledovatel~no, T = T Q_0 +T (I −Q_0 ) ∈ S(M ). �to oznaqaet, qto LS(M ) = S(M ). �

Otmetim ewe odno vaßnoe svoæstvo ∗-algebr LS(M ).

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 191

Predloßenie 5 [11]. Pust~ algebra fon Neæmana M est~ C^∗-

proizvedenie algebr fon Neæmana M_i, i ∈ I, gde I nekotoroe mnoßestvo indeksov, t.e. M = ∏ i∈I M_i = {{T_i}_{i∈I} : T_i ∈ M_i, i ∈ I, sup_{i∈I} ‖T_i‖_{Mi} < ∞} s pokoordinatnymi algebraiqeskimi operaciØmi

i invol¸cieæ i C^∗-normoæ ‖{T_i}_{i∈I} ‖_M = sup_{i∈I} ‖T_i‖_{Mi}. Togda ∗-algebra

LS(M ) ∗-izomorfna ∗-algebre ∏ i∈I LS(M_i ) (algebraiqeskie operacii

i invol¸ciØ v ∏ i∈I LS(M_i) – pokoordinatnye). �

Zametim, qto dlØ algebr S(M ) analog predloßeniØ 5 ne veren. Deæstvitel~no, pust~ M_n – faktory tipa III, n = 1, 2, . . ., i M – ih C^∗-proizvedenie. Togda S(M ) = M i LS(M_n) = S(M_n) = M_n dlØ vseh n = 1, 2, . . .. Krome togo, soglasno predloßeni¸ 4, LS(M ) ≠ S(M ) = M . Pofftomu, v silu predloßeniØ 5, ∞∏ n=1 S(M_n) = ∞∏ n=1 LS(M_n) = LS(M ) ≠ S(M ). V sledu¸weæ teoreme da¸tsØ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ sovpadeniØ ∗-algebr LS(M ) i M .

Teorema 3. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) LS(M ) = M ;

(ii) M predstavima v vide prØmoæ summy M =^m ∑ n=1 M_n, gde M_n –

faktory tipa I ili tipa III, n = 1, 2, . . . , m (m – natural~noe qislo, nekotorye iz slagaemyh mogut otsutstvovat~).

Dokazatel~stvo. (i) ⇒ (ii). Predpoloßim, qto buleva algebra

P (Z(M )) vseh proektorov iz centra Z(M ) algebry fon Neæmana M soderßit beskoneqnoe qislo fflementov. Togda suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ {Z_n}^∞_{n=1} ⊂ P (Z(M )), qto Z_nZ_m = 0 pri n ≠ m i sup_{n≥1} Z_n =^∞ ∑ n=1 Z_n = I.

Poloßim M_n = Z_nM . Izvestno, qto C^∗-proizvedenie algebr fon Neæmana M_n sovpadaet s M i potomu, soglasno predloßeni¸ 5,_∞ ∏ n=1 LS(M_n) = LS(M ) = M.

192 M. A. MURATOV, V. I. QILIN

Odnako fflement T = {nZ_n}^∞_{n=1} prinadleßit ∗-algebre^∞ ∏ n=1 LS(M_n), no ne prinadleßit M .

Sledovatel~no, buleva algebra P (Z(M )) soderßit tol~ko koneqnoe qislo fflementov.

Pust~ {Q_n}^m_{n=1} mnoßestvo vseh atomov v P (Z(M )) i M_n = Q_nM , n = 1, 2, . . . , m. Tak kak Q_n – atom v P (Z(M )), to iz ravenstva Z(M_n) = Q_nZ(M ) = Q_nC sleduet, qto M_n – faktor (n =

1, 2, . . . , m), pri fftom M est~ prØmaØ summa^m ∑ n=1 M_n.

Esli dlØ nekotorogo n faktor M_n imeet tip II, to LS(M_n) = S(M_n) ≠ M_n (sm predloßenie 2).

Pofftomu, v silu predloßeniØ 5, poluqaem, qto LS(M ) = m∏ n=1 LS(M_n) ≠ m∏ n=1 M_n = M. Sledovatel~no, M_n libo faktory tipa I, libo tipa III dlØ vseh n = 1, 2, . . . , m.

(ii) ⇒ (i). Pust~ M est~ prØmaØ summa^m ∑ n=1 M_n, gde M_n – fak-

tory libo tipa I, libo tipa III, n = 1, 2, . . . , m.

Togda LS(M_n) = S(M_n) = M_n dlØ vseh n = 1, 2, . . . , m i potomu LS(M ) = m∏ n=1 LS(M_n) = m∏ n=1 M_n = M.

�

Opredelim v LS_h(M ) = {T ∈ LS(M ) : T = T^∗} qastiqnyæ porØdok, polagaØ T ≤ S ⇔ (S − T ) – poloßitel~no opredelennyæ operator.

Podalgebra A v LS(M ) nazyvaetsØ zapolnennoæ, esli iz sootnoxeniæ 0 ≤ T ≤ S ∈ A, T ∈ LS(M ) sleduet, qto T ∈ A.

Predloßenie 6. (i) Pust~ T i S – samosoprØßennye operatory

iz LS(M ), 0 ≤ T ≤ S i S ≥ I. Togda suwestvuet edinstvennyæ operator A ∈ M , takoæ qto ‖A‖ ≤ 1 i T^12 = AS^12 ;

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 193

(ii) algebra S(M ) ØvlØetsØ zapolnennoæ podalgebroæ algebry LS(M ). Dokazatel~stvo. (i) Soglasno neravenstvu (Sξ, ξ) ≥ (ξ, ξ), ξ ∈ D = D(T ) ⋂ D(S), poluqim, qto S^{12} (D) = H. Zadadim lineænoe otobraßenie B iz S^12 (D) v H, polagaØ B(S^12 ξ) = T^12 ξ, ξ ∈ D.

DlØ kaßdogo ξ ∈ D

‖B(S^{12} ξ)‖^2 = ‖T^{12} ξ‖^2 = (T^{12} ξ, T^{12} ξ) = (T ξ, ξ) ≤ (Sξ, ξ) = ‖S^{12} ξ‖^2.

Sledovatel~no, B – nepreryvnyæ lineænyæ operator, opredelennyæ na S^12 (D), i ‖B‖ ≤ 1. Oboznaqim qerez A nepreryvnoe prodolßenie B na H. Togda A ∈ B(H), ‖A‖ ≤ 1 i T^12 ξ = AS^12 ξ dlØ vseh ξ ∈ D. Tak kak podprostranstvo S^12 (D) vs¸du plotno v H, to takoæ operator A edinstvennyæ. Esli U – unitarnyæ operator iz kommutanta M^′, to U^{−1}ξ ∈ D i T^12 ξ = U AS^12 U^{−1}ξ = U AU^{−1}S^12 ξ. Sledovatel~no, A = U AU^{−1}, t.e. A ∈ M .

(ii) Pust~ 0 ≤ T ≤ S ∈ S(M ), T ∈ LS(M ). V silu punkta (i) suwestvuet takoæ operator A ∈ M , qto T^12 = A(S +I)^12 . ˚sno, qto (S + I)^{12} ∈ S(M ), pofftomu T^{12} ∈ S(M ) i, sledovatel~no, T ∈ S(M ).

�

4. ∗-algebra τ -izmerimyh operatorov, prisoedinennyh k algebre fon Neæmana

Pust~ M – polukoneqnaØ algebra fon Neæmana i τ – toqnyæ normal~nyæ polukoneqnyæ sled na M .

Lineænoe podprostranstvo D v H nazyvaetsØ τ -plotnym, esli 1) D η M ;

2) dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takoæ proektor P ∈ P (M ), qto P (H) ⊂ D i τ (P^⊥) ≤ ε.

Zamknutyæ lineænyæ operator T s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ H nazyvaetsØ τ -izmerimym otnositel~no algebry fon Neæmana M , esli T η M i ego oblast~ opredeleniØ D(T ) τ -plotna v H.

Zametim, qto esli D – τ -plotnoe podprostranstvo v H, to suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ proektorov {P_n}^∞_{n=1} ⊂ P (M ), qto P_n ↑ I, P_n(H) ⊂ D i τ (P^⊥_n ) → 0 pri n → ∞.

�to oznaqaet, qto l¸boe τ -plotno podprostranstvo v H ØvlØetsØ sil~no plotnym v H. Pofftomu kaßdyæ τ -izmerimyæ otno-

194 M. A. MURATOV, V. I. QILIN sitel~no algebry fon Neæmana M operator T ØvlØetsØ izmerimym.

Sformuliruem kriteriæ τ -izmerimosti, analogiqnyæ predloßeniØm 1 i 3.

Predloßenie [7]. Pust~ T – zamknutyæ operator v H, T η M ,

T = U |T | – polØrnoe razloßenie T , {E_λ} – spektral~noe semeæstvo proektorov dlØ |T |, λ ∈ R. Togda T ∈ S(M, τ ) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda oblast~ opredeleniØ D(T ) operatora T plotna v H i τ (E^⊥_λ ) < ∞ dlØ nekotorogo λ > 0. �

Oboznaqim qerez S(M, τ ) mnoßestvo vseh lineænyh operatorov v H, τ -izmerimyh otnositel~no algebry fon Neæmana M .

˚sno, qto M ⊂ S(M, τ ) ⊂ S(M ) ⊂ LS(M ). PovtorØØ dokazatel~stvo predloßeniØ 6(i), poluqim, qto S(M, τ ) ØvlØetsØ zapolnennoæ ∗-podalgebroæ v S(M ).

Oboznaqim qerez S_0(M, τ ) mnoßestvo vseh takih τ -izmerimyh operatorov T , dlØ kotoryh pri l¸bom ε > 0 suwestvuet takoæ proektor P ∈ P (M ), qto τ (P^⊥) < ∞, T P ∈ M , ‖T P ‖ < ε. V [3] pokazano, qto T ∈ S_0(M, τ ) togda i tol~ko togda, kogda T ∈ S(M, τ ) i τ (E^⊥_λ ) < ∞ dlØ vseh λ > 0, gde {E_λ} – spektral~noe semeæstvo proektorov dlØ |T |.

Zameqanie 1. (i) Esli τ (I) < ∞ (t.e. sled τ koneqen), to S_0(M, τ ) = S(M, τ ) = S(M ) = LS(M ). (ii) Esli τ (I) = ∞, to I ne prinadleßit S_0(M, τ ), v qastnosti, S_0(M, τ ) ≠ S(M, τ ). (iii) Esli T ∈ S_0(M, τ ), A ∈ M , to T A, AT ∈ S_0(M, τ ) [3]. (iv) Esli M – faktor tipa I i τ – toqnyæ normal~nyæ polukoneqnyæ sled na M , to M = S(M, τ ) = S(M ) = LS(M ).

(v) Pust~ M – faktor tipa II_∞, τ – toqnyæ normal~nyæ polukoneqnyæ sled na M . Togda τ (P ) < ∞ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda P – koneqnyæ proektor. Pofftomu iz predloßeniæ 1 i 7 sleduet, qto M ≠ S(M, τ ) = S(M ).

PovtorØØ dokazatel~stvo predloßeniØ 6(ii) i ispol~zuØ zameqanie 1(iii), poluqim, qto S_0(M, τ ) ØvlØetsØ zapolnennoæ ∗- podalgebroæ v LS(M ).

Oboznaqim qerez Tr (M ) mnoßestvo vseh toqnyh normal~nyh polukoneqnyh sledov na algebre fon Neæmana M . Kak uße ot-

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 195 meqalos~, M ⊂ S(M, τ ) ⊂ S(M ) dlØ vseh τ ∈ Tr (M ), v qastnosti, M ⊂ ⋂ τ∈Tr (M ) S(M, τ ) ⊂ ⋃ τ∈Tr (M ) S(M, τ ) ⊂ S(M ). Esli M – faktor tipa II_∞, to Tr (M ) = {αμ : α ∈ (0, +∞)}, gde μ – nekotoryæ fiksirovannyæ toqnyæ normal~nyæ polukoneqnyæ sled na M . Pofftomu S(M, τ ) = S(M, μ) dlØ vseh τ ∈ Tr (M ) i, v silu primera 1, M ≠ S(M, μ) = ⋂ τ∈Tr (M ) S(M, τ ). V sledu¸wem primere ukazyvaetsØ algebra fon Neæmana M , dlØ kotoroæ vkl¸qenie ⋃ τ∈Tr (M ) S(M, τ ) ⊂ S(M ) takße ØvlØetsØ

strogim.

Zameqanie 3. Pust~ M – kommutativnaØ algebra fon Neæmana,

ØvlØ¸waØsØ C^∗ – proizvedeniem kontinual~nogo qisla ffkzemplØrov algebry fon Neæmana L_∞([0, 1], m) vseh ograniqennyh izmerimyh kompleksnyh funkciæ, zadannyh na otrezke [0, 1] s lineænoæ meroæ Lebega m (ravnye poqti vs¸du funkcii otoßdestvlØ¸tsØ), t.e. M = ∏ j∈J M_j , M_j = L_∞([0, 1], m) dlØ vseh

j ∈ J, card J = card [0, 1]. DlØ kaßdogo x = {x_j}_{j∈J} ∈ M ,

x ≥ 0, poloßim μ(x) = ∑ j∈J 1∫ 0 x_idm. ˚sno, qto μ – toqnyæ nor-

mal~nyæ polukoneqnyæ sled na M . Budem sqitat~, qto M deæstvuet v gil~bertovom prostranstve H = L_2(M, μ) = ({ξ_j }_{j∈J} : ξ_j ∈ L_2([0, 1], m), ∑ j∈J ||ξ_j||^2 < ∞) po pravilu {x_j}_{j∈J} ({ξ_j }_{j∈J} ) =

{x_iξ_j }_{j∈J} , {ξ_j}_{j∈J} ∈ H. Razob~em mnoßestvo J na sqetnoe qislo poparno nepereseka¸wihsØ podmnoßestv J_n, n = 1, 2, . . ., i poloßim E_n = {P_j}_{j∈J} ∈ P (M ), gde P_j = 1 pri j ∈ J_n i P_j = 0 pri j ∈ J \ J_n. ˚sno, qto E_nE_k = 0 pri n ≠ k, sup_{n≥1} E_n = I i E_n

ne ØvlØetsØ proektorom sqetnogo tipa (napomnim, qto proektor E imeet sqetnyæ tip, esli l¸boe semeæstvo nenulevyh poparno ortogonal~nyh proektrov v P (EM E) ne bolee qem sqetno). Poloßim Z_n = sup_{k≤n} E_k. Tak ße, kak i v primere 2, opredelim li-

neænyæ operator T na vs¸du plotnom lineænom podprostranstve

D =^∞ ⋃ n=1 Z_n(H), polagaØ T ξ = nξ dlØ vseh ξ ∈ E_n(H), n = 1, 2, . . ..

Togda zamykanie T operatora T ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennym operatorom, prisoedinennym k M , priqem spektral~nyæ

196 M. A. MURATOV, V. I. QILIN proektor dlØ T , otveqa¸wiæ λ = n, sovpadaet s Z_n. Poskol~ku M – kommutativnaØ algebra fon Neæmana, to M koneqna, i pofftomu T ∈ S(M ) (sm predloßenie 1). Predpoloßim, qto suwestvuet τ ∈ Tr (M ), dlØ kotorogo T ∈ S(M, τ ). Togda, v silu predloßeniØ 7, naædetsØ takoe n, qto τ (Z^⊥_n ) < ∞. Tak kak Z^⊥_n = sup_{k>n} E_k,

to τ (E_{n+1}) < τ (Z^⊥_n ) < ∞, qto vleqet sqetnost~ tipa proektora E_{n+1}. Iz poluqennogo protivoreqiØ sleduet, qto T ne prinadleßit S(M, τ ), i potomu ⋃ τ∈Tr (M ) S(M, τ ) ≠ S(M ). � Rassmotrim teper~ svØz~ meßdu algebrami S(M, τ_1 ) i S(M, τ_2 ) dlØ razliqnyh sledov τ_1, τ_2 ∈ Tr (M ). DlØ kaßdogo τ ∈ Tr (M ) poloßim P (M, τ ) = {P ∈ P (M ) : τ (P ) < ∞}.

Predloßenie 8. DlØ τj ∈ Tr (M ), j = 1, 2, sledu¸wie usloviØ

ffkvivalentny:

(i) S(M, τ_1 ) ⊂ S(M, τ_2); (ii) P (M, τ_1) ⊂ P (M, τ_2).

Dokazatel~stvo. (i) ⇒ (ii). Pust~ S(M, τ1 ) ⊂ S(M, τ2). Predpo-

loßim, qto suwestvuet takoæ proektor P ∈ P (M ), qto τ_1(P ) = ∞ i τ_2(P ) < ∞. Poskol~ku sled τ_1 polukoneqen, naædetsØ takaØ vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ proektorov E_n, qto τ_1(E_n) < ∞, sup_{n≥1} E_n = E ≤ P , τ_1(E) = ∞; v qastnosti, E_n ≠ E dlØ vseh

n = 1, 2, . . .. Tak ße, kak i v primere 1, opredelim lineænyæ operator T na vs¸du plotnom lineænom podprostranstve

D =^∞ ⋃ n=1 P_n(H), polagaØ T ξ = nξ dlØ vseh ξ ∈ (P_n − P_{n−1})(H),

gde P_n = E^⊥ + E_n, n = 1, 2, . . . , P_0 = 0. Kak pokazano v primere 1, poloßitel~no opredelennyæ operator T ØvlØetsØ izmerimym operatorom, pri fftom spektral~nyæ proektor dlØ T , otveqa¸- wiæ λ = n, sovpadaet s P_n. Poskol~ku τ_1(P^⊥_n ) = τ_1(E − E_n) = ∞, τ_2(P^⊥_n ) ≤ τ_2(P ) < ∞, n = 1, 2, . . ., to T ∈ S(M, τ_2 ) \ S(M, τ_1 ), qto protivoreqit vkl¸qeni¸ S(M, τ_1 ) ⊂ S(M, τ_2 ). Sledovatel~- no, P (M, τ_1) ⊂ P (M, τ_2).

ImplikaciØ (ii) ⇒ (i) sleduet neposredstvenno iz predloßeniØ 7. �

Iz predloßeniØ 10 vytekaet, qto esli τ_1, τ_2 ∈ Tr (M ), to S(M, τ_1 ) = S(M, τ_2 ) ⇔ P (M, τ_1) = P (M, τ_2).

�–ALGEBRY NEOGRANIQENNYH OPERATOROV 197 ZamenØØ v dokazatel~stve predloßeniØ 10 uslovie τ_2(P ) < ∞ na uslovie P – koneqnyæ proektor i ispol~zuØ predloßeniØ 5 i 7, poluqim sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 9. DlØ τ ∈ Tr (M ) sledu¸wie usloviØ ffkvivalent- ny: (i) S(M ) = S(M, τ );

(ii) P (M, τ ) = {P ∈ P (M ) : P – koneqnyæ proektor}.

Literatura

1. I. E. Segal, A noncommutative extension of abstract integration. — Ann. Math.

57 (1953), 401–457.

2. E. Nelson, Notes on non-commutative integration. — J. Funct. Anal. 15 (1974),

103–116.

3. F. J. Yeadon, Non-commutative LP -spaces. — Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 77

(1975), 91–102.

4. T. Fack, H. Kosaki, Generalized s-numbers of τ -mesaurable operators. — Pacific

J. Math. 123 (1986), 269–300.

5. P. G. Dixon, Unbounded operator algebras. — Proc. London Math. Soc. 23 (1971),

53–59.

6. S. Sankaran, The �-algebra of unbounded operators. — J. London Math. Soc. 34

(1959), 337–344.

7. F. J. Yeadon, Convergence of measurable operators. — Proc. Camb. Phil. Soc.

74 (1973), 257–268.

8. B. S. Zakirov, V. I. Qilin, AbstraktnaØ harakterizaciØ EW^�-algebr.

— Funkc. anal. i ego priloß. 25 (1991), 76–78.

9. S. Stratila, L. Zsido, Lectures on von Neumann algebras. — Abacus Press (1979). 10. M. Takesaki, Theory of operator algebras. I. — New York, Springer (1979). 11. K. Saito, On the algebra of measurable operators for a general AW^�-algebra. II.

— Tohoku. Math. J. 23 (1971), 525–534.

Muratov M. A., Chilin V. I. *-algebras of unbounded operators affiliated with a von Neumann algebra.

In the paper, the ∗-algebras of measurable operators, locally measurable operators, and τ -measurable operators associated with von Neumann algebra M are considered. Conditions under which some of these algebras coincide are given.

Postupilo 15 aprelØ 2005 g.

Tavriqeskiæ nacional~nyæ universitet im. V. I. Vernadskogo, g. Simferopol~, Krym, Ukraina

E-mail: kromsh@crimea.com

Nacional~nyæ universitet Uzbekistana t. Taxkent

E-mail: chilin@ucd.uz