Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 326, 2005 g.

Z. I. Beßaeva, V. I. Oseledec

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY I MARKOVSKIE CEPI

1. Vvedenie

�rdœx bolee 60 let nazad postavil sledu¸wu¸ zadaqu: kakoæ moßet byt~ funkciØ F raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny ζ = ξ_1ρ + ξ_2ρ^2 + . . . , gde ξ_1, ξ_2, . . . – nezavisimye i odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny, prinima¸wie znaqeniØ 0, 1, i P (ξ_i = 0) = P (ξ_i = 1) = 0.5, 0 < ρ < 1. DlØ samogo interesnogo sluqaØ ρ > 0.5 nositel~ raspredeleniØ est~ otrezok [0, ρ/1 − ρ].

Soglasno teoreme Dßessena–Vintnera 1935 goda raspredelenie sluqaænoæ veliqiny ζ libo absol¸tno nepreryvno, libo qisto singulØrno, t.e. smexannyæ sluqaæ nevozmoßen. Odin iz glavnyh voprosov – ffto vopros o tom, kogda imeet mesto singulØrnost~, a kogda mera absol¸tno nepreryvna.

B. SolomØk v 1995 godu dokazal, qto dlØ poqti vseh ρ > 0.5 (krome mnoßestva lebegovoæ mery 0) sluqaænaØ veliqina ζ absol¸tno nepreryvna. �rdœx v 1939 godu dokazal, qto esli β = 1/ρ – qislo Pizo, to raspredelenie ζ singulØrno. Naprimer, esli ρ + ρ^2 = 1, t.e. β – zolotoe seqenie, to raspredelenie ζ singulØrno.

Zadaqa ob ffrgodiqeskih svoæstvah raspredeleniØ ζ dlØ sluqaØ zolotogo seqeniØ byla postavlena A. M. Verxikom i podrobno razobrana v [1].

V naxeæ rabote ffta zadaqa izuqaetsØ dlØ stacionarnoæ markovskoæ cepi ξ_1, ξ_2, . . . , priqem sperva my izuqaem bolee prostoæ sluqaæ nezavisimyh sluqaænyh veliqin ξ_1, ξ_2, . . ., P (ξ_i = 0) = p_0, P (ξ_i = 1) = p_1, 0 < p_0 < 1.

ZnaqeniØ sluqaænoæ veliqiny ρζ prinadleßat otrezku [0,1], a ee funkciØ raspredeleniØ ravna F (βx). Vospol~zuemsØ tem, qto l¸boe qislo iz otrezka [0, 1] odnoznaqno (za iskl¸qeniem sqetnogo mnoßestva) zapisyvaetsØ v vide razloßeniØ Fibonaqqi x_1ρ + x_2ρ^2 + . . . , gde x_k = 0, 1 i x_kx_{k+1} = 0. Imeem: ρζ = η_1ρ+η_2ρ^2 +. . . , gde sluqaænye veliqiny η_k = 0, 1 i η_kη_{k+1} = 0. 28

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 29 Kompaktom Fibonaqqi my nazyvaem mnoßestvo vseh beskoneqnyh dvoiqnyh slov, v kotoryh dve edinicy ne vstreqa¸tsØ rØdom. �to mnoßestvo kompaktno otnositel~no metriki d(x, y) = ρ^{n(x,y)}, gde n(x, y) – dlina naibol~xego obwego naqala slov x i y.

Beskoneqnoe sluqaænoe slovo η = η_1η_2 . . . η_n . . . prinimaet znaqeniØ v kompakte Fibonaqqi i zadaet na nem meru μ(A) = P (η ∈ A). �tu meru (sleduØ [1]) my budem nazyvat~ meroæ �rdœxa na kompakte Fibonaqqi.

V [1] bylo dokazano, qto dlØ p_0 = 0.5 suwestvuet ffrgodiqeskaØ T -invariantnaØ mera ν (ν(T^{−1}A) = ν(A)) na kompakte Fibonaqqi (sdvig T zadaetsØ formuloæ: T (x_1x_2x_3 . . . ) = x_2x_3 . . . ), otnositel~no kotoroæ mera �rdœxa absol¸tno nepreryvna. Meru ν my budem nazyvat~ invariantnoæ meroæ �rdœxa. �rgodiqeskie svoæstva fftoæ mery izuqalis~ v [1].

Zdes~ my dokaßem, qto obe mery voznika¸t pri skleæke sostoØniæ v markovskoæ cepi s sostoØniØmi 1,2,3,4,5 i matriceæ perehodnyh veroØtnosteæ

P = 1/2 0 0 1/4 1/4 1/2 0 1/4 0 1/4 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 .

Pust~ skleæka sostoØniæ zadana funkcieæ f : f(1) = f(2) = f(3) = 0, f(4) = f(5) = 1. Rassmotrim dve markovskie cepi. MarkovskaØ cep~ α_1, α_2, . . . s perehodnoæ matriceæ P imeet naqal~noe raspredelenie (2/3, 0, 0, 0,1/3) i markovskaØ cep~ β_1, β_{2,} . . . s toæ ße perehodnoæ matriceæ imeet stacionarnoe raspredelenie (4/9,2/9,1/18,1/9,1/6). Togda sluqaænoe beskoneqnoe dvoiqnoe slovo f(α) = f(α_1)f(α_2) . . . imeet raspredelenie μ, a sluqaænoe beskoneqnoe slovo f(β) = f(β_1)f(β_2) . . . imeet raspredelenie ν, P (f(α) ∈ A) = μ(A), P (f(β) ∈ A) = ν(A). Takim obrazom, mery �rdœxa – sofiqeskie mery v terminologii [3].

Tak kak stacionarnaØ markovskaØ cep~ s perehodnoæ matriceæ P regulØrna (graf perehodov cepi sil~no svØznyæ i aperiodiqeskiæ), to sdvig S v prostranstve ee realizaciæ – toqnyæ v smysle Rohlina, a dvustoronniæ sdvig, sootvetstvenno, –

30 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC K-avtomorfizm, izomorfnyæ avtomorfizmu Bernulli. Poskol~- ku T f = fS, gde f – ukazannoe vyxe otobraßenie beskoneqnyh slov, to sdvig T – toqnyæ ffndomorfizm otnositel~no mery ν, a sootvetstvu¸wiæ dvustoronniæ sdvig est~ K-avtomorfizm, izomorfnyæ avtomorfizmu Bernulli.

Iz vyxeskazannogo poluqaetsØ novoe “ffrgodiqeskoe” dokazatel~stvo singulØrnosti funkcii raspredeleniØ F (x) (drugoe “ffrgodiqeskoe” dokazatel~stvo sm. v [1]). Deæstvitel~no, horoxo izvestno, qto mera Lebega, “podnØtaØ na kompakt Fibonaqqi” (voz~mem sluqaænu¸ veliqinu, q~e raspredelenie est~ mera Lebega na [0,1], i rassmotrim raspredelenie beskoneqnogo sluqaænogo slova iz ee znakov razloßeniØ Fibonaqqi) est~ markovskaØ mera na fftom kompakte, otliqa¸waØsØ ot markovskoæ mery s maksimal~noæ ffntropieæ tol~ko naqal~nym raspredeleniem. �ti naqal~nye raspredeleniØ ime¸t vid (ρ, ρ^2), (1/1 + ρ^2, ρ^2/1 + ρ^2) sotvetstvenno. Poskol~ku markovskaØ mera s maksimal~noæ ffntropieæ ffrgodiqna i, kak ukazano vyxe, invariantnaØ mera �rdœxa ffrgodiqna, to ffti dve mery libo sovpada¸t, libo singulØrny. No odnomernoe raspredelenie dlØ invariantnoæ mery �rdœxa legko vyqislØetsØ po matrice R i ravno (13/18, 5/18), pofftomu sovpast~ mery ne mogut. Takim obrazom poluqaetsØ ewe odno dokazatel~stvo upomØnutogo vyxe rezul~tata �rdœxa o singulØrnosti raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny ζ.

Vse rezul~taty verny dlØ shemy Bernulli: P (ξ_k = i) = p_i, i = 0, 1, 0 < p_0 < 1.

PerehodnaØ matrica imeet vid:

P = p_0 0 0 p_0p_1 p^2_1 p_0 0 p_0p_1 0 p^2_1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 .

Skleæka sostoØniæ zadaetsØ toæ ße funkcieæ skleæki f, qto i vyxe.

V konce stat~i rassmotren markovskiæ sluqaæ, kogda ξ_0, ξ_1, . . . , ξ_k, . . . – stacionarnaØ markovskaØ cep~ s sostoØniØmi 0, 1 i perehodnoæ matriceæ P = ( p_{00} p_{01} p_{10} p_{11} ) = ( q 1 − q t 1 − t ) , 0 < q < 1, 0 < t < 1.

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 31 My dokaßem, qto raspredelenie ζ singulØrno, krome sluqaev q = ρ, t = ρ^2 i q = ρ^2, t = ρ. Mery �rdœxa voznika¸t pri skleæke sostoØniæ v regulØrnoæ markovskoæ cepi s 7 sostoØniØmi.

Predloßennyæ nami metod rabotaet i v obwem sluqae, kogda β – qislo Pizo. PonØtiØ mery �rdœxa i invariantnoæ mery �rdœxa takße mogut byt~ opredeleny. V qastnosti, obe ffti mery – sofiqeskie. Pri fftom posledovatel~nost~ ξ_1, . . . , ξ_n, . . . moßet byt~ stacionarnoæ markovskoæ cep~¸ l¸bogo porØdka. 2. Vyvod osnovnyh uravneniæ My ispol~zuem variant matriqnogo metoda Dobexi-Lagari-asa (sm. [2, glava 7]). On osnovan na sledu¸wem osnovnom uravnenii dlØ funkcii raspredeleniØ F (x) = P (ζ < x): F (x) = p_0F (βx) + p_1F (βx − 1).

Deæstvitel~no, ζ = ρξ_1 + ρζ^′, gde ζ^′ raspredelena tak ße, kak ζ, priqem ζ^′ i ξ_1 nezavisimy. Pofftomu

P (ζ < x) = P (ρξ_1 + ρζ^′ < x) = P (ζ^′ < βx − ξ_1) = = p_0P (ζ^′ < βx) + p_1P (ζ^′ < βx − 1), qto i daet privedennoe vyxe uravnenie dlØ F (x). Budet udobnee rassmatrivat~ fflement mery dF (x) vmesto F (x). Napomnim ewe, qto β = 1 + ρ, 1 = ρ + ρ^2.

Vvedem oboznaqenie V x = {βx} = { βx, x ∈ (0, ρ) βx − 1, x ∈ (ρ, 1) . Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda x ∈ (0, ρ). Togda dF (x) = p_0dF (V x) + p_1dF (V x − 1) = p_0dF (βx),

dF (x + ρ) = p_0dF (V x + 1) + p_1dF (V x), dF (x + 1) = p_0dF (V x + 1 + ρ) + p_1dF (V x + ρ) = p_1dF (V x + ρ).

DlØ sluqaØ x ∈ (ρ, 1) dF (x) = p_0dF (V x + 1) + p_1dF (V x),

dF (x + ρ) = p_0dF (V x + 2) + p_1dF (V x + 1) = p_1dF (V x + 1),

32 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC dF (x + 1) = 0.

Rassmotrim vektor dF (x) = dF (x) dF (x + ρ) dF (x + 1) . Vvedem dve matricy

M_0 = p_0 0 0 p_1 0 p_0 0 p_1 0

, M_1 = p_1 0 p_0 0 0 p_1 0 0 0 . Togda oqevidno, qto dF (x) = M_0dF (V x), x ∈ (0, ρ), dF (x) = M_1dF (V x), x ∈ (ρ, 1). Preobrazovanie V x = {βx} – drobnaØ qast~ qisla βx – tesno svØzano s sistemoæ sqisleniØ Fibonaqqi, v kotoroæ za osnovanie beretsØ zolotoe seqenie i o kotoroæ uße, faktiqeski, xla req~ vyxe.

Oboznaqim qerez x_1 indikator otrezka [ρ, 1], togda znaki Fibonaqqi qisla x ravny x_n = x_1(V^{n−1}x), x = x_1ρ+x_2ρ^2 +. . . . Posle perehoda ot qisla x k ego kodu Fibonaqqi x_1x_2, . . . , x_n, . . . preobrazovanie V perehodit v preobrazovanie sdviga T beskoneqnyh dvoiqnyh slov Fibonaqqi, kotoroe svoditsØ k zatirani¸ pervoæ bukvy slova.

Dva predyduwih sootnoxeniØ moßno zapisat~ analogiqno formule Dobexi–Lagariasa (sm. [2, §7.2]) v vide dF (x) = M_{x1} dF (V x), x ∈ [0, 1]. �to uravnenie dopuskaet Øvnoe rexenie v sledu¸wem smysle: koneqnoe slovo Fibonaqqi a = x_1, x_2, . . . , x_n (dvoiqnoe slovo, gde net podslov vida 11) opredelØet otrezok δ(a) kak sovokupnost~ vseh qisel, razloßenie Fibonaqqi kotoryh naqinaetsØ s fftogo slova. Togda iz predyduweæ formuly sleduet, qto vektornaØ mera F (δ(a)) = ∫ δ(a) dF (x) = μ(a) = μ(x_1x_2 . . . x_n)

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 33 pri vseh n ≥ 2 udovletvorØet sootnoxeni¸

μ(x_1, x_2, . . . , x_n) = M_{x1} μ(x_2 . . . x_n) = M_{x1} , M_{x2} , . . . , M_xn�_1μ̄(x_n). Pri n = 1

μ(x_1) = ∫ δ(x1) dF (x) = M_{x1} ∫ δ(x1) dF (V x). Ots¸da μ(0) = F (ρ) − F (0) =

= M_0 ∫ [0,ρ] dF (βx) = M_0(F (1) − F (0)),

μ(1) = F (ρ) − F (1) = M_1 ∫ [ρ,1] dF (βx − 1) = M_1(F (ρ) − F (0)).

Vvedem vektory r(0) = μ(0) + μ(1), r(1) = μ(0).

Togda μ(0) = M_0r(0), μ(1) = M_1r(1). To est~ dlØ l¸bogo slova iz odnoæ bukvy μ(x_1) = M_{x1} r(x_1). Ots¸da pri l¸bom n ¿ 1 μ(x_1x_2 . . . x_n) = M_{x1} , M_{x2} , . . . , M_xnr(x_n).

Bloqnyæ vektor-stolbec r = ( r(0) r(1) )

nesloßno vyqislit~. Deæstvitel~no, r(0) = M_0r(0) + M_1r(1), r(1) = M_1r(1).

Opredelim matricy M (i, j), i, j ∈ {1, 2} : M (1, 1) = M (2, 1) = M_0, M (1, 2) = M_1, M (2, 2) = 0 i zapixem predyduwee sootnoxenie v vide r = M r, gde M – bloqnaØ matrica: M = ( M_0 M_1 M_0 0 ) = ( M (0, 0) M (0, 1) M (1, 0) M (1, 1) ) .

34 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC Takim obrazom, r – sobstvennyæ vektor matricy M s sobstvennym znaqeniem 1. Zametim ewe, qto 1 – spektral~nyæ radius matricy M i prostoe sobstvennoe znaqenie fftoæ matricy.

Legko proverit~, qto vektor-stolbec R, zadavaemyæ sootnoxeniem

R^T = (R(0), R(1)) = (p_0, p_1, p^2_1, p^2_0, p_0p_1 + p_0p^2_1, p^2_1), est~ sobstvennyæ vektor matricy M s sobstvennym znaqeniem 1. Vektor r proporcionalen vektoru R.

Napomnim formulu dlØ mery μ: μ(x_1, x_2, . . . , x_n) = M_{x1} , M_{x2}, . . . , M_xnr(x_n). Iz fftoæ formuly my poluqim formulu dlØ mery �rdœxa μ.

Vspomnim, qto funkciØ raspredeleniØ dlØ mery �rdœxa na otrezke [0,1] ravna F (βx). Iz fftogo sleduet, qto mera �rdœxa vseh slov δ(x_1, . . . , x_n), naqina¸wihsØ s koneqnogo slova x_1, . . . , x_n, ravna μ(x_1, . . . , x_n) = ∫ δ(x1,... ,xn) dF (βx). Ots¸da μ(0, x_2, . . . , x_n) = ∫ δ(0,x2,... ,xn) dF (V x) = ∫ δ(x2,... ,xn) dF (x) =

= ∫ δ(x2,... ,xn) e_1dF (x) = e_1μ(x_2, . . . , x_n) = e_1M_{x2} . . . M_xn r(x_n),

gde e_1 = (1, 0, 0).

Analogiqno μ(1, x_2, . . . , x_n) = ∫ δ(1,x2,... ,xn) dF (βx) = ∫ δ(1,x2,... ,xn) dF (V x + 1) =

= ∫ δ(x2,... ,xn) dF (x + 1) = e_3μ(x_2, . . . , x_n) = e_3M_{x2} . . . M_xn r(x_n),

gde e_3 = (0, 0, 1). Pofftomu

μ(x_{1,}x_2, . . . , x_n) = l(x_1)M (x_1, x_2) . . . M (x_{n−1}, x_n)r(x_n), n ¿ 2,

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 35 gde stroka l(x_1) ravna (1 − x_1)e_1 + x_1e_3. Odnomernoe raspredelenie μ(x_1) est~ l(x_1)r(x_1). Tak kak ∑ x1 μ(x_1) = 1, to lr = 1, gde

l = (l(0), l(1)) = (e_1, e_3) = (1, 0, 0, 0, 0, 1). Sledovatel~no, r = R/lR.

Vvedem R(0) := (lR)r(0), R(1) := (lR)r(1) i zapixem formulu dlØ mery �rdœxa v takom vide:

μ(x_1, x_2, . . . , x_n) = l(x_1)M (x_1, x_2) . . . M (x_{n−1}, x_n)R(x_n)/(lR).

Kak uße ukazyvalos~ ranee, spektral~nyæ radius matricy M raven 1 i 1 – prostoe sobstvennoe qislo. Po teoreme Frobeniusa suwestvuet levyæ neotricatel~nyæ sobstvennyæ vektor L = (L(0), L(1)), gde L(0), L(1) – stroki dliny 3 fftoæ matricy s sobstvennym znaqeniem 1.

Utverßdenie 1. Mera ν, zadavaemaØ formuloæ

ν(x_1x_2 . . . x_n) = L(x_1)M (x_1, x_2) . . . M (x_{n−1}, x_n)R(x_n)/(LR),

ØvlØetsØ edinstvennoæ ffrgodiqeskoæ invariantnoæ meroæ na kompakte Fibonaqqi, otnositel~no kotoroæ mera �rdœxa μ absol¸tno nepreryvna.

Invariantnost~ mery ν sleduet iz sootnoxeniØ ∑ x1 ν(x_1, x_2, . . . , x_n) = ν(x_2, . . . , x_n), kotoroe v svo¸ oqered~ sleduet iz sootnoxeniØ ∑ x1 L(x_1)M (x_1, x_2) = L(x_2).

Absol¸tnaØ nepreryvnost~ mery �rdœxa otnositel~no invariantnoæ mery �rdœxa budet dokazana v §§3, 4. �rgodiqnost~ mery ν budet dokazana v §4. Edinstvennost~ oqevidna, tak kak dve ffrgodiqeskie mery libo sovpada¸t, libo singulØrny.

3. Neotricatel~nye bloqnye matricy i cepi Markova

Zdes~ my dadim opredelenie mery μ_{M,Θ,L}. Pri fftom M – neotricatel~naØ kvadratnaØ matrica porØdka J × J. Bukvoæ Θ oboznaqaetsØ razbienie mnoßestva 1, 2, E . . . J na d blokov Θ = {B_1, . . . , B_d},

36 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC B_1 = {1, . . . , |B_1|}, B_2 = {|B_1| + 1, . . . , |B_1| + |B_2|} . . . . . . , B_d = {|B_1 + . . . + B_{d−1}| + 1, . . . , J}, |B_j | – qislo fflementov mnoßestva B_j . L – neotricatel~naØ stroka dliny J.

My predpolagaem, qto λ > 0 – spektral~nyæ radius matricy M , neotricatel~nyæ stolbec R – sobstvennyæ vektor matricy M s sobstvennym znaqeniem λ (takoæ vektor suwestvuet po teoreme Perrona–Frobeniusa) i LR > 0.

Bloqnye fflementy matricy M budut oboznaqat~sØ M (i, j), i, j ∈ (1, . . . , d), a obyqnye fflementy – m(i, j), i, j ∈ (1, . . . , J). Zametim, qto esli Θ = Γ, gde Γ – razbienie na toqki, to bloqnye fflementy sovpada¸t s obyqnymi.

Pust~ alfavit A_Θ sostoit iz qisel 1, 2, . . . , d, gde d – bloqnyæ porØdok bloqnoæ matricy M (inogda udobnee brat~ qisla 0, 1, . . . , d − 1, v §4 my voz~mem A_Θ = {0, 1}).

DlØ zadaniØ mery m na prostranstve beskoneqnyh slov X_Θ dostatoqno zadat~ mery mnoßestva slov s l¸bym fiksirovannym naqalom a = x_1 . . . . . . x_n.

PoluqennaØ takim obrazom neotricatel~naØ funkciØ m(a) udovletvorØet sledu¸wim dvum trebovaniØm: 1. ∑ a:|a|=n m(a) = 1

dlØ l¸bogo n (uslovie normirovki). 2. ∑ j m(aj) = m(a) (uslovie soglasovannosti).

Verno i obratnoe. Po funkcii na slovah koneqnoæ dliny so svoæstvami 1, 2 odnoznaqno opredelØetsØ mera.

DlØ l¸bogo a = (x_1, . . . , x_n) zadadim funkci¸ m(a) sledu¸wim obrazom: m(a) = L(x_1)M (x_1, x_2), . . . , M (x_{n−1}, x_n)R(x_n)/(λ^{n−1}LR), n ¿ 2, m(x_1) = L(x_1)R(x_1)/(LR).

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 37 NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto usloviØ 1, 2 dlØ fftoæ funkcii vypolneny i, sledovatel~no, opredelena mera (kotoru¸ my i budem oboznaqat~ μ_{M,Θ,L}), zadavaemaØ bloqnoæ matriceæ M s bloqnym razbieniem Θ i strokoæ L.

Opredelim sdvig S_Θ v prostranstve beskoneqnyh slov X_Θ, kotoryæ sopostavlØet kaßdomu beskoneqnomu slovu x slovo S_Θx, poluqa¸weesØ iz x zatiraniem pervoæ bukvy. Sootvetstvu¸wiæ sdvig v prostranstve beskoneqnyh slov X_Γ budem oboznaqat~ S_Γ.

Mera nazyvaetsØ invariantnoæ otnositel~no sdviga, esli mera proobraza l¸bogo izmerimogo mnoßestva ravna mere fftogo mnoßestva.

Neotricatel~naØ funkciØ m(a) zadaet invariantnu¸ meru, esli vypolneny usloviØ: 1. ∑ a:|a|=n m(a) = 1 2. ∑ j m(aj) = m(a) 3. ∑ j m(ja) = m(a). Esli L – levyæ sobstvennyæ vektor matricy M s sobstvennym znaqeniem λ (LM = λL), to mera μ_{M,Θ,L}(a) udovletvorØet usloviØm 1, 2, 3 i, sledovatel~no, ØvlØetsØ invariantnoæ meroæ.

Utverßdenie 2. Mera μM,Γ,L – markovskaØ mera, t.e. bukvy besko-

neqnogo sluqaænogo slova, q~e raspredelenie est~ μ_{M,Γ,L}, obrazu¸t markovsku¸ cep~. Esli stroka L – levyæ sobstvennyæ vektor matricy M : LM = λL, to mera μ_{M,Γ,L} invariantna otnositel~no sdviga S_Γ.

Deæstvitel~no, dostatoqno dokazat~, qto esli μ_{M,Γ,L}(x_1x_2, . . . , x_n) > 0, to μ_{M,Γ,L}(x_1x_2, . . . , x_nx_{n+1})/μ_{M,Γ,L}(x_1, x_2, . . . , x_n) zavisit lix~ ot x_n, x_{n+1}. No ffto otnoxenie ravno (1/λ)m(x_n, x_{n+1})R(x_{n+1})/R(x_n). Utverßdenie 2 dokazano.

Zametim, qto esli vektor R poloßitelen, to za perehodnu¸ matricu markovskoæ cepi moßno vzØt~ matricu P s fflementami (1/λ)m(i, j)R(j)/R(i).

38 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC

Pust~ L – levyæ sobstvennyæ vektor matricy M s sobstvennym znaqeniem λ. Rassmotrim odnobukvennoe slovo j ∈ A_Γ = {1, . . . , J}. Budem nazyvat~ bukvu j zaprewennoæ, esli μ_{M,Γ,L}(x : x_1 = j) = 0. Nazovem beskoneqnoe slovo dopustimym, esli v nem net zaprewennyh bukv. Mnoßestvo dopustimyh slov predstavlØet soboæ mnoßestvo vseh beskoneqnyh slov iz dopustimyh bukv alfavita.

Mera μ_{M,Γ,L} mnoßestva vseh dopustimyh slov ravna 1. Mera μ_{M,Γ,L} – invariantnaØ markovskaØ mera na mnoßestve vseh dopustimyh slov, kotoroe my snova budem oboznaqat~ simvolom X_Γ, no s uße drugim Γ.

Novye alfavit i novye M, Γ, L, R poluqa¸tsØ iz ishodnogo alfavita i staryh M, Γ, L, R s pomow~¸ operacii “zatiraniØ” i estestvennoæ perenumeracii. OperaciØ “zatiraniØ” zakl¸qaetsØ v udalenii zaprewenyh bukv iz alfavita, v udalenii iz matricy M strok i stolbcov s zaprewennymi nomerami, v udalenii fflementov stroki L i stolbca R s zaprewennymi nomerami. Poluqennye stroka i stolbec ØvlØ¸tsØ levym i pravym sobstvennymi vektorami novoæ matricy M s tem ße samym sobstvennym znaqeniem λ.

Zadadim pravilo skleæki f : f(i) = j, esli i ∈ B_j , i ∈ (1, . . . , J), j ∈ A_Θ, i prodolßim ego do otobraßeniØ f : X_Γ → X_Θ: f(x_1 . . . x_n . . . ) = f(x_1) . . . f(x_n) . . . . Utverßdenie 3._{fSΓ = SΘf,} μ_{M,Θ,L} = μ_{M,Γ,L}f^{−1}. �to utverßdenie sleduet poqti neposredstvenno iz opredeleniæ.

Utverßdenie 4. Esli nekotoraØ mera m absol¸tno nepreryvna

otnositel~no mery μ_{M,Γ,L}, to mera mf^{−1} absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery μ_{M,Γ,L}f^{−1}.

�to utverßdenie oqevidno.

Pust~ l = (l_1, . . . , l_J ) i L = (L_1, . . . , L_J ) – neotricatel~nye stroki dliny J.

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 39

Utverßdenie 5. Mera μM,Γ,l absol¸tno nepreryvna otnositel~-

no mery μ_{M,Γ,L} togda i tol~ko togda, kogda {i : l_i > 0} ⊆ {i : L_i > 0}.

Utverßdenie 5 oqevidno.

Sledstvie. Esli {i : li > 0} ⊆ {i : Li > 0}, to mera μM,Θ,l abso-

l¸tno nepreryvna otnositel~no mery μ_{M,Θ,L}.

�to sledstvie vytekaet iz utverßdeniæ 4 i 5 i ravenstv μ_{M,Θ,l} = μ_{M,Γ,l}f^{−1}, μ_{M,Θ,L} = μ_{M,Γ,L}f^{−1}. 4. Bernullievskiæ sluqaæ Teper~ vvedem kvadratnu¸ bloqnu¸ matricu 6-go porØdka (bloqnoe razbienie Θ = ({1, 2, 3}, {4, 5, 6}) M = ( M_0 M_1 M_0 0 ) . Napomnim, qto

M_0 = p_0 0 0 p_1 0 p_0 0 p_1 0

, M_1 = p_1 0 p_0 0 0 p_1 0 0 0 . Spektral~nyæ radius matricy M raven 1. V kaqestve pravogo sobstvennogo vektora my voz~mem vektor R:

R^T = (R(0)^T , R(1)^T ) = (p_0, p_1, p^2_1, p^2_0, p_0p_1 + p_0p^2_1, p^2_1). V kaqestve levogo sobstvennogo vektora my voz~mem vektor L = (L(0), L(1)) = (1, p_1, p_0p_1, p_1, 0, p_0 + p^2_1).

Zdes~ udobno opredelit~ funkci¸ skleæki f formuloæ: f(i) = 0, 1 6 i 6 3, f(i) = 1, 4 6 i 6 6.

Prodolßim ffto otobraßenie na beskoneqnye slova f(x_1, x_2, . . . , x_n . . . ) = f(x_1), f(x_2), . . . , f(x_n) . . . . Napomnim, qto ffto otobraßenie (“bukva v bukvu”) kommutiruet so sdvigom, t.e. S_Θf = S_Γf. Kompakt Fibonaqqi X est~ podmnoßestvo fX_Γ = X_Θ i ograniqenie S_Θ na X est~ T , sdvig v prostranstve beskoneqnyh slov Fibonaqqi.

40 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC

Pust~ l = (1, 0, 0, 0, 0, 1), L – levyæ sobstvennyæ vektor matricy M . Zametim, qto μ_{M,Γ,L}(f^{−1}X) = 1, μ_{M,Γ,l}(f^{−1}X) = 1, t.e. μ_{M,Θ,L}(X) = 1, μ_{M,Θ,l}(X) = 1. Pofftomu my moßem govorit~ o merah μ_{M,Θ,l}, μ_{M,Θ,L} na X.

Utverßdenie 6. Mera μM,Θ,l na X sovpadaet s meroæ �rdœxa na

kompakte Fibonaqqi, a mera μ_{M,Θ,L} sovpadaet s invariantnoæ meroæ �rdœxa na kompakte Fibonaqqi.

�to utverßdenie legko sleduet iz formul dlØ mer �rdœxa v konce paragrafa 2 i opredeleniæ mer μ_{M,Θ,l}, μ_{M,Θ,L}.

My zatiraem pØtu¸ stroku i pØtyæ stolbec matricy M (otveqa¸wie pØtoæ koordinate 0 stroki L) i poluqaem matricu N porØdka 5 × 5 N = p_0 0 0 p_1 p_0 p_1 0 p_0 0 p_1 0 p_1 0 0 0 p_1 0 0 0 0 0 p_1 0 0 0 .

Matrica N imeet bloqnu¸ strukturu, N = ( N (0, 0) N (0, 1) N (1, 0) N (1, 1) ) , otveqa¸wu¸ razbieni¸ Θ mnoßestva {1, 2, 3, 4, 5} na dva bloka {1, 2, 3}, {4, 5}. Teper~ skleæka zadaetsØ pravilom: vse fflementy pervogo bloka perehodØt v 0, a fflementy vtorogo bloka perehodØt v 1. Koneqno, spektral~nyæ radius matricy N raven 1. Pravyæ sobstvennyæ vektor R imeet koordinaty

(p_0, p_{1,}p^2_1, p^2_0, p^2_1) = (R(0), R(1)),

levyæ sobstvennyæ vektor L imeet koordinaty

(1, p_1, p_0p_1, p_1, p_0 + p_1^2) = (L(0), L(1)).

Zdes~ ispol~zuetsØ bloqnaØ zapis~ dlØ vektorov L, R. Teper~ stroka l imeet vid (1, 0, 0, 0, 1).

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 41

Utverßdenie 7. Mera na X, inducirovannaØ otobraßeniem f :

X_Γ → X_Θ iz markovskoæ mery μ_{N,Γ,l}, sovpadaet s meroæ �rdœxa na kompakte Fibonaqqi X, a mera, inducirovannaØ otobraßeniem f : X_Γ → X_Θ iz markovskoæ mery μ_{N,Γ,L}, sovpadaet s invariantnoæ meroæ �rdœxa na kompakte Fibonaqqi X.

�to utverßdenie vytekaet iz utverßdeniØ 6 (smotri takße §3) i sledstviØ utverßdeniØ 5.

�lementy perehodnoæ matricy P markovskih mer μ_{N,Γ,l}, μ_{N,Γ,L} ime¸t vid p_{ij} = n_{ij} R(j)/R(i), n_{ij} – fflementy matricy N , R(i) – fflementy stolbca R. Pofftomu

P = p_0 0 0 p_0p_1 p^2_1 p_0 0 p_1p_0 0 p^2_1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 .

Poskol~ku invariantnaØ markovskaØ mera, otveqa¸waØ matrice P , sootvetstvuet svØznomu i aperiodiqeskomu grafu, to sdvig na kompakte Fibonaqqi s invariantnoæ meroæ �rdœxa – toqnyæ ffndomorfizm, a dvustoronniæ sdvig – K-avtomorfizm. V qastnosti, mera ν ffrgodiqna.

DlØ p_0 = 0.5 poluqaem matricu

P = 1/2 0 0 1/4 1/4 1/2 0 1/4 0 1/4 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 .

Dokaßem, qto invariantnaØ mera �rdœxa ν singulØrna otnositel~no mery Lebega. Tak kak mera Lebega ffkvivalentna mere s maksimal~noæ ffntropieæ, a na kompakte Fibonaqqi mera m s maksimal~noæ ffntropieæ – markovskaØ s naqal~nym raspredeleniem ( 1 1 + ρ^2 , ρ^2 1 + ρ^2 )

i perehodnoæ matriceæ ( ρ ρ^2 1 0 ) ,

42 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC to libo ν singulØrna s m, libo ν = m, poskol~ku obe mery ffrgodiqny. Pokaßem, qto ravenstvo ν = m nevozmoßno.

Pust~ ffti dve mery sovpada¸t. Togda iz ravenstv m(000) = m(1), m(0000) = m(100), sleduet, qto ν(000) − ν(1) = 0, ν(0000) − ν(100) = 0. Pofftomu spravedlivy ravenstva: pol_1 = 0, pol_2 = 0, gde pol_1 := L(0)M^2_0 R(0) − L(1)R(1), pol_2 := L(0)M^3_0 R(0) − L(1)M^2_0 R(0).

Vyqislenie daet (my polagaem u := p_0), qto

pol_1 = −1 + 4u − 5u^2 − u^3 + 8u^4 − 5u^5 + u^6,

pol_2 = u(fpol_2) = u(−2 + 10u − 21u^2 + 22u^3 − 10u^4 + 2u^5). Ideal, poroßdennyæ mnogoqlenami pol_1, fpol_2, sovpadaet s kol~com vseh mnogoqlenov. Poluqaem protivoreqie, i naxe utverßdenie o singulØrnosti mer dokazano.

5. Markovskiæ sluqaæ Pust~ ξ_0, ξ_1, . . . , ξ_k, . . . – stacionarnaØ cep~ s sostoØniØmi 0, 1 i perehodnoæ matriceæ P = ( p_{00} p_{01} p_{10} p_{11} ) = ( q 1 − q t 1 − t ) , 0 < q < 1, 0 < t < 1. SluqaænaØ veliqina ζ opredelØetsØ sootnoxeniem ζ = ξ_1ρ + ξ_2ρ^2 + . . . , 0 < ρ < 1, ρ + ρ^2 = 1.

Esli π_k = P (ξ_0 = k), F_k(x) = P (ζ < x|ξ_0 = k), F (x) = P (ζ < x), to F (x) = π_0F_0(x) + π_1F_1(x).

Vyvedem uravneniØ dlØ F_0(x), F_1(x). Esli ζ = ρξ_1 + ρζ^′, to F_k(x) = P (ρξ_1 + ρζ^′ < x|ξ_0 = k) = = 1∑ j=0 P (ζ^′ < βx − j|ξ_1 = j, ξ_0 = k)P (ξ_1 = j|ξ_0 = k) =

= 1∑ j=0 P (ζ^′ < βx − j|ξ_1 = j)p_{kj} = 1∑ j=0 P (ζ < βx − j|ξ_0 = j)p_{kj} ,

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 43 to est~ F_k(x) = 1∑ j=0 p_{kj}F_j(βx − j), k = 0, 1. Vvedem matricy ^p_0 = ( p_{00} 0 p_{10} 0 ) , ^p_1 = ( 0 p_{01} 0 p_{11} )

i vektor-stolbec ^F (x) = (F_0(x), F_1(x))^T . Togda ^F (x) = ^p_0 ^F (βx) + ^p_1 ^F (βx − 1). Vvedem bloqnye matricy

^M_0 =

^p_0 0 0 ^p_1 0 ^p_0 0 ^p_1 0 , ^M_1 = ^p_1 0 ^p_0 0 0 ^p_1 0 0 0 i bloqnyæ vektor-stolbec F (x) = ( ^F (x), ^F (x + ρ), ^F (x + 1) )_T . Togda oqevidno, qto dF (x) = ^M_0dF (V x), x ∈ (0, ρ), dF (x) = ^M_1dF (V x), x ∈ (ρ, 1). Poloßim snova V x = {βx} (drobnaØ qast~ qisla βx). Napomnim, qto δ(x_1, . . . , x_n) = = {x ∈ (0, 1) : x_1(x) = x_1, x_1(V x) = x_2, . . . , x_1(V^{n−1}x) = x_n} dlØ dvoiqnogo slova x_{1,}x_2, . . . , x_n i μ(x_1, . . . , x_n) = ∫ δ(x1...xn) dF (x). Imeem μ(x_1 . . . x_n) = ^M_{x1} μ(x_2, . . . , x_n) = ^M_{x1} ^M_{x2} . . . ^M_xnR(x_n), n ≥ 1,

44 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC gde R(0) = ∫ (0,1)

dF (x) = F (1) − F (0),

R(1) = ∫ (0,ρ) dF (x) = F (ρ) − F (0). Meroæ �rdœxa na otrezke [0,1] nazyvaetsØ raspredelenie sluqaænoæ veliqiny ρζ. FunkciØ raspredeleniØ dlØ nee ravna F (βx). Pofftomu mera �rdœxa na kompakte Fibonaqqi zadaetsØ formuloæ

μ(x_1 . . . x_n) = ∫ δ(x1...xn) dF (βx) = ∫ δ(x2...xn) dF (x). Ots¸da μ(x_1 . . . x_n) = l(x_1) ^M_{x2} ^M_{x2} . . . ^M_xnR(x_n), n ≥ 1, gde l(x_1) = ((1 − x_1)(π_0, π_1), (0, 0), x_1(π_0, π_1)) i ^M R = R, lR = 1. InvariantnaØ mera �rdœxa na kompakte Fibonaqqi zadaetsØ formuloæ: ν(x_1, . . . , x_n) = L(x_1) ^M_{x2} , . . . , ^M_xnR(x_n)/LR, gde L ^M = L, ^M R = R i bloqnaØ matrica ^M imeet vid ^M = ( ^M_0 ^M_1 ^M_0 0 ) . Stacionarnoe raspredelenie

ν(x_1) =

L(x_1)R(x_1) LR , kak vektor dliny 12, imeet nulevye koordinaty s nomerami 3, 6, 7, 9, 10. UdalØØ iz ^M stroki i stolbcy s fftimi nomerami, my poluqaem matricu ^N razmera 7 × 7 i funkci¸ skleæki f : f(1) = f(2) = f(3) = f(4) = 0, f(5) = f(6) = f(7) = 1. Poskol~ku invariantnaØ markovskaØ mera, otveqa¸waØ matrice

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 45 ^N , sootvetstvuet svØznomu i aperiodiqeskomu grafu, to sdvig na kompakte Fibonaqqi s invariantnoæ meroæ �rdœxa – toqnyæ ffndomorfizm, a dvustoronniæ sdvig – K-avtomorfizm. V qastnosti, mera ν – ffrgodiqna.

Dokaßem, qto mera �rdœxa v markovskom sluqae singulØrna otnositel~no mery Lebega. Tak kak mera Lebega ffkvivalentna mere s maksimal~noæ ffntropieæ, a na kompakte Fibonaqqi mera m s maksimal~noæ ffntropieæ – markovskaØ s naqal~nym raspredeleniem ( 1 1 + ρ^2 , ρ^2 1 + ρ^2 )

i perehodnoæ matriceæ ( ρ ρ^2 1 0 ) , to libo ν singulØrna s m, libo ν = m, poskol~ku obe mery ffrgodiqny.

Esli ν_X = m_X , to ν(000) − ν(1) = 0, ν(0000) − ν(100) = 0. Pri fftom pol_1 = 0, pol_2 = 0, gde

pol_1 := L(0) ^M^2_0 R(0) − L(1)R(1),

pol_2 := L(0) ^M^3_0 R(0) − L(1) ^M^2_0 R(0);

pol_1 = −1 + q + 3t − 5qt + 3q^2t + q^3t − qt^2 − 3t^3+

+6qt^3 − 3q^2t^3 + t^4 − 2qt^4 + q^2t^4

pol_2 = t(fpol_2) = t(−2 + 2q + q^2 + q^3 + q^4 + 8t − 13qt + 4q^2t − 8t^2+

+15qt^2 − 7q^2t^2 + 2t^3 − 4qt^3 + 2q^2t^3).

Grebnerovskiæ bazis (iz 4 polinomov) dlØ pol_1, fpol_2 soderßit polinom

(1 − q)q(1 − 3q + q^2)(−1 + q + q^2)(4 − 12q + 7q^2 + 12q^3 − 10q^4 + q^6).

Grebnerovskiæ bazis dlØ pol_1, fpol_2, 1 − 3q + q^2 raven {1 − 3q + q^2, 1−q−t}. Grebnerovskiæ bazis dlØ {pol_1, fpol_2, −1+q+q^2} raven {−1 + q + q^2, (1 − t)(1 − q − t)}.

46 Z. I. BEȷAEVA, V. I. OSELEDEC

Polinom 4−12q+7q^2+12q^3−10q^4+q^6 ne imeet korneæ na otrezke [0,1]. Pofftomu my imeem tri vozmoßnosti: 1. q = ρ, t = 1, 2. q = ρ, t = 1 − ρ, 3. q = 1 − ρ, t = ρ. Pervyæ variant q = ρ, t = 1 nevozmoßen, tak kak 0 < t < 1.

Poslednie dva varianta da¸t sovpadenie mer ν_X i m_X . Ots¸da sleduet absol¸tnaØ nepreryvnost~ raspredeleniØ ζ.

Zameqanie. Vse vyqisleniØ provodilis~ s pomow~¸ paketa

Mathematica.

Literatura 1. N. Sidorov, A. Vershik, Ergodic properties of the Erdős measures, the entropy of the

goldenshift, and related problems. — Monatsh. Math. 126 No 3 (1998), 215–261.

2. I. Dobexi, DesØt~ lekciæ po veævletam. — RegulØrnaØ i haotiqeskaØ dinamika, NIC, Ißevsk (2001).

3. B. Markus, K. Petersen, S. Williams, Transmission rates and factors of Markov

chains. — Contemporary Mathematics 26 (1984), 279–293.

Bezhaeva Z. I., Oseledets V. I. Erdős measures, sofic measures, and Markov chains.

We consider random variable ζ = ξ_1ρ + ξ_2ρ^2 + . . . where ξ_1, ξ_2, . . . are independent identically distibuted random variables taking values 0, 1, with P (ξ_i = 0) = p_0, P (ξ_i = 1) = p_1, 0 < p_0 < 1. Let β = 1/ρ be the golden number.

The Fibonacci expansion for a random point ρζ from [0, 1] is of form η_1ρ + η_2ρ^2 + . . . where random variables η_k = 0, 1 and η_kη_{k+1} = 0. The infinite random word η = η_1η_2 . . . η_n . . . takes values in the Fibonacci compactum and defines an Erdös measure μ(A) = P (η ∈ A) on it. The invariant Erdős measure is the shift-invariant measure with respect to which Erdős measure is absolutely continuous.

We show that Erdős measures are sofic. Recall that a sofic system is a symbolic system which is a continuous factor of a topological Markov chain. A sofic measure is a one-block (or symbol to symbol) factor of the measure corresponding to a homogeneous Markov chain. For Erdős measures the corresponding regular Markov chain has 5 states. This gives ergodic properties of the invariant Erdős measure.

MERY �RD´XA, SOFIQESKIE MERY 47 We give a new ergodic theory proof of the singularity of the distribution of the random variable ζ. Our method is also applicable when ξ_1, ξ_2, . . . is a stationary Markov chain taking values 0,1. In particular, we prove that the distribution of ζ is singular and that Erdős measures appear as a result of gluing together states in a regular Markov chain with 7 states.

Postupilo 8 aprelØ 2005 g.

MI�M Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova

E-mail: bejaeva@comtv.ru oseled@mech.math.msu.su