Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

P. V. ˚godovskiæ

σ–RASXIRENI˚ DISKRETNYH MNOGOZNAQNYH GRUPP

Odnoæ iz naibolee izvestnyh zadaq v teorii mnogoznaqnyh grupp ØvlØetsØ koset-problema.

Napomnim, qto mnogoznaqnaØ gruppa – ffto mnoßestvo s binarnoæ operacieæ umnoßeniØ, v kotorom v rezul~tate proizvedeniØ pary fflementov poluqaetsØ, s uqœtom kratnosti, rovno n fflementov (n – poloßitel~noe celoe qislo, odinakovoe dlØ vseh par somnoßiteleæ; ono nazyvaetsØ znaqnost~¸ mnogoznaqnoæ gruppy). Ot operacii umnoßeniØ v mnogoznaqnoæ gruppe trebuetsØ, qtoby ona udovletvorØla usloviØm, podobnym usloviØm, nakladyvaemym na umnoßenie v obyqnyh gruppah.

Pervymi primerami mnogoznaqnyh grupp byli tak nazyvaemye kosetnye i bikosetnye gruppy. KosetnaØ gruppa – ffto mnogoznaqnaØ gruppa, mnoßestvom fflementov kotoroæ ØvlØetsØ mnoßestvo orbit deæstviØ na obyqnoæ gruppe eœ gruppy avtomorfizmov. U bikosetnoæ gruppy mnoßestvo fflementov predstavlØet sobo¸ mnoßestvo dvoænyh smeßnyh klassov obyqnoæ gruppy po eœ podgruppe. V oboih sluqaØh gruppovaØ operaciØ induciruetsØ umnoßeniem v ishodnoæ obyqnoæ gruppe.

Koset-problema zakl¸qaetsØ v harakterizacii mnogoznaqnyh grupp, kotorye moßno postroit~ iz grupp obyqnyh s pomow~¸ koset-konstrukcii ili bikoset-konstrukcii.

Osoboe vnimanie k kosetnym i bikosetnym gruppam vyzvano ne tol~ko tem, qto oni v obweæ masse mnogoznaqnyh grupp naibolee blizki k obyqnym gruppam, no, glavnoe, tem, qto takie mnogoznaqnye gruppy vaßny v priloßeniØh [4, 5, 6, 7]. Kosetproblema tesno svØzana s vaßnoæ zadaqeæ algebraiqeskoæ kombinatoriki, zakl¸qa¸weæsØ v harakterizacii C-algebr, otveqa¸wih associativnym shemam (ffto obstoØtel~stvo bylo ustanovleno v rabote [3]; sm. takße [1, 8]). OsnovyvaØs~ na fftoæ svØzi teorii mnogoznaqnyh grupp s algebraiqeskoæ kombinatorikoæ, v rabote [11] avtor poluqil opisanie mnoßestva bikosetnyh od- 225

226 P. V. ˚GODOVSKI`

noporoßdœnnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi v vide ob¨edineniØ nekotorogo mnoßestva kategoriæ, oblada¸wih universal~nymi ottalkiva¸wimi ob¨ektami.

Mnogoznaqnye gruppy, ime¸wie znaqnost~ bol~xu¸ 1, estestvenno rassmatrivat~ kak ob¨ekty s osobennostØmi po otnoxeni¸ k gruppam obyqnym so znaqnost~¸ 1. “Meroæ” takoæ osobennosti moßet slußit~ znaqnost~ n gruppy.

Esli mnogoznaqnaØ gruppa A ØvlØetsØ kosetnoæ (postroennoæ iz gruppy G s pomow~¸ eœ gruppy avtomorfizmov H) ili bikosetnoæ (postroennoæ iz gruppy G s pomow~¸ eœ podgruppy H), to imeet mesto estestvennoe otobraßenie mnoßestva fflementov gruppy G na mnoßestvo fflementov gruppy A. �to otobraßenie, koneqno, ne ØvlØetsØ gomomorfizmom v obyqnom smysle, odnako opredelœnnym obrazom uvaßaet gruppovye operacii v gruppah G i A. Krome togo, dlØ kaßdoæ podgruppy HT gruppy H takoe otobraßenie estestvennym obrazom propuskaetsØ qerez “promeßutoqnu¸” kosetnu¸ (esli A kosetnaØ) ili bikosetnu¸ (esli A bikosetnaØ) gruppu, postroennu¸ iz gruppy G s pomow~¸ gruppy H^′. V nastoØweæ rabote vvedena konstrukciØ gomomorfizma prØmogo tipa iz gruppy men~xeæ znaqnosti na gruppu bol~xeæ znaqnosti, obobwa¸waØ otobraßeniØ takogo vida.

Pust~ suwestvuet gomomorfizm prØmogo tipa B → A obyqnoæ ili mnogoznaqnoæ gruppy B v mnogoznaqnu¸ gruppu A so znaqnost~¸ bol~xeæ, qem u gruppy B. Togda budem govorit~, qto gruppa A dopuskaet sootvetstvenno polnoe (esli B – obyqnaØ gruppa) ili qastiqnoe (esli B – mnogoznaqnaØ gruppa) razrexenie osobennosti. Gruppa B pri fftom nazyvaetsØ sootvetstvenno polnym ili qastiqnym razrexeniem osobennosti gruppy A. Mnogoznaqnye gruppy, kotorye dopuska¸t polnoe razrexenie osobennosti (v takom smysle), nazyva¸tsØ slabokosetnymi (sm. [11]); v qastnosti, vse bikosetnye gruppy dopuska¸t polnoe razrexenie osobennosti.

Drugoæ “meroæ” osobennosti mnogoznaqnoæ gruppy moßet slußit~ mownost~ eœ fflementov.

Napomnim, qto dlØ kosetnoæ gruppy A, postroennoæ iz obyqnoæ gruppy G, mownost~ fflementa ravna qislu proobrazov fftogo fflementa pri gomomorfizme prØmogo tipa iz gruppy G v A. V sluqae bikosetnoæ gruppy A, postroennoæ iz obyqnoæ gruppy G i ee podgruppy H, mownost~ fflementa ravna qislu proobraœ–RASXIRENI˚ 227 zov otveqa¸wego fftomu fflementu dvoænogo smeßnogo klassa G po H pri estestvennom otobraßenii H Ø G → H Ø G Œ H. Kak pokazano v [9], mownost~ moßno opredelit~ neposredstvenno po tablice umnoßeniØ gruppy (sm. opredelenie 1.2 niße), qto pozvolØet vvesti mownost~ kak qislovu¸ poloßitel~nu¸ harakteristiku fflementa invol¸tivnoæ mnogoznaqnoæ gruppy (vse kosetnye, bikosetnye i slabokosetnye gruppy invol¸tivny).

Pust~ mnogoznaqnaØ gruppa B ØvlØetsØ qastiqnym razrexeniem osobennosti gruppy A. Togda vsegda naædœtsØ fflement a ∈ A, proobraz kotorogo pri gomomorfizme prØmogo tipa B → A sostoit bolee qem iz odnogo fflementa gruppy B. V fftom sluqae summa mownosteæ fflementov fftogo proobraza ravna mownosti fflementa a, a mownost~ kaßdogo iz fflementov proobraza, koneqno, men~- xe mownosti fflementa a. Moßno sqitat~, qto fflementy fftogo proobraza “prowe”, qem fflement a, qto oni “bliße” k fflementam obyqnoæ gruppy G, polnogo razrexeniØ osobennosti gruppy A, esli, koneqno, A dopuskaet polnoe razrexenie osobennosti i esli sootvetstvu¸wiæ gomomorfizm prØmogo tipa moßet byt~ propuwen qerez gruppu B.

Osnovnym v dannoæ rabote ØvlØetsØ ponØtie σ-rasxireniØ mnogoznaqnoæ gruppy.

σ-Rasxirenie B mnogoznaqnoæ gruppy A – ffto mnogoznaqnaØ gruppa, ØvlØ¸waØsØ (voobwe govorØ, qastiqnym) razrexeniem osobennosti gruppy A, takim, qto sredi fflementov proobraza pri gomomorfizme prØmogo tipa B → A hotØ by odnogo fflementa a ∈ A (s mownost~¸ bol~xeæ 1) soderßitsØ fflement x mownosti 1. �tot fflement moßno rassmatrivat~ kak “poqti” fflement gruppy G, polnogo razrexeniØ osobennosti gruppy A. �to “poqti” svØzano s tem, qto gruppovu¸ algebru dopuska¸weæ, polnoe razrexenie osobennosti gruppy B vsegda moßno vloßit~ v gruppovu¸ algebru gruppy G; pri fftom vloßenii fflement x pereædœt v nekotoryæ fflement gruppy G.

V nastoØweæ rabote prodolßaetsØ issledovanie bikosetnyh odnoporoßdœnnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸- wimi. Ispol~zuØ svØz~ takih grupp s simmetriqeskimi grafami (sm. [11]), my predlagaem konstrukci¸ kanoniqeskogo σrasxireniØ takoæ gruppy, polnost~¸ opredelØ¸wegosØ eœ simmetriqeskim grafom. Glavnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie: morfizmy v kategoriØh odnoporoßdœn-

228 P. V. ˚GODOVSKI` nyh bikosetnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi prodolßa¸tsØ do morfizmov kanoniqeskih σ-rasxireniæ sootvetstvu¸wih grupp. Ots¸da, v qastnosti, vytekaet, qto morfizm iz universal~nogo ottalkiva¸wego ob¨ekta A^U proizvol~- noæ podkategorii mnoßestva bikosetnyh odnoporoßdœnnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi v gruppu A, prinadleßawu¸ fftoæ kategorii, prodolßaetsØ do morfizma ih kanoniqeskih σ-rasxireniæ. Poslednee utverßdenie suwestvenno usilivaet osnovnoæ rezul~tat raboty [11].

Ishodnymi rabotami po teorii mnogoznaqnyh grupp ØvlØ¸tsØ [2, 3, 4, 5, 6, 7], sm. takße [9]. Vse neobhodimye opredeleniØ teorii mnogoznaqnyh grupp privedeny v [11]; nastoØwaØ rabota ØvlØetsØ neposredstvennym prodolßeniem fftoæ raboty.

Nekotorye rezul~taty nastoØweæ raboty byli anonsirovany v zametke [10].

V zakl¸qenie hoqu poblagodarit~ professora V. M. Buhxtabera za postanovku zadaqi i aktivnu¸ podderßku v eœ rexenii, a takße professorov A. M. Verxika i N. P. Dolbilina, docenta N. G. Mowevitina i s.n.s. I. N. Ponomarenko za poleznye obsußdeniØ rezul~tatov nastoØweæ raboty.

1. Neobhodimye opredeleniØ teorii mnogoznaqnyh grupp. Gomomorfizmy prØmogo i obratnogo tipa Opredelenie 1.1. Mnoßestvo A nazyvaetsØ n-znaqnoæ gruppoæ

ili, koroqe, n-gruppoæ (gde n ∈ N), esli zafiksirovano umnoßenie μ : A × A → (A)^n so znaqeniem v n-æ simmetriqeskoæ stepeni (A)^n mnoßestva A, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm.

1. Associativnost~: dlØ l¸byh fflementov x, y, z gruppy A spravedlivo ravenstvo (μ)^n(μ(x, y), z) = (μ)^n(x, μ(y, z)). Zdes~ qerez (μ)^n(μ(x, y), z) oboznaqen fflement (μ(t1, z), . . . , μ(t_n, z)) ∈ ((A)^n)^n ⊂ (A)^{n2} , gde μ(x, y) = (t1, . . . , t_n). Analogiqnoe oboznaqenie ispol~zovano v pravoæ qasti ravenstva. Uslovie sostoit v sovpadenii poluqennyh fflementov mnoßestva (A)^{n2} .

œ–RASXIRENI˚ 229 2. Uslovie dvustoronneæ edinicy: suwestvuet fflement e ∈ A, nazyvaemyæ ediniceæ, takoæ, qto dlØ vseh x ∈ A imeet mesto ravenstvo μ(e, x) = μ(x, e) = (x, . . . , x). 3. Uslovie dvustoronnego obratnogo: dlØ l¸bogo x ∈ A suwestvuet (hotØ by odin) fflement x^∗ ∈ A, nazyvaemyæ obratnym, takoæ, qto mnoßestva μ(x, x^∗) i μ(x^∗, x) soderßat v sebe edinicu e.

V qastnosti, obyqnye gruppy soglasno fftomu opredeleni¸ ØvlØ¸tsØ 1-gruppami; n-znaqnye gruppy s n > 1 nazyva¸tsØ mnogoznaqnymi gruppami. Pust~ C^z_{x,y} ravno qislu vhoßdeniæ fflementa z v μ(x, y); konstanty takogo vida nazyva¸tsØ kratnostØmi gruppy A.

Opredelenie 1.2. 1. n-Gruppa nazyvaetsØ kommutativnoæ, esli

dlØ l¸byh x, y ∈ A imeet mesto ravenstvo μ(x, y) = μ(y, x). 2. n-Gruppa nazyvaetsØ invol¸tivnoæ, esli dlØ kaßdogo fflementa gruppy suwestvuet tol~ko odin obratnyæ, a otobraßenie ∗ (nazyvaemoe invol¸cieæ), sopostavlØ¸wee fflementu x ego obratnyæ x^∗, ØvlØetsØ antiavtomorfizmom, priqœm (x^∗)^∗ = x. �lement x invol¸tivnoæ gruppy nazyvaetsØ ffrmitovym, esli x^∗ = x.

3. DiskretnaØ invol¸tivnaØ mnogoznaqnaØ gruppa A nazyvaetsØ odnoporoßdœnnoæ mnogoznaqnoæ gruppoæ s obrazu¸wim a, esli l¸boe podmnoßestvo S fflementov gruppy A, vkl¸qa¸wee edinicu i udovletvorØ¸wee uslovi¸ (a^′ ∈ S) ⇒ (μ(a, a^′) ∈ (S)^n) (gde μ – umnoßenie v A), soderßit vse fflementy n-gruppy A.

4. Mownost~¸ fflementa a n-znaqnoæ invol¸tivnoæ gruppy A nazyvaetsØ qislo m(a) = n/C^e_{a,a}� .

Opredelenie 1.3. Algebra A = R(A) nad Rs vydelennym bazisom,

fflementy kotorogo otoßdestvlØ¸tsØ s fflementami n-gruppy A, i strukturnymi konstantami c^z_{x,y} = (1/n)C^z_{x,y} (gde C^z_{x,y} – kratnosti gruppy A) nazyvaetsØ gruppovoæ algebroæ n-gruppy A.

Opredelenie 1.4. Algebra K(A) nad Rs vydelennym bazisom, ffle-

menty kotorogo otoßdestvlØ¸tsØ s fflementami n-gruppy A, i strukturnymi konstantami c^z_{x,y} = (m(a)/n)C^z_{x,y} (gde C^z_{x,y} –

230 P. V. ˚GODOVSKI` kratnosti gruppy A) nazyvaetsØ kombinatornoæ algebroæ gruppy A.

PonØtie kombinatornoæ algebry vvedeno v rabote [3]. V fftoæ rabote pokazano, qto kombinatornye algebry – ffto C-algebry, kotorye, perenormirovav vydelennyæ bazis, moßno prevratit~ v gruppovye algebry mnogoznaqnyh grupp.

Opredelenie 1.5. Lineænoe otobraßenie f iz algebry A s vyde-

lennym bazisom {a_i} v algebru B s vydelennym bazisom {b_i} nazyvaetsØ gomomorfizmom prØmogo tipa, esli zadano predstavlenie mnoßestva fflementov vydelennogo bazisa algebry A v vide ob¨- edineniØ poparno nepereseka¸wihsØ koneqnyh mnoßestv A_b (sredi kotoryh mogut byt~ pustye), gde indeks b probegaet mnoßestvo fflementov vydelennogo bazisa algebry B, takoe, qto (1) f perevodit edinicu algebry A v edinicu algebry B; (2) dlØ vseh a iz A_b imeem f(a) = b;

(3) lineænaØ oboloqka fflementov b vydelennogo bazisa algebry

B, takih, qto Ab ≠ ?, ØvlØetsØ podalgebroæ v B, kotoraØ nazy-

vaetsØ obrazom gomomorfizma f i oboznaqaetsØ Im f;

(4) imeetsØ vloßenie algebry Im f v algebru A, pri kotorom kaßdyæ fflement b vydelennogo bazisa algebry B, prinadleßawiæ

Im f, perehodit v γ_b ∑ a∈Ab a (gde γ^b – nekotorye racional~nye normirovoqnye konstanty).

Gomomorfizmom “na” prØmogo tipa nazyvaetsØ gomomorfizm prØmogo tipa, u kotorogo Im f = B.

˚drom Ker f gomomorfizma prØmogo tipa f nazyvaetsØ proobraz edinicy algebry B.

Opredelenie 1.6. Otobraßenie mnogoznaqnyh grupp A → B na-

zyvaetsØ gomomorfizmom prØmogo tipa, esli sootvetstvu¸wee emu lineænoe otobraßenie gruppovyh algebr A → B fftih grupp ØvlØetsØ gomomorfizmom prØmogo tipa.

PoØsnim, poqemu takie gomomorfizmy nazyva¸tsØ gomomorfizmami prØmogo tipa. OgraniqimsØ sluqaem bikosetnyh grupp. Rassmotrim gruppy K ⊂ H ⊂ G. Togda imeetsØ estestvennoe otobraßenie mnoßestv dvoænyh smeßnyh klassov π : K Ø G Œ K →

H Ø G Œ H (men~xiæ klass perehodit v soderßawiæ ego bol~-

xiæ klass). Zameqatel~no, qto pri fftom otobraßenii operaciØ umnoßeniØ na mnoßestve K Ø G Œ K induciruet operaci¸ na

H Ø G Œ H. Deæstvitel~no, dlØ pary dvoænyh smeßnyh klassov

œ–RASXIRENI˚ 231 iz H Ø G Œ H neobhodimo vzØt~ ih proobrazy pri otobraßenii π i peremnoßit~ kaßdyæ iz fflementov proobraza pervogo klassa na kaßdyæ fflement proobraza vtorogo klassa. Ob¨edinenie rezul~tatov fftih proizvedeniæ (s uqœtom kratnosteæ) predstavlØet soboæ ob¨edinenie proobrazov pri π nekotoryh dvoænyh klassov iz H Ø G Œ H, vzØtyh s nekotorymi kratnostØmi. Moßno ubedit~sØ, qto ffta konstrukciØ ffkvivalentna konstrukcii gomomorfizma prØmogo tipa dlØ bikosetnyh grupp.

Opredelenie 1.7. Otobraßenie mnogoznaqnyh grupp A → B na-

zyvaetsØ gomomorfizmom obratnogo tipa, esli sootvetstvu¸wee emu lineænoe otobraßenie gruppovyh algebr A → B fftih grupp ØvlØetsØ gomomorfizmom algebr, perevodØwim kaßdyæ fflement vydelennogo bazisa algebry A v lineænu¸ kombinaci¸ fflementov vydelennogo bazisa algebry B s neotricatel~nymi racional~nymi kofffficientami.

Zameqanie 1.8. 1. Podqerknœm, qto gomomorfizm prØmogo tipa,

kak pravilo, ne ØvlØetsØ gomomorfizmom v obyqnom smysle.

2. Otobraßenie, obratnoe k gomomorfizmu prØmogo tipa, ØvlØetsØ gomomorfizmom obratnogo tipa.

Opredelenie 1.9. n-Gruppa A nazyvaetsØ slabokosetnoæ, esli

ona ØvlØetsØ obrazom gomomorfizma prØmogo tipa f : G → A, (1) ime¸wego trivial~noe Ødro, gde G – 1-gruppa.

Slabokosetnye gruppy, kak netrudno videt~, ØvlØ¸tsØ invol¸tivnymi. Sootvetstvu¸wie im kombinatornye algebry ØvlØ- ¸tsØ S-kol~cami (kol~cami Xura) nad gruppoæ G (sm. [1]).

Opredelenie 1.10. SlabokosetnaØ n-gruppa A nazyvaetsØ koset-

noæ, esli suwestvuet koneqnaØ gruppa H avtomorfizmov gruppy G, takaØ, qto n = |H| i proobraz l¸bogo fflementa a ∈ A pri gomomorfizme f (sm. (1)) est~ orbita deæstviØ H na G. Kosetnye gruppy oboznaqa¸tsØ G Œ H.

SlabokosetnaØ n-gruppa A nazyvaetsØ bikosetnoæ, esli suwestvuet koneqnaØ podgruppa H gruppy G, takaØ, qto n = |H| i proobraz l¸bogo fflementa a ∈ A pri gomomorfizme f (sm. (1)) est~ dvoænoæ smeßnyæ klass gruppy G po H. Bikosetnye gruppy oboznaqa¸tsØ H Ø G Œ H.

232 P. V. ˚GODOVSKI`

OpredeleniØ 1.9–1.10 ffkvivalentny sootvetstvu¸wim opredeleniØm iz rabot [3, 5, 6, 11].

2. KonstrukciØ σ-rasxireniØ Predloßenie 2.11. Pust~ G – gruppa, H – eœ koneqnaØ podgrup-

pa, a K – podgruppa v H. Togda imeet mesto troæka bikosetnyh mnogoznaqnyh grupp

K Ø H Œ K^i−→ K Ø G Œ K^π−→ H Ø G Œ H, (2)

gde i – estestvennoe vloßenie, a π – gomomorfizm “na” prØmogo tipa. V fftom sluqae Ker π sovpadaet s obrazom vloßeniØ i.

Zdes~ vloßenie i perevodit fflement bikosetnoæ gruppy K Ø

H Œ K, otveqa¸wiæ nekotoromu dvoænomu smeßnomu klassu

KhK gruppy H po podgruppe K, v fflement gruppy K Ø G Œ K, otveqa¸wiæ tomu ße klassu. ProekciØ π perevodit v fflement gruppy H Ø G Œ H, otveqa¸wiæ nekotoromu dvoænomu smeßnomu klassu HgH gruppy H po podgruppe K, te i tol~ko te fflementy gruppy K Ø G Œ K, kotorye otveqa¸t dvoænym smeßnym klassam gruppy G po H, vhodØwim kak podmnoßestva v klass HgH. Dokazatel~stvo predloßeniØ oqevidno.

Opredelenie 2.12. Troæka mnogoznaqnyh grupp C^i−→ B^π−→ A, gde i – vloßenie, π – gomomorfizm “na” prØmogo tipa i Ker π sovpadaet s obrazom vloßeniØ i, nazyvaetsØ toqnoæ.

Opredelenie 2.13. �lement a m-znaqnoæ invol¸tivnoæ grup-

py A nazyvaetsØ σ-fflementom, esli suwestvuet n-znaqnaØ invol¸tivnaØ gruppa B i gomomorfizm “na” prØmogo tipa f : B → A, takie, qto mnoßestvo f^{−1}(a) soderßit fflement x ∈ B mownosti 1. Gruppa B nazyvaetsØ σ-rasxireniem gruppy A po fflementu a, x – rasxirØ¸wim fflementom, a Ødro C gomomorfizma f – Ødrom σ-rasxireniØ. V fftom sluqae imeet mesto toqnaØ troæka C → B → A. Predloßenie 2.14. V slabokosetnoæ gruppe vse fflementy ØvlØ-

¸tsØ σ-fflementami.

Dokazatel~stvo. V kaqestve gruppy B dlØ vseh fflementov sla-

bokosetnoæ gruppy A moßno vzØt~ gruppu G (sm. (1)). � œ–RASXIRENI˚ 233 V rabote [11] vvedena konstrukciØ bikosetnoæ algebry K(G, H) pary grupp G ⊃ H, ØvlØ¸waØsØ obobweniem konstrukcii kombinatornoæ algebry mnogoznaqnoæ bikosetnoæ gruppy na sluqaæ gruppy H beskoneqnogo porØdka. Qtoby bikosetnaØ algebra K(G, H) byla opredelena, neobhodimo i dostatoqno, qtoby kaßdyæ dvoænoæ smeßnyæ klass HgH ∈ H Ø G Œ H sostoØl iz koneqnogo qisla odnostoronnih smeßnyh klassov Hg ∈ H Ø G (sm. [11]). DlØ fflementov vydelennogo bazisa bikosetnoæ algebry vvoditsØ ponØtie mownosti tak ße, kak i dlØ bikosetnyh grupp: mownost~ fflementa ravna qislu proobrazov otveqa- ¸wego fftomu fflementu dvoænogo smeßnogo klassa pri proekcii HgH ∈ H Ø G Œ H → Hg ∈ H Ø G. DlØ bikosetnyh algebr K(H, K), K(G, K) i K(G, H), otveqa¸- wih 1-gruppam K ⊂ H ⊂ G, moßno postroit~ troæku, analogiqnu¸ (2): K(H, K)^{i�}−→ K(G, K)^{π�}−→ K(G, H), (3) gde i – estestvennoe vloßenie v podalgebru, a π – gomomorfizm “na” prØmogo tipa. Tut toße obraz vloßeniØ i v K(G, K) sovpadaet s proobrazom pri proekcii π edinicy algebry K(G, H).

Opredelenie 2.15. Troæka algebr s vydelennymi bazisami C^{i�}−→ B^{π�}−→ A, (4) gde i – estestvennoe vloßenie v podalgebru (perevodØwee fflement vydelennogo bazisa algebry C v fflement vydelennogo bazisa algebry B), a π – gomomorfizm “na” prØmogo tipa, takaØ, qto obraz vloßeniØ i v K(G, K) sovpadaet s proobrazom pri proekcii π edinicy algebry K(G, H), nazyvaetsØ toqnoæ v gruppovom smysle troækoæ algebr.

DlØ bikosetnyh algebr vvoditsØ ponØtie σ-rasxireniØ analogiqno sluqa¸ bikosetnyh grupp.

3. σ-RasxireniØ odnoporoßdœnnyh bikosetnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi

Pust~ A = H Ø G Œ H – odnoporoßdœnnaØ bikosetnaØ gruppa s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim a, otveqa¸wim klassu

234 P. V. ˚GODOVSKI`

HtH. V [11] vvedena konstrukciØ simmetriqeskogo grafa odnoporoßdœnnoæ bikosetnoæ gruppy s ffrmitovym obrazu¸wim, kotoraØ sopostavlØet kaßdoæ gruppe A takogo vida simmetriqeskiæ graf Γ = Γ(A), mnoßestvo verxin kotorogo est~ mnoßestvo levyh smeßnyh klassov gruppy G po podgruppe H. Gruppa G ØvlØetsØ gruppoæ avtomorfizmov grafa Γ, deæstvu¸weæ tranzitivno na mnoßestve ego verxin i rœber; podgruppa H pri fftom ØvlØetsØ stabilizatorom verxiny v grafa Γ, otveqa¸weæ klassu He_G ∈ H Ø G. (�ta verxina v [11] oboznaqalas~ kak (H).)

Pust~ w = (Ht) – verxina grafa Γ, otveqa¸waØ klassu Ht ∈

H Ø G. �ta verxina, soglasno konstrukcii, svØzana s verxinoæ

v rebrom. Oboznaqim qerez K podgruppu gruppy H, sostoØwu¸ iz avtomorfizmov grafa Γ, ostavlØ¸wih rebro (v, w) nepodvißnym. Togda imeet mesto sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 3.16. BikosetnaØ gruppa K Ø G Œ K ØvlØetsØ σ-

rasxireniem bikosetnoæ gruppy A = H Ø G Œ H po obrazu¸wemu a. �to predloßenie budet dokazano v sledu¸wem razdele pri izloßenii bolee obweæ konstrukcii.

4. Bikosetnye algebry simmetriqeskogo grafa

V rabote [11] dlØ kaßdogo simmetriqeskogo grafa Γ (u kotorogo valentnost~ predpolagaetsØ koneqnoæ) s vydelennoæ gruppoæ avtomorfizmov G ⊂ Aut Γ, deæstvu¸weæ tranzitivno na mnoßestvah verxin i rœber grafa Γ, postroena pervaØ bikosetnaØ algebra A_1 = A_1(Γ, G). Pust~ H – podgruppa gruppy G, ostavlØ¸- waØ nepodvißnoæ nekotoru¸ verxinu v grafa Γ (v oboznaqeniØh raboty [11] v = (H)). Togda algebra A_1 po opredeleni¸ est~ bikosetnaØ algebra K(G, H). V sluqae, kogda H – koneqnaØ gruppa, graf Γ est~ simmetriqeskiæ graf odnoporoßdœnnoæ bikosetnoæ gruppy A = H Ø G Œ H s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim a, otveqa¸wim klassu HtH, gde t ∈ G – avtomorfizm, perevodØwiæ v v odnu iz incidentnyh eæ verxin. Algebra A_1 v fftom sluqae est~ kombinatornaØ algebra gruppy A = H Ø G Œ H.

Oboznaqim qerez Γ_1 graf ediniqnyh sfer grafa Γ (napomnim, qto grafom ediniqnyh sfer dannogo simmetriqeskogo grafa Γ nazyvaetsØ graf, izomorfnyæ podgrafu S(u, 1) grafa Γ, sostoØwemu iz verxin, soedinœnnyh s dannoæ fiksirovannoæ verxinoæ u œ–RASXIRENI˚ 235 grafa Γ, i rœber grafa Γ, soedinØ¸wih ffti verxiny, sm. [11]; v literature graf ediniqnyh sfer qasto nazyva¸t grafom okrußeniæ). Zafiksiruem vloßenie i : Γ_1 → Γ grafa Γ_1 v podgraf S(v, 1), gde v = (H). Graf Γ_1 ØvlØetsØ verxinno-simmetriqeskim otnositel~no deæstviØ gruppy H, inducirovannogo vloßeniem i. Pust~ (v, u) = ((H), (Ht)) – nekotoroe rebro grafa Γ i K ⊂ H – ego stabilizator. Deæstvie gruppy H na grafe Γ_1 induciruet gomomorfizm H → Aut(Γ_1). Oboznaqim qerez ~H i ~K obrazy grupp H i K pri fftom gomomorfizme. Tak kak graf Γ_1 ØvlØetsØ koneqnym, to i gruppa ~H koneqna. Sledovatel~no, opredelena bikosetnaØ gruppa A_3 = ~K Ø ~H Œ ~K. KombinatornaØ algebra fftoæ gruppy nazyvaetsØ tret~eæ bikosetnoæ algebroæ grafa Γ s gruppoæ avtomorfizmov G i oboznaqaetsØ qerez A_3 = A_3(Γ, G). Kak netrudno ubedit~sØ, ona sovpadaet s bikosetnoæ algebroæ K(H, K). Sledu¸waØ zadaqa – pokazat~, qto opredelena bikosetnaØ algebra A_2 = A_2(Γ, G) = K(G, K) (vtoraØ bikosetnaØ algebra grafa Γ s gruppoæ avtomorfizmov G) i dokazat~, qto ona ØvlØetsØ σrasxireniem s ffrmitovym rasxirØ¸wim fflementom algebry A_1 nad rœbernym fflementom s Ødrom A_3. Pri fftom vozniknet toqnaØ v gruppovom smysle troæka bikosetnyh algebr A_3^{i�}−−−−→ A_2^{π�}−−−−→ A_1. (5) Pokaßem, qto algebra A_2(Γ, G) = K(G, K) opredelena. DlØ proizvol~nogo g ∈ G rassmotrim dvoænoæ smeßnyæ klass KgK. On ØvlØetsØ podmnoßestvom dvoænogo smeßnogo klassa HgH, sostoØwego, soglasno rassußdeniØm, provedœnnym v rabote [11], iz koneqnogo qisla levyh smeßnyh klassov Hg_α. Rassmotrim mnoßestvo rœber grafa Γ, vyhodØwih iz verxiny (H). Ego fflementy nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii s levymi smeßnymi klassami gruppy H po podgruppe K. Sledovatel~no, mnoßestvo smeßnyh klassov K Ø H koneqno. Takim obrazom, dvoænoæ smeßnyæ klass KgK ∈ K Ø G Œ K sostoit lix~ iz koneqnogo qisla levyh smeßnyh klassov kgK ∈ G/K. Tak kak fflement g byl proizvol~nym, uslovie suwestvovaniØ bikosetnoæ algebry K(G, K) vypolneno.

V sluqae, kogda gruppa H koneqna (a sledovatel~no, i eœ podgruppa K toße koneqna), opredelena bikosetnaØ gruppa A_2 =

K Ø G Œ K. Algebra A2(Γ, G) togda estestvennym obrazom

236 P. V. ˚GODOVSKI`

ØvlØetsØ eœ kombinatornoæ algebroæ. Takim obrazom, predloßenie 3.16 vytekaet iz sledu¸wego predloßeniØ.

Predloßenie 4.17. Proobraz rœbernogo fflementa a pri otobra-

ßenii π_∗ : A_2 → A_1 soderßit ffrmitov fflement x, mownost~ kotorogo ravna edinice.

Dokazatel~stvo. Rœbernyæ fflement a algebry A1 = K(G, H),

otveqa¸wiæ dvoænomu smeßnomu klassu HtH, ØvlØetsØ ffrmitovym. �to oznaqaet, qto a×a soderßit edinicu e, t.e. suwestvuet fflement h ∈ H, takoæ, qto tht = h^′ ∈ H. Pust~ x = ht. Togda x^2 = htht = hh^′ ∈ H. Pust~ N – takaØ podgruppa gruppy H, qto dlØ vseh n ∈ N suwestvuet takoe n^′ ∈ N , qto xn = n^′x. Zametim, qto podgruppy, oblada¸wie takim svoæstvom, suwestvu¸t: dlØ primera moßno vzØt~ podgruppu v gruppe H, poroßdœnnu¸ fflementom x^2. Krome togo, esli dany dve podgruppy N_1 i N_2 gruppy H, oblada¸wie fftim svoæstvom, to teoretiko-mnoßestvennoe ob¨edinenie ih fflementov poroßdaet podgruppu, toße oblada¸- wu¸ fftim svoæstvom. Deæstvitel~no, pust~ n_1 ∈ N_1 i n_2 ∈ N_2. Togda xn_1n_2 = n^′_1n^′_2x, gde n^′_1 ∈ N_1 i n^′_2 ∈ N_2. Budem sqitat~, qto N — naibol~xaØ takaØ podgruppa. Togda x^2 ∈ N , t.e. dvoænoæ smeßnyæ klass, soderßawiæ fflement x, opredelØet ime¸wiæ mownost~ 1 ffrmitov fflement bikosetnoæ algebry K(G, N ) (esli, koneqno, poslednØØ opredelena). DopuskaØ nekotoru¸ vol~nost~, budem oboznaqat~ fftot fflement toße qerez x.

Podqerknœm, qto fflementy t i x leßat v odnom i tom ße pravom smeßnom klasse gruppy G po H, t. e. (Hx) = (Ht).

Dalee, dokaßem, qto gruppa N sovpadaet s K. Zametim, qto avtomorfizmy iz N sohranØ¸t rebro ((H), (Hx)). Deæstvitel~no,

(Hx)n = (Hxn) = (Hn^′x) = (Hx). Sledovatel~no, N ⊂ K. Obrat-

no, pust~ h – fflement K. Tak kak (Hx)h = (Hx), to xhx^{−1} = h^′ ∈ H i xh^′x^{−1} = x^2hx^{−2} = nhn^{−1} = h^{′′} ∈ H (zdes~ n ∈ N ). Itak, h^′ ∈ K, t. e. gruppa K udovletvorØet naxemu uslovi¸. Sledovatel~no, N ⊂ K. � Takim obrazom, algebra A_2 v samom dele ØvlØetsØ σ-rasxi-reniem algebry A_1, a v sluqae, esli gruppa H koneqna, mnogoznaqnaØ gruppa K Ø G Œ K ØvlØetsØ σ-rasxireniem gruppy

H Ø G Œ H. Budem nazyvat~ ffti σ-rasxireniØ kanoniqeskimi,

qtoby otliqat~ ih ot inyh σ-rasxireniæ, kotorye, vozmoßno, ime¸tsØ u algebry A_1 i gruppy H Ø G Œ H (esli poslednØØ œ–RASXIRENI˚ 237 opredelena).

5. KonstrukciØ prodolßeniØ morfizmov

Pust~ Γ – simmetriqeskiæ graf bikosetnoæ gruppy A_1 =

H Ø G Œ H s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim a, Γ^U –

universal~nyæ simmetriqeskiæ graf, nakryva¸wiæ graf Γ, a G^U – gruppa avtomorfizmov grafa Γ^U , nakryva¸waØ gruppu G (sm. [11]). Oboznaqim qerez f : Γ^U → Γ gomomorfizm simmetriqeskih grafov, poroßdœnnyæ otobraßeniem nakrytiØ τ (Γ^U ) → τ (Γ) sootvetstvu¸wih im flag-kompleksov, a qerez ϕ : G^U → G – sootvetstvu¸wiæ emu ffpimorfizm grupp avtomorfizmov.

Pust~ v = (H) – nepodvißnaØ otnositel~no deæstviØ gruppy H verxina grafa Γ. Kak i v [11], vyberem proizvol~nu¸ verxinu v^U grafa Γ^U , leßawu¸ v proobraze verxiny v pri gomomorfizme f, i oboznaqim qerez H^U podgruppu gruppy G^U , sostoØwu¸ iz avtomorfizmov, ostavlØ¸wih verxinu v^U nepodvißnoæ. Kak legko videt~, ograniqenie ffpimorfizma ϕ na podgruppu H^U ØvlØetsØ ffpimorfizom na podgruppu H gruppy G. Pust~ w^U – verxina grafa Γ^U , soedinœnnaØ s verxinoæ v^U i leßawaØ v proobraze verxiny w = (Hx) grafa Γ. Oboznaqim qerez K^U podgruppu v H^U , ostavlØ¸wu¸ rebro (v^U , w^U ) nepodvißnym. Togda ograniqenie ffpimorfizma ϕ na K^U ØvlØetsØ ffpimorfizmom na gruppu K. Pust~ t^U – avtomorfizm, perevodØwiæ verxinu v^U v w^U , takoæ, qto ϕ(t^U ) = x, gde x – fflement gruppy G, kvadrat kotorogo prinadleßit podgruppe K (sm. rassußdeniØ v dokazatel~stve predloßeniØ 4.17). Soglasno im, v pravom smeßnom klasse gruppy G^U po podgruppe H^U , soderßawem fflement t^U , moßno vybrat~ fflement x^U , kvadrat kotorogo prinadleßit podgruppe K^U . PerehodØ teper~ k bikosetnym algebram K(G^U , K^U ) = A_2(Γ^U , G^U ) i K(G, K) = A_2(Γ, G) i oboznaqaØ, kak i vyxe, ih fflementy, otveqa¸wie fflementam x^U i x grupp G^U i G sootvetstvenno, toße qerez x^U i x, poluqaem ravenstvo ϕ(x^U ) = x.

DlØ grafa Γ^U imeet mesto toqnaØ v gruppovom smysle troæka ego bikosetnyh algebr

A^U_3^i

U_� −−−−→ A^U_2^π U_� −−−−→ A^U_1 . (6) �pimorfizm grupp avtomorfizmov ϕ induciruet ffpimorfizmy algebr ϕ_1 : A^U_1 → A_1 (fftot ffpimorfizm byl postroen v [11]), ϕ_2 : A^U_2 → A_2 i ϕ_3 : A^U_3 → A_3, priqœm, tak kak grafy ediniqnyh

238 P. V. ˚GODOVSKI`

sfer u grafov Γ i Γ^U sovpada¸t, posledniæ ffpimorfizm ØvlØetsØ izomorfizmom. �ti ffpimorfizmy otobraßa¸t fflementy vydelennyh bazisov algebr A^U_i (i = 1, 2, 3) v lineænye kombinacii fflementov vydelennyh bazisov algebr A_i s neotricatel~nymi kofffficientami (sootvetstvu¸wie im otobraßeniØ mnogoznaqnyh grupp ØvlØ¸tsØ gomomorfizmami obratnogo tipa). Takim obrazom, imeem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu:

A^U_3^i

U_� −−−−→ A^U_2^π U_� −−−−→ A^U_1 ‖ ‖ ϕ2 ϕ1 A_3^{i�}−−−−→ A_2^{π�}−−−−→ A_1. (7)

V rabote [11] klass odnoporoßdœnnyh bikosetnyh grupp s otmeqennymi ffrmitovymi obrazu¸wimi predstavlen v vide diz¨- ¸nktnogo ob¨edineniØ kategoriæ odnoporoßdœnnyh bikosetnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi, kaßdaØ iz kotoryh zadaœtsØ universal~nym simmetriqeskim grafom Γ^U i ego gruppoæ avtomorfizmov G^U . OdnoporoßdœnnaØ bikosetnaØ gruppa H Ø G Œ H s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim budet ob¨ektom kategorii, otveqa¸weæ dannym (Γ^U , G^U ), esli universal~nyæ graf Γ^U nakryvaet simmetriqeskiæ graf Γ fftoæ bikosetnoæ gruppy i gruppa avtomorfizmov G^U grafa Γ^U nakryvaet gruppu avtomorfizmov G grafa Γ. Morfizmami fftoæ kategorii ØvlØ¸tsØ gomomorfizmy kombinatornyh algebr bikosetnyh grupp, poroßdœnnye gomomorfizmami simmetriqeskih grafov, ØvlØ¸wimisØ ograniqeniØmi sootvetstvu¸wih nakryva¸wih otobraßeniæ flag-kompleksov. Soglasno diagramme (7), morfizm iz universal~nogo ob¨ekta v takoæ kategorii ϕ_1 prodolßaetsØ do morfizma σ-rasxireniæ ϕ_2, priqœm sootvetstvu¸wiæ morfizm Øder σrasxireniæ ØvlØetsØ izomorfizmom. Kak netrudno videt~, analogiqnaØ kartina imeet mesto i dlØ ostal~nyh morfizmov. Takim obrazom, imeet mesto sledu¸waØ teorema.

Teorema 5.18. Morfizmy v kategoriØh odnoporoßdœnnyh biko-

setnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi prodolßa¸tsØ do morfizmov kanoniqeskih σ-rasxireniæ sootvetstvu¸- wih grupp, priqœm sootvetstvu¸wiæ morfizm Øder σ-rasxireniæ ØvlØetsØ izomorfizmom.

œ–RASXIRENI˚ 239

6. Kommentariæ

Zadaqa, k rexeni¸ kotoroæ hotelos~ by priblizit~sØ, sostoit v tom, qtoby nauqit~sØ proverØt~, prinadleßit li dannaØ odnoporoßdœnnaØ mnogoznaqnaØ gruppa s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim (pro kotoru¸ ne izvestno, ØvlØetsØ li ona bikosetnoæ) dannoæ kategorii odnoporoßdœnnyh bikosetnyh grupp s ffrmitovym obrazu¸wimi ili net^1. Esli by my nauqilis~ rexat~ fftu zadaqu, ffto poqti oznaqalo by, qto dlØ odnoporoßdœnnyh bikosetnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi rexena problema raspoznavaniØ bikosetnyh grupp^2. Trudnost~ fftoæ zadaqi sostoit v sledu¸wem.

Delo v tom, qto zaqastu¸ kombinatornye algebry A_1 i A^U_1 predstavlØ¸t sobo¸ algebry (useqœnnyh) polinomov ot odnoæ peremennoæ so special~nymi vydelennymi bazisami. (Naprimer, ffto budet tak, esli sootvetstvu¸wie grafy ØvlØ¸tsØ distancionno-regulØrnymi.) V takom sluqae gomomorfizm algebr ϕ : A^U_1 → A_1 moßet suwestvovat~ po ne zavisØwim ot kakih-libo gomomorfizmov grafov priqinam i, sledovatel~no, ne ØvlØt~sØ morfizmom v smysle kategoriæ bikosetnyh grupp. Problema sostoit v tom, kak vyØvlØt~ podobnye “loßnye” gomomorfizmy.

Samoe prostoe i, k soßaleni¸, oqen~ slaboe uslovie, kotoromu dolßen udovletvorØt~ “nastoØwiæ” gomomorfizm, svØzano s naliqiem vydelennyh bazisov u algebr A^U_1 i A_1. PoØsnim qut~ podrobnee, qto ffto za uslovie. Pust~ grafy Γ^U i Γ ØvlØ¸tsØ distancionno-regulØrnymi. Togda moßno tak zanumerovat~ fflementy vydelennogo bazisa bikosetnoæ algebry A^U_1 = K(G^U, H^U ), qto sootvetstvu¸wiæ fflementu a^U_i dvoænoæ smeßnyæ klass gruppy G^U po gruppe H^U budet sostoØt~ iz avtomorfizmov grafa Γ^U , perevodØwih proizvol~nu¸ verxinu u grafa Γ^U v verxinu w, gde w ∈ S_ΓU (u, i). Analogiqnu¸ numeraci¸ budem ispol~zovat~

1Otmetim, qto ne iskl¸qeno, qto takaØ gruppa moßet prinadleßat~ neskol~kim kategoriØm. �to oznaqalo by, qto dannaØ gruppa moßet byt~ postroena s pomow~¸ bikoset-konstrukcii neskol~kimi suwestvenno razliqnymi sposobami, kotorye otveqa¸t razliqnym simmetriqeskim grafam.

2“Poqti” – potomu qto neobhodimo ewœ nauqit~sØ perebirat~ kategorii odnoporoßdœnnyh bikosetnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi. Sledu- ¸waØ publikaciØ budet posvØwena rexeni¸ zadaqi postroeniØ universal~nyh ob¨ektov fftih kategoriæ i ih œ-rasxireniæ.

240 P. V. ˚GODOVSKI`

i dlØ fflementov {a_i} vydelennogo bazisa algebry A_1. V itoge, tak kak grafy Γ^U i Γ lokal~no ustroeny odinakovo, to dlØ nebol~xih znaqeniæ parametrov i i j kofffficient pri fflemente a^U_k , k = 0, . . . , i + j, v razloßenii proizvedeniØ a^U_i × a^U_j po bazisu {a^U_i } i kofffficient pri a_k, k = 0, . . . , i + j, v razloßenii proizvedeniØ a_i × a_j po bazisu {a_i} okazyva¸tsØ ravnymi.

Vtoroe, bolee sil~noe, uslovie daœt konstrukciØ σ-rasxire-niæ mnogoznaqnyh grupp i teorema 5.18. �to uslovie toße ne ØvlØetsØ dostatoqnym: suwestvuet primer, v kotorom gomomorfizm iz universal~nogo ob¨ekta odnoæ iz kategoriæ bikosetnyh grupp v mnogoznaqnu¸ gruppu prodolßaetsØ do gomomorfizma ih σ-rasxireniæ, odnako ffta gruppa ne tol~ko ne prinadleßit fftoæ kategorii, no i voobwe ne ØvlØetsØ bikosetnoæ.

6.1. Primer universal~nyh ob¨ektov i ih σ-rasxireniæ.

Pust~ graf Γ_1 predstavlØet sobo¸ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie n ffkzemplØrov polnogo grafa K_m, a gruppa ~H est~ polnaØ gruppa avtomorfizmov grafa Γ_1. V sluqae m = 2, n = 3 sootvetstvu¸- wiæ graf Γ^U izobraßœn na risunke. OkazyvaetsØ, takim dannym pri kaßdyh fiksirovannyh natural~nyh m i n otveqaet edinstvennaØ kategoriØ bikosetnyh odnoporoßdœnnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi.

Pust~ n > 1. V fftom sluqae algebra A^U_1 – universal~nyæ ob¨- ekt fftoæ kategorii – v vydelennom bazise {a_i} (i ∈ Z, i ≤ 0) zadaœtsØ sootnoxeniØmi

a^2_1 = mn a_0 + (m − 1)a_1 + a_2;

a_1 × a_i = m(n − 1)a_{i−1} + (m − 1)a_i + a_{i+1}, i > 1.

Zdes~ a_0 – edinica algebry, a_1 – eœ rœbernyæ fflement, kotoryæ v fftoæ algebre ØvlØetsØ sil~nym obrazu¸wim. V sluqae sil~nogo obrazu¸wego ffti sootnoxeniØ po associativnosti odnoznaqno prodolßa¸tsØ do polnoæ tablicy umnoßeniØ (sm. [11]).

Pri m > 1 i n > 1 algebra A^U_2 – σ-rasxirenie universal~nogo ob¨ekta fftoæ kategorii algebry A^U_1 – poroßdaetsØ fflementami a, b, x, udovletvorØ¸wimi sledu¸wim sootnoxeniØm:

x^2 = e, a^2 = (m − 1)e + (m − 2)a, b^2 = (n − 1)e + (n − 1)a + (n − 2)b, a × b = b × a = (m − 1)b, a × x × (e + a) = x × a × x × (e + a) œ–RASXIRENI˚ 241 (e – edinica). Pri m = 1 i n > 1 algebra A^U_2 poroßdaetsØ rœbernymi fflementami b i x, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm

x^2 = e, b^2 = (n − 1)e + (n − 1)a + (n − 2)b.

V sluqae n = 1, m > 1 algebra A^U_1 poroßdaetsØ fflementami a_0 i a_1 s edinstvennym sootnoxeniem

a^2_1 = m a_0 + (m − 1)a_1.

Sootvetstvu¸waØ algebra A^U_2 poroßdaetsØ rœbernymi fflementami a i x, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm

x^2 = e, a^2 = (m − 1)e + (m − 2)a, a × x × (e + a) = x × a × x × (e + a).

Sluqaæ n = 1, m = 1 ØvlØetsØ vyroßdennym. V nœm universal~nyæ graf est~ otrezok, algebra A^U_2 sovpadaet s gruppovoæ algebroæ gruppy Z_2, s neediniqnym fflementom x, a algebra A^U_1 ØvlØetsØ gruppovoæ algebroæ trivial~noæ gruppy, sostoØweæ lix~ iz edinicy.

Literatura

1. �. Bannai, T. Ito, AlgebraiqeskaØ kombinatorika. Shemy i otnoxeniØ.

M.: Mir, 1987.

2. V. M. Buhxtaber, Funkcional~nye uravneniØ, associirovannye s teoremami sloßeniØ dlØ fflliptiqeskih funkciæ, i dvuznaqnye algebraiqeskie gruppy. — UMN, 45, vyp. 3 (1990), 185–186.

3. V. M. Buhxtaber, A. M. Verxik, S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, Kombinatornye algebry i mnogoznaqnye gruppy. — Funkc. anal. i ego priloß., 30, vyp. 3 (1996), 12–18.

4. V. M. Buhxtaber, E. G. Riss, Mnogoznaqnye gruppy i n-algebry Hopfa. — UMN, 51, vyp. 4 (1996), 149–150.

5. V. M. Buchstaber, E. G. Rees, Multivalued groups, their representations and Hopf algebras. — Transformation Groups, 2, No. 4 (1997), 325–349.

242 P. V. ˚GODOVSKI` 6. V. M. Buchstaber, E. G. Rees, Multivalued groups, n-Hopf algebras and n-ring homomorphisms, in: Lie groups and Lie Algebras. Netherlands, Kluwer Academic Publishers (1998), pp. 85–107.

7. V. M. Buchshtaber, A. P. Veselov, Integrable correspondences and algebraic representations of multivalued groups. — Internat. Math. Res. Notes, 8 (1996), 381–400.

8. S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, A. M. Verxik. Algebry v planxerelevoæ dvoæstvennosti i algebraiqeskaØ kombinatorika. — Funkc. anal. i ego priloß., 31, vyp. 4 (1997), 34–46.

9. P. V. ˚godovskiæ, LineænaØ deformaciØ diskretnyh grupp i konstrukcii mnogoznaqnyh grupp. — Izv. RAN, ser. mat., 64, vyp. 5 (2000), 197–224.

10. P. V. ˚godovskiæ, PredstavleniØ mnogoznaqnyh grupp na grafah. — UMN, 57, vyp. 1 (2002), 143–144.

11. P. V. ˚godovskiæ, Bikosetnye gruppy i simmetriqeskie grafy. — Zap.

nauqn. semin. POMI, 292 (2002), 161–174.

Yagodovsky P. V. σ-Extensions of discrete multivalued groups. The aim of this paper is to discover new classes of discrete multivalued groups and to find criteria for recognition of coset groups. It is shown in [11] that the set of discrete coset groups with one generator is the union of categories. These categories are indexed by the set of special symmetric graphs. Bearing in mind our aim, we define σ-extensions of discrete multivalued groups. Our main result is as follows: the construction of σextensions of discrete multivalued groups is equivariant with respect to functors of these categories.

Postupilo 23 sentØbrØ 2004 g.

FinansovaØ akademiØ pri Pravitel~stve RF E-mail: petryag@rol.ru