Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

N. M. Bogol¸bov XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚

1. Vvedenie

Zadaqa pereqisleniØ marxrutov, vybrannyh “zlovrednymi pexehodami” v rezul~tate sluqaænyh blußdaniæ po odnomernoæ rexetke, byla sformulirovana M. Fixerom [1] i s teh por privlekaet bol~xoe vnimanie kak fizikov, tak i matematikov (sm. raboty [2–9] i ssylki v nih). Pexehody nazyva¸tsØ zlovrednymi potomu, qto vstretivxis~ v odnoæ toqke oni uniqtoßa¸t drug druga. Takim obrazom, zadaqa sostoit v pereqislenii vseh dopustimyh traektoriæ, kotorye ne pereseka¸tsØ drug s drugom. Shoßie problemy voznika¸t v teoriØh domennyh stenok [10], napravlennogo protekaniØ [11], samoorganizu¸weæsØ kritiqnosti [12] i v teorii polimerov [13]. V poslednee vremØ obnarußena svØz~ zadaqi o blußdaniØh po rexetke s teoriØmi rastuwih diagramm ınga i sluqaænyh matric [14, 15].

Sluqaænye blußdaniØ bez vzaimopereseqeniæ moßno rassmatrivat~ kak stohastiqesku¸ ffvol¸ci¸ qastic na odnomernoæ rexetke. Prostranstvenno-vremennye traektorii qastic ffto dvumernye napravlennye puti, kotorye ne mogut povoraqivat~ nazad i peresekat~sØ.

Obyqno rassmatriva¸tsØ dva harakternyh sluqaØ: model~ blußdaniæ so sluqaænymi povorotami i model~ odnovremennyh xagov. V modeli blußdaniæ so sluqaænymi povorotami v kaßdyæ moment vremeni tol~ko odin iz pexehodov, vybrannyæ sluqaæno, delaet odin xag vpravo ili vlevo, a ostal~nye osta¸tsØ na tom ße meste. Ograniqenie na peremeweniØ sostoit v tom, qto dva pexehoda ne mogut zanimat~ odnovremenno odin i tot ße uzel. V modeli odnovremennyh xagov kaßdyæ iz pexehodov dolßen sdvinut~sØ na odin xag vpravo ili vlevo s analogiqnym ograniqeniem.

V naxeæ stat~e my pokaßem, qto vremennye mnogoqastiqnye korrelØcionnye funkcii XX0 cepoqki Geæzenberga po ferro- 13

14 N. M. BOGOLıBOV magnitnomu sostoØni¸ moßno rassmatrivat~ kak proizvodØwie funkcii marxrutov opredelennoæ dliny v modeli sluqaænyh povorotov. Budut poluqeny Øvnye otvety dlØ korrelØcionnyh funkciæ na beskoneqnoæ, polubeskoneqnoæ i koneqnoæ rexetkah i issledovano ih asimptotiqeskoe povedenie pri bol~xih znaqeniØh vremeni.

2. XX0 cepoqka Geæzenberga

FerromagnitnaØ XX0 model~ Geæzenberga, opisyva¸waØ sistemu vzaimodeæstvu¸wih spinov 1/2 na rexetke, opredelØetsØ gamil~tonianom Ĥ = − ∑ n,m Δ_{nm}σ^+_n σ^−_m. (1)

V fftom vyraßenii summirovanie vedetsØ po vsem uzlam rexetki. Spinovye 2 × 2 matricy Pauli σ^±_n , σ^z_n udovletvorØ¸t kommutacionnym sootnoxeniØm

[σ^+_n , σ^−_m] = σ^z_nδ_{nm}, [σ^z_n, σ^±_m] = ±2σ^±_n δ_{nm}. (2) Vzaimodeæstvie spinov zadaetsØ matriceæ Δ, kotoraØ nazyvaetsØ obmennym integralom. DlØ modeli na odnomernoæ rexetke s vzaimodeæstviem blißaæxih sosedeæ ee moßno vybrat~ v vide

Δ_{nm} = δ_{n+1,m} + δ_{n−1,m}. (3)

My rassmotrim model~ na odnomernoæ rexetke so svobodnymi koncami: na beskoneqnoæ −∞ < n < ∞, na polubeskoneqnoæ 0 <

n < ∞ i na koneqnoæ 0 < n ≤ N .

SostoØnie so vsemi spinami napravlennymi vverh | ⇑⟩ = ⊗_n |↑⟩_n ≡ ⊗_n ( 1 0 ) n , (4)

gde proizvedenie vedetsØ po vsem uzlam rexetki, nazyvaetsØ ferromagnitnym sostoØniem. Ferromagnitnoe sostoØnie annuliruetsØ operatorom (1), t.e. Ĥ |⇑⟩ = 0, (5) i udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam. �to sostoØnie normirovano: ⟨⇑ | ⇑⟩ = 1. Ono uniqtoßaetsØ operatorom σ^+_m s proizvol~- nym m: σ^+_m| ⇑⟩ = 0; i ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 15

σ^z_m: σ^z_m| ⇑⟩ = | ⇑⟩. Matrica σ^−_m perevoraqivaet m-æ spin v proiz-

vedenii (4): σ^−_m| ↑⟩_m = | ↓⟩_m.

NepreryvnaØ vremennaØ ffvol¸ciØ sostoØniæ, poluqennyh putem oprokidyvaniØ odnogo iz spinov, σ^−_l |⇑⟩, opredelØetsØ odnoqastiqnoæ korrelØcionnoæ funkcieæ F_{jl}(t) ≡ ⟨⇑| σ^+_j e^{−tĤ} σ^−_l |⇑⟩. (6) Prodifferencirovav F_{jl}(t) po t i vospol~zovavxis~ kommutacionnym sootnoxeniem [−Ĥ, σ^−_m] = ∑ n Δ_{mn}σ^−_n σ^z_m, (7)

gde Δ_{mn} ØvlØetsØ matriqnym fflementom matricy (3), my poluqim ravenstvo d dt F_{jl}(t) = − ⟨⇑| σ^+_j e^{−tĤ}Ĥσ^−_l |⇑⟩ = = ∑ m Δ_{lm}⟨⇑| σ^+_j e^{−tĤ} σ^−_m |⇑⟩ = ∑ m Δ_{lm}F_{jm}(t). Sledovatel~no, korrelØcionnaØ funkciØ udovletvorØet differencial~no-raznostnomu uravneni¸ d dt F_{jl}(t) = F_{jl+1}(t) + F_{jl−1}(t) (8)

pri fiksirovannom indekse j i takomu ße uravneni¸ po indeksu j pri fiksirovannom l. Graniqnye usloviØ opredelØ¸tsØ tipom rassmatrivaemoæ rexetki: dlØ polubeskoneqnoæ rexetki F_{jl} = 0 pri j, l = 0; dlØ modeli na rexetke koneqnoæ dliny F_{jl} = 0 pri

j, l = 0 i j, l = N +1. Naqal~noe uslovie opredelØetsØ ravenstvom F_{jl}(0) = δ_{jl}.

KorrelØtor F_{jl}(t) moßno rassmatrivat~ kak proizvodØwu¸ funkci¸ puteæ, prodelannyh pexehodom v rezul~tate sluqaænyh blußdaniæ. Deæstvitel~no, razlagaØ korrelØcionnu¸ funkci¸ po stepenØm t, imeem F_{jl}(t) = ∑ M t^M M ! ⟨⇑| σ^+_j (−Ĥ)^M σ^−_l |⇑⟩. (9)

16 N. M. BOGOLıBOV PrimenØØ zatem kommutacionnoe sootnoxenie (7), poluqim (−Ĥ)^M σ^−_l |⇑⟩ =(−Ĥ)^{M−1}[−Ĥ, σ^−_l ] |⇑⟩ = (−Ĥ)^{M−1} ∑ n_1 Δ_{n1l}σ^−_{n1} |⇑⟩ = = ∑ n_1,...,n_M Δ_{nM nM}�_1 ...Δ_{n2n1} Δ_{n1l}σ^−_{nM} |⇑⟩. (10)

�to ravenstvo moßno prointerpretirovat~ sledu¸wim obrazom. Poloßenie qasticy na rexetke zadaetsØ sostoØniem so spinom napravlennym vniz, meßdu tem svobodnye uzly sootvetstvu¸t sostoØniØm so spinom vverh. Qastica startuet s proizvol~no vybrannogo naqal~nogo uzla l i posle pervogo xaga peremewaetsØ v odin iz uzlov, opredelØemyh matriceæ Δ iz formuly (3), a imenno, na odin xag vlevo ili na odin xag vpravo. Posle M xagov vse dopustimye traektorii qasticy, startovavxeæ iz uzla l, zada¸tsØ proizvedeniem ∑ n_1,...,n_M Δ_{nM nM}�_1 ...Δ_{n2n1} Δ_{n1l}. Umno-

ßenie ravenstva (10) sleva na ⟨⇑| σ^+_j zafiksiruet koneqnu¸ toqku traektorii, tak kak spinovye sostoØniØ ortogonal~ny. Nabor posledovatel~nyh reber rexetki, soedinØ¸wiæ verxiny l i j, nazyvaetsØ rexetoqnym marxrutom ili rexetoqnym putem, soedinØ¸wim toqki l i j. Qislo vseh rexetoqnyh marxrutov

|P_M (l → j)| iz l v j dliny M ravno srednemu ⟨⇑| σ^+_j (−Ĥ)^M σ^−_l |⇑⟩: |P_M (l → j)| = ⟨⇑| σ^+_j (−Ĥ)^M σ^−_l |⇑⟩ = ∑ n_1,...,n_M�_1 Δ_{jnM}�_1 ...Δ_{n2n1} Δ_{n1l},

(11) priqem esli |j − l| < M , to |P_M (l → j)| = 0.

Iz uravneniØ (8) i opredeleniØ (11) sleduet, qto funkciØ

|P_M (l → j)| udovletvorØet uravneni¸

|P_{M +1}(l → j)| = |P_M (l + 1 → j)| + |P_M (l − 1 → j)|. (12)

Odnomernu¸ traektori¸ qasticy moßno rassmatrivat~ kak proekci¸ na prostranstvennu¸ os~ ee dvumernoæ prostranstvenno-vremennoæ traektorii. Ispol~zu¸tsØ dva standartnyh vida izobraßeniæ dvumernyh rexetoqnyh puteæ. Rassmotrim dvumernu¸ kvadratnu¸ rexetku, povernutu¸ na 45^o. V fftom sluqae napravleniØ fflementarnyh xagov dlØ odnogo pexehoda opredelØ¸tsØ ediniqnymi vektorami e_x = (e_t, e_s) i e_y = (e_t, −e_s) (sm. ris. 1). V drugom predstavlenii napravleniØ fflementarnyh xagov pexehoda zada¸tsØ vektorami (e_t, e_s), (e_t, −e_s) i (e_t, 0); ffto

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 17

Ris. 1. Prostranstvenno-vremennaØ traektoriØ qasticy.

predstavlenie udobno dlØ izobraßeniØ puteæ v modeli blußdaniæ so sluqaænymi povorotami (sm. ris. 2).

Ris. 2. TipiqnaØ konfiguraciØ marxrutov v modeli blußdaniæ so sluqaænymi povorotami.

Rassmotrim teper~ mnogoqastiqnu¸ korrelØcionnu¸ funk- ci¸ F_{j1,j2,...,jK;l1 ,l2 ,...,lK} (t) = ⟨⇑| σ^+_{j1} σ^+_{j2} ...σ^+_{jK} e^{−tĤ} σ^−_{l1} σ^−_{l2} ...σ^−_{lK} |⇑⟩. (13)

18 N. M. BOGOLıBOV �tot korrelØtor ØvlØetsØ proizvodØweæ funkcieæ marxrutov v modeli blußdaniæ so sluqaænymi povorotami. Deæstvitel~no, vospol~zovavxis~ kommutatorom [Ĥ, σ^−_{l1} σ^−_{l2} ...σ^−_{lK} ] = K∑ k=1 σ^−_{l1} ...σ^−_{lk}�_1 [Ĥ, σ^−_{lk} ]σ^−_{lk+1} ...σ^−_{lK} , (14) my vidim, qto srednee ⟨⇑| σ^+_{j1} σ^+_{j2} ...σ^+_{jK} (−Ĥ)^M σ^−_{l1} σ^−_{l2} ...σ^−_{lK} |⇑⟩ ravno qislu vseh dopustimyh konfiguraciæ puteæ, kotorye prodelali K pexehodov, startovavxih iz uzlov l_1 > l_2 > ... > l_K i posle M xagov pribyvxih v uzly j_1 > j_2 > ... > j_K . Vypolnenie usloviØ, qto puti ne peresekutsØ, obespeqivaetsØ svoæstvom matric Pauli (σ^±_k )^2 = 0.

DifferenciruØ vyraßenie (13) po t i primenØØ (14), my poluqim uravnenie dlØ proizvodØweæ funkcii d dt F_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = (15) = K∑ k=1 { F_{j1,...,jK;l1 ,l2,...,lk+1 ,...,lK} (t) + F_{j1,...,jK ;l1 ,l2,...,lk}�_{1 ,...,lK} (t) } pri fiksirovannyh indeksah j_k i analogiqnoe uravnenie na indeksy j pri fiksirovannyh l_k. Usloviem togo, qto puti ne pereseka¸tsØ, ØvlØetsØ ravenstvo F_{j1,...,jK;l1 ,l2 ,...,lK} (t) = 0, esli

l_k = l_p, j_k = j_p dlØ l¸bogo 1 ≤ j, l ≤ K. Legko proverit~, qto

rexenie uravneniØ (15) predstavimo v determinantnoæ forme F_{j1,...,jK ;l1 ,...,lK} (t) = det {F_{jrls} (t)}_{r,s=1,...,K} , (16) gde F_{jl}(t) ffto odnoqastiqnye korrelØcionnye funkcii (6), udovletvorØ¸wie uravneni¸ (8). Naqal~noe uslovie opredelØetsØ ravenstvom F_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (0) =^K ∏ m=1 δ_{jmlm} . 3. Na osi

DlØ beskoneqnoæ v obe storony rexetki rexeniem uravneniØ (8) ØvlØetsØ modificirovannaØ funkciØ BesselØ

F_{jl}(t) = I_{l−j} (2t) = 1 2π π∫ −π e^{2t cos θ}e^{i(l−j)θ}dθ. (17)

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 19 RazlagaØ modificirovannu¸ funkci¸ BesselØ po stepenØm t, poluqim I_{l−j} (2t) = ∞∑ M≥|l−j| 1 (_{M−j+l} 2 ) ! (_{M +j−l} 2 ) ! t^M , (18)

gde summirovanie vedetsØ po M , udovletvorØ¸wim uslovi¸

M + |j − l| = 0 (mod 2). S drugoæ storony, iz razloßeniØ (9)

i opredeleniØ (11) sleduet, qto |P_M (l → j)| = M ! (_{M−j+l} 2 ) ! (_{M +j−l} 2 ) ! . (19)

�to vyraßenie predstavlØet soboæ horoxo izvestnu¸ binomial~nu¸ formulu dlØ qisla vseh rexetoqnyh puteæ |P_M (l → j)| iz l v j dliny M na beskoneqnoæ rexetke.

V predele bol~xih vremen t → ∞ asimptotika proizvodØweæ funkcii qisla marxrutov pri fiksirovannom znaqenii j −l opredelØetsØ asimptotikoæ modificirovannoæ funkcii BesselØ F_{jl}(t) ∼ 1 √ πt e^{2t} { 1 − 4(j − l)^2 − 1 4t + ... } . (20)

Stepennoe ubyvanie proizvodØweæ funkcii pri bol~xih znaqeniØh t harakterizuetsØ kritiqeskim indeksom ξ. Iz (20) sleduet, qto ξ =^1_2 .

Rexeniem uravneniØ (15) dlØ proizvodØweæ funkcii marxrutov, prodelannyh K pexehodami so sluqaænymi povorotami, startovavxih iz uzlov l_1 > l_2 > ... > l_K i finixirovavxih v uzlah j_1 > j_2 > ... > j_K , ØvlØetsØ funkciØ (16): F_{j1,...,jK ;l1 ,...,lK} (t) = ∑ π(s_1 ,...,s_K) (−1)^{Z(π)}F_{j1ls1} (t)F_{j2ls2} (t)...F_{jKlsK} (t), (21) gde summirovanie vedetsØ po vsem perestanovkam indeksov s,

Z(π) – qetnost~ perestanovki, a funkcii F_{jklsk} (t) ffto funkcii

20 N. M. BOGOLıBOV BesselØ (17). Podstanovka (17) v (21) privodit k vyraßeni¸ F_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = (22) = ( 1 2π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} P^{Km=1 cos θm} det { e^{i(ls −jr)θr} } r,s=1,...,K =

= ( 1 2π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} P^{Km=1 cos θm} det { e^{i(ls +K)θr} }^K∏ r=1 e^{−i(jr+K)θr} .

Opredelitel~ v podyntegral~nom vyraßenii moßno vyrazit~ qerez funkci¸ Xura (sm. [16]) s_λ(x_1, x_2, ..., x_K) ≡ det_{1≤j,k≤K}(x^{λk+K−k} j ) det_{1≤j,k≤K}(x^{K−k}_j ) = (23)

= det 1≤j,k≤K (x^{λk+K−k} j ) ∏ 1≤j<k≤K (x_j − x_k)^{−1},

gde razbienie λ = (λ_1, λ_2, ..., λ_K) est~ posledovatel~nost~ celyh neotricatel~nyh qisel, raspoloßennyh v porØdke nestrogogo ubyvaniØ λ_1 ≥ λ_2 ≥ ... ≥ λ_K ≥ 0. BlagodarØ translØcionnoæ invariantnosti my vsegda moßem poloßit~ l_1 > l_2 > ... > l_K ≥ −K dlØ naqal~nogo raspoloßeniØ pexehodov. Togda

F_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = ( 1 2π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} P^{Km=1 cos θm} × (24)

×s_λ(e^{iθ1} , e^{iθ2} , ..., e^{iθK} ) ∏ 1≤j<k≤K (e^{iθj} − e^{iθk} ) K∏ r=1 e^{−i(jr+K)θr} ,

gde qasti razbieniØ λ opredelØ¸tsØ ravenstvom λ_m = l_m + m. Toqkami zaverxeniØ puteæ vyberem j_r = −r. Prosummirovav po perestanovkam vseh θ_i i prinimaØ vo vnimanie tot fakt, qto proizvedenie raznosteæ v podyntegral~nom vyraßenii ØvlØetsØ antisimmetriqnoæ funkcieæ, my moßem predstavit~ proizvedenie

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 21 K!^K ∏ r=1 e^{−i(K−r)θr} qerez opredelitel~ Vandermonda. �to daet

F_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = 1 K! ( e^{2t} 2π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{−2t} P^{Km=1 (1−cos θm )}× ×s_λ(e^{iθ1} , e^{iθ2} , ..., e^{iθK} ) ∏ 1≤j<k≤K |e^{iθj} − e^{iθk} |^2. (25) DlØ vyqisleniØ veduwego qlena asimptotiki proizvodØweæ funkcii v predele bol~xih vremen t → ∞ moßno approksimirovat~ integral v (25) integralom ∞∫ −∞ dθ_1... ∞∫ −∞ dθ_K e^{−t} KP_{m=1 θ2m ∏} 1≤j<k≤K |θ_j − θ_k|^2 =

= (2π)^{K2} (2t)^{− K22} K∏ m=1 m!. �tot integral ØvlØetsØ qastnym sluqaem integrala Mehty v teorii gaussovyh ansambleæ sluqaænyh matric [17]. Takim obrazom, veduwiæ qlen asimptotiki proizvodØweæ funkcii marxrutov K pexehodov so sluqaænymi povorotami pri bol~xih vremenah raven F_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) ∼ At^{− K22} e^{2tK} , (26) s amplitudoæ A = ∏_{K−1} m=1 m! 2^{K(K+1)2} π^{K2} s_λ(1, 1, ..., 1) = ∏_{K−1} m=1 m! 2^{K(K+1)2} π^{K2} ∏ 1≤j<k≤K l_j − l_k k − j . (27)

Zdes~ my vospol~zovalis~ horoxo izvestnoæ formuloæ (sm. [16]) s_λ(1, 1, ..., 1) = ∏ 1≤j<k≤K λ_j − j − λ_k + k k − j . Iz (20) sleduet, qto kritiqeskiæ indeks γ, harakterizu¸wiæ stepennoe ubyvanie funkcii F_{j1,...,jK ;l1 ,...,lK} (t), raven γ = K^2/2.

22 N. M. BOGOLıBOV

4. Na poluosi Rexenie F^{si}_{jl} uravneniØ (8) na poluosi (0 < j, l < ∞) udovletvorØet graniqnomu uslovi¸ F^{si}_{jl} (t) = 0 dlØ j, l = 0 i ravno, sootvetstvenno, F^{si}_{jl} (t) = 1 π π∫ −π e^{2t cos θ} sin(jθ) sin(lθ)dθ =

= I_{l−j} (2t) − I_{l+j} (2t). (28)

Qislo puteæ iz l v j dliny M na poluosi opredelØetsØ sledu¸- wim vyraßeniem: |P^{si}_M (l → j)| = |P_M (l → j)| − |P_M (l → −j)|, (29) gde |P_M (l → j)| est~ (19). Asimptotika proizvodØweæ funkcii pri bol~xih znaqeniØh vremeni t → ∞ ravna F^{si}_{jl} (t) ∼ 2jl √ 2 π e^{2t} t^{32}

, (30)

s kritiqeskim indeksom ξ_{si} = 3/2.

Rexeniem uravneniØ (15) dlØ proizvodØweæ funkcii marxrutov K pexehodov so sluqaænymi povorotami, startovavxih iz uzlov l_1 > l_2 > ... > l_K > 0 i finixirovavxih v uzlah

j_1 > j_2 > ... > j_K > 0, ØvlØetsØ funkciØ F^{si}_{j1,...,jK ;l1 ,...,lK} (t) = (31) = ( 1 π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} P^{Km=1 cos θm} det {sin(j_r θ_r ) sin(l_sθ_r )}_{r,s=1,...,K} =

= ( 1 π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} P^{Km=1 cos θm} det {sin(l_sθ_r )} K∏ r=1 sin(j_r θ_r).

Vospol~zovavxis~ opredeleniem haraktera neprivodimogo predstavleniØ simplektiqeskoæ algebry Li, sootvetstvu¸wego razbieni¸ λ, sp_λ(x_1, x_2, ..., x_K) ≡ det_{1≤j,k≤K}(x^{λk+K−k+1} j − x^{−(λk+K−k+1)} j ) det_{1≤j,k≤K}(x^{K−k+1}_j − x^{−(K−k+1)} j ) , (32)

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 23 my moßem zapisat~ (31) v vide F^{si}_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = = ( 1 π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} KP_{m=1 cos θm spλ(eiθ1 , eiθ2 , ..., eiθK)×} × det {sin ((K − s + 1)θ_r)}_{r,s=1,...,K} K∏ r=1 sin(j_rθ_r ),

gde qasti razbieniØ λ ravny λ_m = l_m − K + m − 1. VybiraØ koordinaty koneqnyh poloßeniæ v vide j_r = K − r + 1 i antisimmetrizuØ proizvedenie^K ∏ r=1 sin(j_rθ_r ) v podyntegral~nom vyraßenii,

poluqim

F^{si}_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = 1 K! ( 1 π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{2t} P^{Km=1 cos θm} ×

×sp_λ(e^{iθ1} , e^{iθ2} , ..., e^{iθK}) {det (sin(K − s + 1)θ_r )}^2 . (33)

Opredelitel~ v podyntegral~nom vyraßenii moßet byt~ vyqislen [6]:

det {sin(sθ_r )}_{r,s=1,...,K} = 2^{K(K−1)} K∏ r=1 sin(θ_r ) ∏ 1≤j<k≤K sin ( θ_j − θ_k 2 ) sin ( θ_j + θ_k 2 ) .

Okonqatel~noe vyraßenie dlØ proizvodØweæ funkcii marxrutov K pexehodov so sluqaænymi povorotami na polubeskoneqnoæ osi, vyxedxih iz uzlov l_1 > l_2 > ... > l_K > 0 i pribyvxih v uzly

24 N. M. BOGOLıBOV j_r = K − r + 1, r = 1, ..., K, imeet vid F^{si}_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) = = 2^{2K(K−1)} K! ( e^{2t} π )_K^π∫ −π dθ_1... π∫ −π dθ_K e^{−2t} P^{Km=1 (1−cos θm)}×

(34) × sp_λ(e^{iθ1} , e^{iθ2} , ..., e^{iθK} ) K∏ r=1 sin^2(θ_r ) ∏ 1≤j<k≤K sin^2 ( θ_j − θ_k 2 ) sin^2 ( θ_j + θ_k 2 ) . V predele t → ∞ approksimiruem integral v fftom vyraßenii integralom, vyqislennym v rabote [17]: ∞∫ −∞ dθ_1... ∞∫ −∞ dθ_K e^{−t} P^{Km=1 θ2m} ∏ 1≤j<k≤K |θ^2_j − θ^2_k|^2 K∏ j=1 |θ_j |^2 =

= 1 (2π)^{K2} (2t)^{K(2K+1)2} K∏ m=1 (2m)!. DlØ veduwego qlena asimptotiki proizvodØweæ funkcii poluqim sledu¸wee vyraßenie: F^{si}_{j1,...,jK;l1 ,...,lK} (t) ∼ Bt^{− K(2K+1)2} e^{2tK} , (35) s amplitudoæ B = ∏_K m=1 (2m)!

2^{K(K+1)}π^{3K2} K!

sp_λ(1, 1, ..., 1) = (36) = ∏_K m=1 (2m)!

2^{K(K+1)}π^{3K2} K! ∏ 1≤j<k≤K l_j − l_k k − j ∏ 1≤j≤k≤K l_j + l_k − K K + 2 − k − j . My vospol~zovalis~ formuloæ sp_λ(1, 1, ..., 1) = = ∏ 1≤j<k≤K λ_j − j − λ_k + k k − j ∏ 1≤j≤k≤K λ_j + λ_k + K − j − k + 2 K + 2 − k − j , vernoæ dlØ simplektiqeskogo haraktera.

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 25 Iz (35) sleduet, qto kritiqeskiæ indeks proizvodØweæ funkcii marxrutov K pexehodov so sluqaænymi povorotami na polubeskoneqnoæ rexetke raven γ_{si} =^{K(2K+1)}_2 .

5. Na otrezke Rexenie F^s_{jl}(t) uravneniØ (8) na otrezke (0 < j, l ≤ N ) udovletvorØet graniqnomu uslovi¸ F^s_{jl}(t) = 0 dlØ j, l = 0, N + 1 i opredelØet proizvodØwu¸ funkci¸ dlØ dopustimyh marxrutov pexehoda na koneqnoæ rexetke:

F^s_{jl}(t) = 2 N + 1 N∑ k=1 e^{2t cos(πk/(N +1))} sin [ πkj N + 1 ] sin [ πkl N + 1 ] . (37)

Qislo vseh puteæ iz l v j dliny M na koneqnoæ rexetke ravno sootvetstvenno (sm. [18])

|P^s_M (j → l)| = 2 N + 1 N∑ k=1 ( 2 cos πk N + 1 )_M sin [ πkj N + 1 ] sin [ πkl N + 1 ] .

DlØ K pexehodov so sluqaænymi povorotami (K < N ) na rexetke koneqnoæ dliny, startovavxih iz uzlov N ≥ l_1 > l_2 > ... >

l_K > 0 i pribyvxih v uzly N ≥ j_1 > j_2 > ... > j_K > 0, proizvodØ-

waØ funkciØ ravna F^s_{j1,...,jp;l1 ,...,lp} (t) = = ( 2 N + 1 )_K ∑ 0≤k_1,...,k_K≤N e^{2t} KP_{m=1 cos(πkm /(N +1))× (39)} × (_K ∏ m=1 sin [ πk_mj_m N + 1 ]) det { sin [ πk_r l_s N + 1 ]} r,s=1,...,K .

DlØ K pexehodov, startovavxih iz uzlov N + 1 > l_1 > l_2 > ... >

l_K > 0 i pribyvxih v uzly j_r = K − r + 1 (r = 1, ..., K), proizvo-

26 N. M. BOGOLıBOV dØwaØ funkciØ imeet vid F^s_{j1,...,jp;l1 ,...,lp} (t) = = 2^{K2} K!(N + 1)^K ∑ 0≤k_1,...,k_K≤N e^{2t} P^{Km=1 cos(πkm /(N +1))} K∏ j=1 sin^2 ( πk_j N + 1 ) × (40) × ∏ 1≤j<m≤K sin^2 ( π(k_j − k_m) 2(N + 1) ) sin^2 ( π(k_j + k_m) 2(N + 1) ) × × sp_λ(e^{i πk1N+1} , e^{i πk2N+1} , ..., e^{i πkKN+1} ), gde qasti razbieniØ λ ravny λ_m = l_m − K + m − 1.

6. Zakl¸qenie Predstavlenie `ordana–Vignera c_k = e^{iπ} P^{j<k σ} �_{j σ}+_j σ^+_k , c^†_k = σ^−_k e^{−iπ} P^{j<k σ} �_{j σ}+_j , gde fermionnye operatory c_k, c^†_k udovletvorØ¸t antikommutacionnym sootnoxeniØm c_kc^†_m + c^†_mc_k = δ_{mk}, c_kc_m + c_mc_k = c^†_kc^†_m +

c^†_mc^†_k = 0, pozvolØet predstavit~ gamil~tonian XX0 cepoqki v

vide H = − ∑ n (c^†_nc_{n+1} + c^†_{n+1}c_n).

Takim obrazom, model~ blußdaniæ so sluqaænymi povorotami ØvlØetsØ fermionnoæ model~¸. �ta analogiØ byla otmeqena ewe v ranneæ rabote [10]. Odnako predstavlenie proizvodØwih funkciæ dlØ qisla podobnyh puteæ v vide vremennyh korrelØcionnyh funkciæ, naskol~ko mne izvestno, ne rassmatrivalos~.

˚ priznatelen K. Malyxevu za diskussii i kommentarii. �ta rabota qastiqno podderßana CRDF grantom RUMI-2622-ST-04 i proektom RFFI No. 04-01-00825.

Literatura

1. M. E. Fisher, Walks, walls, wetting and melting. — J. Statist. Phys. 34 (1984),

667–729.

2. P. J. Forrester, Exact solution of the lock step model of vicious walkers. — J. Phys.

A 23 (1990), 1259–1273.

XX0 CEPOQKA GE`ZENBERGA I SLUQA`NYE BLUȷDANI˚ 27 3. P. J. Forrester, Random walks and random permutations, arXiv:math.CO/9907037

(1999).

4. T. Nagao and P. J. Forrester, Vicious random walkers and a discretization of

Gaussian random matrix ensembles. — Nuclear Phys. B 620 (2002), 551–565.

5. A. J. Guttmann, A. L. Owczarek, and X. G. Viennot, Vicious walkers and Young

tableaux. I. Without walls. — J. Phys. A 31 (1998), 8123–8135.

6. C. Krattenthaler, A. J. Guttmann, and X. G. Viennot, Vicious walkers, friendly

walkers and Young tableaux. II. With a wall. — J. Phys. A 33 (2000), 8835–8866.

7. C. Krattenthaler, A. J. Guttmann and X. G. Viennot, Vicious walkers, friendly

walkers and Young tableaux. III. Between two walls. — J. Statist. Phys. 110 (2003), 1069–1086.

8. M. Katori and H. Tanemura, Scaling limit of vicious walks and two-matrix model.

— Phys. Rev. E 66 (2002), 011105.

9. M. Katori, H. Tanemura, T. Nagao, and N. Komatsuda, Vicious walk with a

wall, noncolliding meanders, chiral and Bogoliubov–deGennes random matrices,

arXiv:cond-mat/0303573 (2003).

10. D. Huse and M. Fisher, Commensurate melting, domain walls, and dislocations.

— Phys. Rev. B 29 (1984), 239–270.

11. E. Domany and W. Kinzel, Equivalence of cellular automata to Ising models and

directed percolation. — Phys. Rev. Lett. 53 (1984), 311–314.

12. P. Bak, C. Tang, and K. Wiesenfeld, Self-organized criticality, an explanation of

1/f noise. — Phys. Rev. A 38 (1988), 364–374.

13. J. W. Essam and A. J. Guttmann, Vicious walkers and directed polymer networks

in general dimensions. — Phys. Rev. E 52 (1995), 5849–5862.

14. K. Johansson, Shape fluctuations and random matrices. — Comm. Math. Phys.

209 (2000), 437–476.

15. M. Prähofer and H. Spohn, Universal distributions for Growth Processes in 1+1

dimensions and random matrices. — Phys. Rev. Lett. 84 (2000), 4882–4885.

16. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Mir, M.

(1985).

17. M. L. Mehta, Random Matrices. Academic, New York (1991). 18. C. Jordan, Calculus of Finite Differences. — Chelsea Publ. Comp., New York

(1965).

Bogoliubov N. M. XX0 Heisenberg chain and random walks. The time-dependent correlation functions of the XX0 Heisenberg chain over the ferromagnetic vacuum are considered as the generating functions of random walks on a one-dimensional lattice with different boundary conditions. The long time asymptotic behaviour of these functions is studied.

Postupilo 26 aprelØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: bogoliub@pdmi.ras.ru