Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

A. V. Xanin FORMULA RASWEPLENI˚ DL˚ �LEKTROMAGNITNO` ZADAQI DIFRAKCII

Vvedenie

Formuly raswepleniØ (v angloØzyqnoæ literature – “embed-

ding formulae”) predstavlØ¸t soboæ otnositel~no novyæ tip toq-

nyh sootnoxeniæ v teorii difrakcii. Vidimo, vpervye formula takogo tipa byla vyvedena M. Vil~Ømsom dlØ zadaqi o polose [1]. Rassmatrivalas~ zadaqa o difrakcii akustiqeskoæ volny na odinoqnoæ polose. Cel~¸ bylo postroit~ difrakcionnyæ kofffficient, t.e. funkci¸ f(φ, φ_0), opisyva¸wu¸ amplitudu polØ v dal~neæ zone i zavisØwu¸ ot ugla padeniØ i ugla rasseØniØ. DlØ fftogo M. Vil~Øms vvel paru vspomogatel~nyh funkciæ, predstavlØvxih soboæ diagrammy napravlennosti polØ f_{1,2}(φ), poluqennye pri dvuh fiksirovannyh znaqeniØh uglah padeniØ

φ_0, a imenno byli vybrany skol~zØwie ugly padeniØ φ_0 = ±π/2.

Putem manipulirovaniØ s integral~nym uravneniem, opisyva- ¸wim difrakcionnu¸ zadaqu, M. Vil~Øms vyrazil difrakcionnyæ kofffficient f(φ, φ_0) qerez vspomogatel~nye funkcii f_{1,2}(φ) dostatoqno prostym obrazom. Poskol~ko difrakcionnyæ kofffficient zavisit ot dvuh uglovyh peremennyh, a kaßdaØ iz vspomogatel~nyh funkciæ lix~ ot odnoæ, moßno govorit~ o tom, qto v opredelennom smysle byla proizvedena faktorizaciØ zadaqi.

Sledu¸wimi, kto ispol~zoval formulu raswepleniØ, byli P. Martin i G. Vikham [2]. Oni issledovali zadaqu difrakcii ploskoæ uprugoæ volny na ploskoæ krugloæ trewine v ob¨eme tverdogo tela. V rezul~te ves~ma gromozdkih vykladok byla poluqena formula, vyraßa¸waØ rexenie zadaqi s proizvol~nym uglom padeniØ qerez rexenie zadaqi s kasatel~nym uglom padeniØ.

Posle fftogo o formulah raswepleniØ nadolgo zabyli. Lix~ nedavno ffta tema byla reanimirovana v rabotah N. Biggsa s so- 247

248 A. V. XANIN avtorami [3, 4, 5], kotorye poluqili i proverili formuly raswepleniØ dlØ zadaq o difrakcii na sisteme beskoneqno tonkih polos, polos koneqnoæ tolwiny, a takße na stenkah perforirovannoæ truby.

Vo vseh pereqislennyh rabotah formula raswepleniØ ostavalas~ ves~ma sloßnym sootnoxeniem, a procedura ee vyvoda ne byla prozraqnoæ. V rezul~tate formuly raswepleniØ, buduqi, nesomnenno, Ørkim i poleznym faktom teorii difrakcii, ostavalis~ ne izvestnymi xirokomu krugu specialistov.

Avtorom nastoØweæ raboty v soavtorstve s R. Krasterom byl predloßen bolee prostoæ sposob vyvoda formul raswepleniØ dlØ razliqnyh difrakcionnyh zadaq [6, 7]. Neskol~ko ran~xe idei raswepleniØ byli primeneny R. Krasterom k rexeni¸ differencial~nyh uravneniæ Goæna [8].

DlØ naxego podhoda harakteren sledu¸wiæ vybor vspomogatel~nyh funkciæ. V kaqestve vspomogatel~noæ zadaqi rexaetsØ zadaqa s toqeqnym istoqnikom, raspoloßennym vblizi kraØ (rebra) rasseivatelØ. Rexenie takoæ vspomogatel~noæ zadaqi niße nazyvaetsØ kraevoæ funkcieæ Grina. Otmetim, qto formulirovka vspomogatel~noæ zadaqi svØzana s predel~nym perehodom, poskol~ku neposredstvenno razmestit~ istoqnik v rebre rasseivatelØ nel~zØ. Odnako, nesmotrØ na ffto, dannyæ podhod predstavlØetsØ naibolee fiziqeski prozraqnym.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ vyvod formuly raswepleniØ dlØ sluqaØ difrakcii fflektromagnitnoæ volny na ploskom prepØtstvii. DlØ fftogo my ispol~zuem metod, predloßennyæ ranee dlØ akustiqeskih voln, slegka modificiruØ ego s uqetom vektornogo haraktera fflektromagnitnogo polØ.

2. Postanovka zadaqi

Rassmotrim zadaqu o difrakcii ploskoæ fflektromagnitnoæ volny na ploskom beskoneqno tonkom ideal~no provodØwem rasseivatele S, raspoloßennom v ploskosti (x, y). Kraæ rasseivatelØ Γ predstavlØet soboæ dostatoqno gladku¸ krivu¸. Na fftoæ krivoæ zadana koordinata l, predstavlØ¸waØ soboæ dlinu vdol~ krivoæ, otsqityvaemu¸ ot proizvol~noæ toqki.

V kaßdoæ toqke kontura postroim ediniqnyæ vektor η vnutrenneæ normali k konturu v ploskosti (x, y). Ugol, kotoryæ fftot vektor sostavlØet s os~¸ x, oboznaqim kak Θ(l) (sm. Ris. 1).

FORMULA RASWEPLENI˚ 249

Ris. 1. GeometriØ zadaqi.

Vblizi kaßdoæ toqki kraØ vvedem lokal~nye cilindriqeskie koordinaty. Odna iz fftih koordinat est~ l, dve drugie — ρ i α (sm. Ris. 1). DlØ korrektnogo opisaniØ polØ moßno sqitat~ dannye koordinaty krivolineænymi (s tem, qtoby v nekotoroæ oblasti kraæ opisyvalsØ linieæ ρ = 0).

Ris. 2. Lokal~nye cilindriqeskie koordinaty vblizi kraØ rasseivatelØ.

V srede vypolnØ¸tsØ uravneniØ Maksvella dlØ vektorov fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ:

∇ × E =ik_0H, (1)

∇ × H = − ik_0E, (2)

∇ · E =0, (3)

∇ · H =0, (4)

gde k_0 = Ω/c_0, Ω – krugovaØ qastota (predpolagaetsØ, qto polØ

250 A. V. XANIN zavisØt ot vremeni kak e^{−iΩt}), c_0 – skorost~ fflektromagnitnyh voln v srede.

Graniqnye usloviØ na poverhnosti rasseivatelØ mogut byt~ vypisany sledu¸wim obrazom:

E × e_z = 0, (5)

gde e_z – ediniqnyæ vektor v napravlenii osi z. DannaØ zapis~ oznaqa¸t, qto kasatel~naØ sostavlØ¸waØ vektora E dolßna byt~ ravna nul¸.

Na kra¸ rasseivatelØ dolßno vypolnØt~sØ Meæksnerovskoe uslovie, vyraßa¸wee fakt otsutstviØ istoqnikov vblizi kraØ. �to uslovie formuliruetsØ tak. Trebu¸t, qtoby ffnergiØ polØ, skoncentrirovannaØ vblizi rebra, byla koneqnoæ. �to oznaqaet, qto kombinaciØ E^2 + H^2 pri ρ → 0 rastet kak ρ^δ , gde δ > −2.

Sformuliruem uslovie izluqeniØ dlØ naxeæ zadaqi. Razob~em polnoe pole na pada¸wee i rasseØnnoe. RasseØnnoe pole vdali ot rasseivatelØ dolßno predstavlØt~ soboæ rashodØwu- ¸sØ sferiqesku¸ volnu. Forma fftoæ volny vypisana niße.

Vvedem oboznaqenie dlØ napravleniØ rasprostraneniØ i polØrizacii pada¸weæ i rasseØnnoæ voln. Budem oboznaqat~ napravleniØ padeniØ i rasseØniØ toqkami ω_0 i ω na ediniqnoæ sfere (sm. Ris. 3). Kaßdoæ toqke na sfere, oqevidno, sootvetstvuet ediniqnyæ vektor. Toqki harakterizu¸tsØ sferiqeskimi koordinatami ω(θ, φ), ω_0(θ_0, φ_0).

Ris. 3. NapravleniØ padeniØ i rasseØniØ.

FORMULA RASWEPLENI˚ 251 V kaßdoæ toqke ω sfery postroim kasatel~nu¸ ploskost~.

Pust~ V(ω) – dvumernoe vektornoe prostranstvo v fftoæ ploskosti. Amplitudu i polØrizaci¸ fflektromagnitnoæ volny budem oboznaqat~ vektorom E, prinadleßawim prostranstvu V(ω). Vektor H moßno naæti s pomow~¸ izvestnogo sootnoxeniØ

H = ω × E. (6)

Pada¸waØ volna vo vvedennyh oboznaqeniØh imeet vid

E = E_0 exp{−ik_0(x sin θ_0 cos φ_0 + y sin θ_0 sin φ_0 + z cos θ_0)}, (7)

E_0 – amplituda pada¸weæ volny.

Naxeæ cel~¸ budet postroit~ formulu raswepleniØ dlØ tenzornoæ funkcii f (ω, ω_0), prinima¸weæ znaqeniØ v V(ω) ⊗ V(ω_0) i opisyva¸weæ amplitudu rasseØnnoæ volny:

E_{sc}(r, ω) = 2π k_0r e^{ik0r} f (ω, ω_0)E_0 + O(e^{ik0r}(k_0r)^{−2}) pri r → ∞, (8) gde r – rasstoØnie ot naqala koordinat.

PoØsnim posledn¸¸ formulu. Pust~ v prostranstvah V(ω) i

V(ω_0) vvedeny nekotorye ortonormirovannye bazisy. Pust~ E^i_{sc}

– komponenty vektora polØrizacii rasseØnnoæ volny, sproektirovannogo na V(ω), a E^j_0 – komponenty vektora polØrizacii pada¸weæ volny. My iwem takoæ tenzor f^{ij} , qto

E^i_{sc}(r, ω) = 2π k_0r e^{ik0r} ∑ j f^{ij} (ω, ω_0)E^j_0 + O(e^{ik0r}(k_0r)^{−2}). (9)

FunkciØ f predstavlØet soboæ difrakcionnyæ kofffficient (diagrammu rasseØniØ) rasseivatelØ.

Osnovnye xagi, privodØwie k formule raswepleniØ

Dadim predstavlenie o procedure vyvoda formuly raswepleniØ. Na pervom (vspomogatel~nom) xage my vypisyvaem kraevye asimptotiki polØ, udovletvorØ¸wego uslovi¸ Meæksnera i graniqnym usloviØm. �ti asimptotiki moßno poluqit~, ispol~zuØ rexenie zadaqi Zommerfel~da o poluploskosti. Takße na fftom xage my opredelØem kraevye funkcii Grina, pomewaØ istoqnik asimptotiqeski blizko k kra¸ rasseivatelØ. Oqevidno, naliqie istoqnika v rebre privodit k tomu, qto kraevye funkcii Grina

252 A. V. XANIN ne udovletvorØ¸t kraevomu uslovi¸ Meæksnera. Odnako stepen~ rosta (t.e. pokazatel~ pri ρ^{−1}) vsego na edinicu bol~xe, qem stepen~ rosta rexeniØ, udovletvorØ¸wego kraevomu uslovi¸. My budem nazyvat~ takie funkcii slegka sverhsingulØrnymi.

Na vtorom xage my primenØem k pol¸ (k fflektriqeskoæ i magnitnoæ ego sostavlØ¸wim) differencial~nyæ operator

P_x = ∂ ∂x + ik_0 sin θ_0 cos φ_0. (10)

Zametim, qto dannyæ operator obrawaet v nul~ pada¸wu¸ volnu. Rezul~tat deæstviØ operatora P_x[E, H] budem traktovat~ kak novoe fflektromagnitnoe pole. �to pole udovletvorØet uravneni- Øm Maksvella i uslovi¸ izluqeniØ. Bolee togo, moßno pokazat~, qto ffto pole slegka sverhsingulØrno.

Na tret~em xage my dokazyvaem lemmu o tom, qto l¸boe slegka sverhsingulØrnoe rexenie uravneniæ Maksvella, udovletvorØ¸wee usloviØm izluqeniØ, moßet byt~ predstavleno kak lineænaØ kombinaciØ kraevyh funkciæ Grina. Istoqniki dlØ kraevyh funkciæ Grina neizvestny, odnako oni svØzany s kofffficientom v starxem qlene asimptotiki ishodnogo polØ. Takim obrazom, funkciØ P_x[E, H] okazyvaetsØ predstavlena kak svertka kraevyh funkciæ Grina s neizvestnymi plotnostØmi istoqnikov. Dannoe predstavlenie nazovem slaboæ formuloæ raswepleniØ.

Na qetvertom xage my vyraßaem neizvestnye plotnosti istoqnikov qerez kraevye funkcii Grina. DlØ fftogo ispol~zuetsØ teorema vzaimnosti.

4. KraevaØ asimptotika polØ

KraevaØ asimptotika polØ imeet tot ße vid, qto i rexenie zadaqi Zommerfel~da o difrakcii na poluploskosti. SostavlØ- ¸waØ polØ, ime¸waØ osobennost~ na rebre, moßet byt~ razloßena v summu dvuh mod. V odnoæ iz nih parallel~no rebru fflektriqeskoe pole, a v drugoæ – magnitnoe: { E H } = { E_E H_E } + { E_H H_H } , (11)

gde polØ opredelØ¸tsØ sledu¸wimi asimptotikami pri ρ → 0:

E_E = τ

2C_E(l) √ π ρ^{1/2} sin α 2 + O(ρ), H_E = ∇ × E_E ik_0

, (12)

FORMULA RASWEPLENI˚ 253

H_H = τ

2C_H (l) √ π ρ^{1/2} cos α 2 + O(ρ), E_H = − ∇ × H_H ik_0

. (13)

Zdes~ τ – ediniqnyæ vektor, kasatel~nyæ k konturu Γ i napravlennyæ v storonu uveliqeniØ l; C_E (l) and C_H (l) – neizvestnye kofffficienty. Otmetim, qto ffti kofffficienty igra¸t vaßnu¸ rol~ v dal~neæxem izloßenii.

5. Kraevye funkcii Grina

Vvedem paru kraevyh funkciæ Grina G_E (x, y, z; ξ) i G_H (x, y, z; ξ): G_E = { E_E H_E } , G_H = { E_H H_H } . (14)

Opredelim pole G_E kak rezul~tat sledu¸wego predel~nogo perehoda. Oboznaqim priblißeniØ k E_E i H_E kak ^E_E i ^H_E . Rassmotrim neodnorodnye uravneniØ Maksvella dlØ ^E_E i ^H_E :

∇ × ^E_E − ik_0 ^H_E =0, (15)

∇ × ^H_E + ik_0 ^E_E = 4π c_0

^j, (16)

∇ · ^E_E =0, (17)

∇ · ^H_E =0, (18) gde ^j = τ π^{1/2} ϵ^{3/2} δ(l − ξ)δ(α − π)δ(ρ − ϵ), (19) t.e. ^j predstavlØet soboæ fflement fflektriqeskogo toka, raspoloßennyæ na rasstoØnii ϵ ot rebra. Sootvetstvu¸waØ toqka na rebre imeet koordinatu l = ξ (sm. Ris. 4). Zavisimost~ amplitudy toka ot ϵ vybrana takim obrazom, qtoby pole na fiksirovannom rasstoØnii ot rebra imelo koneqnyæ predel pri ϵ → 0. UravneniØ (15)–(18) rassmatriva¸tsØ sovmestno s kraevymi usloviØmi i usloviØmi izluqeniØ.

Opredelim E_E i H_E kak predely:

E_E = lim_{ϵ→0} ^E_E , H_E = lim_{ϵ→0} ^H_E . (20)

Rassmotrim kraevu¸ asimptotiku funkcii G_E. V silu togo, qto istoqnik sosredotoqen vblizi odnoæ toqki granicy, pole imeet

254 A. V. XANIN

Ris. 4. Poloßenie istoqnika dlØ kraevoæ funkcii Grina.

ves~ma sloßnu¸ strukturu vdol~ koordinaty l. �ta struktura dlØ nas ne budet predstavlØt~ interesa, pofftomu izbavimsØ ot nee, rassmotrev integral tipa svertki I(x, y, z) = ∫ h(ξ)G_E (x, y, z; ξ)dξ, gde h(ξ) – proizvol~naØ vesovaØ funkciØ, dostatoqno gladkaØ vezde i ne ravnaØ nul¸ na nebol~xom otrezke rebra.

Rassmotrim malu¸ okrestnost~ toqki rebra l = ξ. VernemsØ k predel~noæ procedure i postroim priblißenie k rexeni¸ pri malom, no koneqnom ϵ v fftoæ okrestnosti.

V maloæ okrestnosti rebra neodnorodnye uravneniØ Maksvella mogut byt~ priblißenno svedeny k dvumernomu uravneni¸ Puassona:

Δ_⊥E_τ = −h(ξ)

4π^{3/2} c_0ϵ^{3/2} δ(α − π)δ(ρ − ϵ), (21) gde Δ_⊥ – laplasian v ploskosti l = ξ.

Uravnenie (21) moßet byt~ rexeno metodom konformnyh otobraßeniæ. PrinimaØ vo vnimanie graniqnye usloviØ, nahodim: E_τ ≈ − 2h(ξ) c_0 √ π ϵ Re[log( √ κ − √ ϵ) − log( √ κ + √ ϵ)], (22)

gde κ = ρ(i sin α − cos α).

VyqislØØ vnexn¸¸ asimptotiku polØ pri ϵ → 0, poluqaem sledu¸wee predstavlenie fflektriqeskoæ sostavlØ¸weæ v I:

E = τ 4 √ πh(l) c_0 ρ^{−1/2} sin α 2 + O(ρ) pri ρ → 0. (23)

FORMULA RASWEPLENI˚ 255 Forma magnitnogo polØ moßet byt~ poluqena iz sootnoxeniØ (15).

Analogiqno stroØtsØ komponenty E_H i H_H vtoroæ kraevoæ funkcii Grina G_H . PriblißeniØ k neæ, a imenno funkcii ^E_H i

^H_H , stroØtsØ kak rexeniØ neodnorodnyh uravneniæ Gel~mgol~- ca: ∇ × ^E_H − ik_0 ^H_H = 4π c_0

^k, (24)

∇ × ^H_H + ik_0 ^E_H =0, (25)

∇ · ^E_H =0, (26)

∇ · ^H_H =0, (27) gde ^k = τ π^{1/2} ϵ^{3/2} δ(l − ξ)δ(α − π)δ(ρ − ϵ) (28) fflement “magnitnogo toka”. Vvedenie magnitnyh tokov nefiziqno, no uprowaet mnogie vykladki. Komponenty E_H i H_H predstavlØ¸t soboæ predely ^E_H i ^H_H pri ϵ → 0.

MagnitnaØ komponenta integrala I(x, y, z) = ∫ h(ξ)G_H (x, y, z; ξ)dξ, imeet kraevu¸ asimptotiku pri ρ → 0 vida H = −τ 4 √ πh(l) c_0 ρ^{−1/2} cos α 2 + O(ρ). (29)

�lektriqeskaØ komponenta opredelØetsØ iz uravneniØ (25).

6. Primenenie operatora Px k pol¸

Primenim operator P_x, zadannyæ kak (10), k polnomu pol¸. Rezul~tat budem traktovat~ kak kakoe-to novoe fflektromagnitnoe pole (oqevidno, P_x[E] budet ego fflektriqeskoæ komponentoæ, a P_x[H] – magnitnoæ). TakaØ traktovka v principe vozmoßna potomu, qto uravneniØ Maksvella invariantny po otnoxeni¸ k sdvigam (t.e. dopuska¸t differencirovanie po koordinatam).

Novoe pole, oqevidno, udovletvorØet tem ße graniqnym usloviØm, qto i staroe, a takße uslovi¸ izluqeniØ, t.e. ono ne soderßit komponent, prihodØwih iz beskoneqnosti. Ono bylo by

256 A. V. XANIN toßdestvenno ravno nul¸ v silu teoremy edinstvennosti, odnako differencirovanie po x uveliqivaet porØdok osobennosti na rebre, t.e. privodit k naruxeni¸ usloviæ Meæksnera. Fiziqeski ffto oznaqaet, qto novoe fflektromagnitnoe pole sozdaetsØ istoqnikami, raspoloßennymi vblizi rebra.

DlØ opredeleniØ amplitudy fftih istoqnikov issleduem glavnye qleny asimptotiki poluqivxihsØ funkciæ pri ρ → 0:

P_x[E_E ] = −τ

C_E(l) cos Θ(l) √ π ρ^{−1/2} sin α 2 + O(ρ), P_x[H_E ] = ∇ × P_x[E_E] ik_0 , (30)

P_x[H_H ] = τ

C_H (l) cos Θ(l) √ π ρ^{−1/2} cos α 2 + O(ρ), P_x[E_H ] = −

∇ × P_x[H_H ] ik_0 . (31) Glavnye qleny poluqennyh razloßeniæ naruxa¸t Meæksnerovskie usloviØ na krae rasseivatelØ. Kofffficienty, stoØxie v fftih qlenah, proporcional~ny sile lineænyh istoqnikov fflektriqeskogo i magnitnogo tipa, raspoloßennyh vblizi kraØ rasseivatelØ.

7.Vyvod “slaboæ” formuly raswepleniØ

Pust~ dlØ dannoæ zadaqi difrakcii verna teorema edinstvennosti, t.e. sledu¸wee utverßdenie: Esli pole (E, H) udovletvorØet odnorodnym uravneniØm Maksvella, ideal~nym graniqnym usloviØm (5) na S, uslovi¸ izluqeniØ i kraevomu uslovi¸ Meæksnera, to ono toßdestvenno ravno nul¸. My ne sobiraemsØ zdes~ dokazyvat~ fftu teoremu, odnako v prosteæxih sluqaØh (kogda oblast~ S kompaktna, odnosvØzna, a ee granica est~ dostatoqno gladkaØ krivaØ), my ne somnevaemsØ v spravedlivosti dannogo utverßdeniØ. V bolee sloßnom sluqae, a imenno, kogda Ω prinadleßit diskretnomu spektru zadaqi i imeet koneqnoe vyroßdenie, nax metod moßet byt~ modificirovan.

Sformuliruem sledu¸wu¸ Lemmu:

Lemma 1. Pust~ F = { E H }

est~ rexenie odnorodnyh uravneniæ Maksvella, udovletvorØ¸wee ideal~nym graniqnym usloviØm (5) na S, a takße uslovi¸ izluqeniØ. Pust~ F naruxaet kraevye usloviØ Meæksnera, a imenno

FORMULA RASWEPLENI˚ 257

imeet sledu¸wie asimptotiki pri ρ → 0: { E_τ H_τ } = 1 √ π ρ^{−1/2} { D_E (l) sin(α/2) D_H (l) cos(α/2) } + Meæksnerovskie qleny

(32) Togda F(x, y, z) = c_0 4π ∫ Γ {D_E (l)G_E (x, y, z; l) − D_H (l)G_H (x, y, z; l)} dl. (33) DlØ dokazatel~stva Lemmy vyqtem pravu¸ qast~ (33) iz F.

Raznost~ udovletvorØet vsem usloviØm teoremy edinstvennosti, pofftomu ona toßdestvenno ravnaØ nul¸.

Zametim, qto asimptotiki (30), (31) udovletvorØ¸t uslovi¸ Lemmy. Sledovatel~no, esli U – rexenie ishodnoæ difrakcionnoæ zadaqi, to Px[U(x, y, z)] = − c0 4π Z � cos Θ(l) {CE (l)GE(x, y, z; l) + CH (l)GH(x, y, z; l)} dl. (34)

Perepixem ffto sootnoxenie, pereædØ ot poleæ k ih diagrammam napravlennosti. DlØ kraevyh funkciæ Grina vvedem diagrammy napravlennosti f_{E,H} s pomow~¸ sledu¸wih asimptotiqeskih razloßeniæ dlØ r → ∞: E_{E,H} (r, ω; l) = 2π k_0r e^{ik0r}f_{E,H} (ω; l) + O(e^{ik0r}(k_0r)^{−2}), (35)

gde E_{E,H} – fflektriqeskaØ sostavlØ¸waØ funkcii Grina G_{E,H} . Zametim, qto operator P_x deæstvuet na diagrammu napravlennosti sledu¸wim obrazom:

f (ω, ω_0)^{Px}−→ ik_0(sin θ cos φ + sin θ_0 cos φ_0)f (ω, ω_0). (36)

ZamenØØ v (34) polØ na bol~xih rasstoØniØh ih diagrammy napravlennosti, poluqaem

ik_0(sin θ cos φ + sin θ_0 cos φ_0) f (ω, ω_0)E_0 = − c_0 4π ∫ Γ cos Θ(l) {C_E (l)f_E (ω; l) + C_H (l)f_H (ω; l)} dl,

(37)

258 A. V. XANIN

Poluqennoe vyraßenie nazovem slaboæ formoæ formuly raswepleniØ, poskol~ku ono soderßit neizvestnye kofffficienty

C_E i C_H . V sledu¸wem razdele my vyrazim ffti kofffficienty

qerez kraevye funkcii Grina. Poka lix~ zametim, qto ffti kofffficienty zavisØt ot napravleniØ padeniØ ω_0 i ot polØrizacii pada¸weæ volny.

8. Primenenie principa vzaimnosti i poluqenie “sil~noæ” formuly raswepleniØ

Sformuliruem princip vzaimnosti sledu¸wim obrazom. Pust~ (E_1, H_1) i (E_2, H_2) – dva fflektromagnitnyh polØ, udovletvorØ¸wih v trehmernom prostranstve neodnorodnym sistemam uravneniæ Maksvella:

∇ × E_{1,2} − ik_0H_{1,2} = 4π c_0 k_{1,2}, (38)

∇ × H_{1,2} + ik_0E_{1,2} = 4π c_0 j_{1,2}, (39)

∇ · E_{1,2} =0, (40)

∇ · H_{1,2} =0. (41)

Napomnim, qto k predstavlØ¸t soboæ fiktivnye magnitnye toki. Oba polØ udovletvorØ¸t uslovi¸ izluqeniØ, a takße obwim dlØ oboih poleæ graniqnym usloviØm i kraevym usloviØm Meæksnera. Togda ∫∫∫ [(j_1 · E_2 − j_2 · E_1) + (k_1 · H_2 − k_2 · H_1)] dx dy dz = 0, (42)

gde integral vyqislØetsØ po vsemu prostranstvu (ili toæ ego qasti, kotoraØ soderßit vse istoqniki).

Sootnoxenie (42) predstavlØet soboæ princip vzaimnosti. Procedura vyvoda fftogo sootnoxeniØ dostatoqno standartna. Uravnenie (38) umnoßaetsØ na H_{2,1}, uravnenie (39) – na E_{2,1}, zatem uravneniØ dlØ E i H s odinakovymi indeksami skladyva- ¸tsØ i vydelØetsØ divergentnaØ qast~ summy.

Pokaßem, kak ispol~zovat~ sootnoxenie (42) dlØ preobrazovaniØ formuly raswepleniØ (37). DlØ fftogo rassmotrim, skaßem, diagrammu napravlennosti f_E (ω_0; l) kraevoæ funkcii Grina

G_E .

FORMULA RASWEPLENI˚ 259 DannaØ diagramma moßet byt~ vyqislena kak rezul~tat sledu¸wego predel~nogo perehoda. Voz~mem istoqnik

j_1 = π^{1/2} ϵ^{3/2} δ(l − ξ)δ(ρ − ϵ)δ(α − π) vblizi kraØ rasseivatelØ i vyqislim pole E_1, proizvodimoe fftim istoqnikom, v toqke (R, ω_0) pri bol~xom R. Diagramma napravlennosti predstavlØet soboæ predel

f_E (ω_0; X) = lim_{ϵ→0,R→∞} k_0R 2π e^{−ik0R}E_1(R, ω_0). (43)

Teper~ rassmotrim pole E_2, predstavlØ¸wee soboæ rasseØnnoe pole, poluqennoe pri padenii ploskoæ volny (7). Zametim, qto plosku¸ volnu moßno zamenit~ na pole toqeqnogo istoqnika, nahodØwegosØ dostatoqno daleko ot rasseivatelØ i ime¸wego podhodØwu¸ amplitudu i polØrizaci¸. A imenno, neobhodimo vybrat~ istoqnik s amlitudoæ

j_2 = c_0R ik_0 e^{−ik0R}E_0, (44)

raspoloßennyæ v toqke (R, ω_0) pri dostatoqno bol~xom R.

Rassmotrim τ -komponentu polØ E_2, proizvodimogo fftim istoqnikom vblizi kraØ rasseivatelØ v toqke (l = ξ, ρ = ϵ, α = π). �ta komponenta ravna

(E_2)_τ =

2C_E(ξ) √ π ϵ^{1/2} + o(ϵ^{1/2}).

Primenim sootnoxenie (42) i voz~mem predel ϵ → 0, R → ∞:

C_E (l) = πc_0 ik^2_0 f_E (ω_0; l) · E_0.

PovtorØØ fftu proceduru dlØ magnitnyh tokov i magnitnogo polØ, poluqaem obwu¸ formulu (napomnim, qto kofffficienty C zavisØt ot napravleniØ padeniØ volny):

C_{E,H} (ω_0, l) = πc_0 ik^2_0 f_{E,H} (ω_0, l) · E_0. (45)

Takim obrazom, kofffficienty C_{E,H} okazalis~ vyraßeny qerez diagrammy napravlennosti kraevyh funkciæ Grina i polØrizaci¸ pada¸wego polØ.

260 A. V. XANIN

PodstavlØØ (45) v (37), poluqim sil~nu¸ formu formuly raswepleniØ:

f (ω, ω_0) = c^2_0 4k^3_0(sin θ cos φ + sin θ_0 cos φ_0) × ∫ Γ {f_E(ω; l) ⊗ f_E (ω_0; l) + f_H (ω; l) ⊗ f_H (ω_0; l)} dl. (46)

V poslednem vyraßenii ⊗ oznaqaet kronekerovskoe proizvedenie vektorov, t.e. v koordinatnom predstavlenii

f^{ij} (ω, ω_0) = c^2_0 4k^3_0(sin θ cos φ + sin θ_0 cos φ_0) × ∫ Γ { f^i_E (ω; l)f^j_E (ω_0; l) + f^i_H (ω; l)f^j_H (ω_0; l) } dl, (47) gde f^i_{E,H} – komponenty vektorov f_{E,H} v sootvetstvu¸wih koordinatah, vvedennyh v prostranstvah V(ω) i V(ω_0).

Ispol~zovanie formuly raswepleniØ moßet byt~ poleznym s dvuh toqek zreniØ. Vo-pervyh, funkcii, qerez kotorye udalos~ vyrazit~ diagrammu napravlennosti rasseivatelØ, a imenno funkcii f_{E,H} (ω; l), zavisØt ot treh skalØrnyh peremennyh θ, φ i l, v to vremØ, kak ishodnaØ diagramma napravlennosti f (ω, ω_0) zavisit ot qetyreh skalØrnyh peremennyh θ, φ, θ_0 i φ_0. �to oznaqaet, qto pri qislennom tabulirovanii dannoæ funkcii moßno sffkonomit~ vremØ i pamØt~. Vo-vtoryh, f_{E,H} (ω; l) ØvlØetsØ fiziqeski osmyslennoæ veliqinoæ, kotoraØ moßet byt~ izmerena neposredstvenno. Pri issledovanii diagrammy napravlennosti sloßnogo rasseivatelØ ffta veliqina pozvolØet vyØsnit~, kakoæ uqastok kraØ rasseivatelØ daet naibolee sil~nyæ vklad v diagrammu napravlennosti.

Rabota podderßana grantom RFFI 03-02-16889 i grantom “Nauqnye xkoly” 1575.003.02. Qast~ raboty vypolnena v hode vizita, podderßannogo Londonskim matematiqeskim obwestvom i Korolevskim obwestvom.

Avtor blagodaren professoram V. P. SmyxlØevu, V. M. Babiqu i R. V. Krasteru za soderßatel~noe obsußdenie materiala stat~i.

FORMULA RASWEPLENI˚ 261

Literatura

1. M. H. Williams, Diffraction by a finite strip. — Quart. Jl. Mech. Appl. Math., 35

(1982), 103–124.

2. P. A. Martin and G. R. Wickham, Diffraction of elastic waves by a penny-shaped

crack: analytical and numerical results. — Proc. R. Soc. Lond. A, 390 (1983), 91–129.

3. N. R. T. Biggs, D. Porter, and D. S. G. Stirling, Wave diffraction through a per-

forated breakwater. — Quart. Jl. Mech. Appl. Math., 53 (2000), 375–391.

4. N. R. T. Biggs, D. Porter, Wave diffraction through a perforated barrier of non-zero

thickness. — Quart. Jl. Mech. Appl. Math. 54 (2001), 523–547.

5. N. R. T. Biggs, and D. Porter, Wave scattering by a perforated duct. — Quart. Jl.

Mech. Appl. Math. 55 (2002), 249–272.

6. A. V. Shanin and R. V. Craster, Removing false singular points as a method of

solving ordinary differential equations. — Euro. Jl. Appl. Math., 13 (2002), 617– 639.

7. R. V. Craster, A. V. Shanin, and E. M. Doubravsky, Embedding formulae in diffrac-

tion theory. — Proc. Roy. Soc. Lond. A, 459 (2003), 2475–2496.

8. R. V. Craster and V. H. Hoang, Application of Fuchsian differential equations to

free boundary problems. — Proc. Roy. Soc. Lond. A. 453 (1998), 1241–1252.

9. A. V. Shanin, Diffraction of a plane wave by two ideal strips. — Quart. Jl. Mech.

Appl. Math., 56 (2003), 187–215.

10. A. V. Shanin, A generalization of the separation of variables method for some 2D

diffraction problems. — Wave Motion, 37 (2003), 241–256.

11. A. V. Shanin, Three theorems concerning diffraction by a strip or a slit. — Quart.

Jl. Mech. Appl. Math., 54 (2001), 107–137.

Shanin A. V. Embedding formula for an electromagnetic diffraction problem.

Embedding formulae is a powerful tool enabling one to reduce the dimension of the space of variables for a diffraction problem. Let the scatterer be finite, planar and perfectly conducting. The idea of the method is to substitute the initial problem of diffraction of a plane wave by finding an edge Green’s function, i.e. to solve a problem with a sourve located near the edge of a scatterer. Embedding formula is an integral relation connecting the solution of the initial plane wave incidence problem with the edge Green’s function. Earlier, the embedding formulae have been derived for acoustic and elasticity problems. Here we derive en embedding formula for an electromagnetic problem.

Postupilo 1 fevralØ 2005 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova