Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

L. A. Molotkov O ZATUHANII VOLN, RASPROSTRAN˚ıWIHS˚ V SMES˚H ȷIDKOSTE`

Pri issledovanii rasprostraneniØ voln v ßidkih smesØh polezno ispol~zovat~ ffffektivnye modeli. �ti modeli opisyva¸t volnovye polØ v sloistyh i bloqnyh sredah [1–3]. Nedostatok takogo podhoda sostoit v tom, qto pri issledovanii rasprostraneniØ voln ne uqityvaetsØ poglowenie. PredlagaemaØ rabota posvØwena uqetu pogloweniØ v ukazannyh modelØh. V neæ delaetsØ predpoloßenie, qto meßdu qasticami raznyh ßidkosteæ voznikaet sila treniØ, proporcional~naØ raznosti skorosteæ qastic. V rezul~tate v uravneniØ ffffektivnyh modeleæ [1–3] dobavlØ¸tsØ dopolnitel~nye qleny. Ispol~zuemyæ podhod byl ranee primenen v rabotah [5] i pozvolil vvesti zatuhanie v poristu¸ sredu Bio i v ffffektivnu¸ model~ sredy s qeredu¸wimisØ uprugimi i ßidkimi sloØmi. V nastoØweæ rabote uravneniØ ffffektivnoæ modeli vyvodØtsØ dlØ treh ßidkih smeseæ: 1) dlØ sloistoæ periodiqeskoæ sredy, v kotoroæ qeredu- ¸tsØ dva ßidkih sloØ; 2) dlØ dvumernoæ bloqnoæ periodiqeskoæ v dvuh napravleniØh sredy i 3) dlØ trehmernoæ bloqnoæ periodiqeskoæ v treh napravleniØh sredy. Analiz fftih uravneniæ pozvolØet pokazat~, kak umen~xaetsØ so vremenem polnaØ ffnergiØ volnovogo polØ v ffnergetiqeski izolirovannyh sistemah.

Tak kak sistemy uravneniæ, uqityva¸wie zatuhanie v dvumernom i trehmernom obwih sluqaØh, soderßat bol~xoe koliqestvo uravneniæ, to dlØ prostoty pri issledovanii rassmatriva¸tsØ bolee prostye sluqai, kogda v smesi soderßatsØ dve raznye ßidkosti i ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ izotropnoæ. DlØ qeredu¸wihsØ ßidkih sloev ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ transversal~no-izotropnoæ i rassmatrivaetsØ v obwem sluqae. IssledovaniØ rexeniæ uravneniæ ffffektivnyh modeleæ v

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI), granty No. 05-01-00936, 05-05-65301 i Vedomstvennoæ nauqnoæ programmy MinoobrazovaniØ No. 4733. 148

O ZATUHANII VOLN 149

ukazannyh sluqaØh pozvolØ¸t poluqit~ Øvnye vyraßeniØ dlØ kofffficientov zatuhaniØ voln v sluqae malyh kofffficientov treniØ. Pri tom ße uslovii skorosti voln v smesØh praktiqeski ne zavisØt ot kofffficienta zatuhaniØ.

Analiz vseh vyraßeniæ dlØ kofffficienta zatuhaniØ pokazyvaet, qto ffti kofffficienty proporcional~ny kvadratu raznosti plotnosteæ ßidkosteæ i ne zavisØt ot moduleæ ßidkosteæ. Iz fftogo rezul~tata, v qastnosti, sleduet, qto v ßidkosti, soderßaweæ gazovye puzyr~ki, zatuhanie okazyvaetsØ oqen~ bol~xim, tak kak plotnost~ gaza oqen~ mala i kofffficient zatuhaniØ proporcionalen kvadratu plotnosti ßidkosti. Poluqennye formuly dlØ kofffficientov zatuhaniØ opredelØ¸t takße zavisimost~ fftih kofffficientov ot otnositel~nyh razmerov ßidkih blokov ili ot otnositel~nyh tolwin ßidkih sloev. Pri issledovanii kofffficientov zatuhaniØ v ßidkih blokah rassmatriva¸tsØ dva sluqaØ, pri fftom v pervom sluqae bloki s raznymi ßidkostØmi qeredu¸tsØ vdol~ koordinatnyh oseæ, a vo vtorom sluqae vse bloki s odnoæ ßidkost~¸ okrußeny so vseh storon blokami s drugoæ ßidkost~¸. Pervyæ sluqaæ sootvetstvuet ravnomernomu raspredeleni¸ dvuh ßidkosteæ v smesi, a vo vtorom sluqae ime¸t mesto vkl¸qeniØ odnoæ ßidkosti v drugu¸ ßidkost~. V oboih sluqaØh zavisimost~ kofffficienta zatuhaniØ ot otnositel~nyh razmerov blokov moßet byt~ zamenena zavisimost~¸ ot koncentraciæ ßidkosteæ. VyraßeniØ dlØ skorosteæ rasprostraneniØ i kofffficientov zatuhaniØ mogut byt~ ispol~zovany dlØ prognozirovaniØ sostava smeseæ ßidkosteæ ili smeseæ ßidkosti i gaza. Takoe prognozirovanie, v qastnosti, moßet byt~ osuwestvleno pri issledovaniØh ukazannyh smeseæ v skvaßinah i v meßskvaßinnyh oblastØh. Ispol~zovannyæ v rabote podhod moßet byt~ primenen takße pri issledovanii smeseæ treh i bolee ßidkosteæ.

§1. Zatuhanie v sloisto-periodiqeskoæ ßidkoæ srede

Pust~ zadana ßidkaØ sreda 0 6 z 6 H, sostoØwaØ iz qeredu- ¸wihsØ ßidkih sloev 1 i 2. Sloi i(i = 1, 2) ime¸t tolwinu h_i i opisyva¸tsØ uravneniØmi − ∂p_i ∂x = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , − ∂p_i ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 , −p_i = λ_i ( ∂u_{xi} ∂x + ∂u_{zi} ∂z ) , (1.1)

150 L. A. MOLOTKOV

v kotoryh u_{xi} i u_{zi} – smeweniØ, p_i – davlenie, ρ_i – plotnost~,

λ_i = ρ_1v^2_i i v_i – skorost~ rasprostraneniØ v ßidkom sloe i. Na

vnutrennih granicah meßdu sloØmi vypolnØ¸tsØ usloviØ

p_1 = p_2, u_{z1} = u_{z2} (1.2)

nepreryvnosti, a smeweniØ u_{x1} i u_{x2} mogut imet~ razryvy. Lineænye usloviØ na vnexnih granicah i zadanie istoqnika mogut byt~ proizvol~nymi. Sreda ØvlØetsØ periodiqeskoæ s periodom

h = h_1 + h_2 i s qislom periodov n = H/h (ris. 1).

Ris. 1.

V zadannoæ srede soverxaetsØ predel~nyæ perehod pri uslo- vii n → ∞, H = const, h_i → 0, ε_1 = h_1/h = const, ε_2 = h_2/h = const .

(1.3) Podobnyæ predel~nyæ perehod vypolnØetsØ v rabotah [2, 6]. V rezul~tate predel~nogo perehoda volnovoe pole opisyvaetsØ uravneniØmi − ∂p ∂x = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u_z ∂t^2 , −p = λ ( ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x + ∂u_z ∂z ) , (1.4)

O ZATUHANII VOLN 151

v kotoryh

ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2, λ = λ_1λ_2 ε_1λ_2 + ε_2λ_1

, p = p_1 = p_2. (1.5)

V uravneniØh (1.4) smeweniØ u_{x1} i u_{x2} okazyva¸tsØ raznymi i v otliqie ot [7] ne osrednØ¸tsØ. PredpolagaetsØ, qto meßdu qasticami pervogo i vtorogo sloev voznikaet sila treniØ, proporcional~naØ raznosti skorosteæ smeweniæ vdol~ osi x b ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t ) , pri fftom b > 0 – kofffficient treniØ. �ti sily treniØ sohranØ¸tsØ posle predel~nogo perehoda i ih sleduet uqityvat~ v pervyh dvuh uravneniØh (1.4), vyraßa¸wih ravenstva sil, deæstvu¸wih vdol~ osi x. V rezul~tate uravneniØ (1.4) zamenØtsØ na uravneniØ − ∂p ∂x = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 + b ε_1 ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t ) , − ∂p ∂x = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 + b ε_2 ( ∂u_{x2} ∂t − ∂u_{x1} ∂t ) , − ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u_z ∂t^2 , −p = λ ( ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x + ∂u_z ∂z ) . (1.6)

Dopolnitel~nye deliteli ε_1 i ε_2 v pervyh dvuh uravneniØh (1.6) svØzany s tem, qto sily treniØ raspredeleny po sloØm.

UravneniØ (1.6) opisyva¸t volnovye polØ, ispytyva¸wie zatuhanie so vremenem. Qtoby issledovat~ ffto zatuhanie, pomnoßim pervoe, vtoroe i tret~e uravneniØ sootvetstvenno na

ε_1 ∂u_{x1} ∂t , ε_2 ∂u_{x2} ∂t , ∂u_z ∂t , (1.7)

provedem v nih prostye preobrazovaniØ i sloßim poqlenno. V rezul~tate pridem k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t + b ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t )_2

, (1.8) gde p_x = −p ( ε_1 ∂u_{x1} ∂t + ε_2 ∂u_{x2} ∂t ) , (1.9)

152 L. A. MOLOTKOV p_z = −p ∂u_z ∂t – potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x i z,

W_k = 1 2 [ ε_1ρ_1 ( ∂u_{x1} ∂t )_2

+ ε_2ρ_2 ( ∂u_{x2} ∂t )_2

+ ρ_{12} ( ∂u_z ∂t )_2]

(1.10)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii, ∂W_p ∂t = −p ( ε_1

∂^2u_{x1} ∂t∂x + ε_2

∂^2u_{x2} ∂t∂x + ∂^2u_z ∂t∂z ) (1.11)

– skorost~ izmeneniØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Ispol~zuØ qetvertoe uravnenie (1.6), pridem k sootnoxeniØm

W_p = λ 2 ( ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x + ∂u_z ∂z )_2 = p^2 2λ . (1.12)

Iz formul (1.8)–(1.12) sleduet, qto v rassmatrivaemoæ srede imeet mesto zatuhanie. V samom dele, esli prenebreq~ potokami ffnergii, to iz sootnoxeniØ (1.8) sleduet ravenstvo

W_x(t) + W_p(t) = W_k(0) + W_p(0) − b t∫ 0 ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t )_2 dt, (1.13)

pokazyva¸wee, qto plotnost~ polnoæ ffnergii ubyvaet v kaßdoæ toqke sredy. Esli rassmotret~ vs¸ sredu s ob¨emom v i sqitat~ ee ffnergetiqeski izolirovannoæ, to ee polnaØ ffnergiØ

W (t) = ∫∫∫ v [W_k(t) + W_p(t)]dv (1.14)

vyraßaetsØ formuloæ

W (t) = W (0) − b t∫ 0 dt ∫∫∫ v ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x2} ∂t )_2

dv. (1.15)

Iz ravenstva (2.8) sleduet, qto polnaØ ffnergiØ ffnergetiqeski izolirovannoæ sredy monotonno umen~xaetsØ so vremenem.

O ZATUHANII VOLN 153

Rexenie uravneniæ (1.6) budem iskat~ v vide ravenstv u_{xi} = 1_∫ 0 sin kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1 ( U^+_{xi}e^{kzα} + U �_{xi}e�^{kzα} ) e^{ktη}dη (i = 1, 2),

u_z =

1_∫ 0 cos kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1 ( U^+_z e^{kzα} + U �_z e�^{kzα} ) e^{ktη}dη,

−p = 1_∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{(P} +e^{kzα} + P �e�^{kzα})e^{etη}dη. (1.16) Funkcii U^+_{x1}, U^+_{x2}, U^+_z i P^+, vhodØwie v uravneniØ (1.16), udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ

kε_1P^+ =kε_1ρ_1η^2U^+_{x1} + bηU^+_{x1} − bηU^+_{x2},

kε_2P^+ =kε_2ρ_2η^2U^+_{x2} + bηU^+_{x2} − bηU^+_{x1},

αP^+ =ρ_{12}η^2U^+_z ,

λ�1_P +_{= − ε1U} +_{x1 − ε2U} +_{x2 + αU} +_{z . (1.17)}

Sistema uravneniæ (1.17) imeet nenulevoe rexenie pri uslovii | | | | | | kε_1 kρ_1ε_1η^2 + bη −bη 0 kε_2 −bη kρ_2ε_2η^2 + bη 0

α 0 0 ρ_{12}η^2 λ�1_{−ε1 −ε2 α}

| | | | | | = 0. (1.18)

Ravenstvo (1.18) opredelØet vyraßenie dlØ α^2

α^2 = ρ_{12}η^2

| | | kε_1 kε_1ρ_1η^2 + bη −bη kε_2 −bη kε_2ρ_2η^2 + bη λ�1_{−ε1 −ε2} | | | | | kε^1ρ^1η^2 + bη −bη −bη kε_2ρ_2η^2 + bη | | . (1.19)

Posle vyqisleniØ opredeliteleæ ravenstvo (1.19) zamenØetsØ sootnoxeniem

α^2 = ρ_{12} ε_1ρ_2 + ε_2ρ_1 + λ�^1ρ_1ρ_2η^2 +^b_{ε1ε2kη} (1 + λ�^1ρ_{12}η^2)

ρ_1ρ_2 +^{bρ12}_{ε1ε2kη}

. (1.20)

154 L. A. MOLOTKOV

V ravenstve (1.20) qleny, soderßawie kofffficient treniØ b, opredelØ¸t popravki v volnovom pole na trenie meßdu sloØmi i ne vhodØt vyraßeniØ dlØ skorosteæ voln √ λ ( ε_1 ρ_1 + ε_2 ρ_2 ) , √ λ ρ_{12}

(1.21)

vdol~ oseæ x i z. �ti skorosti okazyva¸tsØ raznymi, tak kak ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ transversal~no-izotropnoæ.

DlØ opredeleniØ kofffficienta zatuhaniØ volny vyØsnim raspoloßenie toqek vetvleniØ harakteristiqeskoæ funkcii α(η). V sluqae otsutstviØ treniØ meßdu sloØmi toqki vetvleniØ vyraßa¸tsØ formulami η = ±i √ λ ( ε_1 ρ_1 + ε_2 ρ_2 ) , (1.22)

vyteka¸wimi iz ravenstva (1.20). Esli ße uqityvat~ trenie meßdu sloØmi, to toqki vetvleniØ funkcii α(η) opredelØ¸tsØ uravneniem

η^2 = −λ ( ε_1 ρ_1 + ε_2 ρ_2 ) − b kηε_1ε_2 (λ + ρ_{12}η^2) (1.23)

i formuloæ

η = −bρ_{12}/(kε_1ε_2ρ_1ρ_2). (1.24)

OstanovimsØ na issledovanii toqek vetvleniØ, opredelØemyh uravneniem (1.23). Predpoloßim, qto kofffficient treniØ b ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ i podstavim vyraßenie (1.22) v pravu¸ qast~ ravenstva (1.23). Posle rØda fflementarnyh preobrazovaniæ prihodim k vyraßeniØm η = ±i √ λ ( ε_1 ρ_1 + ε_2 ρ_2 ) − b(ρ_1 − ρ_2)^2 2kρ_1ρ_2ρ_{12}

, (1.25)

iz kotoryh sleduet, qto toqki vetvleniØ smewa¸tsØ v levu¸ poluploskost~. Takoe smewenie sootvetstvuet zatuhani¸, kotoroe opredelØetsØ kofffficientom zatuhaniØ

– =^{b(ρ1 − ρ2)2}

2kρ_1ρ_2ρ_{12}

. (1.26)

O ZATUHANII VOLN 155

V sluqae, kogda plotnosti v oboih sloØh ravny (ρ_1 = ρ_2), kofffficient zatuhaniØ (1.26) obrawaetsØ v nul~. V fftom sluqae ravenstvo (1.20) perehodit v sootnoxenie

α^2 = 1 + ρη^2 λ . (1.27)

Soglasno formule (1.27), ffffektivnaØ model~ pri uslovii ρ_1 =

ρ_2 ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸ i zatuhanie v neæ otsutstvu-

et. V zakl¸qenie otmetim, qto toqka vetvleniØ (1.24), raspoloßennaØ na otricatel~noæ qasti vewestvennoæ osi, ne svØzana s rasprostraneniem voln, tak kak sootvetstvuet nulevoæ skorosti i opredelØet zatuhanie pri ρ_1 ≠ ρ_2 v kaßdoæ toqke.

§2. Zatuhanie v dvumernoæ bloqnoæ ßidkoæ srede

Pust~ zadana dvumernaØ periodiqeskaØ vdol~ oseæ x i z bloqnaØ ßidkaØ sreda 0 6 x 6 H, 0 6 z 6 H̃, v kotoroæ v napravleniØh x i z raspoloßeno n i ñ periodov s dlinami h i h̃. Sreda razdelØetsØ na nñ odinakovyh prØmougol~nyh Øqeek s razmerami h i h̃. KaßdaØ Øqeæka sostoit iz 4 odnorodnyh izotropnyh ßidkih blokov 1, 2, 3, 4 (ris. 2). Razmery pervogo, vtorogo, tret~ego i qetvertogo blokov vyraßa¸tsØ ravenstvami

h_1 = hε_1, h̃_1 = h̃ε̃_1,

h_2 = hε_2, h̃_1 = h̃ε̃_1,

h_1 = hε_1, h̃_2 = h̃ε̃_2,

h_2 = hε_2, h̃_2 = hε̃_2. (2.1)

Ris. 2

156 L. A. MOLOTKOV

Blok s nomerom i(i = 1, 2, 3, 4) harakterizuetsØ plotnost~¸ ρ_i, skorost~¸ rasprostraneniØ volny v_i, modulem λ_i = ρ_iv^2_i i opisyvaetsØ uravneniØmi (1.1). Na vnutrennih granicah, parallel~- nyh osi x, vypolnØ¸tsØ usloviØ

p_1 = p_3, u_{z1} = u_{z3}, p_2 = p_4, u_{z2} = u_{z4}. (2.2)

Na granicah meßdu ßidkostØmi 1 i 3, a takße meßdu ßidkostØmi 2 i 4 voznika¸t sily treniØ

b_{13} ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x3} ∂t ) , b_{24} ( ∂u_{x2} ∂t − ∂u_{x4} ∂t ) , (2.3)

gde b_{13} i b_{24} – kofffficienty treniØ na granicah meßdu blokami 1 i 3 i meßdu blokami 2 i 4. Na vnutrennih granicah, parallel~nyh osi z, vypolnØ¸tsØ usloviØ

p_1 = p_2, u_{x1} = x_{x2}, p_3 = p_4, u_{x3} = u_{x4}. (2.4)

Meßdu ßidkostØmi 1 i 2, a takße meßdu ßidkostØmi 3 i 4 obrazu¸tsØ sily treniØ

b_{12} ( ∂u_{z1} ∂t − ∂u_{z2} ∂t ) , b_{34} ( ∂u_{z3} ∂t − ∂u_{z4} ∂t ) , (2.5)

pri fftom b_{12} i b_{34} – kofffficienty treniØ na granicah meßdu blokami 1 i 2 i blokami 3 i 4. Lineænye kraevye usloviØ na vnexnih granicah, a takße harakter i raspoloßenie istoqnikov, vozbußda¸wih sredu, ØvlØ¸tsØ nesuwestvennymi.

DlØ postroeniØ ffffektivnoæ modeli soverxim predel~nyæ perehod v volnovom pole pri usloviØh

n → ∞, ñ → ∞, h_1 → 0, h̃_1 → 0, h_2 → 0, h̃_2 → 0,

H = const, H̃ = const, ε_1 = const, ε_2 = const, ε̃_1 = const, ε̃_2 = const

(2.6)

i vyØsnim, kakim uravneniØm udovletvorØ¸t predel~noe volnovoe pole. �ti uravneniØ budut opisyvat~ ffffektivnu¸ model~, uqityva¸wu¸ osrednenie zadannoæ bloqnoæ sredy. �to osrednenie provedem sperva vdol~ koordinaty z, a zatem vdol~ koordinaty x, pri fftom budem ispol~zovat~ rezul~taty osredneniØ §1. Posle osredneniØ blokov 1 i 3 vdol~ koordinaty z poluqim

O ZATUHANII VOLN 157

uravneniØ

− ∂p^{(13)} ∂x = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 + b_{13} ε̃_1 ( ∂u_{x1} ∂t − ∂u_{x3} ∂t ) , − ∂p^{(13)} ∂x = ρ_3

∂^2u_{x3} ∂t^2 + b_{13} ε̃_2 ( ∂u_{x3} ∂t − ∂u_{x1} ∂t ) , − ∂p^{(13)} ∂z = ρ_{13}

∂^2u^{(13)}z ∂t^2 , −p^{(13)} = λ_{13} ( ε̃_1 ∂u_{x1} ∂x + ε̃_2 ∂u_{x3} ∂x + ∂u^{(13)}z ∂z ) , (2.7) gde ρ_{13} = ρ_1ε̃_1 + ρ_3ε̃_2, λ_{13} = λ_1λ_3 ε̃_1λ_3 + ε̃_2λ_1

. (2.8)

Osrednenie blokov 2 i 4 privodit k uravneniØm

− ∂p^{(24)} ∂x = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 + b_{24} ε̃_1 ( ∂u_{x2} ∂t − ∂u_{x4} ∂t ) , − ∂p^{(24)} ∂x = ρ_4

∂^2u_{x4} ∂t^2 + b_{24} ε̃_2 ( ∂u_{x4} ∂t − ∂u_{x2} ∂t ) , − ∂p^{(24)} ∂z = ρ_{24}

∂^2u^{(24)}_z ∂t^2 , −p^{(24)} = λ_{24} ( ε̃_1 ∂u_{x2} ∂x + ε̃_2 ∂u_{x4} ∂x + ∂u^{(24)}_z ∂z ) , (2.9) gde ρ_{24} = ρ_2ε̃_1 + ρ_4ε̃_2, λ_{24} = λ_2λ_4 ε̃_1λ_4 + ε̃_2λ_2

. (2.10)

Poluqennye ravenstva (2.7) i (2.9) analogiqny uravneniØm (1.6).

V rezul~tate vtorogo osredneniØ, provodimogo vdol~ osi x,

158 L. A. MOLOTKOV

prihodim k uravneniØm − ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(12)}_x ∂t^2 + b_x ε̃_1 ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t ) , − ∂p ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(34)}x ∂t^2 + b_x ε̃_2 ( ∂u^{(34)}x ∂t − ∂u^{(12)}x ∂t ) , − ∂p ∂z = ρ_{13}

∂^2u^{(13)}_z ∂t^2 + b_z ε_1 ( ∂u^{(13)}_z ∂t − ∂u^{(24)}_z ∂t ) , − ∂p ∂z = ρ_{24}

∂u^{(24)}z ∂t^2 + b_z ε_2 ( ∂u^{(24)}z ∂t − ∂u^{(13)}z ∂t ) , −p = λ ( ε̃_1

∂u^{(12)}_x ∂x + ε̃_2

∂u^{(34)}_x ∂x + ε_1

∂u^{(13)}_z ∂z + ε_2

∂u^{(24)}_z ∂z ) , (2.11) gde ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2, ρ_{34} = ρ_3ε_1 + ρ_4ε_2, b_x = b_{13}ε_1 + b_{24}ε_2, b_z = b_{12}ε̃_1 + b_{34}ε̃_2, λ = λ_{13}λ_{24} ε_1λ_{24} + ε_2λ_{13} = ( ε_1ε̃_1 λ_1 + ε_2ε̃_1 λ_2 + ε_1ε̃_2 λ_3 + ε_2ε̃_2 λ_4 )�1_. (2.12)

UravneniØ (2.11) mogut byt~ takße poluqeny v sluqae pervogo osredneniØ vdol~ osi x i vtorogo osredneniØ vdol~ osi z. Takim obrazom, uravneniØ (2.11) ne zavisØt ot posledovatel~nosti osredneniæ. UravneniØ (2.11) opisyva¸t dvumernu¸ dvuhfaznu¸ anizotropnu¸ vØzku¸ ßidkost~. Odna iz faz opredelØetsØ smeweniØmi u^{(12)}x , u^{(13)}z , a drugaØ – smeweniØmi u^{(34)}x , u^{(24)}z . DavleniØ v obeih fazah odinakovye. Bez uqeta vØzkosti ffta model~ byla poluqena v rabote [7], v kotoroæ ee obe fazy byli osredneny v odnu fazu. Odnako takoe sokrawenie faz vozmoßno tol~ko pri otsutstvii zatuhaniØ.

Qtoby issledovat~ zatuhanie v poluqennoæ modeli pomnoßim pervoe, vtoroe, tret~e i qetvertoe uravneniØ (2.11) sootvetstvenno na

ε̃_1

∂u^{(12)}x ∂t , ε̃_2 ∂u^{(34)}x ∂t , ε_1 ∂u^{(13)}z ∂t , ε_2 ∂u^{(24)}z ∂t , (2.13)

O ZATUHANII VOLN 159

sloßim poqlenno poluqennye uravneniØ i posle prostyh preobrazovaniæ pridem k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t +b_x ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t )_2 +b_z ( ∂u^{(13)}_z ∂t − ∂u^{(24)}_z ∂t )_2 . (2.14) V uravnenii (2.14) p_x = −p ( ε̃_1

∂u^{(12)}_x ∂t + ε̃_2

∂u^{(34)}_x ∂t ) , p_z = −p ( ε_1

∂u^{(13)}_z ∂t + ε_2

∂u^{(24)}_z ∂t ) (2.15)

– potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x i z,

W_k = 1 2 [ ε̃_1ρ_{12} ( ∂u^{(12)}_x ∂t )_2

+ ε̃_2ρ_{34} ( ∂u^{(34)}_x ∂t )_2

+ε_1ρ_{13} ( ∂u^{(13)}_z ∂t )_2

+ ε_2ρ_{24} ( ∂u^{(24)}_z ∂t )_2] (2.16)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = −p ( ε̃_1

∂^2u^{(12)}_x ∂t∂x + ε̃_2

∂^2u^{(34)}_x ∂t∂x + ε_1

∂^2u^{(13)}_z ∂t∂z + ε_2

∂^2u^{(24)}_z ∂t∂z ) (2.17)

– skorost~ izmeneniØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Ispol~zuØ pØtoe uravnenie (2.11), pridem k sootnoxeniØm

W_p = λ 2 ( ε̃_1

∂u^{(12)}_x ∂x + ε̃_2

∂u^{(34)}_x ∂x + ε_1

∂u^{(13)}_z ∂z + ε_2

∂u^{(24)}_z ∂z )_2 = p^2 2λ (2.18)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Iz formul (2.14)–(2.18) sleduet, qto v rassmatrivaemoæ srede imeet mesto zatuhanie. Esli ne uqityvat~ potoki ffnergii, to iz sootnoxeniØ (2.14) poluqim ravenstvo

W_k(t) + W_p(t) = W_k(0) + W_p(0) − b_x t∫ 0 ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t )_2 dt

−b_z t∫ 0 ( ∂u^{(13)}_z ∂t − ∂u^{(24)}_z ∂t )_2

dt, (2.19)

160 L. A. MOLOTKOV

iz kotorogo sleduet, qto plotnost~ polnoæ ffnergii ubyvaet v kaßdoæ toqke sredy. V ffnergetiqeski izolirovannoæ srede s ob¨- emom v polnaØ ffnergiØ vyraßaetsØ formulami

W (t) = W (0) − b_x t∫ 0 dt ∫∫ v ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t )_2 dv

−b_z t∫ 0 dt ∫∫ v ( ∂u^{(13)}_z ∂t − ∂u^{(24)}_z ∂t ) dv (2.20)

i monotonno umen~xaetsØ so vremenem.

§3. Issledovanie qastnyh sluqaev dvumernoæ bloqnoæ ßidkoæ sredy 1. V rassmatrivaemoæ dvumernoæ bloqnoæ ßidkoæ srede sdelaem rØd predpoloßeniæ

ε_1 = ε̃_1, ε_2 = ε̃_2, ρ_1 = ρ_4, ρ_2 = ρ_3, ρ_{12} = ρ_{13}, ρ_{24} = ρ_{34}, λ_1 = λ_4, λ_2 = λ_3, b_x = b_z = b. (3.1)

Pri fftih predpoloßeniØh ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ uravneniØmi − ∂p dx = ρ_{12}

∂^2u^{(12)}x ∂t^2 + b ε_1 ( ∂u^{(12)}x ∂t − ∂u^{(34)}x ∂t ) , − ∂p ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(34)}_x ∂t^2 + b ε_2 ( ∂u^{(34)}_x ∂t − ∂u^{(12)}_x ∂t ) , − ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u^{(13)}z ∂t^2 + b ε_1 ( ∂u^{(13)}z ∂t − ∂u^{(24)}z ∂t ) , − ∂p ∂z = ρ_{34}

∂^2u^{(24)}_z ∂t^2 + b ε_2 ( ∂u^{(24)}_z ∂t − ∂u^{(13)}_z ∂t ) , −p = λ [ ε_1 ( ∂u^{(12)}x ∂x + ∂u^{(13)}z ∂z ) + ε_2 ( ∂u^{(34)}x ∂x + ∂u^{(24)}z ∂z )] . (3.2)

O ZATUHANII VOLN 161

RexeniØ uravneniæ (3.2) predstavlØ¸tsØ ravenstvami

u^{(i)}_x =

1_∫ 0 sin kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{(U} (i)+ x e^{kzα} + U^{(i)}�_x e�^{kzα})e^{ktη}dη (i = 12, 34),

u^{(j)}_z =

1_∫ 0 cos kxdk 2πi σ+i1_∫ σ+i1^{(U} (j)+ z e^{kzα} + U^{(j)}_z e�^{kzα})e^{ktη}dη, (j = 13, 24),

−p = 1_∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i1_∫ σ�i1^{(P} +e^{kzα} + P �e�^{kzα})e^{ktη}dη. (3.3)

Funkcii U^{(12)+}x , U^{(34)+}x , U^{(13)+}z , U^{(24)+}z i P^+, vhodØwie v ravenstva (3.3), udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ

P^+ = ( ρ_{12}η^2 + bη kε_1 ) U^{(12)+} x − bη kε_1 U^{(34)+} x , P^+ = − bη kε_2 U^{(12)+} x + ( ρ_{34}η^2 + bη kε_2 ) U^{(34)+} x , −αP^+ = ( ρ_{12}η^2 + bη kε_1 ) U^{(13)+} z − bη kε_1 U^{(24)+} z , −αP^+ = − bη kε_2 U^{(13)+} z + ( ρ_{34}η^2 + bη kε_2 ) U^{(24)+} z , −λ�1_P +_{= ε1U} (12)+_{x + ε2U} (34)+_{x + ε1αU} (13)+_{z + ε2αU} (24)+_{z .}

(3.4)

Sistema uravneniæ (3.4) imeet nenulevoe rexenie pri uslovii fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

�ε1 ε1ρ12η^2 +^{bη}_k �^{bη}_k 0 0 �ε2 �^{bη}_k ε2ρ34η^2 +^{bη}_k 0 0

ε_1α 0 0 ε_1ρ_{12}η^2 +^{bη}_k �^{bη}_k ε_2α 0 0 �^{bn}_k ε_2ρ_{34}η^2 +^{bη}_k λ�1_{ε1 ε2 αε1 αε2}

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi = 0. (3.5)

Ravenstvo (3.5) opredelØet harakteristiqesku¸ funkci¸ α. Pri ispol~zovanii svoæstv opredeliteleæ prihodim k raven-

162 L. A. MOLOTKOV

stvam

α^2 =

| | | kε_1 kε_1ρ_{12}η^2 + bη −bη kε_2 −bη kε_2ρ_{34}η^2 + bη −λ�1_{ε1 ε2} | | | | | | kε_1 kε_1ρ_{12}η^2 + bη −bη kε_2 −bη kε_2ρ_{34}η^2 + bη 0 ε_1 ε_2

| | | =

= 1 + η^2 λ

| | kηε^1ρ^{12} + b −b −b kηε_2ρ_{34} + b | | | | | kε_1 kε_1ρ_{12}η^2 + bη −bη kε_2 −bη kε_2ρ_{34}η^2 + bη 0 −ε_1 −ε_2

| | | (3.6)

Posle vyqisleniØ opredeliteleæ ravenstva (3.6) zamenØ¸tsØ sootnoxeniem α = √ 1 + η^2 λ kε_1ε_2ρ_{12}ρ_{34}η + b(ε_1ρ_{12} + ε_2ρ_{34}) kηε_1ε_2(ε_1ρ_{34} + ε_2ρ_{12}) + b

. (3.7)

Iz ravenstva (3.7) sleduet, qto ffffektivnaØ model~ pri predpoloßeniØh (3.1) ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸ s zatuhaniem i skorost~¸ rasprostraneniØ v = √ λ(ε_1ρ_{34} + ε_2ρ_{12})

ρ_{12}ρ_{34}

, (3.8)

kotoraØ sootvetstvuet rezul~tatam raboty [7].

Qtoby zapisat~ vyraßenie dlØ kofffficienta zatuhaniØ neobhodimo predvaritel~no naæti toqki vetvleniØ radikala (3.7), kotorye opredelØ¸tsØ ravenstvami

η^2 = −λ kηε_1ε_2(ε_1ρ_{34} + ε_2ρ_{12}) + b kηε_1ε_2ρ_{12}ρ_{34} + b(ε_1ρ_{12} + ε_2ρ_{34}) (3.9)

i formuloæ η = −b ε_1 ρ_{12} + ε_2ρ_{34} kηε_1ε_2ρ_{12}ρ_{34}

. (3.10)

Toqka vetvleniØ (3.10) podobna toqke vetvleniØ (1.24), ne svØzana s rasprostraneniem voln i opredelØet zatuhanie v kaßdoæ toqke sredy. Iz ravenstva (3.9) sledu¸t sootnoxeniØ η = ±i √ λ ρ_{34}ε_1 + ρ_{12}ε_2 ρ_{12}ρ_{34} − b(ε_1 − ε_2)^2(ρ_1 − ρ_2)^2 2kρ_{12}ρ_{34}(ε_1ρ_{34} + ε_2ρ_{12})

, (3.11)

O ZATUHANII VOLN 163

opredelØ¸wie toqki vetvleniØ pri malyh b. V sluqae otsutstviØ zatuhaniØ toqki vetvleniØ leßat na mnimoæ osi i ih poloßenie opredelØet skorost~ volny (3.8). Vtoroe slagaemoe opisyvaet smewenie toqek vetvleniØ v levu¸ poluploskost~ pri uqete zatuhaniØ v lineænom priblißenii. Kofffficient zatuhaniØ vyraßaetsØ formuloæ

– =^{b(ε1 − ε2)2(ρ1 − ρ2)2}

2kρ_{12}ρ_{34}(ε_1ρ_{34} + ε_2ρ_{12}) (3.12)

i obrawaetsØ v nul~ v dvuh sluqaØh, kogda ρ_1 = ρ_2 = ρ ili kogda ε_1 = ε_2 = 0.5. Pri ρ_1 = ρ_2 vØzkoe trenie otsutstvuet i harakteristiqeskaØ funkciØ (3.7) predstavlØetsØ ravenstvom

α = √ 1 + ρη^2 λ . (3.13)

Esli vypolnØetsØ uslovie ε_1 = ε_2 = 0.5, to osrednennye plotnosti vdol~ oseæ x i z okazyva¸tsØ odinakovymi (ρ_{12} = ρ_{34} =

0.5(ρ_1 + ρ_2) i pofftomu vØzkoe trenie ne voznikaet. Harakteristi-

qeskaØ funkciØ pri fftom uslovii vyraßaetsØ formuloæ

α = √ 1 + (ρ_1 + ρ_2)η^2 2λ . (3.14)

Oba vyraßeniØ (3.13) i (3.14) sootvetstvu¸t ideal~nym ßidkostØm.

2. Sdelaem rØd predpoloßeniæ

ε_1 = ε̃_1, ε_2 = ε̃_2, ρ_2 = ρ_3 = ρ_4, ρ_{12} = ρ_{13}, λ_2 = λ_3 = λ_4,

b_{12} = b_{13} = b, b_{24} = b_{34} = 0. (3.15)

Pri fftih predpoloßeniØh ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ

164 L. A. MOLOTKOV

uravneniØmi − ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(12)}x ∂t^2 + b ( ∂u^{(12)}x ∂t − ∂u^{(34)}x ∂t ) , −ε_2 ∂p ∂x = ε_2ρ_2

∂^2u^{(34)}_x ∂t^2 + ε_1b ( ∂u^{(34)}_x ∂t − ∂u^{(12)}_x ∂t ) , − ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u^{(13)}z ∂t^2 + b ( ∂u^{(13)}z ∂t − ∂u^{(24)}z ∂t ) , −ε_2 ∂p ∂z = ε_2ρ_2

∂^2u^{(24)}_z ∂t^2 + ε_1b ( ∂u^{(24)}_z ∂t − ∂u^{(13)}_z ∂t ) , −p = [ ε_1

∂u^{(12)}x ∂x + ε_2

∂u^{(34)}x ∂x + ε_1

∂u^{(13)}z ∂z + ε_2

∂u^{(24)}z ∂z ] . (3.16)

RexeniØ uravneniæ (3.16) predstavlØ¸tsØ ravenstvami (3.3), i posle podstanovki (3.3) v (3.16) prihodim k sisteme uravneniæ

P^+ = ( ρ_{12}η^2 + bη k ) U^{(12)+} x − bη k U^{(34)+} x , ε_1P^+ = − ε_1bη k U^{(12)+} x + ( ε_2ρ_2η^2 + ε_1bη k ) U^{(34)+} x , −αP^+ = ( ρ_{12}η^2 + bη k ) U^{(13)+} z − bη k U^{(24)+} z , −ε_2αP^+ = − ε_1 bη k U^{(13)+} z + ( ε_2ρ_2η^2 + ε_1bη k ) U^{(24)+} z , −P^+λ�^1 =ε_1U^{(12)+}_x + ε_2U^{(34)+}_x + ε_1αU^{(13)+}_z + ε_2αU^{(24)+}_z .

(3.17)

Sistema (3.17) imeet nenulevoe rexenie pri uslovii | | | | |

−1 ρ_{12}η^2 +^{bη}_k −^{bη}_k 0 0 −ε_1 −ε_1^{bη}_k ε_2ρ_2η^2 + ε_1^{bη}_k 0 0 α 0 0 ρ_{12}η^2 +^{bη}_k −^{bη}_k αε_2 0 0 −ε_1^{bη}_k ε_2ρ_2η^2 + ε_1^{bη}_k λ�1_{ε1 ε2 αε1 αε2}

| | | | | = 0.

(3.18) Ravenstvo (3.18) opredelØet harakteristiqesku¸ funkci¸ α.

O ZATUHANII VOLN 165

Ispol~zuØ svoæstva opredeliteleæ, prihodim k ravenstvam

α^2 =

| | | k kρ_{12}η^2 + bη −bη kε_2 −ε_1bη kε_2ρ_2 η^2 + ε_1bη λ�1_{−ε1 −ε2} | | | | | | k kρ_{12}η^2 + bη −bη kε_2 −ε_1bη kε_2ρ_2 η^2 + ε_1bη 0 −ε_1 −ε_2

| | | =

= 1 + η^2 λ

| | kηρ^{12} + b −b −ε_1b kηε_2ρ_2 + bε_1 | | | | | k kρ_{12}η^2 + bη −bη kε_2 −ε_1bη kε_2ρ_2η^2 + ε_1bη 0 −ε_1 −ε_2

| | | . (3.19)

Posle vyqisleniØ opredeliteleæ ravenstva (3.19) zamenØ¸tsØ na sootnoxenie α = √ 1 + η^2 λ ε_2ρ_2ρ_{12}kη + b(ε_1ρ_{12} + ε_2ρ_2) ε_2(ε_1ρ_2 + ε_2ρ_{12})kη + b

. (3.20)

Iz ravenstva (3.20) sleduet, qto ffffektivnaØ model~ pri predpoloßeniØh (3.15) ØvlØetsØ izotropnoæ ßidkost~¸, v kotoroæ imeet mesto zatuhanie i skorost~ volny vyraßaetsØ formuloæ v = √ λ(ε_1ρ_2 + ε_2ρ_{12})

ρ_2ρ_{12}

, (3.21)

sovpada¸weæ s ravenstvom (4.14) raboty [7].

DlØ vyvoda vyraßeniØ kofffficienta zatuhaniØ naædem toqki vetvleniØ radikala (3.20)

η^2 = −λ ε_2(ε_1 ρ_2 + ε_2ρ_{12})kη + b ε_2ρ_2ρ_{12}kη + b(ε_1ρ_{12} + ε_2ρ_2)

, (3.22) η = − b ε_2k(ε_1ρ_2 + ε_2ρ_{12})

. (3.23)

Toqka vetvleniØ (3.23), kak i toqki (1.24) i (3.9), ne svØzana s rasprostraneniem voln. Iz ravenstva (3.22) sleduet sootnoxe- nie η = ±i √ λ(ε_1ρ_2 + ε_2ρ_{12}) ρ_2ρ_{12} − bε^3_1(ρ_1 − ρ_2)^2 2kρ_2ρ_{12}(ε_1ρ_2 + ρ_{12}ε_2)

, (3.24)

166 L. A. MOLOTKOV

spravedlivoe pri malyh b. MnimaØ qast~ vyraßeniØ (3.24) opredelØet skorost~ rasprostraneniØ (3.21), a pravaØ qast~ – kofffficient zatuhaniØ

– =^{bε31(ρ1 − ρ2)2}

2kρ_2ρ_{12}(ε_1 ρ_2 + ρ_{12}ε_2)

. (3.25)

Kofffficient zatuhaniØ obrawaetsØ v nul~ v sluqae, kogda plotnosti odinakovy (ρ_1 = ρ_2 = ρ) ili kogda razmery bloka 1 ravny 0. Esli ρ_1 = ρ_2, to zatuhanie v ffffektivnoæ modeli otsutstvuet, α = √ 1 + ρη^2 λ (3.26)

i ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ ideal~noæ ßidkost~¸.

§4. Zatuhanie v trehmernoæ bloqnoæ ßidkoæ srede

Rassmotrim trehmernu¸ periodiqesku¸ v treh napravleniØh bloqnu¸ ßidku¸ sredu. PodobnaØ sreda byla zadana v §1 raboty [7] i otliqaetsØ ot ukazannoæ sredy tol~ko naliqiem treniØ na granicah meßdu blokami. VsØ sreda vdol~ oseæ x, y, z imeet razmery H, H, ~H. ˚qeæka sredy, kak i v rabote [7], sostoit iz 8 blokov i predstavlØetsØ na ris. 3. Razmery Øqeek opredelØ¸tsØ sootvetstvenno veliqinami h = H/n, h̄ = H̄/n̄, h̃ = h̃/ñ, pri fftom n, n̄, ñ – qisla periodov vdol~ oseæ x, y, z. Otnositel~nye razmery blokov vdol~ oseæ x, y, z da¸tsØ veliqinami ε_1, ε_2 = 1 − ε_1,

ε_1, ε_2 = 1 − ε_1, ~ε_1, ~ε_2 = 1 − ~ε_1.

Ris. 3.

O ZATUHANII VOLN 167

Blok s nomerom i opisyvaetsØ uravneniØmi − ∂p_i ∂x =ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , − ∂p_i ∂y = ρ_i ∂^2u_{yi} ∂t^2 , − ∂p_i ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 , −p =λ_i ( ∂u_{xi} ∂x + ∂u_{yi} ∂y + ∂u_{zi} ∂z ) . (4.1)

Graniqnye usloviØ meßdu blokami zada¸tsØ ravenstvami (1.4)– (1.6) raboty [7]. Na granicah meßdu blokami sleduet dopolnitel~no uqest~ sily treniØ, kotorye zada¸tsØ sootnoxeniØmi tipa (1.6), (2.3), (2.5) s kofffficientami treniØ b_{12}, b_{13}, b_{15}, b_{24},

b_{26}, b_{34}, b_{37}, b_{48}, b_{56}, b_{57}, b_{68} i b_{78}, v kotoryh indeksy opredelØ¸t

granicy meßdu blokami. UsloviØ na vnexnih granicah i istoqniki, vozbußda¸wie sredu, okazyva¸tsØ nesuwestvennymi.

V volnovom pole v zadannoæ srede soverxaetsØ predel~nyæ perehod pri usloviØh (1.7) [7]. �to perehod podoben predel~- nym perehodam (1.3) i (2.6). V sluqae otsutstviØ treniØ meßdu blokami sreda posle predel~nogo perehoda opisyvaetsØ 13 uravneniØmi (1.13) i (1.19) [7], kotorye osrednØ¸tsØ i zamenØ¸tsØ 4 uravneniØmi (1.25) i (1.26) [7]. Pri uqete treniØ meßdu blokami v 12 uravneniæ (iz ukazannyh 13 uravneniæ) neobhodimo dobavit~ dopolnitel~nye qleny, opisyva¸wie trenie. S fftimi dopolnitel~nymi qlenami ukazannye uravneniØ ne osrednØ¸tsØ. Trinadcatoe uravnenie (1.19) [7], opredelØ¸wee zakon Guka dlØ ßidkoæ smesi, ostaetsØ bez izmeneniØ. V rezul~tate posle predel~nogo perehoda s uqetom treniØ prihodim k uravneniØm − ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(12)}_x ∂t^2 + b_{13,24} ε̄_1ε̃_1 ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t ) + b_{15,26} ε̄_1ε̃_1 ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(56)}_x ∂t ) ,

− ∂p ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(34)}x ∂t^2 + b_{13,24} ε̄_2ε̃_1 ( ∂u^{(34)}x ∂t − ∂u^{(12)}x ∂t ) + b_{37,48} ε̄_2ε̃_1 ( ∂u^{(34)}x ∂t − ∂u^{(78)}x ∂t ) ,

− ∂p ∂x = ρ_{56}

∂^2u^{(56)}x ∂t^2 + b_{15,26} ε̄_1ε̃_2 ( ∂u^{(56)}x ∂t − ∂u^{(12)}x ∂t ) + b_{57,68} ε̄_1ε̃_2 ( ∂u^{(56)}x ∂t − ∂u^{(78)}x ∂t ) ,

− ∂p ∂x = ρ_{78}

∂^2u^{(78)}x ∂t^2 + b_{37,48} ε̄_2ε̃_2 ( ∂u^{(78)}x ∂t − ∂u^{(34)}x ∂t ) + b_{57,68} ε̄_2ε̃_2 ( ∂u^{(78)}x ∂t − ∂u^{(56)}x ∂t ) ,

− ∂p ∂y = ρ_{13}

∂^2u^{(13)}y ∂t^2 + b_{12,34} ε_1ε̃_1 ( ∂u^{(13)}y ∂t − ∂u^{(24)}y ∂t ) + b_{15,37} ε_1ε̃_1 ( ∂u^{(13)}y ∂t − ∂u^{(57)}y ∂t ) ,

168 L. A. MOLOTKOV − ∂p ∂y = ρ_{24}

∂^2u^{(24)}_y ∂t^2 + b_{12,34} ε_2ε̃_1 ( ∂u^{(24)}_y ∂t − ∂u^{(13)}_y ∂t ) + b_{26,48} ε_2ε̃_1 ( ∂u^{(24)}_y ∂t − ∂u^{(68)}_y ∂t ) ,

− ∂p ∂y = ρ_{57}

∂^2u^{(57)}_y ∂t^2 + b_{15,37} ε_1ε̃_2 ( ∂u^{(57)}_y ∂t − ∂u^{(13)}_y ∂t ) + b_{56,78} ε_1ε̃_2 ( ∂u^{(57)}_y ∂t − ∂u^{(68)}_y ∂t ) ,

− ∂p ∂y = ρ_{68}

∂^2u^{(68)}_y ∂t^2 + b_{26,48} ε_2ε̃_2 ( ∂u^{(68)}_y ∂t − ∂u^{(24)}_y ∂t ) + b_{56,78} ε_2ε̃_2 ( ∂u^{(68)}_y ∂t − ∂u^{(57)}_y ∂t ) ,

− ∂p ∂z = ρ_{15}

∂^2u^{(15)}_z ∂t^2 + b_{12,56} ε_1ε̄_1 ( ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(26)}_z ∂t ) + b_{13,57} ε_1ε̄_1 ( ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(37)}_z ∂t ) ,

− ∂p ∂z = ρ_{26}

∂^2u^{(26)}_z ∂t^2 + b_{12,56} ε_2ε̄_1 ( ∂u^{(26)}_z ∂t − ∂u^{(15)}_z ∂t ) + b_{24,68} ε_2ε̄_1 ( ∂u^{(26)}_z ∂t − ∂u^{(48)}_z ∂t ) ,

− ∂p ∂z = ρ_{37}

∂^2u^{(37)}_z ∂t^2 + b_{13,57} ε_1ε̄_2 ( ∂u^{(37)}_z ∂t − ∂u^{(15)}_z ∂t ) + b_{34,78} ε_1ε̄_2 ( ∂u^{(37)}_z ∂t − ∂u^{(48)}_z ∂t ) ,

− ∂p ∂z = ρ_{48}

∂^2u^{(48)}_z ∂t^2 + b_{24,68} ε_2ε̄_2 ( ∂u^{(48)}_z ∂t − ∂u^{(26)}_z ∂t ) + b_{34,78} ε_2ε̄_2 ( ∂u^{(48)}_z ∂t − ∂u^{(37)}_z ∂t ) ,

−p = λ [ ε̄ε̃_1

∂u^{(12)}_x ∂x + ε̄_2ε̃_1

∂u^{(34)}_x ∂x + ε̄_1ε̃_2

∂u^{(56)}_x ∂x + ε̄_2ε̃_2

∂u^{(78)}_x ∂x +

+ε_1ε̃_1

∂u^{(13)}_y ∂y + ε_2ε̃_1

∂u^{(24)}_y ∂y + ε_1ε̃_2

∂u^{(57)}_y dy + ε_2ε̃_2

∂u^{(68)}_y ∂y +

+ε_1ε̄_1

∂u^{(15)}z ∂z + ε_2ε̄_1

∂u^{(26)}z ∂z + ε_1ε̄_2

∂u^{(37)}z ∂z + ε_2ε̄_2

∂u^{(48)}z ∂z ] , (4.2)

O ZATUHANII VOLN 169

v kotoryh

ρ_{12} =ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2, b_{13,24} = b_{13}ε_1 + b_{24}ε_2, ρ_{34} =ρ_3ε_1 + ρ_4ε_2, b_{15,26} = b_{15}ε_1 + b_{26}ε_2, ρ_{56} =ρ_5ε_1 + ρ_6ε_2, b_{37,48} = b_{37}ε_1 + b_{48}ε_2, ρ_{78} =ρ_7ε_1 + ρ_8ε_2, b_{57,68} = b_{57}ε_1 + b_{68}ε_2, ρ_{13} =ρ_1ε̄_1 + ρ_3ε̄_2, b_{12,34} = b_{12}ε̄_1 + b_{34}ε̄_2, ρ_{24} =ρ_2ε̄_1 + ρ_4ε̄_2, b_{15,37} = b_{15}ε̄_1 + b_{37}ε̄_2, ρ_{57} =ρ_5ε̄_1 + ρ_7ε̄_2, b_{26,48} = b_{26}ε̄_1 + b_{48}ε̄_2, ρ_{68} =ρ_6ε̄_1 + ρ_8ε̄_2, b_{56,78} = b_{56}ε̄_1 + b_{78}ε̄_2, ρ_{15} =ρ_1ε̃_1 + ρ_5ε̃_2, b_{12,56} = b_{12}ε̃_1 + b_{56}ε̃_2, ρ_{26} =ρ_2ε̃_1 + ρ_6ε̃_2, b_{13,57} = b_{13}ε̃_1 + b_{57}ε̃_2, ρ_{37} =ρ_3ε̃_1 + ρ_7ε̃_2, b_{24,68} = b_{24}ε̃_1 + b_{68}ε̃_2 ρ_{48} =ρ_4ε̃_1 + ρ_8ε̃_2, b_{34,78} = b_{34}ε̃_1 + b_{78}ε̃_2, (4.3)

λ = [ ε_1ε̄_1ε̃_1 λ_1 + ε_2ε̄_1ε̃_1 λ_2 + ε_1ε̄_2ε̃_1 λ_3 + ε_2ε̄_2ε̃_1 λ_4 + ε_1ε̄_1ε̃_2 λ_5 + ε_2ε̄_1ε̃_2

λ_6 + ε_1ε̄_2ε̃_2 λ_7 + ε_2ε̄_2ε̃_2 λ_8 ]�1_.

V uravneniØh (4.2) kofffficienty treniØ delØtsØ na otnositel~- nye ob¨emy dvoænyh blokov, na granice kotoryh deæstvu¸t sily treniØ.

V fftom otnoxenii uravneniØ (4.2) otliqa¸tsØ ot uravneniæ (2.11), v kotoryh kofffficienty treniØ delØtsØ na otnositel~- nye razmery ploskih dvoænyh blokov.

�nergetiqeskoe issledovanie uravneniæ (4.2) provodØtsØ temi ße metodami, kak i v sluqae uravneniæ (1.6) i (2.7), i pofftomu my budem izlagat~ ffto issledovanie kratko. Pomnoßim pervoe, vtoroe, ... dvenadcatoe uravneniØ (4.2) sootvetstvenno

170 L. A. MOLOTKOV

na mnoßiteli

ε̄_1ε̃_1

∂u^{(12)}_x ∂t , ε̄_2ε̃_1

∂u^{(34)}_x ∂t , ε̄_1ε̃_2

∂u^{(56)}_x ∂t , ε̄_2ε̃_2

∂u^{(78)}_x ∂t , ε_1ε̃_1

∂u^{(13)}_y ∂t , ε_2ε̃_2

∂u^{(24)}_y ∂t , ε_1ε̃_2

∂u^{(57)}_y ∂t , ε_2ε̃_2

∂u^{(68)}_y ∂t , ε_1ε̄_1

∂u^{(15)}_z ∂t , ε_2ε̄_1

∂u^{(26)}_z ∂t , ε_1ε̄_2

∂u^{(37)}_z ∂t , ε_2ε̄_2

∂u^{(48)}_z ∂t , (4.4)

sloßim poqlenno i posle rØda preobrazovaniæ pridem k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_y ∂y + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t + b_{13,24} ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t )_2 +

+b_{15,26} ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(56)}_x ∂t )_2

+ b_{37,48} ( ∂u^{(34)}_x ∂t − ∂u^{(78)}_x ∂t )_2 +

+b_{57,68} ( ∂u^{(78)}_x ∂t − ∂u^{(56)}_x ∂t )_2

+ b_{12,34} ( ∂u^{(13)}_y ∂t − ∂u^{(24)}_y ∂t )_2 +

+b_{15,37} ( ∂u^{(13)}y ∂t − ∂u^{(57)}y ∂t )_2

+ b_{26,48} ( ∂u^{(24)}y ∂t − ∂u^{(68)}y ∂t )_2 +

+b_{56,78} ( ∂u^{(57)}_y ∂t − ∂u^{(68)}_y ∂t )_2

+ b_{12,56} ( ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(26)}_z ∂t )_2 +

+b_{13,57} ( ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(37)}_z ∂t )_2

+ b_{24,68} ( ∂u^{(26)}_z ∂t − ∂u^{(48)}_z ∂t )_2 +

+b_{34,78} ( ∂u^{(37)}_z ∂t − ∂u^{(48)}_z ∂t )_2

. (4.5)

V ravenstve (4.5) p_x = −p ( ε̄_1ε̃_1

∂u^{(12)}_x ∂t + ε̄_2ε̃_1

∂u^{(34)}_x ∂t + ε̄_1ε̃_2

∂u^{(56)}_x ∂t + ε̄_2ε̃_2

∂u^{(78)}_x ∂t ) ,

p_y = −p ( ε_1ε̃_1

∂u^{(13)}y ∂t + ε_2ε̃_1

∂u^{(24)}y ∂t + ε_1ε̃_2

∂u^{(57)}y ∂t + ε_2ε̃_2

∂u^{(68)}y ∂t ) ,

O ZATUHANII VOLN 171 p_z = −p ( ε_1ε̄_1

∂u^{(15)}_z ∂t + ε_2ε̄_1

∂u^{(26)}_z ∂t + ε_1ε̄_2

∂u^{(37)}_z ∂t + ε_2ε̄_2

∂u^{(48)}_z ∂t ) (4.6)

– potoki ffnergii vdol~ oseæ x, y, z;

W_k = 1 2 [ ε̄_1ε̃_1ρ_{12} ( ∂u^{(12)}_x ∂t )_2

+ ε̄_2ε̃_1ρ_{34} ( ∂u^{(34)}_x ∂t )_2

+ ε̄_1ε̃_2ρ_{56} ( ∂u^{(56)}_x ∂t )_2 +

+ε_2ε̃_2ρ_{78} ( ∂u^{(78)}_x ∂t )_2

+ ε_1ε̃_1ρ_{13} ( ∂u^{(13)}_y ∂t )_2

+ ε_2ε̃_1ρ_{24} ( ∂u^{(24)}_y ∂t )_2

+ε_1ε̃_2ρ_{57} ( ∂u^{(57)}_y ∂t )_2

+ ε_2ε̃_2ρ_{68} ( ∂u^{(68)}_y ∂t )_2

+ ε_1ε̄_1ρ_{15} ( ∂u^{(15)}_z ∂t )_2

+ε_2ε̄_1ρ_{26} ( ∂u^{(26)}z ∂t )_2

+ ε_1ε̄_2ρ_{37} ( ∂u^{(37)}z ∂t )_2

+ ε_2ε̄_2ρ_{48} ( ∂u^{(48)}z ∂t )_2] (4.7)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = −p [ ε̄ε̃_1

∂^2u^{(12)}x ∂x∂t + ε̄_2ε̃_1

∂^2u^{(34)}x ∂x∂t + ε̄_1ε̃_2

∂^2u^{(56)}x ∂x∂t + ε̄_2ε̃_2

∂^2u^{(78)}x ∂x∂t +ε_1ε̃_1

∂^2u^{(13)}_y ∂y∂t + ε_2ε̃_1

∂^2u^{(24)}_y ∂y∂t + ε_1ε̃_2

∂^2u^{(57)}_y ∂y∂t + ε_2ε̃_2

∂^2u^{(68)}_y ∂y∂t +ε_1ε̄_1

∂^2u^{(15)}_z ∂z∂t + ε_2ε̄_1

∂^2u^{(26)}_z ∂z∂t + ε_1ε̄_2

∂^2u^{(37)}_z ∂z∂t + ε_2ε̄_2

∂^2u^{(48)}_z ∂z∂t ] . (4.8)

– proizvodnaØ plotnosti potencial~noæ ffnergii po vremeni.

Ispol~zuØ vyraßeniØ dlØ davleniØ (4.2), prihodim k formu- le W_p = 1 2λ p^2 (4.9)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii.

Ravenstva (4.5)–(4.9) nahodØtsØ v sootvetstvii s sootnoxeniØmi (2.14)–(2.18). Iz obeih ukazannyh grupp formul sleduet, qto v sluqae prenebreßeniØ potokami ffnergii plotnost~ polnoæ ffnergii ubyvaet monotonno v kaßdoæ toqke i qto v ffnergetiqeski izolirovannoæ srede polnaØ ffnergiØ umen~xaetsØ so vremenem. �ti vyvody byli sdelany dlØ ploskoæ sredy na osnovanii formul (2.14)–(2.19) i mogut byt~ dokazany pri ispol~zovanii ravenstv (4.3)–(4.9) v sluqae trehmernoæ sredy.

172 L. A. MOLOTKOV

§5. Issledovanie qastnyh sluqaev trehmernoæ bloqnoæ ßidkoæ sredy 1. Pust~ v zadannoæ srede otnositel~nye razmery vdol~ oseæ okazyva¸tsØ odinakovymi

ε_1 = ε̄_1 = ε̃_1, ε_2 = ε̄_2 = ε̃_2, (5.1)

bloki 1, 4, 6 i 7 zapolneny ßidkost~¸ 1, a bloki 2, 3, 5 i 8 – ßidkost~¸ 2

ρ_1 = ρ_4 = ρ_6 = ρ_7 , ρ_2 = ρ_3 = ρ_5 = ρ_8, λ_1 = λ_4 = λ_6 = λ_7, λ_2 = λ_3 = λ_5 = λ_8 (5.2)

i vse kofffficienty treniØ ØvlØ¸tsØ odinakovymi,

b_{12} = b_{13} = b_{15} = b_{24} = b_{26} = b_{34} = b_{37} = b_{48} = b_{56} =

= b_{57} = b_{68} = b_{78} = b. (5.3)

Pri fftih predpoloßeniØh dlØ veliqin (4.3) vypolnØ¸tsØ ravenstva

ρ_{12} = ρ_{13} = ρ_{15} = ρ_{48} = ρ_{68} = ρ_{78}, ρ_{24} = ρ_{26} = ρ_{34} = ρ_{37} = ρ_{56} = ρ_{57}

= ρ_{21} = ρ_2ε_1 + ρ_1ε_2,

b = b_{12,34} = b_{12,56} = b_{13,24} = b_{13,57} = b_{15,26} = b_{15,37} =

= b_{24,68} = b_{26,48} = b_{34,78} = b_{37,48} = b_{56,78} = b_{57,68}, (5.4) λ = [ ε_1(ε^2_1 + 3ε^2) λ_1 + ε_2(3ε^2_1 + ε_2) λ_2 ]�1_. S uqetom formul (5.4) iz uravneniæ (4.2) sledu¸t sootnoxeniØ

u^{(34)}_x = u^{(56)}_x , u^{(24)}_y = u^{(57)}_y , u^{(26)}_z = u^{(37)}_z (5.5)

i v uravneniØh (4.2) mogut byt~ otbroxeny tret~e, sed~moe i odinnadcatoe ravenstva. V rezul~tate uravneniØ (4.2) zamenØ- ¸tsØ uravneniØmi − ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(12)}_x ∂t^2 + 2b ε^2_1 ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t ) ,

O ZATUHANII VOLN 173 − ∂p ∂x = ρ_{21}

∂^2u^{(34)}_x ∂t^2 + b ε_1ε_2 ( 2 ∂u^{(34)}_x ∂t − ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(78)}_x ∂t ) ,

− ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(78)}_x ∂t^2 + 2b ε^2 ( ∂u^{(78)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t ) ,

− ∂p ∂y = ρ_{12}

∂^2u^{(13)}_y ∂t^2 + 2b ε^2_1 ( ∂u^{(13)}_y ∂t − ∂u^{(24)}_y ∂t ) ,

− ∂p ∂y = ρ_{21}

∂^2u^{(24)}_y ∂t^2 + b ε_1ε_2 ( 2 ∂u^{(24)}_y ∂t − ∂u^{(13)}_y ∂t − ∂u^{(68)}_y dt ) ,

− ∂p ∂y = ρ_{12}

∂^2u^{(68)}_y ∂t^2 + 2b ε^2 ( ∂u^{(68)}_y ∂t − ∂u^{(24)}_y ∂t ) , (5.6) − ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u^{(15)}_z ∂t^2 + 2b ε^2_1 ( ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(26)}_z ∂t ) ,

− ∂p ∂z = ρ_{21}

∂^2u^{(26)}_z ∂t^2 + b ε_1ε_2 ( 2 ∂u^{(26)}_z ∂t − ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(48)}_z dt ) ,

− ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u^{(48)}_z ∂t^2 + 2b ε^2 ( ∂u^{(48)}_z ∂t − ∂u^{(26)}_z ∂t ) ,

−p = λ [ ε^2_1

∂u^{(12)}_x ∂x + 2ε_1ε_2

∂u^{(34)}_x ∂x + ε^2

∂u^{(78)}_x ∂x + ε^2_1

∂u^{(13)}_y ∂y +

+2ε_1ε_2

∂u^{(24)}_y ∂y + ε^2

∂u^{(68)}_y ∂y + ε^2_1

∂u^{(15)}_z ∂z + 2ε_1ε_2

∂u^{(26)}_z ∂z + ε^2

∂u^{(48)}_z ∂z ] . UravneniØ (5.6) opisyva¸t izotropnu¸ ffffektivnu¸ model~ smesi ßidkosteæ. Pri issledovanii fftoæ modeli budem predpolagat~, qto vse smeweniØ vdol~ osi y obrawa¸tsØ v nul~

(u^{(13)}y = u^{(24)}y = u^{(57)}y = 0) i zavisimost~ volnovogo polØ ot y ot-

sutstvuet. �ti predpoloßeniØ privodØt k otbrasyvani¸ qlenov s proizvodnymi po y v poslednem uravnenii (5.6) i k otbrasyvani¸ qetvertogo, pØtogo i xestogo uravneniæ (5.6). Rexenie sistemy uravneniæ (5.6) predstavim ravenstvami (3.3), v kotoryh i = 12, 34, 78; j = 15, 26, 48. Posle podstanovki sootnoxeniæ (3.3) v uravneniØ (5.6) sistema perehodit v odnorodnu¸ sistemu iz 7 uravneniæ. Nenulevye rexeniØ fftoæ sistemy suwestvu¸t

174 L. A. MOLOTKOV

lix~ pri uslovii ravenstva nul¸ opredelitelØ sistemy. �to uslovie posle nebol~xih preobrazovaniæ zapisyvaetsØ v vide ravenstva | | | | | | | | ε^2_1 a_{12} −2B 0 0 0 0

ε_1ε_2 −B a_{23} −B 0 0 0 ε^2 0 −2B a_{34} 0 0 0 ε^2_1 0 0 0 a_{12} −2B 0 ε_1ε_2 0 0 0 −B a_{23} −B ε^2 0 0 0 0 −2B a_{34} η^2/λ −ε^2_1 −2ε_1ε_2 −ε^2 ε^2_1α^2 2ε_1ε_2α^2 ε^2α^2

| | | | | | | |

= 0, (5.7)

v kotorom

B = b/(kη), a_{12} = ρ_{12}ε^2_1 + 2B,

a_{23} = ρ_{21}ε_1ε_2 + 2B, a_{34} = ρ_{12}ε^2 + 2B.

Ravenstvo (5.7) opredelØet veliqinu α^2. Ispol~zuØ svoæstva opredeliteleæ, prihodim k sootnoxeni¸

α^2 = 1 + η^2 λ

| | | ρ_{12}ε^2_1 + 2B −2B 0 −B ρ_{21}ε_1ε_2 + 2B −B 0 −2B ρ_{12}ε^2 + 2B

| | | | | | | ε^2_1 ρ_{12}ε^2_1 + 2B −2B 0 ε_1ε_2 −B ρ_{21}ε_1ε_2 + 2B −B ε^2 0 −2B ρ_{12}ε^2 + 2B 0 ε^2_1 2ε_1ε_2 ε^2

| | | |

. (5.8)

Posle vyqisleniØ opredeliteleæ zamenim formulu (5.8) ravenstvom α = √ 1 + η^2 λ Δ_1 Δ_2

, (5.9)

v kotorom

Δ_1 = ε^3_1ε^3_2ρ^2_{12}ρ_{21} + 2Bρ_{12}ε_1ε_2[ρ_{21}(ε^2_1 + ε^2) + ε_1ε_2ρ_{12}]+

+2B^2[ρ_{12}(ε^2_1 + ε^2) + 2ρ_{21}ε_1ε_2], (5.10)

Δ_2 = ε^3_1ε^3_2ρ_{12}[ρ_{21}(ε^2_1 + ε^2) + 2ε_1ε_2ρ_{12}]+

+2Bε_1 ε_2[3ρ_{12}ε_1ε_2 − 2ρ_{12}ε^2_1ε^2 + (ε^4_1 + ε^4_2)ρ_{21}].

O ZATUHANII VOLN 175

DlØ opredeleniØ skorosti rasprostraneniØ volny i kofffficienta ee zatuhaniØ naædem toqki vetvleniØ radikala α. Toqka vetvleniØ, v kotoroæ Δ_2 = 0, ne predstavlØet interesa, kak toqki (1.24), (3.10) i (3.23). Skorost~ rasprostraneniØ i zatuhanie opredelØ¸tsØ toqkami vetvleniØ η = ±i √ (ε^2_1 + ε^2)ρ_{21} + 2ε_1ε_2ρ_{12} ρ_{12}ρ_{21}λ�^1 − 2b(ρ_1 − ρ_2)^2(ε_1 − ε_2)^2 kρ_{12}ρ_{21}[(ε^2_1 + ε^2)ρ_{21} + 2ε_1ε_2ρ_{12}] . (5.11) MnimaØ qast~ vyraßeniØ (5.11) ravna skorosti rasprostraneniØ volny, qto sootvetstvuet formule (3.11) [7]. Kofffficient zatuhaniØ vyraßaetsØ ravenstvom

– =^{2b(ρ1 − ρ2)2(ε1 − ε2)2}

kρ_{12}ρ_{21}[(ε^2_1 + ε^2)ρ_{21} + 2ε_1ε_2ρ_{12}]

(5.12)

i obrawaetsØ v nul~ pri ρ_1 = ρ_2 ili pri ε_1 = ε_2 = 0.5. V fftih sluqaØh harakteristiqeskaØ funkciØ predstavlØetsØ sootvetstvenno ravenstvami α = √ 1 + ρ_1η^2 λ , α = √ 1 + (ρ_1 + ρ_2)η^2 2λ , (5.13)

zatuhanie otsutstvuet i ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ ideal~- noæ ßidkost~¸. Otsutstvie vØzkogo treniØ pri ε_1 = ε_2 = 0.5 v ffffektivnoæ modeli svØzano s tem, qto osrednennye plotnosti vdol~ vseh treh oseæ okazyva¸tsØ odinakovymi. V kraænih sluqaØh ε_1 = 1 i ε_1 = 0, kogda bloqnaØ sreda zamenØetsØ odnorodnoæ sredoæ s sootvetstvu¸wimi harakteristiqeskimi funkciØmi α = √ 1 + ρ_1η^2 λ_1 , α = √ 1 + ρ_2η^2 λ_2

, (5.14)

zatuhanie otsutstvuet i formula (5.12) dlØ kofffficienta zatuhaniØ stanovitsØ neprimenimoæ.

2. Pust~ v zadannoæ srede otnositel~nye razmery vdol~ oseæ okazyva¸tsØ odinakovymi (5.1), blok 1 zapolnen ßidkost~¸ 1, vse ostal~nye bloki zapolneny ßidkost~¸ 2 i vypolnØ¸tsØ ravenstva

ρ_2 = ρ_3 = ρ_4 = ρ_5 = ρ_6 = ρ_7 = ρ_8,

λ_2 = λ_2 = λ_3 = λ_4 = λ_5 = λ_6 = λ_7 = λ_8. (5.15)

176 L. A. MOLOTKOV

Trenie meßdu ßidkostØmi 1 i 2 harakterizuetsØ kofffficientami b_{12} = b_{13} = b_{15} = b. Na granicah meßdu blokami s odinakovoæ ßidkost~¸ 2 trenie otsutstvuet i

b_{24} = b_{26} = b_{34} = b_{37} = b_{48} = b_{56} = b_{57} = b_{68} = b_{78} = 0. (5.16)

Pri fftih predpoloßeniØh dlØ veliqin (4.3) vypolnØ¸tsØ ravenstva

b_{12} = b_{13} = b_{15}, ρ_{48} = ρ_{68} = ρ_{78} = ρ_{24} = ρ_{26} = ρ_{34} = ρ_{37} = ρ_{56} =

ρ_{57} = ρ_{27} = ρ_2, b_{12,34} = b_{12,56} = b_{13,24} = b_{13,57} = b_{15,26} = b_{15,37} = bε_1,

(5.17)

b_{15,26} = b_{37,48} = b_{57,68} = b_{26,48} = b_{56,78} = b_{24,68} = b_{34,78} = 0, λ = [ ε^3_1 λ_1 + 1 − ε^3_1 λ_2 ]�1_. Iz uravneniæ (4.2) s uqetom formul (5.17) takße sledu¸t sootnoxeniØ (5.5) i sreda opisyvaetsØ uravneniØmi − ∂p ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(12)}_x ∂t^2 + 2b ε_1 ( ∂u^{(12)}_x ∂t − ∂u^{(34)}_x ∂t ) ,

− ∂p ∂x = ρ_2

∂^2u^{(34)}_x ∂t^2 + b ε_2 ( ∂u^{(34)}_x ∂t − ∂u^{(12)}_x ∂t ) ,

− ∂p ∂x = ρ_2

∂^2u^{(78)}_x ∂t^2 , − ∂p ∂y = ρ_{12}

∂^2u^{(13)}_y ∂t^2 + 2b ε_1 ( ∂u^{(13)}_y ∂t − ∂u^{(24)}_y ∂t ) ,

− ∂p ∂y = ρ_2

∂^2u^{(24)}_y ∂t^2 + b ε_2 ( ∂u^{(24)}_y ∂t − ∂u^{(13)}_y ∂t ) , (5.18) − ∂p ∂y = ρ_2

∂^2u^{(68)}_y ∂t^2 ,

− ∂p ∂z = ρ_{12}

∂^2u^{(15)}_z ∂t^2 + 2b ε_1 ( ∂u^{(15)}_z ∂t − ∂u^{(26)}_z ∂t ) ,

− ∂p ∂z = ρ_2

∂^2u^{(26)}z ∂t^2 + b ε_2 ( ∂u^{(26)}z ∂t − ∂u^{(15)}z ∂t ) ,

O ZATUHANII VOLN 177 − ∂p ∂z = ρ_2

∂^2u^{(48)}_z ∂t^2 ,

−p = λ [ ε^2_1

∂u^{(12)}_x ∂x + 2ε_1ε_2

∂u^{(34)}_x ∂x + ε^2

∂u^{(78)}_x ∂x + ε^2_1

∂u^{(13)}_y ∂y +

+2ε_1ε_2

∂u^{(24)}_y ∂y + ε^2

∂u^{(68)}_y ∂y + ε^2_1

∂u^{(15)}_z ∂z + 2ε_1ε_2

∂u^{(24)}_z ∂z + ε^2

∂u^{(48)}_z ∂z ] . UravneniØ (5.18), kak i uravneniØ (5.6), opisyva¸t izotropnu¸ ffffektivnu¸ model~ smesi dvuh ßidkosteæ. Pri issledovanii budem takße predpolagat~, qto zavisimost~ volnovogo polØ ot y otsutstvuet i u^{(13)}y = u^{(24)}y = u^{(68)}y = 0. �to predpoloßenie privodit k otbrasyvani¸ qetvertogo, pØtogo i xestogo uravneniæ (5.18) i k otbrasyvani¸ qlenov s proizvodnymi po y v poslednem uravnenii (5.18). Rexenie sistemy (5.6) predstavim ravenstvami (3.3), v kotoryh i = 12, 34, 78 i j = 15, 26, 48. Posle podstanovki sootnoxeniæ (3.3) v uravneniØ (5.17) prihodim k odnorodnoæ sisteme iz 7 lineænyh uravneniæ. Nenulevye rexeniØ fftoæ sistemy suwestvu¸t lix~ pri uslovii ravenstva nul¸ opredelitelØ sistemy. Ukazannoe uslovie posle nebol~xih preobrazovaniæ zapisyvaetsØ v vide ravenstva fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

ε_1 ε_1ρ_{12} + 2B �2B 0 0 0 0 ε_2 �B ε_2ρ_2 + B 0 0 0 0 1 0 0 ρ2 0 0 0 ε_1 0 0 0 ε_1ρ_{12} + 2B �2B 0 ε_2 0 0 0 �B ε_2ρ_2 + B 0 1 0 0 0 0 0 ρ2 η^2λ�^1 �ε^2_1 �2ε_1ε_2 �ε^2 α^2ε^2_1 2α^2ε_1ε_2 α^2ε^2

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi =0 ,

(5.19)

gde B = b/(kη). Ravenstvo (5.19) opredelØet harakteristiqesku¸ funkci¸ α. Ispol~zuØ svoæstva opredeliteleæ, prihodim k sootnoxeni¸

α^2 = 1 + ρ_2η^2 λ

| | ε^1ρ^{12} + 2B −2B −B ε_2ρ_2 + B | | | | | | ε_1 ε_1ρ_{12} + 2B −2B 0 ε_2 −B ε_2ρ_2 + B 0 1 0 0 ρ_2 0 ε^2_1 2ε_1ε_2 ε^2

| | | | . (5.20)

Posle vyqisleniØ opredeliteleæ formula (5.20) zamenØetsØ ra-

178 L. A. MOLOTKOV

venstvom α = √ 1 + ρ_2η^2 λ Δ_1 Δ_2

, (5.21)

v kotorom

Δ_1 = ε_1ε_2ρ_2ρ_{12} + B(2ε_2ρ_2 + ε_1ρ_{12}), (5.22)

Δ_2 = ρ_2ε_1ε_2(ε^2_1ρ_2 + 2ε_1ε_2ρ_{12} + ε^2ρ_{12})+

+B(ε_1 ε^2ρ_{12} + 2ε^2ρ_2 + ε^3_1ρ_2 + 4ε_1ε_2ρ_2).

Toqki vetvleniØ harakteristiqeskoæ funkcii(5.21) opredelØ- ¸tsØ ravenstvami η = ±i √ λ ε^2_1 ρ_2 + 2ε_1ε_2ρ_{12} + ε^2ρ_{12} ρ_2ρ_{12} − b k ε^3_1(ρ_1 − ρ_2)^2 ρ_2ρ_{12}(ε^2 ρ_{12} + 2ε_1ε_2ρ_{12} + ε^2_1ρ_2)

(5.23) i uravneniem Δ_2 = 0. Poslednee uravnenie, kak i toqki (1.24), (3.10) i (3.23), ne predstavlØet interesa. MnimaØ qast~ vyraßeniØ (5.23) ravna skorosti rasprostraneniØ i sootvetstvuet formule (3.21) [7]. Real~naØ qast~ vyraßeniØ (5.23) opredelØet kofffficient zatuhaniØ

– =^{bε31(ρ2 − ρ1)2}

kρ_2ρ_{12}(ε^2ρ_{12} + 2ε_1ε_2ρ_{12} + ε^2_1ρ_2) (5.24)

Sootnoxenie (5.24) vypolnØetsØ v intervale 0 6 ε_1 < 1. Pri ε_1 = 1, soglasno ravenstvam (5.21) i (5.22), zatuhanie otsutstvuet.

Poluqennye vyraßeniØ dlØ harakteristiqeskih funkciæ (5.9), (5.10), (5.21), (5.22) i dlØ kofffficientov zatuhaniØ (5.12) i (5.23) spravedlivy takße i v sootvetstvu¸wih osesimmetriqeskih sluqaØh, kogda volnovoe pole ne zavisit ot uglovoæ koordinaty θ i ne soderßit sostavlØ¸weæ smeweniØ u_θ. Vo vseh formulah (1.26), (3.12), (3.25), (5.12) i (5.24) kofffficienty zatuhaniØ proporcional~ny kvadratu raznosti plotnosteæ. Ots¸- da sleduet, qto v ßidkostØh s gazovymi puzyr~kami zatuhanie okazyvaetsØ znaqitel~nym. DlØ takih ßidkosteæ ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ uravneniØmi (5.18), a kofffficienty zatuhaniØ vyraßa¸tsØ formuloæ (5.24). Soglasno formule (5.24), kofffficient zatuhaniØ v fftom sluqae proporcionalen otnositel~nomu ob¨emu gaza ε^3_1 pri malyh ε_1. Ispol~zuØ sootnoxenie (5.24), moßno vyrazit~ i issledovat~ zavisimost~ kofffficienta zatuhaniØ ot ob¨emnoæ koncentracii gaza v ßidkosti.

O ZATUHANII VOLN 179

Literatura

1. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

2. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. S.-Peterburg (2001), 348.

3. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy s proskal~- zyvaniem na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994), 96–117.

4. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in a fluid-saturated porous solid.

II. Higher frequency range. — J. Acoust. Soc. Am 28, No. 2 (1956), 179–191. 5. L. A. Molotkov, O zatuhanii voln v ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ poristye i trewinovatye sredy, nasywennye ßidkost~¸. — Zap. nauqn. semin. POMI 297 (2003), 216–229.

6. L. A. Molotkov, O metodah vyvoda uravneniæ, opisyva¸wih ffffektivnye modeli sloistyh sred. — Zap. nauqn. semin POMI 250 (1998) 219–243.

7. L. A. Molotkov, O rasprostranenii seæsmiqeskih voln v bloqnyh ßidkih sredah. — Zap. nauqn. semin. POMI 308 (2004), 124–146.

Molotkov L. A. On attenuation of waves propagating in fluid mixtures. Wave propagation in fluid mixtures is investigated on the basis of effective models of block and layer media. These models are anisotropic fluids described by wave equations. In the pointed out equations, additional terms describing wave attenuation are introduced. This attenuation is connected with friction force proporitional to difference of tangent displacements on boundaries. In consequence of the attenuation the total energy of the wave field decreases steadly and amplitudes of the waves reduce with time by expotential law. This law of descreasing is determined by attenuation coefficients. The mentioned attenuation coefficients is determined in the two cases, that two fluids are mixed thoroughly and that the particles of one fluid are inclusions into another fluid. The suggested approach permits to consider also more complicated fluid mixtures.

Postupilo 10 fevralØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN