Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

A. S. Kirpiqnikova

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA V ANIZOTROPNO` SREDE S GRANICE` RAZDELA MEȷDU DVUM˚ SREDAMI

1. Rezul~taty

1.1. Osnovnye opredeleniØ.

Rassmotrim dve anizotropnye sredy Ω_− i Ω_+, ime¸wie obwu¸ qast~, kotoru¸ nazovem obweæ graniceæ razdela γ. Predpoloßim, qto razmernost~ Ω_± ravna n, a granica razdela γ ØvlØetsØ giperpoverhnost~¸. Sqitaem Ω_± Rimanovymi mnogoobrazi- Ømi C^∞− gladkimi vplot~ do granicy ∂Ω_±. Oboznaqim Rimanov metriqeskiæ tenzor g^± na Ω_±, to est~ g^± = g(Ω_±), predpolagaØ, qto g^−|_γ ≠ g^+|_γ . (1)

1.1.1. Koordinaty. Budem ispol~zovat~ graniqnye normal~nye koordinaty (takße nazyvaemye polu-geodeziqeskimi), to est~ koordinaty, svØzannye s graniceæ razdela γ, tak qto (q, σ^±) =

(q^1, .., q^{n−1}, σ^±) = {q^α, σ^±}, α = 1, .., n − 1, gde q – nekotorye glad-

kie koordinaty na γ i σ^± - rasstoØnie do γ v metrike g^±, to

est~ σ =

σ^+ > 0, Ω_+, σ = 0, γ, −σ^− < 0, Ω_−, . Budem ispol~zovat~ greqeskie bukvy

α, β, δ, . . . dlØ peresqeta (n−1) koordinat granicy razdela {q^α} = {q^1, .., q^{n−1}}. Inogda ponadobitsØ i oboznaqenie dlØ l¸byh regu-

lØrnyh (vnutrennih) koordinat x = (x^1, . . . , x^n) = {x^i}, i = 1, .., n, to est~ gladkih v nekotoroæ okrestnosti V ⊂ Ω_− ⋃ Ω_+ toqki na

γ. Latinskie bukvy peresqityva¸t vnutrennie koordinaty sred

{x^i} = {x^1, .., x^n}. Vyberem toqku naqala koordinat na γ, napri-

mer v polu-geodeziqeskih koordinatah voz~mem toqku M_1 s koordinatami σ = 0, q^α = 0.

Tak kak σ ortogonal~na ostal~nym q^α, matrica metriqeskogo 77

78 A. S. KIRPIQNIKOVA

tenzora v polu-geodeziqeskih koordinatah vyglØdit tak {g^±_{ij}} = ( g^±_{αβ} 0 0 1 )

gde g^±_{αβ} = (^dx_{dqα} ,^dx_{dqβ} )_g± predstavlØet soboæ (n − 1) × (n − 1)-gladku¸ matricu kasatel~nyh komponent metriki.

1.1.2. Operator Laplasa-Bel~trami, zadaqa Dirihle.

Rassmotrim operator Laplasa-Bel~trami Δ_± s obeih storon ot γ, v lokal~nyh polu-geodeziqeskih koordinatah on imeet sledu¸wiæ vid

Δ_g = 1 √ g (∂_αg^{αβ} √ g∂_β + ∂_n √ g∂_n), g = det g_{ij}, i, j = 1, .., n, (2) gde ∂_α :=^∂_{∂qα} , ∂_n := ∂_σ :=^∂_{∂σ} i g = { g^+, σ > 0 g^−, σ < 0 , ili g = { g^+, (q, σ^+) ∈ Ω_+,

g^−, (q, σ^−) ∈ Ω_−.

Vspomnim uslovie preryvnosti metriki na granice razdela (1). Naihudxiæ sluqaæ (v smysle klassa gladkosti operatora) ffto sluqaæ, kogda metriqeskiæ tenzor g imeet skaqok na mnoßestve mery nol~ γ, to est~ g ∈ L^∞. DlØ takogo operatora suwestvuet forma Dirihle. �to znaqit, qto operator opredelen v slabom smysle, v smysle kvadratiqnyh form i moßet byt~ integrirovan s funkciØmi iz klassa Soboleva H^1_0 . Postavim spektral~nu¸ zadaqu Dirihle, dopolniv operator usloviØmi nepreryvnosti na granice razdela i graniqnymi usloviØmi dlØ edinstvennosti rexeniØ. Itak,

−Δ_gφ_k(x) = λ_kφ_k(x),

φ_k|_{(Γ0)\γ} = 0 graniqnye usloviØ tipa Dirihle (DBC),

usloviØ nepreryvnosti funkcii i ee normal~noæ proizvodnoæ na granice razdela γ, (3)

gde φ_k(·, ·) = { φ^+_k , (q, σ^+)

φ^−_k , (q, σ^−)

– sobstvennye funkcii operatora,

rassmotrennogo na ob¨edinenii naxih sred, vo vseæ oblasti,

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 79

a λ_k – sootvetstvu¸wie im sobstvennye qisla. Oblast~ opredeleniØ operatora

D(Δ_g ) = { f^± ∈ H^1_0 (Ω_±) : f^+ | |_γ = f^− | |_γ , √ g^+ ∂f^+ ∂σ^+ | | | |_γ = √ g^− ∂f^− ∂σ^− | | | |_γ } . Ispol~zuem poleznoe oboznaqenie:

□_g =

∂^2 ∂t^2 − Δ_g, - volnovoæ operator D’Alambera. (4)

Polezno vypisat~ neskol~ko variantov vozmoßnogo zadaniØ DBC, razliqa¸wihsØ tipom oblasti, na kotoroæ oni zadany. Itak, DBC mogut byt~ zadany, skaßem, na Γ_0 predstavlØ¸wim soboæ

• vs¸ granicu mnogoobraziØ ili qast~ fftoæ granicy, v naxem sluqae Γ_0 = (∂Ω_+ ⋃ ∂Ω_−)\γ ili Γ_0 ⊂ ((∂Ω_+ ⋃ ∂Ω_−)\γ) sootvetstvenno.

• qast~ svØznoæ podoblasti D korazmernosti edinica vnutri (Ω_+ ⋃ Ω_−).

UsloviØ nepreryvnosti na granice razdela, neobhodimye dlØ edinstvennosti rexeniØ, rassmotrim pozdnee. Ne umalØØ obwnosti, predpolagaem, qto za vremØ t_0 > 0 rexenie ne vyædet za granicy oblasti regulØrnosti polugeodeziqeskih koordinat, i ne doædet do granicy oblasti ∂Ω_+ ⋃ ∂Ω_−. 1.2. Gaussovy puqki – kvazifotony.

Budem iskat~ rexenie volnovogo uravneniØ v vide gaussova puqka povtorØØ izvestnu¸ proceduru, privedennu¸ v rabotah V. Babiqa, V. Ulina [1], A. Kaqalova [3], Dß. Ral~stona [7] i drugih. Gaussov puqok ffto kompleksnoznaqnoe asimptotiqeskoe rexenie volnovogo uravneniØ, takoe, qto,

✓ startuØ s granicy, ono skoncentrirovano v moment vremeni t okolo toqki μ(t) nekoæ geodeziqeskoæ. Drugimi slovami, gaussov puqok bystro ubyvaet pri uveliqenii rasstoØniØ ot fftoæ toqki, ✓ ono rasprostranØetsØ s ediniqnoæ skorost~¸ vdol~ fftoæ geodeziqeskoæ μ(t).

Takoe rexenie moßet byt~ poluqeno kak edinstvennoe rexenie naqal~no-kraevoæ zadaqi (IBVP) dlØ volnovogo uravneniØ,

80 A. S. KIRPIQNIKOVA

predpolagaØ, qto istoqnik f^0(ε; t, z), z ∈ Γ_0 nahoditsØ na granice Γ_0 v okrestnosti naqal~noæ toqki M_0(z_0, τ_0) v moment vremeni −t_0 < 0, z_0 ∈ Γ_0, gde (z, τ ) - polu-geodeziqeskie koordinaty, svØzannye s Γ_0, t.e. Γ_0 : {τ = τ_0 = 0, z^α – nekotorye gladkie koordinaty na Γ_0}. Oboznaqim qerez U (t, z, τ ) = { U^+(t, z, τ ), σ > 0, U^−(t, z, τ ), σ < 0 rexenie zadaqi

∂^2_t U − Δ_gU = 0,

U |_{−t0} = ∂_tU |_{−t0} = 0,

U |_{Γ0} = f^0(ε; t, z). (5) Zdes~ f^0(ε; t, z) := M_εχ^0(t, z) exp{iε^{−1}Θ^0(t, z)}V^0(z) – klass funkciæ na Γ_0×R, χ^0 – gladkaØ harakteristiqeskaØ funkciØ v okrestnosti toqki (−t_0, z_0), gde M_ε := (πε)^{− n}4 , V^0(z) – izvestnaØ gladkaØ funkciØ, ε-malyæ parametr, 0 < ε < 1. Amplituda predstavlØetsØ summoæ gladkih odnorodnyh polinomov ot rasstoØniæ (z − z_0) i (t + t_0) s kompleksnymi kofffficientami, fazovaØ funkciØ imeet takoæ vid

Θ^0(t, z) = −(t + t_0) + 1 2 (H^0(z − z_0), (z − z_0)) + i 2 (t + t_0)^2, (6)

gde (·, ·) – evklidovo skalØrnoe proizvedenie, (H^0)^t = H^0,

Im H^0 > 0. Rassmotrim

Opredelenie. Koneqnyæ gaussov puqok (KGP)porØdka N ffto funk-

ciØ U_N (ε; t, q, σ) sledu¸wego vida (my sleduem rabotam A.Kaqalova [4], [3] i A. Kaqalova, ˚. Kuryleva, M. Lassasa [5]): U_N (ε; t, q, σ) ≍^N M_ε exp{−(iε)^{−1}Θ_N (t, q, σ)} N∑ l=0 u_l(t, q, σ)(iε)^l, (7) gde fazovaØ funkciØ Θ_N (t, q, σ) udovletvorØet sledu¸wim uslovi- Øm: Im Θ_N (t, μ(t)) = 0, μ(t) = (q(t), σ(t))^t – geodeziqeskaØ, (8)

Im Θ_N (t, q, σ) ⩾ C_0(t) dist^2(ξ, ξ(t)), dist(ξ, ξ(t)) ≠ 0, (9)

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 81

zdes~ C_0 – nepreryvnaØ poloßitel~naØ funkciØ. DlØ puqka vypolnØetsØ neravenstvo:

|□_gU_N (ε; t, q, σ)| ⩽ C(2t_0)M_εε^N , (10)

gde C(2t_0) ne zavisit ot ε, ξ = ( q σ ) , ξ(t) = ( q(t) σ(t) ) , Y = ξ − ξ(t), (11)

gde 0 < η < 1/6. RazloßeniØ fazovoæ i amplitudnoæ funkciæ ime- ¸t vid:

Θ_N = θ_1 + θ_2 + . . . θ_{K(N)}, K(N ) =

2(N + 2 − l) 1 − 2η , (12)

u_l = u_{l(0)} + · · · + u_{l(L(N))}, L(N ) =

2(N + 1 − l) 1 − 2η , (13)

priqem dist(ξ, ξ(t)) = dist((q, σ), (q(t), σ(t))) – rasstoØnie v Ω_±.

Zameqanie. Lemma 2.49 iz [5] dokazyvaet, qto moßno ograniqit~sØ postroeniem koneqnogo qisla qlenov razloßeniØ fazovoæ i amplitudnoæ funkcii, sm. (12), (13).

Zameqanie. Koneqnyæ gaussov puqok (KGP) UN (ε; t, q, σ), kotoryæ vveden vyxe, skoncentrirovan okolo ξ(t), to est~

‖U_N (ε; t, ·)|_{Bρ}‖ = O(1). KGP ffksponencial~no ubyvaet

‖U_N (ε; t, ·)|_{(Ω−} S_{Ω+)\Bρ} ‖ = O(ε^p),

dlØ l¸bogo p > 0 vne xara B_ρ(ξ(t)) radiusa ρ > 0, ρ ∼ ε^12^{−η} (to est~ na rasstoØniØh bol~xe, qem O(ε^{1/2−η}), 0 < η < 1/6 ot geodeziqeskoæ μ(t)).

Poleznoe oboznaqenie 1: Budem pisat~ ≍^k tam, gde imeet mesto ravenstvo formal~nyh rØdov (my ne zabotimsØ o shodimosti) do porØdka k po vsem stepenØm ε, t, q^1, .., q^{n−1}, σ i ih kombinaciØm; qerez ≍^k oboznaqim formal~noe asimtotiqeskoe (algebraiqeskoe) razloßenie, to est~ budem pisat~ f(t, Y(t)) ≍^k 0 kogda ∂^δ_Y f(t, Y(t))|Y_{(t)=0} = 0, gde |δ| ⩽ k – mul~tiindeks. Esli indeks k otsutstvuet, to razloßenie verno dlØ l¸bogo k.

Poleznye oboznaqeniØ 2: Pervye qleny razloßeniØ fazovoæ funkcii Θ_N gaussova puqka ime¸t special~nye oboznaqeniØ (polinomial~nye)

θ_1(t, q^α, σ) = p_α(t)Y^α + p_n(t)Y^n, (14)

82 A. S. KIRPIQNIKOVA

gde p(t) := (p_α(t), p_n(t)) – impul~s gaussova puqka i

θ_2(t, q^α, σ) = 1 2 H_{αβ}(t)Y^αY^β + H_{αn}(t)Y^αY^n + 1 2 H_{nn}(t)(Y^n)^2, (15) gde H(t) := ( H_{αβ}(t) H_{αn}(t) H_{nβ}(t) H_{nn}(t) )

nazyvaetsØ kvadratiqnoæ formoæ, kotoraØ soderßit v sebe rashodimost~ luqeæ i formu gaussova puqka. Takim obrazom,

θ_l(t, q^α, σ) – odnorodnye polinomy stepeni l po Y, qleny porØdka l > 2 igra¸t vspomogatel~nu¸ rol~. Podobnym obrazom moßno

vvesti oboznaqeniØ i dlØ starxih qlenov rØda:

θ_l = 1 l! (Q_{α1...αl} Y^{α1} . . . Y^{αl} + C^1_l Q_{α1...αl−1 n}Y^{α1} . . . Y^{αl−1} Y^n + ..), gde C^k_l – kofffficienty Bernulli.

Opredelenie. Formal~nyæ gaussov puqok (FGP) predstavlen

formal~nym razloßeniem: U (ε; t, q, σ) ≍ M_ε exp{−(iε)^{−1}Θ(t, q, σ)} ∞∑ l=0 (iε)^l u_l(t, q, σ), (16) gde Θ(t, q, σ) ≍ ∑ l¿1^{θl (t) =} ∑ |δ|¿1 θ_δ(t) δ! (ξ − ξ(t))^δ . (17)

Opredelenie. Gaussov puqok UN porØdka N ffto rexenie sledu-

¸weæ zadaqi ∂^2_t U_N − Δ_gU_N = 0, (t, q, σ) ∈ [−t_0, t_0] × M, U_N (−t_0, q, σ) = U_N (ε; −t_0, q, σ), ∂_tU_N (−t_0, q, σ) = ∂_tU_N (ε; −t_0, q, σ), U_N (t, q, σ)|_{Γ0} = U_N (ε; t, q, σ)|_{Γ0} .

(18)

Neobhodimo zametit~, qto |∂^j_t ∂^κx (U_N (t, q, σ) − χ(t, q, σ)U_N (ε; t, q, σ)) | ⩽ CM_εε^{N−(j+|κ|)}, ∀j ⩾ 0, (19) zdes~ κ – mul~tiindeks, ∂^κx oboznaqaet qastnoe differencirovanie po n prostranstvennym koordinatam x = {q^α, σ}, χ – harakteristiqeskaØ funkciØ, ravnaØ edinice v okrestnosti ξ = ξ(t) i ravnaØ nul¸ vne fftoæ okrestnosti.

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 83

1.2.1. UsloviØ nepreryvnosti i vid rexeniØ.

DlØ togo, qtoby volnovoe uravnenie vo vseæ naxeæ oblasti imelo edinstvennoe rexenie, neobhodimo dopolnit~ ego uslovi- Ømi na gladkoæ poverhnosti razdela γ meßdu oblastØmi Ω_− i

Ω_+ (sm., naprimer, M. M. Popov [6]):

U^−|_γ = U^+|_γ , √ g^− ∂U^− ∂σ |_γ = √ g^+ ∂U^+ ∂σ |_γ , (20)

gde U^± – znaqenie polnogo polØ v Ω_− i Ω_+. Budem iskat~ rexenie v vide pada¸weæ i otraßennoæ volny v “pervoæ” srede Ω_− i prelomlennoæ volny vo “vtoroæ” srede Ω_+. Oboznaqim ffti volny qerez U^{in}, U^{ref} , U^{tr} sootvetstvenno. VspominaØ predstavlenie formal~nogo gaussova puqka (16) i predpolagaØ, qto on podhodit k granice razdela v toqke M_1- naqale polu-geodeziqeskih koordinat v moment vremeni t = 0, vypixem formal~nye usloviØ:

U^{in}(ε; t, q, 0) + U^{ref} (ε; t, q, 0) ≍ U^{tr}(ε; t, q, 0), (21) √ g^−(q, 0) [ ∂U^{in} ∂σ^− (ε; t, q, 0)+

∂U^{ref} ∂σ^− (ε; t, q, 0) ] ≍ √ g^+(q, 0)

∂U^{tr} ∂σ^+ (ε; t, q, 0). (22) Itak, my iwem rexenie v vide:

U^+(ε; t, q, σ) = U^{tr}(ε; t, q, σ), U�(ε; t, q, σ) = U^{in}(ε; t, q, σ) + U^{ref}(ε; t, q, σ).

1.3. Osnovnye rezul~taty. My postroim tri formal~nyh rØda U^{in}(ε, ·), U^{ref} (ε, ·), U^{tr}(ε, ·) i predpoloßim, qto vse tri mogut byt~ gladko prodolßeny v protivopoloßnu¸ “oblasti obitaniØ” oblast~ Ω_− ⋃ Ω_+. My “oborvem” ffti rØdy na porØdke N

i postroim koneqnye rØdy U^{in}_N (ε, ·), U^{ref}_N (ε, ·), U^{tr}_N (ε, ·) v Ω_− i Ω_+. Pokaßem, qto ffti rexeniØ blizki k iskomym rexeniØm volnovogo uravneniØ (gaussovym puqkam) v norme H^1. Pust~ U^{in} rasprostranØetsØ v Ω_− vdol~ geodeziqeskoæ μ^{in}(t) := (q^α_{in}(t), σ_{in}(t)) i dostigaet toqki M_1 = (q^α, σ) = (0, 0) na granice razdela γ v moment vremeni t = 0.

OsnovnaØ Teorema. Pust~ FGP U^{in} (16) naqal dvißenie v mo-

ment −t_0 < 0 v toqke M_0 = (z_0, τ_0) ∈ Γ_0 i podoxel transversal~no k granice razdela γ v toqke M_1 ∈ γ v moment vremeni t = 0. Predpoloßim, qto 0 ⩽ g^{αβ}_+ p^{in}_α p^{in}_β < 1. (23)

84 A. S. KIRPIQNIKOVA

Togda

• DlØ t > 0 rexenie volnovogo uravneniØ predstavimo v vide summy dvuh FGP U^{ref} i U^{tr}; volna U^{ref} otraßaetsØ ot granicy razdela vnutr~ Ω_− i U^{tr} prelomlØetsØ ot granicy razdela vnutr~ Ω_+. Oba puqka U^{ref} i U^{tr} mogut byt~ postroeny, esli pada¸wiæ puqok U^{in} izvesten. Postroennye takim obrazom FGP budut imet~ vse svoæstva, pozvolØ- ¸wie ocenivat~ ih kak asimptotiqeskie priblißeniØ k iskomym toqnym rexeniØm U^{ref} , U^{tr}.

• DlØ pada¸wego, otraßennogo i prelomlennogo puqkov vypolnØ¸tsØ anizotropnye analogi zakonov geometriqeskoæ optiki FrenelØ i zakona Snelliusa. Ugol otraßeniØ i ugol prelomleniØ vyraßa¸tsØ qerez ugol padeniØ.

• DlØ l¸bogo N moßno postroit~ toqnoe rexenie – gaussov puqok. �to rexenie U^{in} udovletvorØet uravneni¸ □U^{in} = 0 i otliqaetsØ ot postroennyh KGP U^{in}_N + U^{ref}_N v Ω_− i U^{tr}_N v Ω_+ na funkci¸, kotoraØ mala s nußnym koliqestvom svoih proizvodnyh. Drugimi slovami, dlØ l¸bogo N suwestvu¸t konstanty p(N ) i ~C_N takie, qto raznost~ toqnogo rexeniØ volnovogo uravneniØ U_N i KGP ‖U_N − χU_N ‖_Cp(N)_{([−t0,t0];D(Δg ))} ⩽ ~C_N ε^{p(N)}. Pervoe i vtoroe utverßdeniØ teoremy budut dokazany konstruktivno v razdelah 2, 3, a tret~e utverßdenie budet dokazano v razdele 4.

Zameqanie. Poskol~ku g^−_{αβ}(q, 0) ≠ g^+_{αβ}(q, 0), porØdok prelomlennoæ volny budet sovpadat~ s porØdkom pada¸weæ volny. V sluqae, kogda metriqeskiæ tenzor nepreryven, a ego proizvodnaØ(- ye) terpØt skaqok, porØdok prelomlennogo polØ budet slabet~, no ffto vyhodit za ramki dannoæ raboty.

Zameqanie. V sluqae, kogda uslovie (23) ne vypolnØetsØ, my stalkivaemsØ s polnym vnutrennim otraßeniem. Pograniqnyæ sluqaæ g^{αβ}_+ p^{in}_α p^{in}_β = 1 sootvetstvuet kasatel~nomu k granice razdela napravleni¸ rasprostraneniØ prelomlennoæ volny U^{tr}, my ego iskl¸qaem iz naxego rassmotreniØ, tak kak stanovitsØ nevozmoßnye ispol~zovat~ luqevye razloßeniØ vvidu togo, qto granica razdela stanovitsØ harakteristiqeskoæ poverhnost~¸.

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 85

1.4. Formal~nye rØdy.

Budem sledovat~ proceduram, provedennym v rabotah V. Babiqa, V. Ulina, [1], A. Kaqalova, [3]. Rassmotrim volnovoæ operator □_g (4), primenennyæ k KGP U_N (ε; ·). DlØ togo, qtoby rØd formal~no udovletvorØl volnovomu uravneni¸, ffækonal Θ_N i u_l dolßny byt~ rexeniØmi uravneniæ Gamil~tona–˚kobi i uravneniæ perenosa sootvetstvenno. Opustim znaqki “in, ref, tr”, tak kak sledu¸wee budet verno dlØ vseh treh voln. Vypixem uravneniØ Gamil~tona–˚kobi dlØ qlenov amplitudnogo rØda: [( ∂Θ_N ∂t )_2 − g^{αβ} ∂Θ_N ∂q^α ∂Θ_N ∂q^β − ( ∂Θ_N ∂σ )_2]

≍ 0, (24)

teper~, kogda oni formal~no vypolneny dlØ Θ_N , zapixem uravneniØ dlØ amplitudnyh funkciæ. Operator L_{ΘN} nosit nazvanie operatora perenosa

L_{ΘN} u = 2 ∂Θ_N ∂t ∂u ∂t − 2g^{αβ} ∂Θ_N ∂q^α ∂u ∂q^β − 2 ∂Θ_N ∂σ ∂u ∂σ + (□Θ_N ) · u. (25)

Pervoe priblißenie amplitudnyh funkciæ sleduet iz [( ∂Θ_N ∂t )_2 − g^{αβ} ∂Θ_N ∂q^α ∂Θ_N ∂q^β − ( ∂Θ_N ∂σ )_2] u_0(t, q, σ) ≍ 0. (26)

UravneniØ dlØ sledu¸wih priblißeniæ dlØ amplitudy, l =

1, . . . , N prinima¸t vid uravneniæ perenosa: L_{ΘN} u_l ≍ □_gu_{l−1}, l = 0, .., N, u_{−2}(t, q, σ) ≡ u_{−1}(t, q, σ) ≡ 0. (27) 2. Fazovye funkcii V dannom razdele my budem stroit~ Θ^{ref}_N (t, q, σ), Θ^{tr}_N (t, q, σ), predpolagaØ, qto oni ime¸t vid (12). Vo-pervyh, izuqim fazovu¸ funkci¸ pada¸wego polØ Θ^{in}_N (t, q, σ). Vo-vtoryh, pokaßem, kak poluqit~ KGP Θ^{ref}_N (t, ·), Θ^{tr}_N (t, ·) v vide rØdov koneqnyh odnorodnyh polinomov qerez pada¸wee pole. My rassmotrim differencial~nye uravneniØ, kotorym udovletvorØ¸t qleny fftih rØdov.

2.1. Osnovnye uravneniØ Rassmotrim KGP U^{in}_N (t, q, σ), dvißuwiæsØ k granice razdela γ vdol~ geodeziqeskoæ μ^{in}(t) := (q^α_{in}(t), σ_{in}(t)). SleduØ procedure, privedennoæ, naprimer, v [5], rassmotrim □_g U^{in}_N (t, q, σ). My

86 A. S. KIRPIQNIKOVA

videli, qto fazovaØ funkciØ obØzana udovletvorØt~ uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi (24). Po postroeni¸, volny dolßny rasprostranØt~sØ s ediniqnoæ skorost~¸, a ffto vleqet uravnenie ffækonala dlØ Θ^{in}_N : g^{αβ}_− ∂Θ^{in}_N ∂q^α ∂Θ^{in}_N ∂q^β + ( ∂Θ^{in}_N ∂σ^− )^2 ≍ 1. (28)

Vvedem novye oboznaqeniØ i perepixem (12) (ili (17)):

Θ^{in}_N (t, q, σ) = ( P^{in}(t)^t, Y^{in}(t) ) + 1 2 ( H^{in}(t)Y^{in}(t), Y^{in}(t) ) + . . . , (29)

P^{in}(t) = ( p^{in}_1 (t) . . . p^{in}_{n−1}(t) p^{in}_n (t) )_t = ( p^{in}_α (t) p^{in}_n (t) ) , (30)

Y^{in}(t) = ξ^{in} − ξ^{in}(t) = q^1 − q^1_{in}(t) . q^{n−1} − q^{n−1}_{in} (t) σ − σ_{in}(t) = ( q^α − q^α_{in}(t) σ − σ_{in}(t) ) , (31)

H^{in}(t) = ( H^{in}_{αβ}(t) H^{in}_{αn}(t) H^{in}_{nβ}(t) H^{in}_{nn}(t) ) , (32)

gde ξ(t) bylo vvedeno v (11). Prodolßaem standartnyæ metod postroeniØ gaussovyh puqkov (sm., naprimer,[1], [3]), uravnenie ffækonala (28) vleqet za soboæ uravnenie dlØ vseh qlenov razloßeniØ (12), v tom qisle, sistemu uravneniæ Gamil~tona–˚kobi (36) dlØ impul~sov (35) i uravnenie Rikkati (37) dlØ kvadratiqnyh form. Oboznaqim qerez h Gamil~tonian sistemy

h^{in}(q, σ; p) = (p, p)^{1/2}_{g−} = √ g^{αβ}_− p^{in}_α (t)p^{in}_β (t) + (p^{in}_n (t))^2 ≡ 1, (33)

(h^{in})^2 = g^{αβ}_−

∂Θ^{in} ∂q^α ∂Θ^{in} ∂q^β + ( ∂Θ^{in} ∂σ )^2 = g^{αβ}_− p^{in}_α p^{in}_β + (p^{in}_n )^2 = (

∂Θ^{in} ∂t )^2, (34)

togda uravnenie impul~sov

g^{αβ}_− p^{in}_α (t)p^{in}_β (t) + (p^{in}_n (t))^2 ≡ 1. (35)

UravneniØ Gamil~tona (kanoniqeskie uravneniØ): { q̇^α_{in}(t) =^{∂hin}_{∂pα} =^1_{hin} g^{αβ}_− p^{in}_β (t),

σ̇_{in}(t) =^{∂hin}_{∂pn} =^1_{hin} p^{in}_n (t),

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 87

ṗ^{in}_γ (t) = −^{∂hin}_{∂qγ} = −^1_{2hin} p^{in}_α (t)p^{in}_β (t)^{∂gαβ−}_{∂qγ} ,

ṗ^{in}_n (t) = −^{∂hin}_{∂σ} = −^1_{2hin} p^{in}_α (t)p^{in}_β (t)^{∂gαβ−}_{∂σ} .

(36)

Rexenie fftoæ sistemy ØvlØetsØ biharakteristikoæ (q^α_{in}(t), σ_{in}(t);

p^{in}_α (t), p^{in}_n (t)). Tret~e uravnenie, kotoromu udovletvorØet kvadra-

tiqnaØ forma gaussova puqka – uravnenie Rikkati: d dt H^{in} + D^{in} + (B^{in} H^{in} + H^{in} (B^{in})^t) + H^{in} C^{in} H^{in} = 0. (37)

gde kofffficientami (B^{in} )^t = B^{in ∗}, (C^{in})^t = C^{in ∗} = C, (D^{in} )^t =

D^{in ∗} = D ØvlØ¸tsØ n × n matricy vtoryh proizvodnyh gamil~-

toniana, podsqitannye v toqke (q, σ; p) = (q_{in}(t), σ_{in}(t); p^{in}(t)) na biharakteristike:

D^{in} = ( D^{in}_{αβ} D^{in}_{αn} D^{in}_{nβ} D^{in}_{nn} ) = (_{∂2hin} ∂q^α∂q^β ∂^2h^{in} ∂q^α∂σ ∂^2h^{in} ∂σ∂q^β ∂^2h^{in} ∂σ^2 ) , (38)

B^{in} = ( B^β_α^{in} B^n_α^{in} B^β_n^{in} B^n^{in} ) = (_{∂2hin} ∂q^α∂p_β ∂^2h^{in} ∂q^α∂p_n ∂^2h^{in} ∂q^β ∂p_n ∂^2h^{in} ∂σ∂p_n ) , (39)

C^{in} = ( C^{αβin} C^{αnin} C^{nβin} C^{nnin} ) = (_{∂2hin} ∂p_α∂p_β ∂^2h^{in} ∂p_α∂p_n ∂^2h^{in} ∂p_n∂p_β ∂^2h^{in} ∂p^2_n ) . (40)

Nax sledu¸wiæ xag – poluqenie uravneniæ dlØ qlenov vysxego porØdka. Moßno zametit~, qto vse poluqennye uravneniØ ØvlØ- ¸tsØ rekurrentnymi, tak kak kaßdyæ raz qleny starxih porØdkov ravny nul¸ vdol~ biharakteristik. Odnorodnyæ qlen θ^{in}_l porØdka l v razloßenii Teælora (24) zavisit ot θ^{in}_m, gde m ⩽ l+1. No qleny, soderßawie θ^{in}_{l+1} ravny nul¸ vdol~ bi-harakteristik. V itoge poluqennye differencial~noe uravnenie dlØ odnorodnyh polinomov θ^{in}_l , l ⩾ 3 lineæny (sm. [5]), ∂θ^{in}_l ∂t + N^{(in)i}_j ∂θ^{in}_l ∂(Y^{in} )^i

(Y^{in})^j = F_l(θ^{in}_m ), l = 3, 4, .. (41)

gde m < l. Komponenty N^{(tr)i}_j obrazu¸t n × n matricu:

N^{(in)i}_j (t) =

∂^2h^{in} ∂x^i∂p_j + ∂^2h^{in} ∂p_i∂p_k H^{in}_{kj} = [B^t_{in} + C_{in}H_{in}]^i_j, (42)

88 A. S. KIRPIQNIKOVA

gde matricy B^{in}, C^{in} opredeleny vyxe v (39)–(40).

Zameqanie. Poluqennye uravneniØ (41) moßno svesti k lineænym ODU po t dlØ θ^{in}_l (t). DlØ edinstvennosti razrexeniØ oni trebu¸t znaniØ naqal~nyh dannyh. Ewe raz zametim, qto dannye uravneniØ, poluqennye dlØ pada¸wego polØ mogut byt~ formal~no napisany i dlØ polØ otraßennogo, i dlØ prelomlennogo, tak kak pri vyvode byli ispol~zovany tol~ko obwie svoæstva gaussovyh puqkov, tak kak my rassmatrivaem odnorodnye polinomy i priravnivaem ih kofffficienty.

2.2. Podgotovitel~nyæ xag. Rassmotrim razloßenie fazovoæ funkcii v rØd (29) i pererazloßim ego v okrestnosti t = 0, to est~ razloßim v rØd Teælora P^{in}(t) (30), H^{in}(t) (32) i Y^{in}(t) (31) i soberem novye formy, deæstvu¸wie uße na n + 1 peremennu¸

t, q, σ. Oboznaqim novye formy ~P^{in}, ~H^{in}, to est~ til~da sverhu

oboznaqaet kofffficienty novyh form, poluqennyh v rezul~tate razloßeniØ:

Y^{in}(t) ≍^2 ( q^α − q̇^α_{in}(0)t −^1_2 q̈^α_{in}(0)t^2 σ − σ̇_{in}(0)t −^1_2 σ̈_{in}(0)t^2 ) ,

Θ^{in}_N (t, q, σ) ≍^2

~p_0t + ~p^{in}_α q^α + ~p^{in}_n σ + 1 2 ~H^{in}_{00}t^2 + 1 2 ~H^{in}_{αβ}q^αq^β + 1 2 ~H^{in}_{nn}σ^2+

+ ~H^{in}_{0α}tq^α + ~H^{in}_{0n}tσ + ~H^{in}_{αn}q^ασ = = ( ( ~P^{in})^t, ψ ) + 1 2 ( ~ H^{in}ψ, ψ ) , (43) gde

~H^{in} =

~H^{in}_{00} ~H^{in}_{0β} ~H^{in}_{0n}

~H^{in}_{α0} ~H^{in}_{αβ} ~H^{in}_{αn}

~H^{in}_{n0} ~H^{in}_{nβ} ~H^{in}_{nn}

, ~P^{in} =

~p^{in}_0 ~p^{in}_α ~p^{in}_n = −1 p^{in}_α (0) p^{in}_n (0) , (44)

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 89 ψ = t q^α σ . 1 2 ~Hin_{00} = −ṗin_α (0)q̇α_{in}(0) − ṗin_n (0)σ̇_{in}(0) −^1_2 (pin_α (0)q̈α_{in}(0) + pin_n (0)σ̈_{in}(0))

+^1_2 H^{in}_{nn}(0)(σ̇_{in}(0))^2 +^1_2 H^{in}_{αβ}(0)q̇^α_{in}(0)q̇^β_{in}(0) + H^{in}_{nα}(0)q̇^α_{in}(0)σ̇_{in}(0), ~H^{in}_{αβ} = H^{in}_{αβ}(0),

~H^{in}_{nn} = H^{in}_{nn}(0), ~H^{in}_{0α} = ṗ^{in}_α (0) − H^{in}_{αβ}(0)q̇^β_{in}(0) − H^{in}_{αn}(0)σ̇_{in}(0),

~H^{in}_{n0} = ṗ^{in}_n (0) − H^{in}_{nn}(0)σ̇_{in}(0) − H^{in}_{αn}(0)q̇^α_{in}(0), ~H^{in}_{αn} = H^{in}_{αn}(0).

(45) Poluqennye kofffficienty razloßeniØ prigodØtsØ pri nahoßdenii naqal~nyh dannyh dlØ kvadratiqnoæ formy. Zametim, qto podobnye razloßeniØ mogut byt~ napisany kak dlØ otraßennogo, tak i dlØ prelomennogo polØ. Postroenie impul~sov p^{ref} , p^{tr}.

Cel~ dannogo razdela – postroenie pervyh lineænyh qlenov razloßeniæ otraßennoæ i prelomlennoæ fazovyh funkciæ Θ^{ref}_N i Θ^{tr}_N , to est~ postroenie impul~sov P^{ref} (t), P^{tr}(t) (analogiqno (14)). Po izvestnoæ naqal~noæ toqke i ediniqnoæ dline v metrike my naædem impul~sy.

2.3.1. Naqal~nye dannye dlØ impul~sov. Rassmotrim razloßenie (14) po t, q, σ (opustim analogiqnoe razloßenie θ^{tr}_1 (t), ime- ¸wee takoæ ße vid):

θ^{ref}_1 (t, q, σ) = p^{ref}_α (0)q^α + p^{ref}_n (0)σ − p^{ref}_α (0)q̇^α_{ref} (0)t − p^{ref}_n (0)σ̇_{ref} (0)t (46)

My hotim naæti naqal~nye dannye, ispol~zuØ dlØ fftogo dannye na granice razdela (21). Pervoe uslovie nepreryvnosti vleqet ravenstvo

θ^{in}_1 (t, q, 0) = θ^{ref}_1 (t, q, 0) = θ^{tr}_1 (t, q, 0), (47)

iz qego Øsno, qto kasatel~nye sostavlØ¸wie impul~sov (sootvetstvu¸wie γ) ravny:

p^{in}_α (t) = p^{ref}_α (t) = p^{tr}_α (t), ⇒ p^{in}_α (0) = p^{ref}_α (0) = p^{tr}_α (0). (48)

Togda, polagaØ, qto my znaem znaqenie pada¸wego gaussova puqka v moment t = 0, to est~, znaØ P^{in}(0) i pomnØ, qto skorost~

90 A. S. KIRPIQNIKOVA

ravna edinice, to est~ |P^{tr,ref} (t)| = 1 (impul~s udovletvorØet uravneni¸ ffækonala (28) dlØ l¸bogo t, znaqit i dlØ t = 0), my napixem

|P^{tr,ref} (0)| = h(0, 0; P^{tr,ref} (0)) = √ g^{αβ}_± (0, 0)p^{in}_α (0)p^{in}_β (0) + (p^{tr,ref}_n (0))^2 = 1.

Togda p^{tr,ref}_n (0) opredelØetsØ s toqnost~¸ do znaka kvadratnogo kornØ. Tak kak prelomlennyæ gaussov puqok rasprostranØetsØ vnutr~ Ω_+ my dolßny vzØt~^{∂θtr}_{∂σ+} > 0, to est~ p^{tr}_n (0) > 0, a otraßennyæ puqok dvigaetsØ vnutr~ Ω_−, togda p^{in}_n (0) = −p^{ref}_n (0), to est~

p^{tr}_n (0) = √ 1 − g^{αβ}_+ (0, 0)p^{in}_α (0)p^{in}_β (0) > 0, (49)

p^{ref}_n (0) = √ 1 − g^{αβ}_− (0, 0)p^{in}_α (0)p^{in}_β (0) = −p^{in}_n (0) > 0. (50)

Zameqanie. Uslovie |p^{tr}| < 1 garantiruet otsutstvie polnogo vnutrennego otraßeniØ. 2.3.2. Postroenie impul~sov.

My naxli naqal~nye znaqeniØ P^{ref} (0) (i P^{tr}(0)). Naqal~naØ toqka dlØ t = 0 (q_{ref(tr)}(0), σ_{ref(tr)}(0)) = (0, 0) sootvetstvu¸weæ biharakteristiki (q_{ref(tr)}(t), σ_{ref(tr)}(t); p_{ref(tr)}(t)) izvestna, sledovatel~no, my moßet rexit~ sistemu uravneniæ Gamil~tona (36). Sootvetstvu¸wiæ gamil~tonian

(h^{ref(tr)})^2 = g^{αβ}_± (q, σ)p^{ref(tr)}_α (t)p^{ref(tr)}_β (t) + (p^{ref(tr)}_n (t))^2 = 1.

2.4. Kvadratiqnye formy. Cel~ dannoæ glavy – postroit~ vtorye (kvadratiqnye) qleny razloßeniØ fazovoæ funkcii (29), a imenno, H^{ref} (t, ·), H^{tr}(t, ·) predpolagaØ, qto nam izvestno H^{in}(0) i qto impul~sy my uße postroili. DlØ fftogo neobhodimo rexit~ uravnenie Rikkati (37), vyqisliv naqal~nye dannye

H^{ref(tr)}(t = 0).

2.4.1. Naqal~nye dannye θ^{ref}_2 (0, q, σ), θ^{tr}_2 (0, q, σ)..

Zadaqa fftogo paragrafa – po dannym (na γ) graniqnym dannym postroit~ naqal~nye dannye s zadannymi svoæstvami, to est~, znaØ ~H^{in}_{0α}, ~H^{in}_{αβ}, ~H^{in}_{00}, i predpolagaØ, qto my uße postroili impul~sy i naxli geodeziqeskie, vyrazit~ H^{ref,tr}_{αβ} (t = 0), H^{ref,tr}_{αn} (t =

0), H^{ref,tr}_{nn} (t = 0) qerez izvestnoe. I v fftot raz vospol~zuemsØ

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 91

usloviØmi nepreryvnosti (21), vspominaØ, qto Θ^{in}|_γ = Θ^{tr}|_γ =

Θ^{ref} |_γ . Poslednee perepixem sledu¸wim obrazom

~H^{in}_{αβ} = ~H^{ref}_{αβ} = ~H^{tr}_{αβ} = H^{in}_{αβ}(0) = H^{ref}_{αβ} (0) = H^{tr}_{αβ}(0). (51)

Togda na granice razdela σ = 0 (43) poluqim

−t + p^{in}_α q^α + 1 2 ~H^{in}_{00}t^2 + 1 2 ~H^{in}_{αβ}q^αq^β + ~H^{in}_{0α}tq^α + . . . =

−t + p^{ref}_α q^α + 1 2 ~H^{ref}_{00} t^2 + 1 2 ~H^{ref}_{αβ} q^αq^β + ~H^{ref}_{0α} tq^α + . . . .

Iz qego sleduet {

~Hin_{00} = ~Href_{00} = ~Htr_{00},

~H^{in}_{0α} = ~H^{ref}_{0α} = ~H^{tr}_{0α}. (52)

Teper~ podstavim vo vtoroe uravnenie (52) kofffficienty (45) i podobnoe vyraßenie dlØ H^{ref} i H^{tr}. Takim obrazom my poluqim predstavleniØ dlØ H^{ref,tr}_{αn} (0) qerez izvestnoe pada¸wee pole i izvestnye proizvodnye geodeziqeskih:

H^{ref}_{αn}(0) = −H^{in}_{αn}(0). (53)

Dalee my ne budem privodit~ vyraßenie dlØ qlenov otraßennoæ i prelomlennoæ kvadratiqnyh form v nulevoæ moment vremeni, vvidu ih gromozdkosti, a privedem tol~ko vyraßeniØ dlØ ih mnimyh qasteæ, kotorye i prigodØtsØ v dal~neæxem. DlØ otraßennogo polØ poluqim

Im H^{tr}_{αn}(0)σ̇_{tr}(0) = − Im H^{in}_{αn}(0)σ̇_{in}(0)−Im H^{in}_{αβ}(0)[q̇^α_{in}(0)−q̇^α_{tr}(0)]. (54)

Analogiqno dlØ H^{ref}_{nn}(t = 0):

Im(H^{ref}_{nn}(0)(σ̇_{ref} (0))^2) = Im(H^{in}_{nn}(0)(σ̇_{in}(0))^2), (55)

Im(H^{tr}_{nn}(0)(σ̇_{tr}(0))^2) = (56) Im ( H^{in}_{nn}(0)(σ̇_{in}(0))^2 + H^{in}_{αβ}(0) [ q̇^α_{tr}(0)q̇^β_{tr}(0) − q̇^α_{in}(0)q̇^β_{in}(0) ])

−2 Im ( H^{tr}_{nα}(0)q̇^α_{tr}(0)σ̇_{tr}(0) + H^{in}_{nα}(0)q̇^α_{in}(0)σ̇_{in}(0) ) . Itak, my naxli naqal~nye dannye dlØ otraßennoæ i prelomlennoæ kvadratiqnyh form, ispol~zuØ tol~ko izvestnoe pada¸wee pole i tol~ko qto postroennye impul~sy.

92 A. S. KIRPIQNIKOVA

2.4.2. Naqal~no-kraevaØ zadaqa.

Tak kak my postroili naqal~nye dannye H^{ref} (0), H^{tr}(0), to my moßem rexit~ uravnenie Rikkati (37). Esli nam udastsØ pokazat~, qto naqal~naØ kvadratiqnaØ forma H(0) = H_0 udovletvorØet svoæstvam sledu¸weæ lemmy, to rexeniem uravneniØ Rikkati budet iskomaØ kvadratiqnaØ formy gaussova puqka. Sledu¸waØ lemma - ffto lemma 2.56 iz [5] (takße Babiq V., Ulin V., [1], ili Babiq V., Buldyrev V., Molotkov I., [2], Kaqalov A., [3]): Lemma 2.56. Pust~ H0 – n × n kompleksnoznaqnaØ matrica, ta-

kaØ, qto H_0 = H^t_0, (57)

Im H_0 > 0. (58)

Togda (i) naqal~no-kraevaØ zadaqa dlØ uravneniØ Rikkati (37) s naqal~nymi znaqeniØmi H|_{t=0} = H_0 (59)

imeet edinstvennoe rexenie H(t), t ∈ R. Proizvodnye vyqislØ¸tsØ v toqke (q, σ; p) = (q(t), σ(t); p(t)), to est~ na biharakteristike, ØvlØ¸weæsØ rexeniem uravneniæ Gamil~tona (36).

(ii) Rexenie H(t), t ∈ R simmetriqno, H(t) = H(t)^t, i Im H(t) > 0. (iii) Krome togo, dlØ l¸byh Y_0, Z_0 takih, qto H_0 = Z_0Y^{−1}_0 , matrica H(t) predstavima v vide H(t) = Z(t)Y (t)^{−1}. Para matric (Z(t), Y (t)) ØvlØetsØ rexeniem naqal~no-kraevoæ zadaqi, d dt Y (t) = B^t · Y + C · Z, Y |_{t=0} = Y_0, (60) d dt Z(t) = −D · Y − B · Z, Z|_{t=0} = Z_0, (61) gde matrica Y (t) nevyroßdena dlØ l¸byh t ∈ R, det Y (t) ≠ 0.

Lemma. DlØ l¸bogo gaussova puqka det(Im H(t)) · | det Y (t)|^2 posto-

Ønen.

Obe lemmy dokazany v [5].

DlØ togo, qtoby vospol~zovat~sØ rezul~tatami lemmy 2.56, nam neobhodimo pokazat~, qto poluqennye H^{ref} (0), H^{tr}(0) udovletvorØ¸t ee trebovaniØm (simmetriqnye i poloßitel~noopredelennye).

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 93

Utverßdenie. Pust~ nam izvestno, qto Im θ^{in}_2 (t, q, 0) > 0, i pust~

θ^{in}_2 (t, q, 0) simmetriqna, togda Im θ^{ref,tr}_2 (0, q, σ) > 0 i θ^{ref,tr}_2 (0, q, σ) toße simmetriqny.

Naqnem dokazatel~stvo utverßdeniØ s simmetriqnosti

H^{ref,tr} (0). Deæstvitel~no, my ne moßem utverßdat~, qto odno-

rodnye polinomy θ^{ref,tr}_2 (0, q, σ) zada¸tsØ simmetriqnymi postroennymi matricami H^{ref,tr}(0), no my vsegda moßem odnoznaqno vybrat~ simmetriqnyæ tenzor, kotoryæ poroßdaet nußnyæ polinom θ^{ref,tr}(0, q, σ). Dokaßem vtoru¸ qast~ utverßdeniØ. Pust~ my znaem, qto mnimaØ qast~ Im H^{ref,tr}(t) > 0, (32) dlØ l¸bogo t, to est~ ( ( Im H^{in}_{αβ}(0) Im H^{in}_{αn}(0) Im H^{in}_{nβ} Im H^{in}_{nn}(0) ) ( q^α σ ) , ( q^β σ ) ) > 0. Kriteriæ Sil~vestra poloßitel~noæ opredelennosti govorit, qto neobhodimym i dostatoqnym usloviem ØvlØetsØ poloßitel~- nost~ vseh glavnyh minorov. Zametim, qto vse glavnye minory matric Im H^{in,ref,tr}(0), krome determinanta, sovpada¸t. Sootvetstvenno, dlØ togo, qtoby pokazat~ poloßitel~nu¸ opredelennost~ Im H^{ref,tr}(0), nam pridetsØ sledit~ tol~ko za poloßitel~- nost~¸ ih opredeliteleæ. Rassmotrim snaqala otraßennu¸ kvadratiqnu¸ formu det ( Im H^{ref}_{αβ} (0) Im H^{ref}_{αn}(0) Im H^{ref}_{nβ} (0) Im H^{ref}_{nn}(0) ) = det ( Im H^{in}_{αβ}(0) − Im H^{in}_{αn}(0) − Im H^{in}_{nβ}(0) Im H^{in}_{nn}(0) ) . Kak vidno, opredeliteli ravny, a, sledovatel~no my dokazali, qto Im H^{ref} (0) > 0. Teper~ rassmotrim Im H^{tr}(0). Oqevidno, domnoßaØ snaqala posledniæ stolbec, a zatem posledn¸¸ stroku na konstantu σ̇_{in,tr}(0) matric Im H^{in}(0), Im H^{tr}(0) sootvetstvenno ((54), (56)), znak opredelitelØ my ne menØem. Budem rabotat~ s matriceæ (

Im H^{in}_{αβ}(0) Im H^{in}_{αn}(0)σ̇_{in}(0) Im H^{tr}_{nβ}(0)σ̇_{in}(0) Im H^{tr}_{nn}(0)σ̇^2_{in}(0) ) , opredelitel~ kotoroæ ne izmenilsØ, poloßitelen. Dalee lineænymi preobrazovaniØmi (ne menØ¸wimi opredelitel~) poluqim matricu Im H^{tr}(0) s komponentami ((51), (54), (56)), qto i dokaßet ee poloßitel~nu¸ opredelennost~. UpomØnutye preobrazovaniØ takovy: pribavim k poslednemu stolbcu lineænu¸

94 A. S. KIRPIQNIKOVA

kombinaci¸ vseh pravyh strok s mnoßitelem −[q̇^β_{in}(0) − q̇^β_{tr}(0)], teper~ samyæ pravyæ stolbec poluqennoæ matricy imeet komponenty − Im H^{in}_{αn}σ̇_{in}(0) − [q̇^β_{in}(0) − q̇^β_{tr}(0)] Im H^{in}_{αβ}(0), qto sovpadaet s (54). PoslednØØ komponenta vyglØdit tak: Im H^{in}_{nn}(0)σ̇_{in}(0) −

Im H^{in}_{nβ}(0)σ̇_{in}(0)[q̇^β_{in}(0) − q̇^β_{tr}(0)]. Teper~ pribavim k posledneæ stro-

ke lineænu¸ kombinaci¸ vseh verhnih strok s mnoßitelem

−[q̇^α_{in}(0)−q̇^α_{tr}(0)]. Pervye (n−1) komponent posledneæ stroki teper~

sovpada¸t s (54), a poslednØØ komponenta polnost~¸ sovpadaet s (56), qto dokazyvaet poloßitel~nu¸ opredelennost~ matricy

Im H^{tr}(0) > 0.

My dokazali utverßdenie i teper~ moßem postroit~ rexeniØ uravneniØ Rikkati s neobhodimymi svoæstvami { H^{ref} (t) = Z^{ref} (t)(Y^{ref} (t))^{−1},

H^{tr}(t) = Z^{tr}(t)(Y^{tr}(t))^{−1}.

(62)

Teper~ FGP (16) na mnogoobrazii skoncentrirovan v okrestnosti toqki i rasprostranØetsØ na geodeziqeskoæ (p^{ref,tr}(t); q^{ref,tr}(t),

σ^{ref,tr}(t)) s ediniqnoæ skorost~¸.

2.5. Polinomy starxih stepeneæ. PrimenØem pohoßu¸ proceduru dlØ poiska odnorodnyh polinomov θ^{ref}_l (t, q, σ), θ^{tr}_l (t, q, σ),

l ⩾ 3. Snaqala shematiqno nametim rekurrentnu¸ proceduru

nahoßdeniØ naqal~nyh dannyh. Zatem predstavim differencial~noe uravnenie dlØ ih nahoßdeniØ. Dopolnennye naqal~nymi dannymi, ffti uravneniØ odnoznaqno rexa¸tsØ.

2.5.1. Naqal~nye dannye θ^{ref}_l (0, q, σ), θ^{tr}_l (0, q, σ).

My ne budem privodit~ zdes~ formuly dlØ vyqisleniØ naqal~nyh dannyh iz-za ih gromozdkosti, a privedem lix~ osnovnye idei metoda. Zafiksiruem l ⩾ 3, i budem sqitat~, qto uße naxli vse θ^{ref,tr}_l (t, q, σ) mladxih stepeneæ. OpØt~ ße pada¸wee pole budem sqitat~ izvestnym. Rassmotrim formal~nye rØdy (analogiqno tomu, kak my rassmatrivali ih dlØ l = 1, 2 (14), (15)). Zatem rassmotrim razloßeniØ fftih rØdov v rØdy Teælora v okrestnosti t = 0 (analogiqno (43)). Iz usloviæ nepreryvnosti na granice razdela budet vidno, qto kofffficienty form

θ^{ref,tr}_l (t, q, σ) v t = 0 moßno vyrazit~ qerez kofffficienty pada-

¸wego polØ i θ^{ref,tr}_l (t, q, σ) stepeneæ niße l. Na samom dele, poluqennaØ takim obrazom sistema uravneniæ budet treugol~noæ,

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 95

to est~ vse neobhodimye kofffficienty moßno vyrazit~ posledovatel~no. To est~, naqat~ moßno s priravnivaniØ kofffficientov, pri monomah, ne soderßawih σ, a soderßawih kombinacii l kasatel~nyh i vremennyh peremennyh. Takie kofffficienty neposredstvenno ravny analogiqnym izvestnym kofffficientam pada¸wego polØ. ProdolßaØ proceduru, priravnivaem sledu¸wu¸ gruppu kofffficientov pri monomah, soderßawih odnu σ i l − 1 kasatel~nyh i vremennyh peremennyh, kofffficienty vyraßa¸tsØ qerez poluqennye na predyduwem fftape, izvestnye kofffficienty pada¸wego polØ i poluqennye rannee polinomy men~xih porØdkov.

2.5.2. UravneniØ dlØ starxih stepeneæ.

Predpolagaem snova, qto nam izvestny θ^{ref,tr}_1 (t), .., θ^{ref,tr}_{l−1} (t) i naqal~nye dannye θ^{ref,tr}_l (0). Privedem zdes~ naqal~no-kraevu¸ zadaqu dlØ nahoßdeniØ θ^{ref,tr}_l (t). Budem sledovat~ metodu, predloßennomu, naprimer, v [5]. Napomnim, qto kaßdyæ qlen fazovoæ funkcii dolßen udovletvorØt~ (41) s naqal~nymi dannymi poluqennymi vyxe. DlØ uproweniØ rexeniØ (41) ispol~zuem novye koordinaty

t̂ = t, ŷ = Y^{−1}(t)Y(t), (63)

gde Y (t) opredelen v (62) i Y(t) opredelen v (31) tak, qto ∂ ∂t̂ = ∂ ∂t + [ (B)^tY + CZ ]_i jŷ^j ∂ ∂Y^i = ∂ ∂t + N^i_j Y^j ∂ ∂Y^i , gde N^i_j opredeleny v (42). Pust~ θ̂_l (t̂, ŷ) – predstavleniØ polinomov θ_l(t, Y) v novyh koordinatah s “kryxeqkami”, togda uravneniØ (41) prinima¸t vid ∂ ∂~t ~θ_l = ~F_l, l = 3, 4, . . . . Dopolniv ffti uravneniØ naqal~nymi dannymi, θ̂_l(t̂, ~y)|_{t̂=0} =

θ_l(t, Y)|_{t=0} i Y (0) = I, moßno naæti θ̂_l(t̂, ŷ) dlØ l¸bogo t̂, a, sle-

dovatel~no, opredelit~ θ_l(t, Y) dlØ l¸bogo t. 2.6. Fazovye funkcii Θ^{ref}_N (t, q, σ), Θ^{tr}_N (t, q, σ).

My priveli proceduru postroeniØ l¸bogo koneqnogo qlena razloßeniØ fazovyh funkciæ θ^{ref,tr}_1 (t), θ^{ref,tr}_2 (t), . . . , θ^{ref,tr}_N (t). Privedem vyvody lemmy 2.61 iz [5]. Predpoloßim, qto Θ^{in}_N izvestna, togda moßno postroit~ Θ^{ref(tr)}n , tak qto postroennye funkcii

96 A. S. KIRPIQNIKOVA

predstavimy rØdom

Θ^{ref(tr)}(t, q, σ) ≍^N Θ^{ref(tr)}_N (t, q, σ) = N−1∑ l=1 θ^{ref(tr)} l (t)

= N−1∑ |ι|=1 1 ι! θ^{ref(tr)} ι (t)Y^ι(t), (64)

i tak, qto

Θ^{ref(tr)}

1 = (P^{ref(tr)}(t), Y(t)), |P^{ref(tr)}(t)| = 1

deæstvitel~nye i (P^{ref(tr)}(t) opredeleny (30), i Y(t) opredeleny (31),

Θ^{ref(tr)} 2 = 1 2 (H^{ref(tr)}(t)Y(t), Y(t)), Im H(t) ⩾ 0,

H^{ref,tr}(t) postroeny vyxe. Bolee togo, postroennye fazovye

funkcii udovletvorØ¸t usloviØm (8), (9) i ocenkam

|((∂_t)^2 − g^{ij}∂_i∂_j )Θ^{ref(tr)}_N | ⩽ C_N |Y(t)|^N , (65)

to est~ vypolneny vse trebovaniØ dlØ togo, qtoby oni byli fazovymi funkciØmi gaussova puqka.

2.6.1. Zakony otraßeniØ i prelomleniØ. Rassmotrim kokasatel~noe rassloenie T^∗_{M1∈γ} (M) i koploskost~ π^{in}(M_1) v nem, taku¸, qto toqka M_1 = (0, 0) – toqka padeniØ puqka na granicu razdela. Koploskost~ π^{in}(M_1) – dvumernaØ koploskost~, natØnutaØ na kovektor

P^{in}(0) = dΘ^{in}|_γ (M_1) = (

∂Θ^{in} ∂q^1 , . . . , ∂Θ^{in} ∂σ_− )|_{M1} i kovektor normali dσ_− = (0, . . . , 0, −1) v toqke M_1 moment t = 0. Ugol padeniØ φ^−(M1) ∈ π^{in}(M1) v kokasatel~nom rassloenii – ugol, pod kotorym pada¸waØ volna U^{in} padaet na granicu razdela γ v moment vremeni t = 0.

Pust~ U^{tr} startuet s γ vnutr~ Ω_+ pod uglom prelomleniØ

φ^{tr} meßdu kovektorom P^{tr}(0) = dΘ^{tr}|_γ (t = 0) = (^{∂Θtr}_{∂q1} , . . . ,^{∂Θtr}_{∂σ+} )|_{t=0}

i vektorom konormali dσ_+ = (0, . . ., 0, 1), π^{tr} ∈ T^∗_{M1∈γ} (Ω_+), gde dvumernaØ koploskost~ π^{tr} natØnuta na kovektora dσ_+ i P^{tr}(0). Ugol prelomleniØ φ^{tr} opredelØet geodeziqesku¸ μ^{tr}(t).

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 97

Analogiqno opredelim ugol otraßeniØ φ^{ref} v toqke M_1 meßdu kovektorami P^{ref} (0) = dΘ^{ref} |γ (t = 0) = (^{∂Θref}_{∂q}1 , . . . ,^{∂Θref}_{∂σ−} )|t=0 i

dσ_− v koploskosti π^{ref} .

Predloßenie. Dvumernye koploskosti π^{in}, π^{ref} , π^{tr} sovpada¸t.

Esli izvestna veliqina ugla φ^{in}, to moßno naæti ugol prelomleniØ φ^{tr} i ugol otraßeniØ φ^{ref} .

VspominaØ usloviØ nepreryvnosti i differenciruØ pervoe iz nih (21) po q^α (my ne moßem differencirovat~ po σ tak kak uslovie vypolneno tol~ko na γ), poluqim

∂Θ^{in} ∂q^α |_γ =

∂Θ^{ref} ∂q^α |_γ =

∂Θ^{tr} ∂q^α |_γ. Uravnenie ffækonala (28) i normalizovannost~ koordinat v toqke M_1 daet

∂Θ^{in}_N ∂σ_− (M_1) = cos φ^{in} = p^{in}_n (0) < 0,

∂Θ^{in}_N ∂σ_− (M_1) = p^{ref}_n (0) = −p^{in}_n (0) > 0, a sin^2 φ^{in} = g^{αβ}_−

∂Θ^{in} ∂q^α ∂Θ^{in} ∂q^β (M_1) = g^{αβ}_− p^{in}_α (0)p^{in}_β (0) ⩽ 1.

Rassmotrim dva kovektora P^{in}(0), dσ_−, na kotorye natØnuta koploskost~ π^{in}(M_1). Rassmotrim dva kovektora P^{ref} (0) i dσ_−, na kotorye natØnuta koploskost~ π^{ref} (M_1). My poluqili znaqenie

P^{ref} (0) ranee. Moßno uvidet~, qto vse ego kasatel~nye kompo-

nenty sovpada¸t s P^{in}(0). Iz formul (48)–(50) vidno, qto otliqaetsØ u nih tol~ko poslednØØ koordinata. Sledovatel~no, koploskost~ π^{ref} (M_1) sovpadaet s koploskost~¸ π^{in}(M_1), tak kak kovektor P^{ref} (0) moßet byt~ predstavlen lineænoæ kombinacieæ P^{in}(0) i dσ_−. Znaqit, oni leßat v odnoæ i toæ ße dvumernoæ koploskosti.

Analogiqno, rassmotrim kovektory P^{in}(0) i P^{tr}(0) – oni tak ße otliqa¸tsØ v posledneæ koordinate, kak vidno iz (50). Teper~ sravnim dσ_− i dσ_+. Oqevidno, qto oni leßat na odnoæ prØmoæ (q = 0, σ^−) ≡ (q = 0, σ^+) v obwem kokasatel~nom prostranstve

T^∗_{M1} Ω^− ≡ T^∗_{M1} Ω^+ s koordinatami (q, σ^−), (q, σ^+), a P^{tr}(0) predsta-

vim v vide lineænoæ kombinacii P^{in}(0) i dσ_−. Togda dvumernye koploskosti π^{in}(M_1) i π^{tr}(M_1) sovpada¸t.

98 A. S. KIRPIQNIKOVA

Vvedem dva kovektora

b_− ∈ π^{in}(M_1) ⋂ T^∗_{M1∈γ} γ, b_+ ∈ π^{tr}(M_1) ⋂ T^∗_{M1∈γ} γ takie, qto

(dσ_−, b_−)_g− = 0, |b_−|_g− = sin φ^{in},

(dσ_+, b_+)_g+ = 0, |b_+|_g+ = sin φ^{tr}.

Togda v ravnyh koploskostØh π^{ref} (M_1) i π^{in}(M_1):

(dΘ^{in}, b_−) = g^{αβ}_− (M_1)

∂Θ^{in} ∂q^α b_β = sin φ^{in}g^{αβ}_− (M_1)b_αb_β

= sin φ^{ref} g^{αβ}_− (M_1)b_αb_β = (dΘ^{ref} , b_−) = g^{αβ}_− (M_1)

∂Θ^{ref} ∂q^α b_β. Ots¸da sin φ^{in} = sin φ^{ref} , a uravnenie ffækonala daet otraßennyæ kosinus cos φ^{ref} = − cos φ^{in}. PoslednØØ formula sootvetstvuet anizotropnomu obobweni¸ zakona geometriqeskoæ optiki FrenelØ, to est~

sin φ^{ref} = g^{αβ}_−^{∂Θin}_{∂qα}^{∂Θin}_{∂qβ} (M_1) = g^{αβ}_− (M_1)p^{in}_α (0)p^{in}_β (0) = sin φ^{in},

cos φ^{ref} = − √ 1 − (g^{αβ}_−^{∂Θin}_{∂qα}^{∂Θin}_{∂qβ} (M_1)) = − cos φ^{in}.

(66)

∂Θ^{in} ∂q^α |_γ = sin φ^− b_− |b_−|_g− = ∂Θ^{tr} ∂q^α |_γ = sin φ^+ b_+ |b_+|_g+

Iz poslednego sleduet formula dlØ kosinusa prelomlennoæ volny cos φ^{tr}, vyraßennoæ qerez izvestnye funkcii pada¸wego polØ. DlØ togo, qtoby gaussov puqok U^{tr} beßal vnutr~ Ω_+, my dolßny vzØt~ kvadratnyæ koren~ s poloßitel~nym znakom

cos φ^{tr} = + √ 1 − sin^2 φ^{in gαβ+ bαbβ} g^{αβ}_− b_αb_β > 0, sin φ^{tr} = sin φ^{in} √_{gαβ} + b_αb_β g^{αβ}_− b_αb_β . (67)

My naxli veliqiny otraßennogo i prelomlennogo uglov, opredelennyh kosinusami (66) i (67) qerez pada¸wee pole.

Formula (67), perepisannaØ v vide otnoxeniØ sinusov, obobwaet zakon Snelliusa dlØ anizotropnyh sred. Moßno uvidet~,

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 99

qto v sluqae, kogda φ^{tr} =^π_2 , ugol φ^{in} ØvlØetsØ kritiqeskim, prelomlennaØ volna beßit v kasatel~nom napravlenii po otnoxeni¸ k granice razdela. V takom sluqae luqevye razloßeniØ ne mogut byt~ ispol~zovany, no takoe rasprostranenie leßit za granicami dannoæ raboty.

3. Amplitudy 3.1. ZnaqeniØ amplitudy na granice razdela. Preobrazim usloviØ na granice razdela tak, qtoby vyrazit~ graniqnye dannye otraßennogo i prelomlennogo polØ qerez pole pada¸wee, kak my delali ran~xe dlØ fazovoæ funkcii.

Lemma 2. Pust~ u^{in}_N (t, q, 0) – izvestnyæ sled pada¸weæ amplitud-

noæ funkcii na granice razdela. My moßem naæti sledy otraßennoæ i prelomlennoæ amplitud u^{ref}_N (t, q, 0) i u^{tr}_N (t, q, 0) na granice razdela dlØ l¸bogo N > 0.

Dokazatel~stvo predstavim v vide procedury postroeniØ. 3.1.1. Dokazatel~stvo Lemmy 2. Rassmotrim usloviØ nepreryvnosti (21) na granice razdela i podstavim v nih formal~- noe razloßenie gaussova puqka. Pervoe uslovie dast sledu¸wie uravneniØ { Θ^{in}(x, t)|_γ ≍ Θ^{ref} (x, t)|_γ ≍ Θ^{tr}(x, t)|_γ,

u^{in}_k (x, t)|_γ + u^{ref}_k (x, t)|_γ = u^{tr}_k (x, t)|_γ , ∀k.

(68)

Uslovie nepreryvnosti normal~nyh proizvodnyh dast uravne- niØ (iε)^{−1} N∑ l=0 (iε)^l ( S^{in}u^{in}_l + S^{ref} u^{ref}_l ) |_γ + √ g_−|_γ N∑ l=0 (iε)^l

+ ( ∂u^{in}_l ∂σ_− + ∂u^{ref}_l ∂σ_− ) |_γ = (iε)^{−1} N∑ l=0 (iε)^l ( S^{tr}u^{tr}_l ) |_γ

+ √ g_+|_γ N∑ l=0 (iε)^l ( ∂u^{tr}_l ∂σ_+ ) |_γ, (69)

gde my ispol~zovali sledu¸wie udobnye oboznaqeniØ:

S^{in,ref} := (√ g_−(q, 0) ∂Θ^{in,ref}_N ∂σ_− (t, q, 0) ) , S^{tr} := (√ g_+(q, 0)

∂Θ^{tr}_N ∂σ_+ (t, q, 0) ) .

100 A. S. KIRPIQNIKOVA

PriravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh stepenØh (iε), predpolagaØ, qto

u^{in,ref,tr} 0 ≢ 0, u^{in,ref,tr}_k ≡ 0, ∀k < 0, my poluqaem sistemu uravneniæ dlØ k = −1, 0, 1, . . .: P ( u^{tr}_{k+1}(t, q, 0) u^{ref}_{k+1}(t, q, 0) ) = Qu^{in}_{k+1}(t, q, 0) + R_k, gde P := ( S^{tr} −S^{ref} −1 1 ) , Q := ( S^{in} −1 ) , R_k := ( R(u_k) −1 ) , (70)

R(u_k) := − √ g_−(q, 0)( ∂u^{in}_k ∂σ (t, q, 0) + ∂u^{ref}_k ∂σ (t, q, 0)) + √ g_+(q, 0) ∂u^{tr}_k ∂σ (t, q, 0). (71) Determinant poluqennoæ sistemy oboznaqim qerez

D := (−S^{tr} + S^{ref} ). (72)

PoluqennaØ sistema uravneniæ dlØ polinomov na γ (70) imeet edinstvennoe rexenie dlØ l¸boæ pravoæ qasti, kogda determinant (72) D ≠ 0. RexaØ fftu sistemu uravneniæ, poluqim ( u^{tr}_{k+1}(t, q, 0) u^{ref}_{k+1}(t, q, 0) ) = P^{−1}Qu^{in}_{k+1}(t, q, 0) + P^{−1}R_k, (73) gde P^{−1} := 1 D ( 1 S^{ref} 1 S^{tr} ) . (74)

Takim obrazom, my naxli rekurrentnye formuly dlØ l¸bogo koneqnogo qisla graniqnyh znaqeniæ na γ otraßennoæ i prelomlennoæ amplitud v terminah izvestnogo pada¸wego polØ. Itak, Lemma 2 dokazana.

Dopolnitel~no predstavim glavnye qleny u^{ref}_0 (t, q, 0) i u^{tr}_0 (t, q, 0) : ( u^{tr}_0 (t, q, 0) u^{ref}_0 (t, q, 0) ) = P^{−1}Qu^{in}_0 (t, q, 0) = ( T R ) u^{in}_0 (t, q, 0), (75)

gde R, T – kofffficienty otraßeniØ i prelomleniØ sootvetstvenno, takie qto 1 + R = T . Analogiqno, ( u^{tr}_1 (t, q, 0) u^{ref}_1 (t, q, 0) ) = P^{−1}Qu^{in}_1 (t, q, 0) + P^{−1}R_0. (76)

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 101

3.2. UravneniØ dlØ amplitud.

Vypixem ODU dlØ amplitudnyh funkciæ u^{ref} (t, q, σ) i u^{tr}

(t, q, σ). DlØ togo, qtoby ih rexit~ edinstvennym obrazom, neob-

hodimo budet dopolnit~ ih naqal~nymi dannymi. �ti naqal~- nye dannye my poluqim pozße. Analiz uravneniæ perenosa (27) na geodeziqeskoæ μ(t) osnovan opØt~ ße na razloßenii v rØdy Teælora. DlØ l¸bogo l razloßenie u_l(t, q, σ) ≍ ∑ m¿0^{ul(m)(t, q − q(t), σ − σ(t)) ≍} ∑ m¿0^{ûl(m)(} t̂, ξ̂), (77) zdes~ u_{l(m)}, û_{l(m)} – odnorodnye polinomy stepeni m, m = 0, 1, . . . po peremennym t, q, σ i t̂, ξ̂ (sm. (63)) sootvetstvenno.

Operator L_{ΘN} – lineænyæ differencial~nyæ operator pervoæ stepeni, v uravnenii (27) zavisit tol~ko ot kofffficientov

û_{l(m)} takih, qto m ⩽ l + 1. Te qleny, v kotorye vhodØt u_{l(m+1)}

ravny nul¸ vdol~ bi-harakteristik v silu sistemy Gamil~- tona (36). Takße û_{l(m)} kak funkciØ vremeni t so znaqeniØmi v prostranstve odnorodnyh polinomov stepeni m po peremennym ξ̂. Togda ODU dlØ û_{l(m)} imeet vid d dt û_{l(m)}(t) + r(t)û_{l(m)}(t) = F̂_{l(m)}(t), l = 0, 1, . . . , (78)

F̂_{l(m)}(t) – odnorodnye polinomy stepeni m, kotorye zavisØt

tol~ko ot û_{s(p)}(t) i θ̂_{N,p} kogda p ⩽ m + 2, s < l. Tak kak r(t) = − 1 2 tr(B^t + CH) + 1 4 d dt ln g(t), H(t) = Z(t)Y^{−1}(t), to est~, r(t) = 1 2 d dt ln[det Y (t)] + 1 4 d dt ln g(t), to my moßem rexit~ ffti uravneniØ, dopolniv ih naqal~nymi dannymi: û_{m,l}(t̂) = ϱ(t) ( û_{m,l}(0) + t∫ 0 ϱ^{−1}(t^′)F̂_{m,l}(t^′)dt^′, ) (79)

ϱ(t) = √ det Y (0) det Y (t) 4 √ g(0) g(t) . (80)

102 A. S. KIRPIQNIKOVA

Zametim, qto det Y^{−1}(t) sootvetstvuet geometriqeskoæ rashodimosti polØ luqeæ. V dannoæ glave my pol~zovalis~ izvestnoæ proceduroæ iz, naprimer, [1], sm. takße [5] p. 173. 3.3. Naqal~nye znaqeniØ.

Snaqala rassmotrim ranee poluqennye predstavleniØ dlØ amplitud (opustim znaqki ref, tr, tak kak sledu¸wee verno dlØ obeih amplitud): u(t, q, σ) ≍^{N N} ∑ l=0 u_l(iε)^l sm. (13),

u_l(t, q, σ) = u_{l(0)} + . . . + u_{l(L(N))}, L(N ) =^{2(N+1−l)}_{1−2η} , sm. (77), u^{ref,tr} l (t, q, 0) naædeny, sm. (73),

u^{ref,tr}_l (0, q, σ) hotim naæti seæqas.

(81) Kak i preßde, budem ispol~zovat~ razloßeniØ v rØd Teælora. Perepixem (13) analogiqno tomu, kak my perepisyvali razloßeniØ dlØ fazovoæ funkcii (29). Parallel~no budem davat~ special~nye oboznaqeniØ dlØ odnorodnyh polinomov v rØdah (13) dlØ togo, qtoby umen~xit~ qislo indeksov. Postroim tol~ko neskol~ko pervyh qlenov, ostal~nye mogut byt~ poluqeny analogiqnym sposobom. IzbavimsØ takße ot indeksa l, predpolagaØ, qto sledu¸wee verno dlØ l¸bogo l > 0 :

u_l(t, q, σ) = A(t) + B(t)Y (t) + 1 2 ( C(t)Y (t), Y (t) ) + . . . , (82)

gde A(t) := u_{l(0)}(t), B(t) = (B_α(t) B_n(t)) := u_{l(1)}(t),

C(t) = ( C_{αβ}(t) C_{nβ}(t) C_{αn}(t) C_{nn}(t) ) := u_{l(2)}(t), . . .

i tak dalee. Tak kak my hotim poluqit~ u_l(0, q, σ), ili, toqnee,

u^{ref,tr}_{l(m)} (0, q, σ), to ffto znaqit v naxih oboznaqeniØh, qto dlØ l¸bo-

go l > 0 nam nußny znaqeniØ A^{ref,tr}(0), B^{ref,tr}(0), C^{ref,tr}(0), . . . . Budem deæstvovat~ metodom, analogiqnym tomu, kotorym my pol~- zovalis~ v podsekcii 2.4.1 dlØ togo, qtoby poluqit~ (45):

u_l(t, q, σ) ≍ ~A + ~B_0t + ~B_αq^α + ~B_nσ+ + 1 2 ~C_{00}t^2 + 1 2 ~C_{αβ}q^αq^β + 1 2 ~C_{nn}σ^2 + ~C_{0α}tq^α + ~C_{0n}tσ + ~C_{αn}q^ασ + . . . =

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 103

= ~A + (~ B )_t t q^α σ + 1 2 ~C t q^α σ , t q^α σ + . . . , (83) gde ~A = ~A_0, ~B =

~B_0 ~B_α ~B_n , ~C = ~C_{00} ~C_{0β} ~C_{0n} ~C_{α0} ~C_{αβ} ~C_{αn} ~C_{n0} ~C_{nβ} ~C_{nn} . (84) Rassmotrim dalee sledu¸wee vyraßenie na granice razdela γ :

u_N (t, q, 0) ≍ ~B_0t + ~B_αq^α + 1 2 ~C_{00}t^2 + 1 2 ~C_{αβ}q^αq^β + ~C_{0α}tq^α + . . . =

= (~ B )_t ( t q^α ) + 1 2 ( ~C ( t q^α ) , ( t q^α ) ) + . . . , (85) i ~A= ~A_0, ~B = ( ~B_0 ~B_α ) , ~C= ( ~ C_{00} ~C_{0β} ~C_{α0} ~C_{αβ} ) , . . . -izvestnye matricy.

(86) Teper~, polagaØ qto my znaem poslednee, naædem ~B_n, ~C_{0n}, ~C_{αn} =

C_{αn}(0), ~C_{nn}, . . . , to est~ moßem postroit~ B(0), C(0), . . . . Proce-

dura takaØ: snaqala naædem naqal~noe znaqenie dlØ u_0, to est~

~A_0 = A(0), (87)

zatem rexaem ODU (13) dlØ u_{l(0)}(t). Teper~, raz my naxli A(t), moßem postroit~ Ȧ(0), i togda moßem naæti naqal~nye dannye dlØ vtorogo qlena: { ~B_0 = Ȧ(0) − B_α(0)q̇^α(0) − B_n(0)σ̇(0), ~B_α = B_α(0), ~B_n = B_n(0). (88)

Teper~, znaØ naqal~nye dannye dlØ vtorogo qlena, snova rexaem ODU (13) i naædem B(t) i Ḃ(0), zatem moßno naæti

C_{αn}(0)σ̇(0) = −~C_{0α} − Ḃ_α(0) + C_{αβ}(0)q̇^β(0), 1 2 ~C_{00} =^1_2 Ä(0) − Ḃ_α(0)q̇^α(0) − Ḃ_n(0)σ̇(0) −^1_2 (B_α(0)q̈^α(0)

+ B_n(0)σ̈(0)) +^1_2 C_{nn}(0)(σ̇(0))^2 +^1_2 C_{αβ}(0)q̇^α(0)q̇^β (0)

+ C_{nα}(0)q̇^α(0)σ̇(0), ~C_{αβ} = C_{αβ}(0).

(89)

104 A. S. KIRPIQNIKOVA

Poslednie tri uravneniØ da¸t naqal~nye dannye C(0). Ukazannu¸ proceduru moßno prodolßat~ u_{l(m)}, l = 0, 1, . . . m =

0, 1, . . . , L(l). Tak kak dannye dlØ otraßennoæ i prelomlennoæ am-

plitud na granice razdela my vyrazili qerez pada¸wee pole (sm. (85)), to my moßem vyrazit~ neobhodimye naqal~nye dannye qerez pada¸wee pole. Naprimer, moßno pokazat~, qto { u^{ref}_{0(0)}(t) = ϱ(t)Ru^{in}_{0(0)}(0),

u^{tr}_{0(0)}(t) = ϱ(t)T u^{in}_{0(0)}(0).

4. Toqnoe rexenie

My postroili vse qleny KGP. Teper~ pokaßem, qto dlØ l¸- bogo N suwestvuet toqnoe rexenie – gaussov puqok, sootvetstvu¸wee KGP porØdka N . Itak, postroili U (ε; t, q, σ) – FGP,

U_N (ε; t, q, σ) – KGP, sootvetstvu¸wiæ U (ε; t, q, σ) i U_N (t, q, σ) – is-

komoe toqnoe rexenie zadaqi

□U_N = 0 v Ω_− ⋃ Ω_+,

U^−_N |_γ = U^+_N |_γ , √ g^{− ∂}_{∂σ−} U^−_N |_γ = √ g^{+ ∂}_{∂σ+} U^+_N |_γ .

(90)

Tak kak my znaem tol~ko priblißenie U_N k iskomomu rexeni¸

U_N , rassmotrim χU_N – priblißenie k rexeni¸ zadaqi (90):

□_{g−} χ(U^{in}_N + U^{ref}_N ) = R^−_0 v Ω_−,

□_{g+} (χU^{tr}_N ) = R^+_0 v Ω_+,

χ(U^{in}_N + U^{ref}_N )|_γ = χU^{tr}_N |_γ + R_1, √ g^{− ∂}_{∂σ−} χ(U^{in}_N + U^{ref}_N )|_γ = √ g^{+ ∂}_{∂σ+} χU^{tr}_N |_γ + R_2.

(91)

Moßno pokazat~, qto

R^−_0 < C^−_0 (2t_0)ε^N M_ε, R^+_0 < C^+_0 (t_0)ε^N M_ε,

R_1 < C_1ε^{N+1}M_ε, R_2 < C_2ε^N M_ε.

Poleznoe oboznaqenie 3: Budem govorit~, qto funkciØ ψ polinomial~no mala porØdka k, esli ‖ψ‖_Ck ⩽ ε^k.

Teper~ poslednØØ formula govorit, qto R^−_0 , R^+_0 polinomial~- no maly porØdka N −^n_4 , R_1, R_2 polinomial~no maly porØdka

N + 1 −^n_4 . Neodnorodnye graniqnye usloviØ na γ zamenim na

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 105

odnorodnye, vvedØ novu¸ funkci¸ F v Ω_− ⋃ Ω_+. DlØ F poluqim

sledu¸wu¸ zadaqu

□F = s v Ω_+,

F |_γ = R_1, √ g^{+ ∂}_{∂σ+} F |_γ = R_2.

(92)

Zametim, qto F polinomial~no mala porØdka N +1−^n_4 v Ω_− ⋃ Ω_+.

PravaØ qast~ (92), to est~ s toße polinomial~no mala porØdka

N + 1. Funkci¸ F moßno vybrat~ takoæ

F = R_1(t, q) | |_{σ=0} ~χ(σ) + R^2√ g_+ | |_{σ=0} ~χ(σ)σ. Zatem vvedem novu¸ funkci¸

W_N = { W^−_N = χ(U^{in}_N + U^{ref}_N ) v Ω_−,

W^+_N = F + χU^{tr}_N v Ω_+.

Poluqim zadaqu dlØ W_N , a sootvetstvu¸wie usloviØ nepreryvnosti na granice razdela i togda usloviØ nepreryvnosti na granice razdela vypolneny:

□W_N = E = { E^− v Ω_−,

E^+ v Ω_+,

W^−_N |_γ = W^+_N |_γ , √ g^{− ∂}_{∂σ} W^−_N |_γ = √ g^{+ ∂}_{∂σ} W^+_N |_γ .

(93)

Zdes~ E^− < C^−_0 (2t_0)ε^{(N− n}4^), E^+ < C^+_0 (t_0)ε^{(N− n}4^), to est~ E^− i E^+ polinomial~no maly porØdka N −^n_4 . Rexenie zadaqi (93) W_N toqno udovletvorØet usloviØm nepreryvnosti (20). Zametim, qto

E ∈ C^{α(N)}(t; L^2(Ω_− ⋃ Ω_+)), to est~ u E suwestvuet bol~xoe koli-

qestvo proizvodnyh po vremeni so znaqeniØmi klassa L^2 vo vseæ oblasti (α(N ) → ∞ pri N → ∞). Sravnim teper~ W_N s toqnym rexeniem U_N , vypisannym formal~no, tak kak □U_N opredelen v smysle suwestvovaniØ formy Dirihle (tuda vhodØt usloviØ nepreryvnosti) □U_N = 0, U^−_N |_γ = U^+_N |_γ , √ g_−^∂_{∂σ−} U^−_N |_γ = √ g_+^∂_{∂σ+} U^+_N |_γ ,

U_N |_{−t0} = U^{in}_N |_{−t0} ,

∂_tU_N |_{−t0} = ∂_tU^{in}_N |_{−t0} .

□W_N = E, W^−_N |_γ = W^+_N |_γ , √ g_−^∂_{∂σ−} W^−_N |_γ = √ g_+^∂_{∂σ+} W^+_N |_γ , W_N |_{−t0} = χU^{in}_N |_{−t0} , ∂_tW_N |_{−t0} = ∂_t(χU^{in}_N )|_{−t0} .

106 A. S. KIRPIQNIKOVA

Oqevidno, qto □(U_N − W_N ) = −E. Oboznaqim raznicu rexeniæ, pust~ −E = □V. Naqal~nye dannye sovpada¸t (v oblasti opredeleniØ operatora Laplasa–Bel~trami D ( (Δ_g)^q ) , q > 2. Naxa

zadaqa lineæna, rassmotrim rexenie:

V_N = U_N − W_N : □V_N = □(U_N − W_N ) = −E, V_N |_{−t0} = ∂_tV_N |_{−t0} = 0,

V_N |_{(∂Ω−} S_{∂Ω+)} S_{[−t0,t0]} = 0.

(94)

Priqem predpolagaem, qto v moment t_0 > 0 puqok ewe ne stalkivaetsØ s graniceæ ∂Ω_− ⋃ ∂Ω_+.

4.0.1. Shodimost~. Iz postroeniØ sleduet, qto pravaØ qast~ uravneniØ (94) E mala na otrezke vremeni [−t_0, t_0] so znaqeniØmi iz L^2. Vse vremennye proizvodnye (bol~xoe koliqestvo) toße iz L^2 i maly.

OsnovnaØ ideØ – ocenit~ raznicu V_N meßdu toqnym rexeniem i sootvetstvu¸wim emu naædennym KGP. Vypixem rØd Fur~e ot V_N i E po sobstvennym funkciØm Δ_gφ_k = λ_kφ_k :

V_N (t, x) = ∑ v_k(t)φ_k(x), v_k(−t_0) = v̇_k(−t_0) = 0, (95) E(t, x) = ∑ e_k(t)φ_k(x). (96)

Togda

□V_N (t, x) = ∑ [v̈_k(t) + λ_kv_k(t)]φ_k(x) = ∑ e_k(t)φ_k(x),

gde tak kak e_k(t) i vse ego proizvodnye po vremeni polinomial~- no maly, ∑ |^{∂p}_{∂tp} e_k(t)|^2 < C_p(t_0)ε^L < ∞, gde p ⩽ L = (N − p −^n_4 )^2,

togda

v̈_k(t) + λ_kv_k(t) = e_k(t),

i togda

v_k(t) = t∫ −∞ sin √ λ_k(t − t^′ ) √ λ_k e_k(t^′)dt^′, (97)

Berem integral po qastØm, togda −1 λ_k cos √ λ_k(t − t^′)e_k(t^′)|^t_∞ + t∫ −∞ 1 λ_k cos √ λ_k(t − t^′)e^′_k(t^′)dt^′ =

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 107

gde e_k(−∞) = 0, = 1 λ_k e_k(t)|^t_{−∞} + 1 λ_k t∫ −∞ cos √ λ_k(t − t^′)e^′_k(t^′)dt^′. Snaqala rassmotrim vtoroe slagaemoe - integral, vvodØ novoe oboznaqenie podyntegral~noæ funkcii: 1 λ_k t∫ −∞ cos √ λ_k(t − t^′)e^′_k(t^′)dt^′ = 1 λ_k t∫ −∞ r(t, t^′ )dt^′. Ocenim novu¸ funkci¸ ∑ r_k(t)φ_k(x) = r(t),

pol~zuØs~ ravenstvom ParsevalØ : ‖r_k(t)‖^2 = ∑ |r_k(t)|^2, a zatem

neravenstvom Koxi–Xvarca, poluqim |r_k(t)|^2 ⩽ t∫ −t_0 cos^2 √ λ_k(t − t^′) t∫ −t_0 |e^′_k(t^′)|^2dt^′ < (t − t_0) t∫ −t_0 |e^′_k(t^′)|^2dt^′. Iz poslednego sleduet neravenstvo

‖r_k(t)‖^2 ⩽ (t + t_0) t∫ −t_0 ∑ |e^′_k(t^′)|^2dt^′ =

(zdes~ ∑ |e^′_k(t^′)|^2 poloßitel~noe, a potomu menØem znak, ffto vse

– L^2−norma na E)

= (t + t_0) t∫ −t_0 ‖E(t^′)‖^′dt^′ ⩽ 2t_0 t∫ t_0

‖E(t^′)‖^2_L2 dt^′ := E,

gde ‖E(t^′)‖_L2 polinomial~no malo, porØdka (N −^n_4 ). Ocenim pervoe slagaemoe: tak kak^{−1}_{λk} e_k(t) iz H^1 ⋂ D(Δ_g), dlØ l¸byh t ∑ λ^2_k|v_k(t)|^2 = ∑ |e_k|^2 + E < ∞. (98)

108 A. S. KIRPIQNIKOVA

Pokazali, qto v_k(t) malo v norme H^1. Rassmotrim v̇_k(t) :

v̇_k = t∫ −∞ cos √ λ_k(t − t^′)e_k(t^′)dt^′ = − 1 λ_k t∫ −∞ sin √ λ_k(t − t^′)e^′_k(t^′)dt^′, (99) ∑ |v̇_k(t)|^2 ≍ ~C(t) ∫ |e^′_k(t^′)|^2dt^′ λ_k < ∞. (100)

Neravenstvo (98) govorit o tom, qto ΔV_N ∈ L^2, i, sootvetstvenno, V_N ∈ D(Δ_g). Funkci¸ E moßno differencirovat~ po vremeni i, analogiqno neravenstvu (100) moßno ocenit~ vremennye proizvodnye V_N . V qastnosti, iz (100) sleduet, qto V^′_t ∈ L^2. Poluqennyæ rezul~tat moßno zapisat~ v sledu¸wem vide:

V_N ∈ C^{p(N)}([−t_0, t_0], D(Δ_g)), p(N ) = α(N ) + 1 ⩾ 1. (101)

My dokazali tret~e utverßdenie teoremy 1.

4.1. Zakl¸qenie.

V razdelah (2), (3) postroeny fazovye i amplitudnye funkcii gaussovyh puqkov tipa kvazifoton dlØ pada¸wego, otraßennogo i prelomlennogo volnovyh poleæ vblizi granicy razdela γ.

Pada¸wee pole sqitaem izvestnym (f^0, V^0, Γ_0, Θ^0, M_0, −t_0 (5), (6)). Ispol~zuem ego sled na granice razdela i iz usloviæ nepreryvnosti i uravneniæ Gamil~tona–˚kobi stroim otraßennoe i prelomlennoe pole v vide formal~nogo razloßeniØ, tak, qto odnorodnye polinomy, vhodØwie v ffto razloßeniØ, udovletvorØ¸t vsem usloviØm dlØ togo, qtoby postroennyæ rØd byl FGP. Obrezaem poluqennye formal~nye rØdy do porØdka N i pokazyvaem, qto dlØ l¸bogo N suwestvuet toqnoe rexenie volnovogo uravneniØ, asimptotiqeski blizkoe k postroennomu KGP.

Moßno vypisat~ analog rezul~tata teoremy 3.19 iz [5] kvazifotonov, rasprostranØ¸wihsØ ot granicy razdela po geodeziqeskim, ne ØvlØ¸wihsØ normal~nymi k γ. Sootvetstvu¸wie im geodeziqeskie μ^{ref,tr}(t) takie, qto napravlØ¸wiæ kosinus v M_0

cos φ^{ref,tr} |_{t=0} = σ̇_{ref,tr}(0) ⩾ 0.

FazovaØ funkciØ Θ^{ref,tr}_N i amplitudnaØ funkciØ^N ∑ u^{ref,tr}_l na γ

udovletvorØ¸t (68). Kaßdyæ qlen ih, kak odnorodnyæ polinom,

POVEDENIE GAUSSOVA PUQKA 109

ØvlØetsØ rexeniem ODU (24), (27) po vremeni s uqetom naædennyh nami naqal~nyh dannyh.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ prof. Kurylevu ˚. V. za postanovku zadaqi, za vnimanie i nauqnoe rukovodstvo v processe raboty nad stat~eæ i dokt. fiz.-matem. nauk Kaqalovu A. P. za rØd cennyh zameqaniæ.

Literatura

1. V. Babiq, V. Ulin, Kompleksnyæ prostranstvenno-vremennoæ metod i kvazifotony. - Zap. nauq. semin. POMI, 117, (1981), 5–12.

2. V. Babiq, V. Buldyrev, I. Molotkov, The space-time Ray Method Linear and Nonlinear waves. (Russian), Leningrad Univ., Leningrad, 1985. 272 pp.

3. A. Kaqalov, Gaussovy puqki, uravneniØ Gamil~tona–˚kobi i finslerova geometriØ. — Zap. nauq. semin. POMI, 297, (2003), 66–92.

4. A. Kaqalov, Sistema koordinat pri opisanii “kvazifotona”. — Zap. nauq. semin. POMI, 140, (1984), 73–76.

5. A. P. Katchalov, Ya. V. Kurylev, and M. Lassas, Inverse Boundary Spectral Problems. Chapman Hall / CRC 123 (2001).

6. M. M. Popov, Ray Theory and Gaussian Beam Method for Geophysicists. Edufba,

Salvator-Bahia (2002).

7. J. Ralston, Gaussian beams and propagation of singularities. Studies in PDE, MAA

Studies in Mathematics, 23, Walter Littman ed. (1983).

Kirpichnikova A. S. The behaviour of the Gaussian beam in the anisotropic medium with an interface.

We consider a region which consists of two parts with anisotropic Riemannian metrics. The metric has a jump on the interface. The reflected and transmitted from the interface asymptotic solutions to the wave equation - Gaussian beams (quasiphotons) are constructed.

Postupilo 3 i¸nØ 2005 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN