Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

V. M. Babiq, A. V. Kuznecov

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH �LEKTROMAGNITNYH VOLN, ANALOGIQNYH VOLNAM R�LE˚, V SLUQAE KRAEVYH USLOVI` LEONTOVIQA

§1. Postanovka zadaqi. Ishodnye uravneniØ

Rabota posvØwena postroeni¸ luqevoæ teorii poverhnostnyh fflektromagnitnyh voln. Volny takogo tipa mogut suwestvovat~ v sluqae vypolneniØ kraevyh usloviæ Leontoviqa[1] s qisto mnimym pokazatelem. IzlagaemaØ v stat~e teoriØ analogiqna luqevoæ teorii voln RffleØ [2, 3].

Predpoloßim, qto plotnost~ toka i plotnost~ zarØdov ravny nul¸, a volnovoæ process v srede opisyvaetsØ klassiqeskimi uravneniØmi Maksvella: μ c ∂ −→ H ∂t = −rot −→ E divμ −→ H = 0 ε c ∂ −→ E ∂t = rot −→ H divε −→ E = 0. (1)

Pust~ Σ – poverhnost~, ograniqiva¸waØ oblast~ Ω, zanØtu¸ fflektromagnitnymi kolebaniØmi, i na Σ vypolnØetsØ kraevoe uslovie Leontoviqa s qisto mnimym pokazatelem η (normal~ −→n napravlena v oblast~ Ω): −→ E_S Σ = −→ E − −→n · ⟨ −→ E , −→n ⟩ Σ = η · (−→n × −→ H ) Σ. (2) V kaqestve Σ rassmotrim snaqala ploskost~ z = 0, a zatem regulØrnu¸ poverhnost~ v R^3. V pervom sluqae rexenie poluqim Øvno, a vo vtorom – v vide formal~nogo asimptotiqeskogo razloßeniØ.

Rabota byla vypolnena pri podderßki grantov NX-2261.2003.1, 04-01- 00522a, 05-01-00936. 5

6 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV

§2. Sluqaæ odnorodnogo poluprostranstva

V dannom paragrafe rassmotrim interesu¸wie nas poverhnostnye volny v sluqae odnorodnogo poluprostranstva. Zdes~ dlØ nih udaetsØ vyvesti Øvnye formuly. HotØ ffti formuly izvestny i fflementarny, my ih privodim potomu, qto rexeniØ v sluqae proizvol~noæ poverhnosti v malom predstavlØ¸t soboæ imenno volny dlØ poluprostranstva. Izlagaemye v fftom paragrafe postroeniØ vo mnogom otliqa¸tsØ ot teh postroeniæ, kotorye soderßatsØ v materialah, nahodØwihsØ v naxem rasporØßenii.

Pust~ poluprostranstvo z > 0 zanØto volnovym processom. Rexenie uravneniæ Maksvella budem iskat~ v vide: { −→ E (x, y, z, t) = e−iωt + i(k^1x + k^2y + iγz) · −→ E_0 −→ H (x, y, z, t) = e−iωt + i(k^1x + k^2y + iγz) · −→ H_0 (3) k_1, k_2, γ, ω ∈ R, γ > 0, ω > 0; −→ E_0 = (E_{0j}), −→ H_0 = (H_{0j}), j = 1, 2, 3 –

postoØnnye vektora v C^3 .

Nenulevoe rexenie v takom vide, esli ono suwestvuet, deæstvitel~no zadaet poverhnostnu¸ volnu, tak kak pri vozrastanii z rexenie ffksponencial~no ubyvaet.

V silu ravnopravnosti napravleniæ vdol~ ploskosti z = 0, predpoloßim, qto −→k = (k_1, k_2) = (k, 0), gde −→k – volnovoæ vektor,

k > 0 – volnovoe qislo. Takim obrazom, my rassmatrivaem tot

sluqaæ, kogda fazovaØ skorost~ napravlena vdol~ osi x, qto ne ograniqivaet obwnosti rassmotreniØ.

Potrebuem, qtoby vypolnØlis~ uravneniØ Maksvella (1). �to privodit k sledu¸weæ sisteme, kotoraØ ØvlØetsØ osnovoæ postroeniæ fftogo paragrafa. ωμ c −→ H_0 = −→ K × −→ E_0 ωε c −→ E_0 = − −→ K × −→ H_0, gde −→K = k 0 iγ . (4) Vektornoe umnoßenie ponimaetsØ v formal~nom smysle i ne imeet geometriqeskoæ interpretacii v silu kompleksnosti vektorov −→K , −→E_0, −→H_0.

V naxem sluqae usloviØ Leontoviqa ffkvivalentny sledu¸- wim predpoloßeniØm:

E_{01} = −ηH_{02} E_{02} = ηH_{01}. (5)

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 7 UravneniØ (4) pozvolØ¸t svesti zadaqu k nahoßdeni¸ sobstvennyh qisel i sobstvennyh vektorov v C^6 : sobstvennyæ vektor ( −→ E_0, −→ H_0), sobstvennoe qislo ω.

Umnoßim pervoe uravnenie skalØrno na −→E_0 (skalØrnoe proiz-

vedenie – (−→x , −→y ) =^3 ∑ i=1 x_i ·y_i). Vospol~zuemsØ tem, qto, vo-pervyh, −→ K × −→ H_0 ⊥ −→ H_0 i, vo-vtoryh, ( −→ E_S , −→ H_S) = 0 (usloviØ Leontoviqa),

gde −→E_S = (E_{01}, E_{02}), −→H_S = (H_{01}, H_{02}), i poluqim:

E_{03}H_{03} = 0 (6)

Sledovatel~no, verno odno iz sledu¸wih usloviæ: 1) E_{03} = 0,

H_{03} ≠ 0; 2) E_{03} ≠ 0 , H_{03} = 0; 3) E_{03} = 0 , H_{03} = 0.

Rassmotrim sluqaæ 3). Umnoßim skalØrno pervoe i vtoroe uravnenie sistemy (4) na −→K =⇒ (−→E_0, −→K ) = 0; (−→H_0, −→K ) = 0 =⇒ −→ E_S = a(0, k); −→ H_S = b(0, k) =⇒ ( −→ E_S , −→ H_S) = 0 = abk^2, k^2 ≠ 0 =⇒ ab = 0,

znaqit odno iz qisel a ili b ravno nul¸, to est~ libo E_0 = 0, a iz ravenstva (4) H_0 = 0, libo, naoborot H_0 = 0, a togda iz (4) i

E_0 = 0 =⇒ −→ E_0 = −→ H_0 = −→ 0 . Rassmotrim sluqaæ 1). Zapixem v koordinatnoæ forme sistemu (4):

A · H_{01} = A · H_{02} = 0

B · H_{02} = 0 = −kH_{02} = 0

B · H_{01} = kH_{03} μ c ωH_{03} = kηH_{01}

A := μ c ω + iγη; B := ε c ωη + iγ. ˚sno, qto H_{02} = 0 i A = 0, to est~ ω = −^{iγηc}_μ , otkuda sleduet, qto η = |η|i. ObratimsØ k poslednim dvum uravneniØm sistemy. Iz nih i togo, qto my stroim otliqnye ot nulØ rexeniØ, naædem Øvnoe vyraßenie dlØ ω. cη μω · k^2 = B = ε c ωη + iγ i, pol~zuØs~ tem, qto iγ = − μω cη , poluqaem, qto ω = c|η|k √ με(|η|^2 +^μ_ε )

. (7)

8 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV Iz posledneæ formuly sleduet sovpadenie fazovoæ (⃗v_f) i gruppovoæ (⃗v_{gr}) skorosteæ:

−→v f = −→v gr = ( ∂ω_{∂k} 0 ) = (_{c|η|} √_{με(|η|2+ με )} 0 ) Posle fflementarnyh vyqisleniæ poluqim Øvnoe vyraßenie dlØ

H_0 i E_0: −→ H_0 = ( k 0^{iω}_c (ε|η| +^μ_{|η|} ) ) C_1; −→ E_0 = ( 0 ηk 0 ) C_1; C_1 ∈ C . (8)

Postroennoe nami rexenie uravneniØ Maksvella budem nazyvat~ magnitnoæ volnoæ (sm. [5]).

Vo vtorom sluqae η = −|η|i, a ostal~nye vyqisleniØ – analogiqny. Postroennoe rexenie nazovem fflektriqeskoæ volnoæ (sm. [5]) i privedem itogovye vyraßeniØ dlØ ω, −→v_f, −→v_{gr}, −→E_0 i −→ H_0. γ = ωε|η| c , ω = ck √ με(^{|η|2ε}_μ + 1) ;

−→v f = −→v gr = (_cq με(^{jηj} 2_ε μ +1) 0 ) . (9) −→ H_0 = ( 0 −^k_η 0 ) C_2; −→ E_0 = ( k 0^{iω}_c (ε|η| +^μ_{|η|} ) ) C_2; C_2 ∈ C . (10)

Takim obrazom, v zavisimosti ot znaka mnimoæ qasti η suwestvu¸t dva raznyh tipa poverhnostnyh voln – magnitnaØ volna pri η = i|η| i fflektriqeskaØ volna η = −i|η|.

§3. Sluqaæ proizvol~noæ poverhnosti 1. Anzac, sistema koordinat, preobrazovanie uravneniæ.

Pereædem ot ploskosti k obwemu sluqa¸, kogda Σ – dvuhmernaØ regulØrnaØ poverhnost~ r = r(q^1, q^2), (q^1, q^2) ∈ R^2. V okrestnosti Σ vyberem sistemu koordinat s obrazu¸wimi: −→r_q1 , −→r_q2 i −→n – normal~ k poverhnosti, napravlennaØ v oblast~, gde pro-

ishodit volnovoæ process, i koordinatami (q^1, q^2, q^3), gde q^3 = n – rasstoØnie ot poverhnosti do toqki po normali. My budem teper~ sqitat~ ε i μ funkciØmi q^1, q^2, q^3.

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 9 Pri postroenii formal~nogo asimptotiqeskogo rexeniØ uravneniæ matematiqeskoæ fiziki kl¸qevu¸ rol~ igraet vid asimptotiqeskogo razloßeniØ – anzac. DlØ dannoæ zadaqi udobno vybrat~ anzac v sledu¸wem vide (sm. [2–4]): −→ E = eipθ(q^1 , q^2, t) ·^∞ ∑ j=0 −→ E_j(q^1, q^2, ν, t) (ip)^j −→ E_j −→_{ν−→∞} −→ 0 −→ H = eipθ(q^1 , q^2, t) ·^∞ ∑ j=0 −→ H_j(q^1, q^2, ν, t) (ip)^j −→ H_j −→_{ν−→∞} −→ 0 (11)

θ(q^1, q^2, t) – prostranstvenno-vremennoæ ffækonal; my predpola-

gaem, qto^{∂θ}_{∂t} < 0, ν = pn = pq^3; −→E_j = (E_{j1}, E_{j2}, E_{j3}), −→H_j =

(H_{j1}, H_{j2}, H_{j3}) – vektory, zadannye svoimi kovariantnymi kom-

ponentami. −→E , −→H dolßny udovletvorØt~ sisteme uravneniæ Maksvella (1) i kraevym usloviØm Leontoviqa (2).

UravneniØ divμ−→H = 0 i divε−→E = 0 formal~no vypolnØ¸tsØ avtomatiqeski, esli vypolneny drugie dva uravneniØ v (1). V samom dele, iz nih sleduet, qto: ∂ ∂t divε −→ E = 0 ∂ ∂t divμ −→ H = 0. (12)

Iz poslednih dvuh utverßdeniæ sleduet trebuemoe: pust~

divε −→ E = e^{ipθ(q1,q2,t)} · ∞∑ j=0 A_j(q^1, q^2, ν, t) (ip)^j . (13)

Differenciruem formal~no po t obe qasti (13) i priravnivaem vyraßeniØ pri odinakovyh stepenØh po ip i poluqaem v silu ∂θ ∂t < 0, qto A_0 = 0. Dalee analogiqno poluqaem ravenstva A_j = 0, j = 1, 2, . . .. V dal~neæxem nam ponadobØtsØ vyraßenie dlØ operatora rot i vektornogo proizvedeniØ v proizvol~noæ sisteme koordinat. Pust~ vektor −→A = (A_1, A_2, A_3) zadan svoimi kovariantnymi sostavlØ¸wimi. OperaciØ rot zadaet kovariantnyæ vektor rot−→A posle primeneniØ k dvaßdy kovariantnomu tenzoru (_{∂Ak} ∂q^j − ∂A_j ∂q^k )

10 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV operatora ∗ (sm. [6]):

(rotA)_k = ( ∗ ( ∂A_j ∂q^i − ∂A_i ∂q^j )) k = = 1 2 √ Gϵ_i0_j0_kG^{i0 i}G^{j0 j} ( ∂A_j ∂q^i − ∂A_i ∂q^j ) , (14)

ϵ_{ijk} = −1, esli troæka (i, j, k) – neqetnaØ 0, esli est~ povtorØ¸wiesØ indeksy 1, esli troæka (i, j, k) – qetnaØ

G = det(G_{ij}), (G^{ij}) = (G_{ij})^{−1},

(G_{ij}) – metriqeskiæ tenzor v sisteme koordinat q^1, q^2, q^3. G_{ij} = g_{ij} − 2nb_{ij} + O(n^2); i, j = 1, 2; g_{lm} i b_{lm} – kofffficienty pervoæ i

vtoroæ formy Gaussa; G_{ij} = δ_{ij} , kogda odin iz indeksov raven trem. My vezde predpolagaem, qto Økobian^{D(x1,x2,x3)}_{D(q1,q2,q3 )} perehoda ot q^1, q^2, q^3 k x^1, x^2, x^3 – poloßitel~nyæ.

Analogiqno, dlØ vektornogo proizvedeniØ A × B imeet mesto formula:

(A × B)_k = (∗(A_j B_i − A_iB_j ))_k = = 1 2 √ Gϵ_i0_j0_kG^{i0 i}G^{j0 j} (A_j B_i − A_iB_j ) .

(15)

2. Glavnye qleny rekurrentnoæ sistemy ravenstv.

Podstavim razloßenie (11) v uravneniØ Maksvella (1) i, priravnivaØ glavnye po p qleny v obeih qastØh ravenstva, my pridem k sisteme uravneniæ:

N_0 ( −→ E_0 −→ H_0 ) = ( θ_0ε c −→ E_0 − −→ Q × −→ H_0 θ_0μ c −→ H_0 + −→ Q × −→ E_0 ) = ( −→ 0−→ 0 ) , θ_0 = ∂θ ∂t ;

−→ Q = θ_1 = ∂θ∂q_1

θ_2 = ∂θ∂q_2 1 i ∂ ∂ν

(16)

DopolnØØ uravneniØ usloviØmi −→E_0 −→_{ν−→∞} −→0 , −→H_0 −→_{ν−→∞} −→0 i kraevymi usloviØmi Leontoviqa, my poluqim kraevu¸ zadaqu na po-

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 11 lubeskoneqnom intervale [0, ∞) dlØ opredeleniØ −→E_0 i −→H_0, analogiqnu¸ zadaqe Xturma–LiuvillØ na nahoßdenie sobstvennyh qisel (ih rol~ zdes~ igraet θ_0) i sobstvennyh funkciæ (−→ E_0, −→ H_0 ) . Pust~ −→E_1, −→H_1 ime¸t gladkie komponenty, udovletvorØ¸t pri

ν = 0 tem ße graniqnym usloviØm, qto i −→ E_0, −→ H_0, i ffksponenci-

al~no s pervymi i vtorymi proizvodnymi ubyva¸t na beskoneqnosti. Pokaßem simmetriqnost~ differencial~nogo operatora

N_0, to est~ vypolnenie sledu¸wego ravenstva: ⟨ N_0 ( −→ E_0 −→ H_0 ) , ( −→ E_1 −→ H_1 ) ⟩ = ⟨ ( −→E_0 −→ H_0 ) , N_0 ( −→ E_1 −→ H_1 ) ⟩ , (17) ⟨ ( −→A_0 −→ B_0 ) , ( −→ A_1 −→ B_1 ) ⟩ = ∞∫ 0 ( G^{ij}A_{0i}A_{1j} + G^{ij}B_{0i}B_{1j} ) dν. Formula (17) dokazyvaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ.

Zameqanie. Iz simmetriqnosti operatora (16) sleduet vewe-

stvennost~ sobstvennyh qisel θ_0 . �tot rezul~tat vytekaet takße i iz dal~neæxih rassmotreniæ.

DlØ posledu¸wih postroeniæ nam potrebuetsØ rexit~ kraevu¸ zadaqu dlØ sistemy uravneniæ (16). OkazyvaetsØ, qto nahoßdenie −→E_0, −→H_0 (s toqnost~¸ do mnoßitelØ) ffkvivalentno nahoßdeni¸ poverhnostnyh voln dlØ poluprostranstva, qem byl posvØwen §2. Provedem sootvetstvu¸wie postroeniØ.

Perehod ot sistemy q^1, q^2 na Σ k novoæ koordinatnoæ sisteme

q^{10} , q^{20} dlØ komponent kovariantnyh vektorov, kotorymi ØvlØ¸t-

sØ kak levaØ, tak i pravaØ qast~ sistemy (16), osuwestvlØetsØ s pomow~¸ klassiqeskih formul vektornogo analiza: A_i0 = A_i^{∂qi}_{∂qi}0 .

�tot perehod v silu togo, qto^{∂qi}_{∂qi}0 – ne zavisØt ot ν, ØvlØetsØ zamenoæ uravneniæ sistemy na ih lineænye kombinacii s posto- Ønnymi kofffficientami. Kraevoe usloviØ Leontoviqa i ubyvanie na beskoneqnosti pri takoæ zamene ime¸t toße invariantnyæ harakter. Pofftomu, dostatoqno togo, qtoby sistema (16) vypolnØlas~ pri kakom-libo vybore bazisa v kasatel~nom k poverhnosti prostranstve. Vyberem koordinatnu¸ sistemu q^1, q^2,

12 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV qtoby v rassmatrivaemoæ toqke na poverhnosti Σ imelo mesto ravenstvo G_{ij} = G^{ij} = I, I – ediniqnaØ matrica.

Sistema (16) – sistema lineænyh differencial~nyh uravneniæ s postoØnnymi kofffficientami (po ν). DopolnØØ ee kraevymi usloviØmi Leontoviqa i trebovaniem ubyvaniØ k nul¸ na beskoneqnosti, poluqaem sistemu ffkvivalentnu¸ uravneniØm, rassmotrennym v §2. Sistema (4) uße rexena, qto daet vozmoßnost~ srazu vypisat~ rexeniØ, ispol~zuØ rezul~taty (7)–(10): −→ H_0 = A_0(q_1, q_2, t)e−λ(q^1, q^2, t)ν −→ h_0, −→ E_0 = A_0(q_1, q_2, t)e−λ(q^1, q^2, t)ν−→e_0,

(18)

gde A_0(q^1, q^2, t) – funkciØ, podleßawaØ opredeleni¸ (ffto budet sdelano v sledu¸wem punkte).

Vvedem oboznaqenie: −→ E_{00} = A_0−→e_0, −→ H_{00} = A_0 −→ h_0; −→ E_{0f} = e−λν −→e_0, −→ H_{0f} = e−λν −→ h_0.

(19)

V sluqae magnitnoæ volny: −→ h_0 = ∇θ − −→n iθ_0 c (ε|η| + μ |η| ); −→e_0 = η(−→n × ∇θ); λ = − μθ0 c|η| . (20)

V sluqae fflektriqeskoæ volny: −→e_0 = ∇θ − −→n iθ0 c (ε|η| + μ |η| −→ h_0 = − 1 η (−→n × ∇θ); λ = − ε|η|θ_0 c . (21)

Formuly (20), (21) spravedlivy v ukazannoæ sisteme koordinat s G_{ij} = I, no v silu invariantnosti formuly (20), (21) spravedlivy v proizvol~noæ sisteme sisteme koordinat. VyraßeniØ dlØ ω da¸t uravnenie dlØ nahoßdeniØ θ_0:

θ_0 + H(q^1, q^2, θ_1, θ_2) = 0 H = c_s|∇θ| = c_s √ g^{ij} θ_iθ_j (22)

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 13

c_s – skorost~ poverhnostnoæ volny, ona razliqnaØ v sluqae mag-

nitnoæ (c^m_s ) i fflektriqeskoæ volny(c^e_s) i ravna sootvetstvenno:

c^m_s = c √ εμ |η| √ |η|^2 +^μ_ε i c^e_s = c√με 1√_{|η|2ε} μ + 1

. (23)

Uravnenie (22) – ffto klassiqeskoe uravnenie Gamil~tona– ˚kobi. Ego rexenie moßno poluqit~ (sm., naprimer, [4]), ispol~zuØ klassiqesku¸ tehniku, osnovannu¸ na rassmotrenii kanoniqeskih uravneniæ: dt ds = 1; dq^j ds = v^jgr = ∂H ∂θ_j ; dθ ds = 0, dθ_0 ds = 0; dθ_j ds = − ∂H ∂q^j ; j = 1, 2.

(24)

3. �nergetiqeskie soobraßeniØ.

V zadaqah, ispol~zu¸wih tehniku PVLM, ffnergetiqeskie soobraßeniØ igra¸t odnu iz kl¸qevyh roleæ. PonØtiØ ffnergii, rasprostranenie ffnergii i sohranenie ffnergii pozvolØ¸t inogda Øvno prointegrirovat~ uravneniØ.

Zapixem uravneniØ Maksvella i ih soprØßennyæ variant, a zatem umnoßim ih skalØrno (v smysle obyqnogo skalØrnogo proizvedeniØ v C^3 ) na sootvetsvu¸wie vektora i prosummiruem (konstantu c4π vvodim iz fiziqeskih soobraßeniæ) poluqennye ravenstva: μ c ∂ −→ H ∂t = −rot −→ E | | · −→H_{∗ c} 4π μ c ∂ −→ H^∗ ∂t = −rot −→ E^∗ | | | · −→ H c4π ε c ∂ −→ E ∂t = rot −→ H | | | · −→ E^∗ c4π ε c ∂ −→ E^∗ ∂t = rot −→ H^∗ | | | · −→ E c4π . Ispol~zuØ ravenstvo div(−→a ×−→b ) = −→b ·rot−→a −−→a ·rot−→b , my pridem k kompleksnomu variantu klassiqeskogo uravneniØ Poæntinga: ∂E ∂t + div −→ S = 0, (25)

14 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV E( −→ E , −→ H ) := ε −→ E −→ E^∗ + μ −→ H −→ H^∗ 8π , −→ S ( −→ E , −→ H ) := c 8π ( −→ E × −→ H^∗ + −→ E^∗ × −→ H ). (26)

V sootvetstvii s klassiqeskoæ interpretacieæ teoremy Poæn-

tinga nazovem E – ffnergieæ, a −→S – vektorom Poæntinga ili vek-

torom potoka ffnergii. Iz formuly (25) i iz usloviØ Leontovi-

qa sleduet, qto potok ffnergii qerez poverhnost~ Σ raven nul¸,

to est~: S_n Σ = 0. (27)

ObratimsØ k vyraßeniØm dlØ −→E , −→H v pervom priblißenii. Iz

formul (18)–(21) sleduet, qto S^0_n = S_n(−→E_0, −→H_0) = 0. Pofftomu

dalee vmesto −→S budem rassmatrivat~ −→S^s = (S^1, S^2). DlØ dal~-

neæxego izloßeniØ nam potrebuetsØ dokazat~ ravenstvo −→v gr ∞∫ 0 E_0 dν = ∞∫ 0 −→ S^s_0 dν, (28)

E_0 = E (−→ E_0, −→ H_0 ) ; −→ S^s_0 = −→ S^s (−→ E_0, −→ H_0 ) ; kotoroe my, sleduØ rabote [2] nazovem gidro-ffnergetiqeskim ra-

venstvom.

Trebuemoe sootnoxenie poluqaetsØ srazu dlØ sluqaØ fflek-

triqeskoæ i magnitnoæ volny posle sledu¸wih preobrazovaniæ.

Prodifferenciruem ravenstvo (16) po θ_j (j = 1, 2). ∂θ_0 ∂θ_j ε c −→ E_0 − −→e_j × −→ H_0 + θ_0 ε c ∂ −→ E_0 ∂θ_j − −→ Q × ∂ −→ H_0 ∂θ_j = 0 ∂θ_0 ∂θ_j μ c −→ H_0 + −→e_j × −→ E_0 + θ_0μ c ∂ −→ H_0 ∂θ_j + −→ Q × ∂ −→ E_0 ∂θ_j = 0,

(29)

gde −→e_j – ediniqnyæ bazisnyæ vektor.

Umnoßim ravenstva (29) sprava sootvetstvenno na^c_{8π} −→E_0 i c 8π −→ H_0 v smysle (17). Iz simmetriqnosti operatora N_0 (sm. (17))

i ravenstva (16) sleduet, qto qleny, soderßawie^{∂−→E 0}_{∂θj} i^{∂−→H 0}_{∂θj} so-

krawa¸tsØ. Pol~zuØs~ tem, qto −(−→e_j × −→ H_0) −→ E_0 + (−→e_j × −→ E_0) −→ H_0 = ( −→ E^∗_0 × −→ H_0 + −→ E_0 × −→ H^∗_0)−→e_j,

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 15 legko pereædem k sootnoxeni¸ ∂θ_0 ∂θ_j ∞∫ 0 E_0 dν + ∞∫ 0 −→ S^s−→e_j dν ffkvivalentnomu (28).

Zameqanie. V silu sootnoxeniØ (18) moßno proizvesti inte-

grirovanie po ν v (28) i poluqit~ sledu¸wee ravenstvo (opredelenie −→H_{00} i −→E_{00} sm. (19)): ⃗vgrE_{00} 2λ = −→ S^s_{00} 2λ E_{00} = E (−→ E_{00}, −→ H_{00} ) ; −→ S^s_{00} = −→ S^s (−→ E_{00}, −→ H_{00} ) ; (30)

Zapixem uravnenie Poæntinga (25) v koordinatah q^1, q^2, n, proizvedem integrirovanie po ν ot 0 do ∞ i v pervom priblißenii poluqim: ∂ ∂t E_{00} 2λ + div_S −→ S^s_{00} 2λ = 0,

div_S (A) = 1 √ g ∂ ∂q^j (√ gA^j ) j = 1, 2. (31)

Iz pervogo gidroffnergetiqeskogo sootnoxeniØ (30) vytekaet vtoroe gidroffnergetiqeskoe sootnoxenie: ∂ ∂t E_{00} 2λ + div_S

E_{00}−→v gr 2λ = 0. (32)

Pol~zuØs~ izvestnym priemom (sm. [4]), moßno naæti E_{00} vdol~ PV luqa. Pereædem v sistemu koordinat, svØzannu¸ s PV-luqom:

a^1, a^2, s, predpoloßiv, qto q^j = q^j (a^1, a^2, s), t = s, j = 1, 2 –

rexeniØ kanoniqeskoæ sistemy (24) i q^j | |_{s=0} = a^j . Togda levaØ

qast~ uravneniØ (32) – divergenciØ nekotorogo vektora −→P , s komponentami: −→ P = (P_1, P_2, P_3) = ( E_{00} 2λ , v^1gr

E_{00} 2λ , v^2gr

E_{00} 2λ ) . Pofftomu v koordinatah a^1, a^2, s uravnenie (32) preobrazuetsØ v ravenstvo: div −→ P = 1 J ∂ ∂s ( E_{00} 2λ J ) = 0 J =

D(q^1, q^2) D(a^1, a^2) ,

16 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV

iz kotorogo poluqaem prostu¸ svØz~ meßdu znaqeniem ffnergii v naqal~noæ toqke PV-luqa so znaqeniem v proizvol~noæ: J E_{00} λ M = J E_{00} λ M_0 M = (a^1, a^2, s), M^0 = (a^1, a^2, 0).

Naædem teper~ vyraßenie dlØ modulØ |A_0| (opredelenie A_0 sm. (18)): E( −→ E_{00}, −→ H_{00}) = |A_0|^2E(−→e_0, −→ h_0) ⇒ |A_0(M )| =

= Ψ(a^1, a^2) √ λ E(−→e_0, −→ h_0)J . (33)

4. UravneniØ pri (ip)^0.

Razloßim v rØd Teælora ε i μ po stepenØm n v okrestnosti poverhnosti (ν = np):

p · ε = pε_0 + ( ∂ε ∂n ) 0 ν + o(ν), p · μ = pμ_0 + ( ∂μ ∂n ) 0 ν + o(ν). Dalee razloßim po stepenØm n rot(e^{ipθ} −→H_0) i analogiqno rote^{ipθ} −→ E_0: rot(e^{ipθ} −→ H_0) = ip −→ Q × −→ H_0 + ∇_S × −→ H_0+ + 2iν ( h · ∇θ × −→ H_0 − B −→ Q × −→ H_0 − −→ Q × B −→ H_0 ) , (34)

∇_S = (_∂ ∂θ1 ∂ ∂θ2 0 ) – kovariantnyæ vektornyæ operator; h =

b^{ij}g_{ij} – srednØØ krivizna; b_{ij} - kovariantnaØ komponenta vto-

roæ kvadratiqnoæ formy Gaussa; B – tenzornyæ operator, deæ-

stvu¸wiæ na kovariantnyæ vektor −→A = (A_1, A_2, A_3) po pravilu: (B −→ A )_j =^∘G_{jj}0 b^{j0j00} A_j00 .^∘G_{jj}0 = g_{jj}0 , esli ni odin iz indeksov ne

raven trem i nul¸ v protivnom sluqae.

Dalee vypixem uravneniØ pri ip^0:

N_0 ( −→ E_1 −→ H_1 ) + N_1 ( −→ E_0 −→ H_0 ) = 0, (35)

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 17

N_0 – operator iz sistemy (16); −→ E_1, −→ H_1 – udovletvorØ¸t tem ße

kraevym usloviØm, qto i −→E_0, −→H_0; N_1 = N^{Re}_1 + N^{Im}_1 .

N^{Re}_1 ( −→ E−→ H ) = ( ε_0 c^∂ −→ E ∂t − ∇_S × −→ H μ_0 c^∂ −→ H ∂t + ∇_S × −→ E ) , (36)

N^{Im}_1 ( −→ E−→ H ) = (37) iθ_0 ν c (_{∂ε} ∂n ) 0 −→ E − 2iν ( h · ∇θ × −→ H − B −→ Q × −→ H − −→ Q × B −→ H ) iθ_0 ν c (_{∂μ} ∂n ) 0 −→ E + 2iν ( h · ∇θ × −→ E − B −→ Q × −→ E − −→ Q × B −→ E ) .

Umnoßim uravnenie (35) skalØrno na qastnoe rexenie (−→E_{of} , −→ H_{of} ) (sm. (19)), vospol~zuemsØ simmetriqnost~¸ zadaqi (16) i

poluqim uslovie razreximosti uravneniØ (35): − ⟨ N_1 ( −→ E_0 −→ H_0 ) , ( −→ E_{0f} −→ H_{0f} ) ⟩ = ⟨ N_0 ( −→ E_1 −→ H_1 ) , ( −→ E_{0f} −→ H_{0f} ) ⟩ = = ⟨ ( −→E_1 −→ H_1 ) , N_0 ( −→ E_{0f} −→ H_{0f} ) ⟩ = 0.

(38)

Dalee podstavim v (38) vyraßenie dlØ −→E_0 i −→H_0 qerez −→E_{0f}

i −→H_{0f} sootvetstvenno (sm. (18)), umnoßim obe qasti na |A_0|^2 i vospol~zuemsØ tem, qto A_0 – ne zavisit ot ν, poluqaem lineænoe differencial~noe uravnenie v qastnyh proizvodnyh dlØ A_0: ∂A_0 ∂t + ∂A_0 ∂q^j · −→v^jgr + A_0 · Φ = 0 Φ — ne zavisit ot A_0. (39)

ObratimsØ k harakteristiqeskoæ sisteme (24). Iz nee sleduet, qto (39) – obyknovennoe lineænoe differencial~noe uravnenie vdol~ PV-luqa: ∂A_0 ∂s + A_0 · Φ = 0, (40)

A_0 – kompleksnoznaqnaØ funkciØ. Predstavim ee v sledu¸wem

vide:

A_0(q^1, q^2, t) = |A_0(q^1, q^2, t)| · e^{iV0(q1,q2,t)}. (41)

18 V. M. BABIQ, A. V. KUZNECOV Podstavim vyraßenie dlØ A_0 v (40) i vydelim vewestvennu¸ i mnimu¸ qast~. Moßno pokazat~, qto ravenstvo nul¸ vewestvennoæ qasti (40) ffkvivalentno uravneni¸ (31), iz kotorogo byla poluqena formula dlØ |A_0|. SleduØ rabote [2], nazovem V_0 – fazoæ Berri. Vyraßenie dlØ fazy Berri okazyvaetsØ (kak i v drugih analogiqnyh zadaqah) dovol~no gromozdkim:

V_0 = V_0 s_{=0} − s∫ 0 ( θ_0 4λ^2 (_{∂ε} ∂n ) 0 |e_0|^2 + (_{∂μ} ∂n ) 0 |h_0|^2

ε_0|e_0|^2 + μ_0|h_0|^2 +

+ c 2λ^2(ε_0|e_0|^2 + μ_0|h_0|^2) · ( 2hRe ( (∇θ × −→e_0) −→ h_0 ) + (42)

+2Re ( (B∇θ × −→ h_0)−→e_0 ) + (∇θ × B −→ h_0)−→e_0 − (∇θ × B−→e_0) −→ h_0 ) ) ds. Kaßdoe iz slagaemyh, stoØwih pod integralom, harakterizuet vliØnie raznyh faktorov na fazu Berri. Pervoe – vliØnie skorosti izmeneniØ difflektriqeskoæ i magnitnoæ pronicaemosti pri udalenii ot poverhnosti, vtoroe – vliØnie geometriqeskih harakteristik poverhnosti.

Takim obrazom nami postroeno vyraßenie dlØ −→E_0 i −→H_0 s toqnost~¸ do mnoßitelØ A_0 s_{=0} · e^{iV} s_{=0}: −→ E_0 = |A_0|e^{iV} −→ E_{0f} , −→ H_0 = |A_0|e^{iV} −→ H_{0f} . (43)

VyraßeniØ dlØ |A_0|, V_0, −→E_{0f} , −→H_{0f} da¸tsØ formulami (33), (42), (19)–(21).

5. O postroenii vysxih priblißeniæ.

VernemsØ k uravneni¸ (35) – lineænoe neodnorodnoe uravnenie v qastnyh proizvodnyh. L¸boe ego rexenie zapisyvaetsØ v vide summy qastnogo rexeniØ (35) i rexeniØ odnorodnogo uravneniØ (16): ( −→ E_1 −→ H_1 ) = ( −→ E_{01} −→ H_{01} ) + A_1(q^1, q^2, t) ( −→ E_{00} −→ H_{00} ) . Uravnenie v qastnyh proizvodnyh dlØ A_1 – usloviØ razreximosti uravneniØ, voznika¸wego pri ip^{−1}. Estestvenno, fftot process moßno prodolßit~ dlØ nahoßdeniØ −→E_k i −→H_k dlØ k = 2, 3, . . . i s principial~nymi trudnostØmi on ne svØzan.

O RASPROSTRANENII POVERHNOSTNYH 19 Literatura 1. L. D. Landau, E. M. Lifxic, TeoretiqeskaØ fizika. Tom VIII. �lektrodinamika sploxnyh sred. — FML, M. (2001).

2. V. M. Babich, N. Ya. Kirpichnikova, A new approach to the problem of the Rayleigh

wave propagation along the boundary of a nonhomogeneous elastic body. — Wave Motion 40 (2004), 209–223.

3. V. E. Nomofilov, Rasprostranenie kvazistacionarnyh voln RffleØ v ne-

odnorodnoæ anizotropnoæ uprugoæ srede. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89

(1979), 234–245.

4. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Prostranstvenno-

vremennoæ luqevoæ metod, LGU, L. (1985).

5. M. A. LØlinov, DifrakciØ akustiqeskih i fflektromagnitnyh voln v kli-

novidnyh i konusovidnyh oblastØh s graniqnymi usloviØmi impedansnogo tipa. SPbGU, S-Pb., DissertaciØ (2004).

6. B. A. Dubrovin, S. P. Novikov, A. T. Fomenko, SovremennaØ geometriØ.

Nauka, M. (1986).

Babich V. M., Kuznetsov A. V. On the propagation of surface electromagnetic waves, similar to Rayleigh waves in the case the Leontovich boundary conditions.

Let Σ be a surface, which is a boundary of a domain containing electromagnetic wave field. We assume, that Leontovich boundary conditions take place on Σ. Surface waves (an electromagnetic version of classical Rayleigh surface waves in elasiticy theory) can exists, only if the coefficient in the Leontovich boundary conditions is pure imaginary. The ray theory of surface electromagnetic waves is developed in this paper.

Postupilo 5 i¸nØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet