Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

V. B. Hazanov

REZUL^TANTNY` PODHOD K VYQISLENIı VEKTORNYH HARAKTERISTIK MNOGOPARAMETRIQESKIH POLINOMIAL^NYH MATRIC

V rabote opisyva¸tsØ metody rexeniØ nekotoryh zadaq dlØ parametriqeskih polinomial~nyh matric. V osnove metodov leßit rezul~tantnyæ podhod k realizacii operaciæ sloßeniØ i umnoßeniØ polinomial~nyh matric v terminah postoØnnyh matric. Naibolee vaßnoæ iz rassmatrivaemyh zadaq ØvlØetsØ postroenie minimal~nogo polinomial~nogo bazisa nul~- prostranstva matricy. Suwestvu¸waØ teoriØ ne davala otvet na vopros o suwestvovanii takogo bazisa podprostranstva v mnogoparametriqeskom sluqae. Predlagaemyæ metod ØvlØetsØ konstruktivnym obosnovaniem poloßitel~nogo otveta na fftot vopros. On takße ØvlØetsØ osnovoæ dlØ razrabotki metodov rexeniØ drugih mnogoparametriqeskih zadaq algebry (sm. rabotu [13] v fftom sbornike).

Stat~Ø sostoit iz pØti paragrafov. V §1 izvestnye vidy rezul~tantnyh matric, otveqa¸wie odnoparametriqeskim polinomial~nym matricam (matriqnym polinomam), obobwa¸tsØ na mnogoparametriqeskiæ sluqaæ; ustanavliva¸tsØ svoæstva rezul~tantnyh matric, pozvolØ¸wie svodit~ operacii nad polinomial~nymi ob¨ektami (sloßenie, umnoßenie) k sootvetstvu- ¸wim operaciØm nad postoØnnymi matricami. V §§2 i 3 opisyva¸tsØ metody postroeniØ sootvetstvenno bazisa obraza (bazisa lineænoæ oboloqki polinomial~nyh vektorov) i minimal~- nogo bazisa nul~-prostranstva polinomial~noæ matricy. V §4 opisany metody postroeniØ ßordanovyh cepoqek i ßordanovyh polurexetok vektorov, otveqa¸wih kratnoæ toqke spektra polinomial~noæ matricy. V §5 privodØtsØ nekotorye obwie zameqaniØ. Pri rexenii ukazannyh zadaq ishodnaØ polinomial~naØ

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 05-01-00945 i NX- 2268.2003.1. 182

REZUL^TANTNY` PODHOD 183

matrica ne preobrazuetsØ, qto ØvlØetsØ vaßnym, uqityvaØ plohu¸ obuslovlennost~ operaciæ s polinomial~nymi ob¨ektami.

Vse ob¨ekty rassmatriva¸tsØ nad nekotorym qislovym polem (naprimer, R, C ). Voprosy optimizacii vyqisleniØ nul~- prostranstv razreßennyh rezul~tantnyh matric i toqnosti vyqisleniæ ne rassmatriva¸tsØ. OpredeleniØ i svoæstva spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskih polinomial~- nyh i racional~nyh matric, kotorye ispol~zu¸tsØ v rabote, privedeny v [10–12].

§1. Rezul~tantnye matricy

Rassmotrim nekotorye vidy rezul~tantnyh matric, otveqa¸- wie odnoparametriqeskim matriqnym polinomam, vkl¸qaØ izvestnye (sm., naprimer, [1, 18, 19]), i obobwim ih na mnogoparametriqeskiæ sluqaæ.

1.1. Odnoparametriqeskiæ sluqaæ. Polinomial~noæ m×n ma-

trice F (λ) =^s ∑ i=0 F_iλ^i stepeni s = deg F s postoØnnymi m × n ma-

triqnymi kofffficientami F_i, i = 0, . . . , s (F_s ≠ O_{m×n}), stavitsØ v sootvetstvie rezul~tantnaØ matrica^1 urovnØ t (t ¿ 0) razmerov m(s + t + 1) × n(t + 1):

F^{R t}_{m×n;s} :=

F_0 . . ... F_s ... F_0 ... . . F_s t+1

s + t + 1. (1.1)

Vvedem polinomial~nu¸ m(t + 1) × m matricu

W^t_m(λ) := row{λ^iI_m}^t_{i=0}, W^0_m(λ) = I_m.

Togda vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

W^{s+t}_m (λ)F^{R t}_{m×n,s} = F (λ)W^t_n(λ). (1.2)

1Matricu takogo vida, opredelØemu¸ s toqnost~¸ do operacii bloqnogo transponirovaniØ (oboznaqaemogo niße verhnim indeksom B) i perestanovok ih bloqnyh strok i stolbcov nazyva¸t obobwennoæ matriceæ Sil~vestra.

184 V. B. HAZANOV

V qastnosti, pri t = 0 bloqnyæ stolbec^2 F^{R 0}_{m×n,s} ≡ F^R_{m×n;s} =

col{F_i}^s_{i=0} razmerov m(s + 1) × n, kotoryæ budem nazyvat~ rezul~-

tantnym vektorom matricy F (λ), udovletvorØet sootnoxeni¸ W^s_m(λ)F^R_{m×n;s} = F (λ). Oqevidno, qto rezul~tantnyæ vektor matricy F (λ) + G(λ), gde G(λ) – polinomial~naØ m × n matrica stepeni t, udovletvorØet sootnoxeni¸

(F + G)^R_{m×n;max{s,t}} = F^R_{m×n;s} + ~G^R_{m×n;s}, s > t, F^R_{m×n;s} + G^R_{m×n;s}, s = t, ~F R_{m×n;t} + GR_{m×n;t}, s < t. (1.3)

Zdes~ ~G(λ) ili ~F (λ) – dopolnennaØ starximi qlenami s nulevymi kofffficientami polinomial~naØ matrica stepeni s pri s > t ili stepeni t pri t > s sootvetstvenno. Esli G(λ) – polinomial~naØ n × p matrica stepeni t, to iz (1.2) sleduet, qto rezul~tantnyæ vektor m × p matricy H(λ) = F (λ)G(λ) stepeni^3 s + t udovletvorØet sootnoxeni¸

H^R_{m×n;s+t} = F^{R t}_{m×n;s}G^R_{n×p;t}. (1.4)

Deæstvitel~no, H(λ) = W^{s+t}_m (λ)H^R_{m×n;s+t} = W^{s+t}_m (λ)F^{R t}_{m×n;s}, G^R_{n×p;t} = F (λ)W^t_n(λ)G^R_{n×p;t} = F (λ)G(λ). Rassmotrim teper~ rezul~tantnye matricy, otveqa¸wie sovokupnostØm strok i stolbcov matricy F (λ), i ih svØz~ s rezul~tantnoæ matriceæ (1.1). Pust~

F (λ) = row{f_{c j} (λ)}^n_{j=1} = col{f^T_{r i}(λ)}^m_{i=1} , s = max_j s_{c j} = max_i s_{r i},

gde f_{c j} (λ) i f^T_{r i}(λ) – stolbcy i stroki stepeni s_{c j} , j = 1, . . ., n, i s_{r i}, i = 1, . . ., m, sootvetstvenno polinomial~noæ m × n matricy F (λ) stepeni s. “StroqnaØ” i “stolbcovaØ” rezul~tantnye

2Dalee budem opuskat~ ukazanie urovnØ t = 0.

3Esli faktiqeskaØ stepen~ matricy H(λ) budet men~xe s+t, to starxie bloqnye komponenty otveqa¸wego eæ rezul~tantnogo vektora budut ravny nul¸. Dalee analogiqnye zameqaniØ budut opuskat~sØ.

REZUL^TANTNY` PODHOD 185

matricy^4 urovnØ t

F^{Rr t}_{m×n;s} := col{(f^T_{r i})^{R t}_{1×n;sr i} }^m_{i=1}, F^{Rc t}_{m×n;s} := row{(f_{c j})^{R(s−sc j +t)}_{m×1;sc j} }^n_{j=1} (1.5) ime¸t razmery^m ∑ i=1 (s_{r i}+t+1)×n(t+1) i m(s+t+1)× n∑ j=1 (s−s_{c j} +t+1)

sootvetstvenno. Matrica F^{R t}_{m×n;s} otliqaetsØ ot matricy F^{Rr t}_{m×n;s} dopolnitel~nymi nulevymi^m ∑ i=1 (s − s_{r i}) strokami, a takße porØd-

kom ostal~nyh strok. KaßdaØ gruppa iz s − s_{r i} dopolnitel~nyh nulevyh stolbcov matricy F^{R t}_{m×n;s} otveqaet takoæ stroke f^T_{r i}(λ), dlØ kotoroæ s_{r i} < s. Matrica F^{Rc t}_{m×n;s} otliqaetsØ ot matricy F^{R t}_{m×n;s} dopolnitel~nymi^n ∑ j=1 (s − s_{c j}) stolbcami, a takße porØd-

kom ostal~nyh stolbcov. KaßdaØ gruppa iz s − s_{c j} dopolnitel~- nyh stolbcov matricy F^{Rc t}_{m×n;s} otveqaet takomu stolbcu f_{c j}(λ) matricy F (λ), dlØ kotorogo s_{c j} < s. Rezul~tantnye matricy (1.5) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm vida (1.2):

diag{W^{sr i+t}_1 (λ)}^m_{i=1}F^{Rr t}_{m×n;s} = F (λ)W^t_n(λ), W^{mT}_{s+t} (λ)F^{Rc t}_{m×n;s} = F (λ) diag{W^{sc j +t}_1 (λ)}^m_{i=1}. (1.6) Rassmotrim predstavleniØ matricy H(λ) = F (λ)G(λ) vida H(λ) = col{f^T_{r i}(λ)G(λ)}^n_{i=1} , H(λ) = row{F (λ)g_{c j} (λ)}^p_{j=1}, H(λ) = n∑ j=1 f_c j (λ)g_r j(λ). (1.7)

Zdes~ g_{c j}(λ) i g^T_{r i}(λ) – stolbcy i stroki stepeni t_{c j}, j = 1, . . . p, i t_{r i}, i = 1, . . ., n, sootvetstvenno polinomial~noæ m × p matricy G(λ) stepeni t = max_j t_{c j} = max_i t_{r i}. Togda, uqityvaØ (1.2), (1.6), poluqaem sootvetstvenno “stroqnyæ”, “stolbcovyæ” i “stolbcovo-stroqnyæ” analogi sootnoxeniØ (1.4): H^{Rr}_{m×p;s+t} = F^{Rr t}_{m×n;s}G^R_{n×p;t}, (1.8) H^{Rc}_{m×p;s+t} = F^{R t}_{m×n;s}G^{Rc}_{n×p;t}, (1.9) H^R_{m×p;l} = F^{Rc l−s}_{m×n;s} G^{Rr}_{n×p;t}. (1.10) 4“Stroqnu¸” rezul~tantnu¸ matricu nazyva¸t obobwennoæ rezul~- tantnoæ matriceæ Voloviqa.

186 V. B. HAZANOV

V poslednem sluqae predpolagaetsØ, qto l = s_{c j} + t_{r j} = const, j = 1, . . ., n. ZameqaniØ. 1. VyraßeniØ (1.8)–(1.10) pri sootvetstvu¸wih

sootnoxeniØh stepeneæ polinomial~nyh matric F (λ) i G(λ) osuwestvlØ¸t bolee ffkonomnu¸ realizaci¸ ih umnoßeniØ, qem (1.4).

2. V sluqae bloqnogo predstavleniØ matricy

F (λ) = row{F_{c j}(λ)}^n_{j=1} = col{F_{r i}(λ)}^m_{i=i}

analogiqnym obrazom moßno vvesti bloqnye “stroqnu¸” i “stolbcovu¸” rezul~tantnye matricy.

3. Rezul~tantnye matricy, otveqa¸wie skalØrnym polino-

mam f(λ), g(λ), opredelØ¸tsØ oqevidnym obrazom. OpuskaØ ukazanie razmerov m = n = p = 1, imeem iz (1.4)

(fg)^R_{s+t} = f^{R t}_s g^R_t = g^{R s}_t f^R_s .

1.2. Mnogoparametriqeskiæ sluqaæ. Rassmotrim snaqala

trivial~noe obobwenie odnoparametriqeskogo sluqaØ. Mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matrice F (λ, ¯) = s∑ i=0 F_i(¯)λ^i stepeni s = deg_λ F po parametru λ s polinomial~ny-

mi m × n matriqnymi kofffficientami F_i(¯), i = 0, . . . , s, F_s(¯) ≠ O_{m×n}, postavim v sootvetstvie rezul~tantnu¸ m(s+t+1)×n(t+1) matricu urovnØ t (t ¿ 0) vida (1.1):

F^{R t}_{m×n;s}(¯) =

F_0(¯) . . ... F_s(¯) ... F_0(¯) ... . . F_s(¯) t+1

s + t + 1, (1.11)

kotoraØ udovletvorØet sootnoxeni¸ vida (1.2)

W^{s+t}_m (λ)F^{R t}_{m×n;s}(¯) = F (λ, ¯)W^t_n(λ),

V qastnosti, rezul~tantnyæ vektor F^{R 0}_{m×n;s}(¯) ≡ F^R_{m×n;s}(¯) =

col{F_i(¯)}^s_{i=0} razmerov m(s + 1) × n udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ W^s_m(λ)F^R_{m×n;s}(¯) = F (λ, ¯).

REZUL^TANTNY` PODHOD 187

Oqevidno, qto rezul~tantnye vektory matric F (λ, ¯)+G(λ, ¯) i H(λ, ¯) = F (λ, ¯)G(λ, ¯) udovletvorØ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm vida (1.3) i (1.4):

(F + G)^R_{m×n;max{s,t}}(¯) = F^R_{m×n;s}(¯) + ~G^R_{m×n;s}(¯), s > t, F^R_{m×n;s}(¯) + G^R_{m×n;s}(¯), s = t, ~F R_{m×n;t}(¯) + GR_{m×n;t}(¯), s < t, H^R_{m×n;s+t}(¯) = F^{R t}_{m×n;s}(¯)G^R_{n×p;t}(¯).

Zdes~ F (λ, ¯) i G(λ, ¯) – polinomial~nye matricy sootvetstvu- ¸wih razmerov stepeni s i t po parametru λ sootvetstvenno, a ~G(λ, ¯) ili ~F (λ, ¯) – dopolnennaØ starximi po parametru λ qlenami s nulevymi kofffficientami polinomial~naØ matrica stepeni s pri s > t ili stepeni t pri t > s sootvetstvenno. Analogiqnym obrazom mogut byt~ opredeleny stroqnaØ i stolbcovaØ rezul~tantnye matricy vida (1.5) i poluqeny sootnoxeniØ vida (1.6) i (1.8)–(1.10).

Rassmotrim teper~ q-parametriqesku¸ polinomial~nu¸ m×n

matricu F (˘) ≡ F (λ_1, . . . , λ_q) =^{s1} ∑ k_1=0 · · · s_q∑ k_q=0 F_{k1,...,kq} λ^{k1}_1 . . . λ^{kq}_q s po- stoØnnymi matriqnymi kofffficientami F_{k1...kq} , gde s_j = deg_{λj} F – stepen~ po parametru λ_j, j = 1, . . ., q. Postroim po parametru λ_1 rezul~tantnu¸ matricu F^{R t1}_{m×n;s1} (λ_2, . . . , λ_q) vida (1.11) urovnØ t_1 razmerov m(s_1 + t_1 + 1) × n(t_1 + 1). Zatem dlØ nee postroim rezul~tantnu¸ matricu po parametru λ_2 urovnØ t_2 i t.d. Okonqatel~naØ postoØnnaØ rezul~tantnaØ matrica budet

imet~ razmery m^q ∏ j=1 (s_j + t_j + 1) × n q∏ j=1 (t_j + 1). V prosteæxem slu-

qae, kogda sovpada¸t vse stepeni s_j = s i vse urovni t_j = t, j = 1, . . ., q, poluqaem “kubiqesku¸” rezul~tantnu¸ matricu razmerov m(s + t + 1)^q × n(t + 1)^q.

DlØ takoæ rezul~tantnoæ matricy moßno poluqit~ analogi sootnoxeniæ (1.2)–(1.4), opredelit~ sootvetstvu¸wie stroqnu¸ i stolbcovu¸ rezul~tantnye matricy vida (1.5) i poluqit~ dlØ nih analogi sootnoxeniæ (1.6) i (1.8)–(1.10). Odnako predstavlØetsØ, qto, s toqki zreniØ posledu¸wego primeneniØ rezul~- tantnyh matric dlØ rexeniØ rassmatrivaemyh niße zadaq, bolee udobnym ØvlØetsØ neskol~ko inoæ podhod k obobweni¸ odnoparametriqeskogo sluqaØ.

188 V. B. HAZANOV

Rassmotrim drugoe predstavlenie q-parametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy v vide

F (˘) =^∑_k Fk˘^k ≡^∑_k Fk_1...k_q λ^{k1}_1 . . . λ^{kq}_q

s postoØnnymi matriqnymi kofffficientami F_k. Stepen~ δ_k kaßdogo monoma opredelØetsØ porØdkom ego mul~tiindeksa k =

(k_1, . . . , k_q): δk = q∑ j=1 k_j, a stepen~ matricy F (˘) (po sovokupno-

sti vseh peremennyh) opredelØetsØ kak naivysxaØ iz stepeneæ ee monomov: s = deg F := max_{Fk≠}Oδ_k. Zapixem matricu F (λ) stepeni

s v porØdke vozrastaniØ stepeneæ ee (_{q+s} s ) monomov^5, raspolagaØ monomy odnoæ stepeni v leksikografiqeskom porØdke, kogda monom stepeni t (qislo takih monomov ravno (_{q+t−1} t ) ), soderßawiæ proizvedenie λ_{i1} λ_{i2} . . . λ_{it} , 1 6 i_1 6 i_2 6 · · · 6 i_t 6 q, predxestvuet monomu toæ ße stepeni, soderßawemu proizvedenie λ_{j1} λ_{j2} . . . λ_{jt} ,

1 6 j1 6 j2 6 · · · 6 jt 6 q, pri uslovii, qto ili i1 < j1, ili pri

i_l = j_l, l = 1, . . ., k − 1, i_k < j_k, gde 2 6 k 6 t: F (˘) = F00...0 + (F10...0λ1 + F01...0λ2 + · · · + F0...01λq) +(F_{20...0}λ^2_1 + F_{11...0}λ_1λ_2 + · · · + F_{00...2}λ^2_q) + · · · +

+(F_{s00...0}λ^s_1 + F_{s−1,10...0}λ^{s−1}_1 λ_2 + · · · + F_{s−1,00...1}λ^{s−1}_1 λ_q+ + · · · + F_{100...,s−1}λ_1λ^{s−1}_q + · · · + F_{000...s}λ^s_q ). Opredelim dlØ F (˘) rezul~tantnyæ vektor, t.e. rezul~tantnu¸ matricu urovnØ 0

F^{R 0}_{m×n;q;s} ≡ F^R_{m×n;q;s} = col{F_k}^s_{δk=0} ≡ [F_{00...0} F_{10...0} . . . F_{0...01} F_{20...0} F_{11...0} . . . F_{00...2} . . . F_{s0...0} F_{s−1,1...0} . . . F_{0...0s}]^B razmerov (_{s+q} q ) × n i polinomial~nu¸ m × m (_{s+q} q ) matricu

W^s_{m;q} (˘) = row{˘^kI_m}^s_{δk=0}

≡ [I_m λ_1I_m λ_2I_m . . . λ_qI_m λ^2_1I_m λ_1λ_2I_m . . . λ^2_q I_m

. . . λ^s_1I_m λ^{s−1}_1 λ_2I_m . . . λ^s_q I_m].

5Uqityva¸tsØ vse monomy, vkl¸qaØ starxie, daße esli nekotorye iz nih ravny nul¸.

REZUL^TANTNY` PODHOD 189

Matricy F_k i ˘^kI_m, otveqa¸wie mul~tiindeksu k = (k_1, . . . , k_q),

raspolaga¸tsØ v pozicii 1 +^q ∑ j=1 j∑ i=1 k_{q−i+1} + j − 1 j sootvet-

stvu¸wego bloqnogo vektora. Pri fftom imeet mesto sootnoxenie

F (˘) = W^s_{m;q} (˘)F^R_{m×n;q;s}.

Pust~ l = (l_1, . . . , l_q) – mul~tiindeks porØdka t = δ_l =^q ∑ j=1 l_j .

Togda matrice F^l(˘) = ˘^lF (˘) stepeni s + t otveqaet rezul~- tantnyæ vektor F^{l R}_{m×n;q;s+t} razmerov m (_{s+t+q} q ) × n. On poluqaetsØ peremeweniem kaßdogo bloka F_k rezul~tantnogo vektora F^R_{m×n;q;s} v pozici¸, otveqa¸wu¸ mul~tiindeksu k + l: 1 + q∑ j=1 j∑ i=1 k_{q−i+1} + l_{q−i+1} + j − 1 j . V ostal~nyh poziciØh F^{l R}_{m×n;q;s+t}

nahodØtsØ nulevye matricy. Po analogii s odnoparametriqeskim sluqaem, rezul~tantnu¸ matricu F^{R t}_{m×n;q;s} urovnØ t > 0 opredelim sledu¸wim obrazom: F^{R t}_{m×n;q;s} = F^{R t−1} m×n;q;s row{F l^R_{m×n;q;s+t}}_δl_{=t} O , (1.12)

gde O – nulevaØ matrica razmerov m (_{s+t+q−1} q−1 ) × n (_{t−1+q} q ) . Matrica F^{R t}_{m×n;q;s} imeet razmery m (_{s+t+q} q ) × n (_{t+q} q ) i udovletvorØet sootnoxeni¸ vida (1.2) W^{s+t}_{m;q} (˘)F^{R t}_{m×n;q;s} = F (˘)W^t_{n;q} (˘). (1.13) Iz (1.13) sleduet, qto rezul~tantnye bloqnye vektory matric F (˘) + G(˘) i H(˘) = F (˘)G(˘) udovletvorØ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm vida (1.3) i (1.4): (F + G)^R_{m×n;q;max{s,t}} = F^R_{m×n;q;s} + ~G^R_{m×n;q;s}, s > t, F^R_{m×n;q;s} + G^R_{m×n;q;s}, s = t, ~F^R_{m×n;q;t} + G^R_{m×n;q;t}, s < t, H^R_{m×p;q;s+t} = F^{R t}_{m×n;q;s}G^R_{n×p;q;t}. (1.14) Zdes~ F (˘) i G(˘) – polinomial~nye matricy sootvetstvu¸wih razmerov stepeni s i t sootvetstvenno, a ~G(˘) ili ~F (˘) – dopol-

190 V. B. HAZANOV

nennaØ starximi qlenami s nulevymi kofffficientami polinomial~naØ matrica stepeni s pri s > t ili stepeni t pri t > s sootvetstvenno.

Ispol~zuØ predstavleniØ polinomial~noæ m×n matricy F (˘) stepeni s v vide

F (˘) = row{fc j (˘)}^n_{j=1} = col{f^T_{r i}(˘)}^m_{i=1}, s = max_j sc j = max_i sr i,

gde f_{c j}(˘) i f^T_{r i}(˘) – stolbcy i stroki stepeni s_{c j}, j = 1, . . . , n, i s_{r i}, i = 1, . . . , m, sootvetstvenno, vvedem “stroqnu¸” i “stolbcovu¸” rezul~tantnye matricy urovnØ t vida (1.5):

F^{Rr t}_{m×n;q;s} := col{(f^T_{r i})^{R t}_{1×n;q;sr i} }^m_{i=1}, (1.15)

F^{Rc t}_{m×n;q;s} := row{(f_{c j})^{R(s−sc j +t)} m×1;q;s_{c j} } n j=1.

Oni ime¸t razmery^m ∑ i=1 (_{sr i+t+q} q ) ×n (_{t+q} q ) i m (_{s+t+q} q ) ×^n ∑ j=1 (_{s−sc j +t+q} q ) sootvetstvenno. Matrica F^{R t}_{m×n;q;s} otliqaetsØ ot F^{Rr t}_{m×n;q;s} lix~ dopolnitel~nymi nulevymi strokami, a takße porØdkom ostal~- nyh strok. KaßdaØ gruppa iz (_{s+t+q} q ) − (_{sr i+t+q} q ) dopolnitel~- nyh nulevyh stolbcov matricy F^{R t}_{m×n;q;s} otveqaet stroke f^T_{r i}(˘), stepen~ s_{r i} kotoroæ men~xe stepeni s matricy F (λ). Matrica F^{Rc t}_{m×n;q;s} otliqaetsØ ot matricy F^{R t}_{m×n;q;s} dopolnitel~nymi stolbcami, a takße porØdkom ostal~nyh stolbcov. KaßdaØ gruppa iz (_{s−sc j +t+q} q ) − (_{t+q} q ) dopolnitel~nyh stolbcov matricy F^{Rc t}_{m×n;q;s} otveqaet stolbcu f_{c j}(˘) matricy F (λ), stepen~ s_{c j} kotorogo men~xe stepeni s matricy. Rezul~tantnye matricy (1.15) udovletvorØ- ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm vida (1.6):

diag{W^{sr i +t}_{1;q} (˘)}^m_{i=1}F^{Rr t}_{m×n;q;s} = F (˘)W^t_{n;q}(˘),

(1.16)

W^{s+t}_{m;q} (˘)F^{Rc t}_{m×n;q;s} = F (˘) diag{W^{sc j +t}_{1;q} (˘)}^m_{i=1}.

REZUL^TANTNY` PODHOD 191

Rassmotrim predstavleniØ matricy H(˘) = F (˘)G(˘) vida

H(λ) = col{f^T_{r i}(˘)G(˘)}^m_{i=1}, H(λ) = row{F (˘)g_{c j}(˘)}^p_{j=1}, (1.17) H(λ) = n∑ j=1 f_c j(˘)g_r j(˘),

gde g_{c j} (˘) i g^T_{r i}(˘) – stolbcy i stroki sootvetstvenno stepeni t_{c j} , j = 1, . . ., p, i t_{r i}, i = 1, . . ., n, polinomial~noæ n × p matricy G(˘) stepeni t = max_j t_{c j} = max_i t_{r i}. Togda, uqityvaØ (1.13) i (1.16), poluqaem sootvetstvenno “stroqnyæ”, “stolbcovyæ” i “stolbcovo-stroqnyæ” analogi sootnoxeniØ (1.14):

H^{Rr}_{m×p;q;s+t} = F^{Rr t}_{m×n;q;s}G^R_{m×p;q;t}, (1.18) H^{Rc}_{m×p;q;s+t} = F^{R t}_{m×n;q;s}G^{Rc}_{n×p;q;t}, (1.19) H^R_{m×p;q;l} = F^{Rc l−s}_{m×n;q;s}G^{Rr}_{n×p;q;t}. (1.20) V poslednem sluqae predpolagaetsØ, qto l = s_{c j} + t_{r j} = const, j = 1, . . ., n. ZameqaniØ. 1. VyraßeniØ (1.18)–(1.20) pri sootvetstvu¸wih

sootnoxeniØh stepeneæ polinomial~nyh matric F (˘) i G(˘) osuwestvlØ¸t bolee ffkonomnu¸ realizaci¸ ih umnoßeniØ, qem (1.14).

2. V sluqae bloqnogo predstavleniØ matricy

F (˘) = row{Fc j (˘)}^n_{j=1} = col{Fr i(˘)}^m_{i=1}

analogiqnym obrazom moßno vvesti bloqnye “stroqnu¸” i “stolbcovu¸” rezul~tantnye matricy.

3. Rezul~tantnye matricy, otveqa¸wie skalØrnym polino-

mam f(˘), g(˘), opredelØ¸tsØ oqevidnym obrazom. OpuskaØ ukazanie razmerov m = n = p = 1, iz (1.14), v qastnosti, imeem

(fg)^R_{q;s} = f^{R t}_{q,s} , g^R_{q;t} = g^{R s}_{q;t} f^R_{q;s}.

§2. Postroenie bazisa lineænoæ oboloqki vektorov Predlagaemye niße metody pozvolØ¸t poluqat~ bazis obraza polinomial~noæ matricy, obrazovannyæ lineæno nezavisimymi stolbcami samoæ matricy.

192 V. B. HAZANOV

2.1. Postroenie bazisa lineænoæ oboloqki odnoparametriqeskih polinomial~nyh vektorov. Pust~ zadana sistema po-

linomial~nyh m-mernyh vektorov f_j (λ) =^{sc j} ∑ i=0 f ji λi stepeni s_c j ,

j = 1, . . ., n (n > 1). TrebuetsØ opredelit~ rang fftoæ sistemy vektorov i postroit~ bazis podprostranstva F(λ) =

span{f_1(λ), . . . , f_n(λ)}. LineænaØ zavisimost~ vektorov f_j(λ), j = 1, . . . , n (n > 1) oznaqaet suwestvovanie u polinomial~noæ m × n

matricy F (λ) = row{f_j(λ)}^n_{j=1} stepeni s = max_j s_{c j} netrivial~nogo

pravogo nul~-prostranstva, t.e. suwestvovanie nekotoroæ n × p matricy X(λ) stepeni t, kotoraØ udovletvorØet sootnoxeni¸

F (λ)X(λ) = O. (2.1)

V sootvetstvii s (1.4), (1.8)–(1.10), ffto privodit k uravneniØm

F^{R t}_{m×n;s}X^R_{n×p;t} = O, (2.2)

F^{Rr t}_{m×n;s}X^R_{n×p;t} = O, (2.3)

F^{R t}_{m×n;s}X^{Rc}_{n×p;t} = O, (2.4) F^{Rc l−s} m×n;sX Rr m×p;t = O, (2.5) matricy kotoryh sootvetstvenno ime¸t razmery^6

m(s + t + 1) × n(t + 1), m∑ i=1 (s_{r i} + t + 1) × n(t + 1)

m(s + t + 1) × n(t + 1), m(s + t + 1) × n∑ j=1 (l − s_{c j} + 1).

Esli stolbcy n × p matricy X(λ) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy F (λ), to rank F = n − p, i bazis F(λ) obrazu¸t nekotorye n − p lineæno nezavisimyh stolbcov matricy F (λ). DlØ rexeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi net neobhodimosti nahodit~ polnost~¸ bazisnu¸ matricu X(λ). Pofftomu budem posledovatel~no opredelØt~ stolbcy matricy X(λ), kotorye ime¸t naimen~xu¸ stepen~. Pri fftom sootvetstvu¸wee

6Zdes~ i dalee veliqiny s_{r i}, i = 1, . . . , m, i l opredelØ¸tsØ v sootvetstvii s vyxeizloßennym.

REZUL^TANTNY` PODHOD 193

qislo stolbcov matricy F (λ), ØvlØ¸wihsØ lineænymi kombinaciØmi (nad polem qastnyh) ee ostal~nyh stolbcov, budet iskl¸qat~sØ. �ta procedura povtorØetsØ do teh por, poka ostavxiesØ stolbcy ne okaßutsØ lineæno nezavisimymi. DlØ opredeleniØ stolbcov odinakovoæ stepeni matricy X(λ) estestvenno ispol~zovat~ uravnenie (2.2) ili (2.3), no predpoqtitel~nee ispol~zovat~ poslednee, poskol~ku matrica F^{Rr t}_{m×n;s} imeet men~xie razmery. Takim obrazom, poluqaem sledu¸wiæ algoritm.

DlØ vyqisleniØ bazisnoæ matricy F_{Im}(λ) obraza polinomial~noæ m × n matricy F (λ) stepeni s, naqinaØ s m × n_0 matricy F_0(λ) := F (λ) stepeni s_0, n_0 := n, s_0 := s:

dlØ t = 0 do s min{m, n − 1} povtorØt~ begin vyqislit~ bazisnu¸ n_t(t+1)×r_t matricu X^R_{nt×rt;t} ≡ col{X^t_i }^t_{i=0}

pravogo nul~-prostranstva^m ∑ i=1 (s_{r i} + t + 1) × n_t(t + 1) matricy F^{Rr t}_{m×nt;st} ; esli r_t > 0, to privesti n_t × r_t matricu X^t_0 pri pomowi ortogonal~nyh preobrazovaniæ^7 k levoæ trapecievidnoæ (stupenqatoæ) n_t × r_t matrice ^X^t_0 = X^t_0Q s nenulevymi “diagonal~nymi” fflementami, raspoloßennymi v strokah i_1, . . . , i_{rt} ; n_{t+1} := n_t − r_t;

iskl¸qit~ stolbcy i_1, . . . , i_{rt} matricy F_t(λ) i poluqit~ m× n_{t+1} matricu F_{t+1}(λ) stepeni s_{t+1}, inaqe

F_{t+1}(λ) := F_t(λ); n_{t+1} := n_t; s_{t+1} := s_t;

esli t + 1 > s_{t+1} min{m, n_{t+1} − 1}, to F_{Im}(λ) := F_{t+1}(λ); vyhod end Ograniqenie na stepen~ t svØzano s tem, qto miniindeksy polinomial~nyh rexeniæ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy ne prevoshodØt proizvedeniØ ee ranga na stepen~ [9]. Dalee, v silu minimal~nosti stepeni poluqaemyh na kaßdom xage polinomial~nyh rexeniæ, opredelØemyh stolbcami matricy X_t(λ), ee mladxiæ matriqnyæ kofffficient X^t_0 imeet polnyæ

7Zdes~ i dalee unitarnyh preobrazovaniæ v kompleksnom sluqae.

194 V. B. HAZANOV

stolbcovyæ rang. Indeksy i_1, . . ., i_{rt} (1 6 i_{rt} < · · · < i_{rt} 6 n_t) opredelØ¸t odin iz vozmoßnyh variantov vybora bazisnyh peremennyh, pozvolØ¸wiæ predstavit~ sootvetstvu¸wie stolbcy matricy F_t(λ) v vide lineænyh kombinaciæ ostal~nyh ee stolbcov.

ZameqaniØ. 1. Vmesto mladxego matriqnogo kofffficienta X^t_0

moßno ispol~zovat~ starxiæ matriqnyæ kofffficient X^t_t .

2. Esli stolbcy matricy F (λ) predvaritel~no uporØdoqit~ v

porØdke nevozrastaniØ ih stepeneæ, to na kaßdom xage processa budut iskl¸qat~sØ stolbcy, ime¸wie naibol~xie stepeni. �to pozvolØet maksimal~no vozmoßno ponißat~ stepen~ s_{t+1} matricy F_{t+1}(λ), umen~xaØ tem samym vozmoßnye vyqislitel~nye zatraty na posledu¸wih xagah.

3. Kaßdyæ xag processa ffkvivalenten regulØrnomu preobra-

zovani¸ tekuweæ matricy: [F_{t+1}(λ) O_{nt×rt} ] = F_t(λ) [Î_{nt×nt+1} X_t(λ)], gde^^I_{nt×nt+1} – matrica, poluqennaØ iz ediniqnoæ matricy porØdka n_t iskl¸qeniem stolbcov i_1, . . . , i_{rt} . Sledovatel~no, imeet mesto sledu¸wee vkl¸qenie koneqnyh spektrov: σ_c[F_{t+1}] ⊃ σ_c[F_t].

2.2. Postroenie bazisa lineænoæ oboloqki mnogoparametriqeskih polinomial~nyh vektorov. Rexenie analogiqnoæ za-

daqi dlØ q-parametriqeskih polinomial~nyh m-mernyh vektorov f_j(˘) = ∑ k f jk˘k ≡ ∑ k f jk_1...k_q λk^1_1 . . . λ k_q q stepeni s_{c j} , j = 1, . . . , n

(n > 1) takße privodit k voprosu o suwestvovanii pravo-

go nul~-prostranstva polinomial~noæ m × n matricy F (˘) =

row{f_j(˘)}^n_{j=1} stepeni s = max_j s_{c j}, t.e. o suwestvovanii nekotoroæ

n × p matricy X(˘) stepeni t, kotoraØ udovletvorØet sootnoxeni¸:

F (˘)X(˘) = O. (2.6)

�to, v svo¸ oqered~, privodit k uravneniØm vida (2.2)–(2.5): F^{R t}_{m×n;q;s}X^R_{n×p;q;t} = O, (2.7) F^{Rr t}_{m×n;q;s}X^R_{n×p;q;t} = O, (2.8)

F^{R t}_{m×n;q;s}X^{Rc}_{n×p;q;t} = O, (2.9) F^{Rc l−s} m×n;q;sX Rr n×p;q;t = O, (2.10)

REZUL^TANTNY` PODHOD 195

matricy kotoryh sootvetstvenno ime¸t razmery m ( s + t + q q ) × n ( t + q q ) , m∑ i=1 ( s_{r i} + t + q q ) × n ( t + q q ) ,

m ( s + t + q q ) × n ( t + q q ) , m ( s + t + q q ) × n∑ j=1 ( l − s_{c j} + q q ) . Takim obrazom, mnogoparametriqeskaØ zadaqa rexaetsØ analogiqno odnoparametriqeskoæ zadaqe. DlØ opredeleniØ stolbcov odinakovoæ stepeni matricy X(˘) estestvenno ispol~zovat~ uravnenie (2.7) ili (2.8), no ispol~zovanie poslednego predpoqtitel~no v silu men~xih razmerov matricy F^{Rr t}_{m×n;q;s}. Odnako, v otliqie ot odnoparametriqeskogo sluqaØ, iz minimal~nosti stepeni t vyqislennyh polinomial~nyh rexeniæ – stolbcov n_t × r_t matricy X_t(˘) uße ne sleduet, qto mladxiæ (ili kakoælibo starxiæ) matriqnyæ kofffficient matricy X_t(˘) budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. Bolee togo, iz lineænoæ nezavisimosti stolbcov matricy X^R_{nt×rt;q;t} ne sleduet lineænaØ nezavisimost~ stolbcov matricy X_t(˘), za iskl¸qeniem sluqaØ t = 0. Pokaßem, kak moßno ustanovit~ garantirovannoe qislo^8 lineæno nezavisimyh stolbcov n × r matricy X_t(˘) i kakie stolbcy matricy F (˘) moßno iskl¸qit~. DlØ fftogo snaqala dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma. Pust~ Fl – naimen~xiæ^9 matriqnyæ kofffficient n × n

matricy F (˘) = ∑ k F_k˘^k, priqem det F_l ≠ 0. Togda matrica F (˘)

ØvlØetsØ regulØrnoæ.

Dokazatel~stvo. Bez poteri obwnosti budem polagat~, qto Fl

ØvlØetsØ levoæ treugol~noæ matriceæ s edinicami na glavnoæ diagonali. Esli F (˘) takße ØvlØetsØ levoæ treugol~noæ matriceæ, to spravedlivost~ utverßdeniØ oqevidna. V protivnom sluqae rassmotrim qleny opredelitelØ det F (˘) porØdka n. Mlad-

xiæ monom qlena^n ∏ i=1 fii(˘) raven ˘nl. L¸boæ drugoæ qlen det F (˘)

budet soderßat~ hotØ by odin fflement f_{ij} (˘) pri j > i, naimen~- xaØ stepen~ monoma kotorogo bol~xe δ_l, togda kak naimen~xie

8Ono ne obØzatel~no budet maksimal~nym.

9V sootvetstvii s ustanovlennym leksikografiqeskim porØdkom.

196 V. B. HAZANOV

stepeni monomov ostal~nyh fflementov rassmatrivaemogo qlena ne men~xe δ_l. Sledovatel~no, naimen~xaØ stepen~ ego monoma budet bol~xe, qem nδ_l. Takim obrazom, det F (˘) ØvlØetsØ otliqnym ot toßdestvennogo nulØ polinomom, naimen~xim monomom kotorogo ØvlØetsØ ˘^{nl}.

Zameqanie. Utverßdenie lemmy ostaetsØ spravedlivym pri za-

mene naimen~xego matriqnogo kofffficienta na naibol~xiæ.

VernemsØ k zadaqe ustanovleniØ lineænoæ nezavisimosti stolbcov matricy X_t(˘). Pust~ X^t_k ≠ O – ee naimen~xiæ matriqnyæ kofffficient, rang kotorogo ν_t = rank X^t_k 6 r_t. Togda iz lemmy sleduet, qto rank X^t_k ¿ ν_t. Privedem n_t×r_t matricu X^t_k pri pomowi ortogonal~nyh preobrazovaniæ k levoæ trapecievidnoæ (stupenqatoæ) matrice: [ ^Xt_k O ] = X^tkQ ≡ X^tk [ Q_1 Q_0 ]. Togda

stolbcy n_t × ν_t matricy ^X_t(˘) = X_t(˘)Q_1 ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi polinomial~nymi rexeniØmi naimen~xeæ stepeni t polinomial~noæ m×n matricy F_t(˘) stepeni s_t. Pri fftom nomera strok i_1, . . . , i_{νt} (1 6 i_{r1} < · · · < i_{νt} 6 n_t), v kotoryh raspoloßeny nenulevye “diagonal~nye” fflementy n_t × ν_t matricy ^X_t(˘), opredelØ¸t nomera stolbcov matricy F_t(˘), kotorye moßno iskl¸qit~, poskol~ku oni mogut byt~ predstavleny kak lineænye kombinacii ostal~nyh stolbcov. V otliqie ot odnoparametriqeskogo sluqaØ, pravoe nul~-prostranstvo poluqaemoæ pri fftom polinomial~noæ m×(n_t −ν_t) matricy moßet, v obwem sluqae, soderßat~ polinomial~nye rexeniØ stepeni t. Zametim, qto (kak ffto moßno pokazat~) naibol~xaØ stepen~ polinomial~nogo rexeniØ matricy ne prevoshodit proizvedeniØ stepeni matricy na ee rang. Takim obrazom, poluqaem sledu¸wiæ algoritm.

DlØ vyqisleniØ bazisa obraza polinomial~noæ m×n matricy

F (˘) stepeni s, naqinaØ s m × n0 matricy F0(˘) := F (˘) stepeni

s_0, n_0 := n, s_0 := s:

dlØ t = 0 do s min{m, n − 1} povtorØt~ begin vyqislit~ bazisnu¸ n_t (_{t+q} q ) ×r_t matricu X^R_{nt×rt;q;t} ≡ col{X^t_k}^t_δk_{=0}

pravogo nul~-prostranstva^m ∑ i=1 (_{sr i+t+q} q ) × n_t (_{t+q} q ) matricy F^{Rr t}_{m×nt;q;st} ; esli r_t > 0, to

REZUL^TANTNY` PODHOD 197

naæti naimen~xiæ matriqnyæ kofffficient X^t_k ≠ O i privesti n_t × r_t matricu X^t_k pri pomowi ortogonal~nyh preobrazovaniæ k levoæ trapecievidnoæ (stupenqatoæ) n_t × ν_t matrice ^X^t_k = X^t_kQ s nenulevymi “diagonal~nymi” fflementami, raspoloßennymi v strokah i_1, . . . , i_{νt} ;

iskl¸qit~ stolbcy i_1, . . . , i_{rt} matricy F_t(˘) i poluqit~ m×

(n_t − ν_t) matricu F_t(˘); n_t := n_t − ν_t;

esli ν_t ≠ r_t, to vernut~sØ v naqalo xaga, inaqe

F_{t+1}(˘) := F_t(˘); n_{t+1} := n_t; s_{t+1} := s_t;

esli t + 1 > s_{t+1} min{m, n_{t+1} − 1}, to F_{Im}(˘) := F_{t+1(}˘_); vyhod end ZameqaniØ. 1. Vmesto mladxego matriqnogo kofffficienta X^t_k

matricy X_t(˘) moßno ispol~zovat~ starxiæ matriqnyæ kofffficient. Pri fftom, uqityvaØ proizvol~nost~ numeracii parametrov λ_1, . . . , λ_q, v deæstvitel~nosti poluqaem na kaßdom xage processa po q! sposobov vybora “naimen~xego” i “naibol~xego” indeksa k matricy X_t(˘). Iz nih sleduet vybrat~ takoæ, kotoromu sootvetstvuet matriqnyæ kofffficient X^t_k, ime¸wiæ naibol~xiæ rang ν_t.

2. Predvaritel~noe uporØdoqivanie stolbcov matricy F (˘)

v porØdke nevozrastaniØ ih stepeneæ pozvolØet umen~xit~ vozmoßnye vyqislitel~nye zatraty.

3. Imeet mesto sledu¸wee vkl¸qenie koneqnyh spektrov:

σ_c[F_{t+1}] ⊃ σ_c[F_t].

§3. Postroenie minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva

Predlaga¸tsØ metody postroeniØ bazisa pravogo nul~-prostranstva polinomial~noæ matricy, stepeni polinomial~nyh bazisnyh vektorov kotorogo ØvlØ¸tsØ minimal~nymi. HotØ pri opisanii metodov predpolagaetsØ, qto ishodnaØ matrica imeet polnyæ stroqnyæ rang, ih moßno primenØt~ i k matrice, rang kotoroæ men~xe qisla ee strok. V fftom sluqae budet vyqislen takße i rang polinomial~noæ matricy. Odnako dlØ umen~xeniØ

198 V. B. HAZANOV

ob¨ema vyqisleniæ celesoobrazno predvaritel~no transponirovat~ ishodnu¸ matricu, primenit~ k neæ opisannyæ v predyduwem paragrafe metod i opredelit~ te stroki ishodnoæ matricy, kotorye ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi i ime¸t naimen~- xie stepeni. Oqevidno, qto pravoe nul~-prostranstvo poluqennoæ matricy budet takovym i dlØ ishodnoæ matricy.

3.1 Postroenie minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Pust~ trebu-

etsØ vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva

polinomial~noæ m × n matricy F (λ) =^s ∑ i=0 F_iλ^i stepeni s polnogo

stroqnogo ranga m < n. Izvestno [16], qto miniindeksy takogo bazisa (stepeni bazisnyh polinomial~nyh vektorov) ØvlØ¸tsØ invariantami. V rabotah [14, 15, 17] opisyva¸tsØ metody postroeniØ minimal~nogo bazisa levogo nul~-prostranstva dlØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy polnogo stolbcovogo ranga, osnovannye na postroenii bazisov nul~-prostranstv posledovatel~nosti obobwennyh rezul~tantnyh matric Sil~vestra i Voloviqa. Pri fftom bazisnye vektory stroØtsØ v porØdke nevozrastaniØ ih stepeneæ. Analogiqnyæ podhod opisan v rabote [6].

V osnove ukazannyh metodov leßit sledu¸wiæ fakt. Pust~ stolbcy n × p matricy X(λ) prinadleßat nul~-prostranstvu m × n matricy F (λ), t.e. vypolnØetsØ sootnoxenie (2.1). Togda rezul~tantnaØ matrica X^R_{n×p;t} udovletvorØet, v qastnosti, sootnoxeni¸ (2.3). Poskol~ku matricy X^k(λ) := λ^kX(λ) stepeni t+k, k = 1, . . . , l, takße udovletvorØ¸t sootnoxeniØm vida (2.1) F (λ)X^k(λ) = O, k = 1, . . ., l, to rezul~tantnye vektory X^{k R}_{n×p;t+k} udovletvorØ¸t sootnoxeni- Øm vida (2.3)

F^{Rr t+k} m×n;s X k R n×p;t+k = O, k = 0, 1, . . ., l. Poslednie sootnoxeniØ moßno takße zapisat~ v vide

F^{Rr t+l} m×n;sX R l n×p;t = O. Sledovatel~no, pri opredelenii bazisnyh polinomial~nyh rexeniæ indeksa t > 0 nado iskl¸qat~ iz rassmotreniØ vse polinomial~nye rexeniØ men~xih indeksov s uqetom vozmoßnosti

REZUL^TANTNY` PODHOD 199

umnoßeniØ ih na nekotoru¸ stepen~ λ. Takim obrazom, poluqaem sledu¸wiæ algoritm.

DlØ postroeniØ minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva polinomial~noæ m × n matricy F (λ) stepeni s:

vyqislit~ bazisnu¸ n × r_0 matricu X^R_{n×r0;0} ≡ ^X^{0 R}_{n×ε0;0} pravogo nul~-prostranstva matricy F^R_{m×n;s} = col{F_{i−1}}^{s+1}_{i=1} ; θ_0 := 0; r_{−1} := 0; η_0 := r_0; ε_0 := r_0; dlØ t = 1 do ms povtorØt~ begin

vyqislit~ bazisnu¸ n(t+1)×r_t matricu X^R_{n×rt;t} ≡ col{X^t_i }^t_{i=0} pravogo nul~-prostranstva matricy F^{Rr t}_{m×n;s}; ε_t := r_t − 2r_{t−1} + r_{t−2}; η_t := η_{t−1} + ε_t; θ_t := θ_{t−1} + tε_t; esli ε_t > 0, to

vyqislit~ bazisnu¸ n(t + 1) × ε_t matricu X^R_{n×εt;t} ≡

col{ ^X^t_i }^t_{i=0} raznosti podprostranstv^{10} X^R_{n×rt;t} \ t−1⋃ i=0 ^X^{R t−i} n×r_i ;i; sformirovat~ polinomial~nu¸ n × ε_t matricu ^X_t(λ) = t∑ i=0 ^Xt_i λi; esli θ_t = ms ili η_t = n − m, to vyhod end Deæstvitel~no, po postroeni¸ razmernost~ ε_t podprostran-

stva X^R_{n×rt;t} \^{t−1} ⋃ i=0 ^X^{R t−i} n×r_t;i opredelØetsØ vyraßeniem εt = rt − t−1∑ i=0 (t − i + 1)ε_i, tak qto r_t =^t ∑ i=0 (t − i + 1)ε_i. Togda legko ubedit~sØ v spra-

vedlivosti sootnoxeniØ ε_t = r_t − 2r_{t−1} + r_{t−2}. Na xage t processa vyqislØ¸tsØ sledu¸wie harakteristiki minimal~nogo bazisa matricy F (λ):

^X_t(λ) – n × ε_t matrica, stolbcy kotoroæ ØvlØ¸tsØ bazisnymi vektorami miniindeksa t;

ε_t – qislo bazisnyh vektorov miniindeksa t;

10BazisnaØ matrica raznosti podprostranstv moßet byt~ poluqena s pomow~¸ metoda ΔW -0 razloßeniØ [3, 7]. Zdes~ i dalee oboznaqenie matricy budem ispol~zovat~ i dlØ oboznaqeniØ lineænoæ oboloqki ee stolbcov: span{Xt} ≡ Xt.

200 V. B. HAZANOV

η_t – qislo bazisnyh vektorov miniindeksa, ne prevoshodØwego t; θ_t – summa miniindeksov, ne prevoshodØwih t.

Zameqanie. Veliqiny ms i n − m predstavlØ¸t soboæ sootvet-

stvenno maksimal~no vozmoßnoe znaqenie miniindeksa i razmernost~ pravogo nul~-prostranstva matricy F (λ). V sluqae primeneniØ metoda k proizvol~noæ m × n matrice F (λ) sleduet zamenit~ veliqinu ms, ispol~zuemu¸ kak naibol~xee znaqenie θ_t i parametra cikla t, na s max{m, n−1}, a veliqinu n−m na n−1.

3.2. Postroenie minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Rassmot-

rim dva obobweniØ opisannogo vyxe metoda, kotorye opredelØ- ¸tsØ tem, trebuetsØ li postroit~ minimal~nyæ bazis po odnomu (veduwemu) parametru ili po sovokupnosti vseh parametrov.

V pervom sluqae q-parametriqeskaØ m × n matrica polnogo stroqnogo ranga m < n predstavlØetsØ v vide matriqnogo po-

linoma F (λ, ¯) =^s ∑ i=0 F_i(¯)λ^i stepeni s = deg_λ F po parametru λ.

Pri fftom utverßdenie ob invariantnosti miniindeksov nul~- prostranstva otnositel~no fiksirovannogo veduwego parametra ostaetsØ spravedlivym. Metod postroeniØ minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva matricy F (λ, ¯) po parametru λ ØvlØetsØ trivial~nym obobweniem opisannogo vyxe metoda. Edinstvennym, no principial~nym otliqiem ØvlØetsØ to, qto vse obrabatyvaemye i poluqaemye ob¨ekty ØvlØ¸tsØ ne postoØnnymi, a zavisØt ot mul~tiparametra ¯. Pofftomu, v otliqie ot odnoparametriqeskogo sluqaØ, teper~ prihoditsØ vyqislØt~ bazisy nul~-prostranstv polinomial~nyh matric, zavisØwih ot mul~- tiparametra ¯. �to moßno vypolnit~ primeneniem metoda ΔW -

(q − 1) razloßeniØ. On pozvolØet takße nahodit~ bazis raznosti

sootvetstvu¸wih podprostranstv. Odnako, pri q > 2 vozmoßno poØvlenie dopolnitel~nogo ¯-spektra, qto privodit k povyxeni¸ stepeneæ po ostal~nym parametram [7].

Vtoroæ sluqaæ predpolagaet predstavlenie q-parametriqes-koæ m × n matricy stepeni s v vide F (˘) = ∑ k F_k˘^k. Pust~ stolb-

cy n×p matricy X(˘) stepeni t prinadleßat nul~-prostranstvu m × n matricy F (˘), t.e. vypolnØetsØ sootnoxenie (2.6). Togda rezul~tantnaØ matrica X^R_{n×p;q;t} udovletvorØet, v qastnosti, sootnoxeni¸ (2.8). Poskol~ku matricy X^k(λ) = λ^kX(λ) stepeni

REZUL^TANTNY` PODHOD 201

t + δ_k, δ_k ≡^q ∑ i=1 k_i = 1, . . ., l, takße udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

vida (2.6) F (λ)X^k(λ) = O, δ_k = 1, . . . , l, to rezul~tantnye vektory X^{k R}_{n×p;q;t+k} udovletvorØ¸t sootnoxeniØm vida (2.8)

F^{Rr t+δk} m×n;q;sX k R n×p;q;t+δk = O, k = 0, 1 . . ., l, kotorye moßno zapisat~ v vide sootnoxeniØ

F^{Rr t+l} m×n;q;sX R l n×p;q;t = O. Sledovatel~no, pri opredelenii bazisnyh polinomial~nyh rexeniæ indeksa t > 0 nado iskl¸qat~ iz rassmotreniØ vse polinomial~nye rexeniØ men~xih indeksov s uqetom vozmoßnosti umnoßeniØ ih na nekotoru¸ stepen~ ˘^k. Kak ffto uße otmeqalos~, iz lineænoæ nezavisimosti stolbcov matricy, kotorye

obrazu¸t bazis podprostranstva X^R_{n×rt;q;t} \^{t−1} ⋃ i=0 ^X^{R t−i} n×r_t;q;i, ne sle-

duet lineænaØ nezavisimost~ stolbcov sootvetstvu¸weæ polinomial~noæ matricy, za iskl¸qeniem sluqaØ t = 0. Pofftomu, v otliqie ot odnoparametriqeskogo sluqaØ, k fftoæ polinomial~noæ matrice neobhodimo primenit~ metod iz §2 i vyqislit~ bazisnu¸ matricu polinomial~nyh rexeniæ indeksa t. Takim obrazom, poluqaem sledu¸wiæ algoritm.

DlØ postroeniØ bazisa nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ naimen~xih indeksov polinomial~noæ m × n matricy

F (˘) stepeni s:

vyqislit~ bazisnu¸ n × r_0 matricu X^R_{n×r0;q;0} (0 6 r_0 6 n) pravogo nul~-prostranstva matricy F^R_{m×n;q;s}; θ_0 := 0; r_{−1} := 0; η_0 := r_0; ε_0 := r_0; dlØ t = 1 do ms povtorØt~ begin

vyqislit~ bazisnu¸ n (_{t+q} q ) × r_t matricu X^R_{n×rt;q;t} pravogo nul~-prostranstva matricy F^{Rr t}_{m×n;q;s}; δ_t := r_t − 2r_{t−1} + r_{t−2}; esli δ_t > 0, to

vyqislit~ bazisnu¸ n(t + 1) × δ_t matricu ^X^R_{n×δt;q;t} raznosti

podprostranstv X^R_{n×rt;q;t} \^{t−1} ⋃ i=0 ^X^{R t−i} n×r_i;q;i;

202 V. B. HAZANOV

sformirovat~ polinomial~nu¸ n × δ_t matricu ^X_t(λ) = ∑ k ^X_k˘^k stepeni t;

esli δ_t > 1, to vyqislit~ bazisnu¸ n × ε_t matricu ~X_t(λ) obraza matricy ^X_t(λ), inaqe ε_t := δ_t; ~X_t(λ) := ^X_t(λ); η_t := η_{t−1} + ε_t; θ_t := θ_{t−1} + tε_t esli η_t = n − m, to vyhod end Na xage t processa vyqislØ¸tsØ sledu¸wie harakteristiki minimal~nogo bazisa matricy F (λ):

~X_t(λ) – n × ε_t matrica, stolbcy kotoroæ ØvlØ¸tsØ bazisnymi vektorami miniindeksa t;

ε_t – qislo bazisnyh vektorov miniindeksa t;

η_t – qislo bazisnyh vektorov miniindeksov, ne prevoshodØwih t; θ_t – summa miniindeksov, ne prevoshodØwih t.

ZameqaniØ. 1. PredstavlØetsØ korrektnym nazyvat~ postroen-

nyæ polinomial~nyæ bazis minimal~nym, a stepeni ego bazisnyh vektorov – (pravymi) miniindeksami i utverßdat~, qto oni invariantny^{11}.

2. Neodnoznaqnost~ minimal~nogo bazisa v mnogoparametri-

qeskom sluqae ØvlØetsØ bolee suwestvennoæ, qem v odnoparametriqeskom sluqae. DlØ opredelennosti postroeniØ minimal~nogo bazisa moßno, naprimer, s pomow~¸ ortogonal~nyh preobrazovaniæ privodit~ matricu ^X^R_{n×εt;q;t} k levomu trapecievidnomu (stupenqatomu) vidu.

§4. Postroenie ßordanovyh cepoqek i polurexetok vektorov

Predlaga¸tsØ metody vyqisleniØ ßordanovyh cepoqek vektorov i ßordanovyh polurexetok vektorov polinomial~noæ matricy, otveqa¸wih ee kratnoæ koneqnoæ toqke spektra.

11IssledovaniØ, otnosØwiesØ k ponØti¸ “minimal~nosti” polinomial~nogo bazisa netrivial~nogo podprostranstva lineænogo prostranstva, opredelennogo nad polem mnogoparametriqeskih racional~nyh funkciæ, avtoru ne izvestny.

REZUL^TANTNY` PODHOD 203

4.1. Postroenie ßordanovyh cepoqek vektorov odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Pust~ trebuetsØ po-

stroit~ ßordanovu cepoqku vektorov, kotorye otveqa¸t koneqnomu kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ^∗ polinomial~noæ m × n

matricy F (λ) =^s ∑ i=0 F_iλ^i stepeni s. Snaqala rassmotrim sluqaæ,

kogda λ^∗ = 0. ȷordanova cepoqka vektorov {x_k}, k = 0, 1, . . ., t, vysoty t + 1 (x_0 ≠ 0, x_t ≠ 0), otveqa¸waØ nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ (algebraiqeskoæ kratnosti γ ¿ t + 1), udovletvorØet sootnoxeniØm l∑ k=0 F_kx_{l−k} = 0, l = 0, 1, . . ., t, (4.1) priqem sistema F_0z =^{t+1} ∑ k=1 F_kx_{t−k+1} ØvlØetsØ nesovmestnoæ. Pri

fftom polinomial~nyæ vektor x(λ) =^t ∑ j=0 xjλ^j stepeni t ØvlØetsØ sootvetstvu¸wim poroßda¸wim kornevym vektorom

xk = 1 k! d^k dλ^k x(λ) | |_{λ=λ}� , k = 0, 1, . . ., t. (4.2) Iz (4.1) sleduet, qto rezul~tantnyæ vektor x^R_{n×1;t} = col{x_k}^t_{k=0}, otveqa¸wiæ polinomial~nomu vektoru x(λ), udovletvorØet sootnoxeni¸_⌣ F^{R t}_{m×n;s}x^R_{n×1;t} = 0. (4.3)

Zdes~^⌣F^{R t}_{m×n;s} – m(t + 1) × n(t + 1) matrica, obrazovannaØ pervymi t + 1 bloqnymi strokami rezul~tantnoæ m(s + t + 1) × n(t + 1) matricy F^{R t}_{m×n;s}: ⌣ F^{R t}_{m×n;s} = A_0 . . ... A_t . . . A_0 pri t 6 s,

⌣ F^{R t}_{m×n;s} = A_0 . . ... A_s ... A_0 ... . . ... A_s . . . A_0 pri t > s.

204 V. B. HAZANOV

Vektory x^k(λ) = λ^kx(λ) stepeni t + k, k = 1, . . . , l, takße poroßda¸t ßordanovu cepoqku vektorov (4.2) “vysoty” t + k + 1, udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeniØm (4.1), pervye k vektorov kotoroæ ØvlØ¸tsØ nulevymi. Sootvetstvu¸wie rezul~tantnye vektory

xk^Rn×_{1;}t_+k udovletvorØ¸t sootnoxeniØm vida (4.3) ⌣ F^{R t+k} m×n;sx k R n×1;t+k = 0, k = 0, 1, . . ., l, tak qto_⌣ F^{R t+l}_{m×n;s}x^{R l}_{n×1;t} = O. (4.4)

Sledovatel~no, pri opredelenii ßordanovyh cepoqek vektorov vysoty t + 1 pri t > 0 sleduet iskl¸qat~ iz rassmotreniØ vse ßordanovy cepoqki vektorov men~xih vysot s uqetom vozmoßnosti umnoßeniØ otveqa¸wih im poroßda¸wih kornevyh vektorov na nekotoru¸ stepen~ λ.

Dalee, esli rang matricy F (λ) men~xe qisla ee stolbcov, to

kaßdoe ee pravoe polinomial~noe rexenie x(λ) =^t ∑ j=0 xj λ^j in-

deksa t poroßdaet “parazitiqesku¸” ßordanovu cepoqku vektorov vida (4.2) “vysoty” t + 1, otveqa¸wu¸ l¸bomu znaqeni¸ λ^∗. Analogiqnoe utverßdenie budet spravedlivo i dlØ vektorov x^k(λ) = λ^kx(λ) stepeni t + k, k = 1, . . . , l. Takim obrazom, rezul~tantnaØ matrica x^{R l}_{n×1;t}, otveqa¸waØ polinomial~nomu rexeni¸ x(λ), takße budet udovletvorØt~ sootnoxeni¸ vida (4.4). Sledovatel~no, pri opredelenii ßordanovyh cepoqek vektorov vysoty t + 1 sleduet iskl¸qat~ iz rassmotreniØ vse parazitiqeskie ßordanovy cepoqki vektorov, poroßdennyh polinomial~nymi rexeniØmi indeksov, ne prevoshodØwih t s uqetom vozmoßnosti umnoßeniØ ih na nekotoru¸ stepen~ λ. Takim obrazom, poluqaem sledu¸wiæ algoritm.

DlØ postroeniØ ßordanovyh cepoqek vektorov polinomial~- noæ m × n matricy F (λ) stepeni s, otveqa¸wih nulevomu sobstvennomu znaqeni¸:

vyqislit~ bazisnu¸ n × r_0 matricu X^R_{n×r0 ;0} pravogo nul~- prostranstva rezul~tantnogo stolbca F^R_{m×n;s} = col{F_i}^s_{i=0};

vyqislit~ bazisnu¸ n × h_0 matricu^⌣X^R_{n×h0;0} pravogo nul~-

prostranstva m × n matricy^⌣F^R_{m×n;s} ≡ F_0; τ_0 := h_0 − r_0;

REZUL^TANTNY` PODHOD 205 γ_0 := τ_0;

vyqislit~ bazisnu¸ n × τ_0 matricu ~X^R_{n×τ0 ;0} raznosti podprostranstv^⌣X^R_{n×h0;0} \ X^R_{n×r0;0}; dlØ t = 1 do s min{m, n} povtorØt~ begin

vyqislit~ bazisnu¸ n(t + 1) × r_t matricu X^R_{n×rt,t} pravogo nul~-prostranstva matricy F^{Rr t}_{m×n;s};

vyqislit~ bazisnu¸ n(t + 1) × h_t matricu^⌣X^R_{m×ht;t} pravogo

nul~-prostranstva matricy^⌣F^{R t}_{m×n;s}; τ_t := (h_t − r_t) − (h_{t−1} − r_{t−1}); σ_t := τ_{t−1} − τ_t; γ_t := γ_{t−1} + tσ_t;

esli τ_t = 0, to ^X^R_{n×σt;t−1} := ~X^R_{n×τt}�_{1 ;t−1}; vyhod vyqislit~ bazisnu¸ n(t + 1) × τ_t matricu ~X^R_{n×τt;t} raznosti

podprostranstv^⌣X^R_{n×ht;t} \ ( X^R_{n×rt;t}^{t−1} ⋃ i=0 [ O ^X^R_{n×ri;i} ]) ; sformirovat~ nt × τ_t matricu X^R_{n×τt;t−1} iz pervyh t bloqnyh komponent matricy ~X^R_{n×τt;t};

vyqislit~ bazisnu¸ nt × σ_t matricu ^X^R_{n×σt;t−1} raznosti podprostranstv ~X^R_{n×τt}�_{1 ;t−1} \ X^R_{n×τt;t−1}; esli γ_t = s min{m, n}, to vyhod end Stolbcy matricy ~X^R_{n×τ0;0} ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi sobstvennymi vektorami matricy F (λ); qislo τ_0 daet geometriqesku¸ kratnost~ sobstvennogo znaqeniØ. Veliqina s min{m, n} predstavlØet soboæ maksimal~no vozmoßnu¸ vysotu ßordanovoæ cepoqki (ravnu¸ maksimal~no vozmoßnomu strukturnomu indeksu sobstvennogo znaqeniØ) matricy F (λ). Na xage t (t > 0) processa vyqislØ¸tsØ sledu¸wie harakteristiki nulevogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ):

τ_t – qislo ßordanovyh cepoqek, vysota kotoryh ne men~xe t + 1; σ_t – qislo^{12} ßordanovyh cepoqek, vysota kotoryh ravna t; γ_t – summa^{13} strukturnyh indeksov, ne prevoshodØwih t;

12Sovpadaet s qislom fflementarnyh deliteleæ λ^t.

13Po okonqanii processa – algebraiqeskaØ kratnost~ sobstvennogo znaqeniØ.

206 V. B. HAZANOV ^X_{t−1}(λ) – otveqa¸waØ rezul~tantnomu stolbcu ^X R_{n×σt;t−1} polinomial~naØ n × σ_t matrica, stolbcy kotoroæ ØvlØ¸tsØ poroßda¸- wimi kornevymi vektorami porØdka t, vektornye kofffficienty kotoryh obrazu¸t ßordanovy cepoqki vektorov vysoty t.

ZameqaniØ. 1. V sluqae, kogda matrica F (λ) imeet polnyæ

stolbcovyæ rang n (n 6 m), sootvetstvu¸wie operacii algoritma sleduet opustit~.

2. V processe postroeniØ ßordanovyh cepoqek moßno odnovre-

menno vyqislØt~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy F (λ), dobaviv sootvetstvu¸wie operacii algoritma iz §3. Naoborot, esli minimal~nyæ bazis pravogo nul~- prostranstva matricy F (λ) izvesten, to sootvetstvu¸wie operacii algoritma moßno opustit~.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda sobstvennoe znaqenie λ^∗ matricy F (λ) ne ravno nul¸. Togda delaem zamenu λ := λ − λ^∗ i primenØem opisannyæ algoritm k polinomial~noæ matrice F_∗(λ) := F (λ − λ^∗). Poluqiv ßordanovu cepoqku vektorov {x_{∗k} }, k = 0, 1, . . ., t, i, tem samym, poroßda¸wiæ kornevoæ vektor x∗(λ) = ∑_t j=0 x∗_j λj , otveqa¸wiæ ee nulevomu sobstvennomu zna-

qeni¸, vypolnØem obratnu¸ zamenu λ := λ + λ^∗. V rezul~tate

poluqaem poroßda¸wiæ kornevoæ vektor x(λ) :=^t ∑ j=0 x∗_j (λ + λ∗ ) ≡ t∑ j=0 xj λ^j , otveqa¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ^∗ matricy F (λ)

i, tem samym, iskomu¸ ßordanovu cepoqku vektorov {x_k}, k = 0, 1, . . ., t. 4.2. Postroenie ßordanovyh cepoqek i polurexetok vektorov mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Ras-

smotrim dva obobweniØ opisannogo vyxe metoda, kotorye opredelØ¸tsØ tem, trebuetsØ li postroit~ ßordanovu cepoqku vektorov po odnomu (veduwemu) parametru ili ßordanovu polurexetku vektorov, kotorye sootvetstvenno otveqa¸t krat-

noæ toqke spektra matricy F (λ, ¯) =^s ∑ i=0 F_i(¯)λ^i ili F (˘) = ∑ k F_kλ^{k1}_1 λ^{k2}_2 . . . λ^{kq}_q .

V pervom sluqae dlØ vyqisleniØ ßordanovoæ cepoqki vektorov, otveqa¸weæ kratnoæ toqke ˘^∗ = (λ^∗, ¯^∗) koneqnogo spektra

REZUL^TANTNY` PODHOD 207

matricy F (λ, ¯), dostatoqno primenit~ privedennyæ vyxe algoritm k odnoparametriqeskoæ matrice F (λ, ¯^∗).

Pust~ trebuetsØ vyqislit~ ßordanovu polurexetku vektorov, otveqa¸wu¸ kratnoæ toqke ˘^∗ = (λ^∗_1, . . . , λ^∗_q ) koneqnogo spektra matricy F (˘). Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda ˘^∗ = 0. ȷordanova polurexetka vektorov {x_k}, δ_k = 0, 1, . . ., t, porØdka t + 1, otveqa¸waØ nulevoæ toqke spektra (algebraiqeskoæ kratnosti

γ ¿ t + 1), udovletvorØet sootnoxeniØm

l_1∑

k_1 · · · l_q∑

k_q F_kx_{l−k} = 0, δ_l = 0, 1, . . ., t, (4.5)

priqem sistema F_0z =^{l1} ∑ k_1=0 δk>0 · · · l_q∑ k_q=0

F_kx_{l−k}, δ_l = t+1, ØvlØetsØ neso-

vmestnoæ. Pri fftom polinomial~nyæ vektor x(˘) = ∑ k xk˘^k ste-

peni t ØvlØetsØ sootvetstvu¸wim poroßda¸wim kornevym vektorom

xk = 1 k_1! . . .k_q! ∂^{δk} ∂λ^{k1}_1 . . . ∂λ^{kq}_q x(˘)^|_˘ = ˘^∗, δk = 0, 1, . . ., t. (4.6)

Iz (4.5) sleduet, qto rezul~tantnyæ vektor

x^Rn×_{1;}q_;t = col{xk}tδ_{k=0},

otveqa¸wiæ polinomial~nomu vektoru x(˘), udovletvorØet sootnoxeni¸_⌣ F^{R t}_{m×n;q;s}x^R_{n×1;q;t} = 0. (4.7)

Zdes~^⌣F^{R t}_{m×n;q;s} – m (_{t+q} q ) × n (_{t+q} q ) matrica, obrazovannaØ pervymi (_{t+q} q ) bloqnymi strokami rezul~tantnoæ m (_{s+t+q} q ) × n (_{t+q} q ) matricy F^{R t}_{m×n;q;s}.

Vektor x^{ej} (λ) = λ_j x(λ) stepeni t + 1 poroßdaet ßordanovu polurexetku vektorov (4.6) “porØdka” t + 2, udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeniØm (4.5). Ona poluqaetsØ “sdvigom” ishodnoæ polurexetki v napravlenii, otveqa¸wem parametru λ_j . Pri fftom pervye vektory x_k = 0 pri δ_k = 0, 1, k ≠ e_j. Sootvetstvenno vektory xk(λ) = ˘^kx(˘) stepeni t+δ_k (δ_k = 1, . . . , l) takße poroßda¸t ßordanovy polurexetki vektorov “vysoty” t + δ_k + 1, poluqaemye

208 V. B. HAZANOV

“sdvigom” ishodnoæ polurexetki na k_j poziciæ v napravlenii, otveqa¸wem parametru λ_j , j = 1, . . ., q. Pri fftom sootvetstvu¸- wee qislo naqal~nyh vektorov poluqaemoæ polurexetki budut ravny nul¸. Takim obrazom, rezul~tantnye vektory x^{k R}_{n×1;t+δk} udovletvorØ¸t sootnoxeniØm vida (4.7) ⌣ F^{R t+δk} m×n;q;sx k R n×1;t+δk = 0, δk = 1, . . ., l, tak qto_⌣ F^{R t+l}_{m×n;q;s}x^{R l}_{n×1;q;t} = O. (4.8)

Sledovatel~no, pri opredelenii ßordanovyh polurexetok vektorov porØdka t + 1 pri t > 0 sleduet iskl¸qat~ iz rassmotreniØ vse ßordanovy polurexetki vektorov men~xih porØdkov. Priqem polurexetka porØdka p + 1 “podnØtaØ” do porØdka t + 1

(t > p) daet (_{t−p+q} q ) razliqnyh “polurexetok”.

Analogiqnye rassußdeniØ spravedlivy v otnoxenii pravyh polinomial~nyh rexeniæ x(˘) = ∑ k xk˘^k matricy F (˘), koto-

rye (v sluqae ih suwestvovaniØ) poroßda¸t “parazitiqeskie” ßordanovy polurexetki vektorov vida (4.6) “vysoty” t + 1, otveqa¸wie l¸bomu znaqeni¸ ˘^∗. Analogiqnoe utverßdenie budet spravedlivo i dlØ vektorov x^k(˘) = ˘^kx(˘) stepeni t + δ_k

(δk = 1, . . . , l). Takim obrazom, rezul~tantnaØ matrica x^{R l}_{n×1;q;t},

otveqa¸waØ polinomial~nomu rexeni¸ x(˘), takße budet udovletvorØt~ sootnoxeni¸ vida (4.8). Sledovatel~no, pri opredelenii ßordanovyh polurexetok vektorov porØdka t + 1 sleduet iskl¸qat~ iz rassmotreniØ vse parazitiqeskie ßordanovy polurexetki vektorov, poroßdennye polinomial~nymi rexeniØmi indeksov, ne prevoshodØwih t s uqetom vozmoßnosti umnoßeniØ ih na nekotoru¸ stepen~ ˘. Takim obrazom, poluqaem sledu¸- wiæ algoritm.

DlØ postroeniØ ßordanovyh polurexetok vektorov polinomial~noæ m×n matricy F (˘) stepeni s, otveqa¸wih nulevoæ toqke spektra:

vyqislit~ bazisnu¸ n × r_0 matricu X^R_{n×r0;q;0} pravogo nul~- prostranstva rezul~tantnogo vektora F^R_{m×n;q;s};

vyqislit~ bazisnu¸ n × h_0 matricu^⌣X^R_{n×h0;q;0} pravogo nul~-

prostranstva m × n matricy^⌣F^R_{m×n;q;s} ≡ F_0; τ_0 := h_0 − r_0;

REZUL^TANTNY` PODHOD 209 γ_0 := τ_0;

vyqislit~ bazisnu¸ n × τ_0 matricu ~X^R_{n×τ0;q;0} raznosti podprostranstv^⌣X^R_{n×h0;q;0} \ X^R_{n×r0 ;q;0}; dlØ t = 1 do s min{m, n} povtorØt~ begin

vyqislit~ bazisnu¸ n (_{t+q} q ) × r_t matricu X^R_{n×rt;q;t} pravogo nul~-prostranstva matricy F^{Rr t}_{m×n;s};

vyqislit~ bazisnu¸ n (_{t+q} q ) ×h_t matricu^⌣X^R_{n×ht;q;t} (r_t 6 h_t 6 n)

pravogo nul~-prostranstva matricy^⌣F^{R t}_{m×n;q;s}; τ_t := (h_t − r_t) − (h_{t−1} − r_{t−1}); σ_t := τ_{t−1} − τ_t; γ_t := γ_{t−1} + (_{t−1+q} q ) σ_t;

esli τ_t = 0, to ^X^R_{n×σt;q;t−1} := ~X^R_{n×τt}�_{1 ;q;t−1}; vyhod vyqislit~ bazisnu¸ n (_{t+q} q ) × τ_t matricu ~X^R_{n×τt;q;t} raznosti

podprostranstv^⌣X^R_{n×ht;q;t} \ ( X^R_{n×rt;q;t}^{t−1} ⋃ i=0 [ O ^X R_{n×ri;q;i} ] ) ; sformirovat~ n (_{t−1+q} q ) × τ_t matricu X^R_{n×τt;q;t−1} iz pervyh (_{t−1+q} q ) bloqnyh komponent matricy ~X^R_{n×τt;q;t};

vyqislit~ bazisnu¸ n (_{t−1+q} q ) × σ_t matricu ^X^R_{n×σt;q;t−1} raznosti podprostranstv ~X^R_{n×τt}�_{1;q;t−1} \ X^R_{n×τt;q;t−1} end Stolbcy matricy ~X^R_{n×τ0 ;q;0} ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi sobstvennymi vektorami matricy F (˘); qislo τ_0 daet geometriqesku¸ kratnost~ sobstvennogo znaqeniØ. Veliqina s min{m, n} predstavlØet soboæ maksimal~no vozmoßnyæ porØdok ßordanovoæ polurexetki vektorov matricy F (˘). Na xage t (t > 0) processa vyqislØ¸tsØ sledu¸wie harakteristiki nulevogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ):

τ_t – qislo ßordanovyh polurexetok, porØdok kotoryh ne men~xe t + 1;

σ_t – qislo ßordanovyh polurexetok, porØdok kotoryh raven t; γ_t – qislo vektorov iz ßordanovyh polurexetok, porØdki mul~- tiindeksov kotoryh ne prevoshodØt t;

^X_{t−1}(˘) – otveqa¸waØ rezul~tantnomu stolbcu ^X^R_{n×σt;q;t−1} polinomial~naØ n × σ_t matrica, stolbcy kotoroæ ØvlØ¸tsØ poroßda-

210 V. B. HAZANOV

¸wimi kornevymi vektorami porØdka t, vektornye kofffficienty kotoryh obrazu¸t sootvetstvu¸wie ßordanovy polurexetki vektorov porØdka t.

ZameqaniØ. 1. V sluqae, kogda matrica F (λ) imeet polnyæ

stolbcovyæ rang n (n 6 m), sootvetstvu¸wie operacii algoritma sleduet opustit~.

2. V processe postroeniØ ßordanovyh polurexetok moß-

no odnovremenno vyqislØt~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~- prostranstva matricy F (λ), dobaviv sootvetstvu¸wie operacii algoritma iz §3. Naoborot, esli minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy F (λ) izvesten, to sootvetstvu¸wie operacii algoritma moßno opustit~.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda toqka ˘^∗spektra matricy

F (˘) ne ØvlØetsØ nulevoæ. Togda delaem zamenu ˘ := ˘ − ˘^∗ (t.e.

zamenu λ_j := λ_j −λ^∗_j , j = 1, . . ., q) i primenØem opisannyæ algoritm k polinomial~noæ matrice F_∗(˘) := F (˘ − ˘^∗). Poluqiv ßordanovu polurexetku vektorov {x_{∗k}}, δ_k = 0, 1 . . ., t, i, tem samym, poroßda¸wiæ kornevoæ vektor x_∗(λ) = ∑ k x∗k˘^k, otveqa¸wie ee

nulevomu sobstvennomu znaqeni¸, vypolnØem obratnu¸ zamenu

˘ := ˘+˘^∗ (t.e. zamenu λj := λj +λ^∗_j , j = 1, . . ., q). V rezul~tate po-

luqaem poroßda¸wiæ kornevoæ vektor x(˘) := ∑ k x∗k(˘ − ˘∗)k ≡ ∑ k xk_1...k_q (λ + λ_1)k^1 . . . (λ + λq )k^q stepeni t, otveqa¸wiæ toqke ˘∗

spektra matricy F (λ) i, tem samym, iskomu¸ ßordanovu polurexetku vektorov {x_k}, δ_k = 0, 1, . . ., t.

§5. ZameqaniØ

Privedem obwie zameqaniØ, otnosØwiesØ kak k odnoparametriqeskomu, tak i k mnogoparametriqeskomu sluqaØm. Pri fftom

˘ ispol~zuetsØ dlØ oboznaqeniØ kak mul~tiparametra, tak i dlØ

odnogo parametra, poskol~ku odnoparametriqeskiæ sluqaæ ØvlØetsØ qastnym sluqaem q-parametriqeskogo sluqaØ pri q = 1 (v fftom sluqae ˘ = λ).

5.1. Prostoæ sposob vyqisleniØ ranga polinomial~noæ matricy i bazisa ee obraza. �tot sposob ØvlØetsØ obobweniem

izvestnogo podhoda (sm., naprimer, [8]) i sostoit v vypolnenii

REZUL^TANTNY` PODHOD 211

sledu¸wih operaciæ:

vybrat~ nekotoru¸ toqku ˘^∗, ne prinadleßawu¸ spektru m × n matricy F (˘), i vyqislit~ matricu F^∗ = F (˘^∗); primenit~ k postoØnnoæ m×n matrice F^∗ metod rangovoæ faktorizacii (ΔW -0 metod)^{14}

F^∗[W_1 W_0] = [Δ O_{m×n−p}]

i vyqislit~ ee rang p i n × (n − p) matricu W_1; vyqislit~ polinomial~nu¸ m × (n − p) matricu F ˘) =

F (˘)W1.

Osnovnoæ problemoæ dannogo podhoda ØvlØetsØ vybor toqki, ne prinadleßaweæ spektru ishodnoæ matricy. S bol~xoæ vero- Øtnost~¸ ffto moßno vypolnit~ s pomow~¸ datqika sluqaænyh qisel. DlØ bol~xeæ uverennosti podobnye vyqisleniØ moßno vypolnit~ neskol~ko raz. Dannyæ podhod obladaet ewe odnim nedostatkom: on predpolagaet preobrazovanie stolbcov ishodnoæ polinomial~noæ matricy, kotorogo hotelos~ by izbeßat~ v silu otmeqennoæ vyxe priqiny.

Rang q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy i bazis ee obraza moßno vyqislit~ takße s pomow~¸ metoda ΔW -q razloßeniØ [2–4, 6], no on takße privodit k preobrazovani¸ ishodnoæ polinomial~noæ matricy.

5.2. Vyqislenie minimal~nogo bazisa obraza polinomial~noæ matricy. DlØ vyqisleniØ minimal~nogo bazisa lineæ-

noæ oboloqki stolbcov polinomial~noæ matricy F (˘) sleduet:

vyqislit~ minimal~nu¸ bazisnu¸ m × (m − ρ) matricu

X(˘) pravogo nul~-prostranstva n × m matricy F^T (˘);

vyqislit~ iskomu¸ minimal~nu¸ bazisnu¸ m×ρ matricu F_{Im}(˘) pravogo nul~-prostranstva (m−ρ)×m matricy X^T (˘).

Oqevidno, qto poluqennyæ minimal~nyæ bazis uße ne sostoit iz stolbcov ishodnoæ polinomial~noæ matricy.

5.3. Svoæstvo polinomial~nyh harakteristik polinomial~noæ matricy. Pust~ FIm(˘) i X(˘) – bazisnye matricy

obraza i pravogo nul~-prostranstva polinomial~noæ matricy F (˘) sootvetstvenno. Oqevidno, qto F_{Im}(˘^∗) i X(˘^∗) budut

14Normalizovannyæ process razloßeniØ ili SVD (sm., naprimer, [3, 7]).

212 V. B. HAZANOV

ØvlØt~sØ bazisnymi matricami sootvetstvenno obraza i pravogo nul~-prostranstva postoØnnoæ matricy F (˘^∗) togda i tol~- ko togda, kogda ˘^∗ ne prinadleßit spektru matricy F (˘). Analogiqnoe zameqanie spravedlivo v otnoxenii polinomial~nyh ob¨ektov, poluqaemyh pri rexenii drugih parametriqeskih zadaq algebry (sm., naprimer, [13]).

5.4. Ispol~zovanie “stolbcovo-stroqnoæ” realizacii umnoßeniØ polinomial~nyh matric. Pust~ trebuetsØ vyqi-

slit~ minimal~nyæ bazis matricy F (˘) = [f_1(˘) f_2(˘)] stepeni s, gde f_j (˘) – skalØrnye polinomy stepeni s_j , j = 1, 2. Iskomyæ bazis sostoit iz odnogo vektora x(˘) = col{x_j(˘)}^2_{j=1}, priqem stepeni t_j komponent x_j(˘), j = 1, 2, udovletvorØ¸t sootnoxeniØm s_1 +t_1 = s_2 +t_2. Pofftomu v dannom sluqae celesoobrazno ispol~zovat~ “stolbcovo-stroqnyæ” variant rezul~tantnoæ realizacii umnoßeniØ vida (1.20) i vyqislØt~ vektor x(˘), ispol~zuØ sootnoxenie vida (2.10) F^{Rc l−s} 1×2;q;sx Rr 2×1;q;t = 0. Takim obrazom, dlØ vyqisleniØ minimal~nogo bazisa pravogo nul~-prostranstva matricy F (˘) sleduet:

dlØ t = 0 do min{s_j } povtorØt~ begin sformirovat~ rezul~tantnu¸ ( s + t + q q ) × ( ( s − s_1 + t + q q ) + ( s − s_2 + t + q q ) )

matricu F^{Rc t}_{1×2;q;s} = ⌊(f_1)^{R(s−s1+t)}_{1×1;s1} (f_2)^{R(s−s2+t)}_{1×1;s2} ⌋; vyqislit~ bazisnyæ ( ( s − s_1 + t + q q ) + ( s − s_2 + t + q q ) ) × r, vektor x^{Rr}_{2×1;q;t} = col{(x_j)^R_{1×1;s−sj+t}}^2_{j=1} pravogo nul~-prostranstva matricy F^{Rc t}_{1×2;q;s}; esli r_t > 0, to sformirovat~ polinomial~nyæ vektor x(˘)=col{x_j(˘)}^2_{j=1}; vyhod end

REZUL^TANTNY` PODHOD 213

Literatura

1. B. L. Van der Varden, Algebra. — Nauka, M. (1976).

2. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 191–246.

3. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI, 238 (1997), 3–330.

4. V. N. KublanovskaØ, Primenenie metoda rangovoæ faktorizacii k analizu spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 268 (2000), 115–144.

5. V. N. KublanovskaØ, T. V. Vawenko, Postroenie fundamental~nogo rØda rexeniæ puqka matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 139 (1984), 74–93.

6. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Modifikacii metoda ΔW -q razloßeniØ mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric i ih svoæstva. — Zap. nauqn. semin. POMI, 309 (2004), 154–166.

7. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Qislennye metody rexeniØ parametriqeskih zadaq algebry. Qast~ 1. Odnoparametriqeskie zadaqi. — Nauka, SPb. (2004).

8. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, V. A. Belyæ, Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov matric. Metody i algoritmy. III. — Preprint LOMI R–4– 88. L. (1988).

9. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah λ-matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 111 (1981), 195–217.

10. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 284–321.

11. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 165–186.

12. V. B. Hazanov, O nekotoryh svoæstvah polinomial~nyh bazisov podprostranstv nad polem racional~nyh funkciæ mnogih peremennyh. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 177–191.

13. V. B. Hazanov, Metody rexeniØ nekotoryh parametriqeskih zadaq algebry. — Zap. nauqn. semin. POMI, 323 (2005), 164–181.

14. B. D. O. Anderson, E. I. Jury, Generalized Bezoutian and Sylvester matrices in multivariable linear control. — IEEE Trans. Automat. Control, AC-21, No. 3 (1976), 551–556.

15. E. N. Antoniou, A. I. G. Vardulakis, S. Vologiannidis S., Numerical computations of minimal polynomial bases: A generalized resultant approach. — Linear Algebra Appl., to appear.

16. G. D. Forney, Minimal bases of rational vector spaces with applications to multivariable linear systems. — SIAM J. Control, 13, No. 3 (1975), 493–520.

17. R. R. Bitmead, S.-Y. Kung, B. D. O. Anderson, Generalized greatest common matrices divisors via generalized Sylvester and Bezout matrices. — IEEE Trans. Automat. Control, AC-23, No. 6 (1978), 1043–1047.

18. H. H. Rosenbrock, Generalized resultant. — Electron. Lett., 4 (1968), 250–251.

214 V. B. HAZANOV

19. W. A. Wolovich, Linear Multivariable Systems. — Springer Verlag, New York (1974).

Khazanov V. B. A resultant approach to computing vector characteristics of multiparameter polynomial matrices.

Known types of resultant matrices corresponding to one-parameter matrix polynomials are generalized to the multiparameter case. Based on the resultant approach suggested, methods for solving the following problems for multiparameter polynomial matrices are developed: computing a basis of the matrix range, computing a minimal basis of the right null-space, and constructing Jordan chains and semilattices of vectors associated with a multiple spectrum point. In solving these problems, the original polynomial matrix is not transformed. Methods for solving other parameter problems of algebra can be developed on the basis of the method for computing a minimal basis of the null-space of a polynomial matrix. Issues concerning the optimality of computing the null-spaces of sparse resultant matrices and numerical precision are not considered.

Postupilo 19 maØ 2005 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ tehniqeskiæ universitet E-mail: khazanovvb@mail.ru