Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 6. SPEKTRAL^NYE HARAKTERISTIKI POLINOMIAL^NYH MATRIC

Vvedenie

V stat~Øh avtora, otnosØwihsØ k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry (sm., naprimer, [1]), ispol~zuetsØ opredelenie skalØrnyh spektral~nyh harakteristik q-parametriqeskoæ polinomial~noæ m × n matricy F ranga ρ, v terminah (q − k)- mernyh rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (SNAU), sostavlennyh iz vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F .

V nastoØweæ stat~e rassmatriva¸tsØ ne tol~ko skalØrnye, no i vektornye spektral~nye harakteristiki matricy F . DlØ ih opredeleniØ vvoditsØ matrica A[F ], dlØ kotoroæ vektor s komponentami iz vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F ØvlØetsØ associirovannym. DaetsØ opredelenie spektral~nyh par, ih klassifikaciØ i svoæstva.

Stat~Ø sostoit iz vvedeniØ, dvuh paragrafov i zakl¸qeniØ. V §1 vvoditsØ matrica A[F ], rassmatriva¸tsØ ee svoæstva, skalØrnye i vektornye harakteristiki, a takße svØz~ s sootvetstvu¸- wimi harakteristikami matricy F . V §2 privoditsØ klassifikaciØ spektral~nyh par matricy polnogo ranga.

Niße ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ i razloßeniØ mnogoparametriqeskih matric i polinomov:

F^{m×n}_ρ – mnoßestvo q-parametriqeskih polinomial~nyh m × n matric ranga ρ;

δ[Z] – obwiæ naibol~xiæ delitel~ (NOD) komponent polinomial~nogo vektora Z;

σ[F ] – koneqnyæ spektr matricy F ∈ F^{m×n}_ρ ;

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI (05-01-00945) i NX- 2268.2003.1. 132

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 133

σ_r[F ] i σ_s[F ] – sootvetstvenno koneqnyæ regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry F ;

σ^−_s – levyæ, σ^+_s [F ] – pravyæ singulØrnyæ spektr F ; σ_s[F ] = σ^−_s [F ] ∪ σ^+_s [F ];

f_k[F ], k = 0, 1, . . . , ρ−1, – NOD vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ − k matricy F ∈ F^{m×n}_ρ ; f_0 = f – harakteristiqeskiæ polinom matricy F , t.e. NOD vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F ;

f_k[F ] = φ_k[F ]g_k[F ] est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ [2] polinoma f_k ot q peremennyh. Zdes~ g_k[F ] est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh;

ψ_k[F ] = φ_{k−1}[F ] φ_k[F ]

, k = 1, . . . , ρ, est~ posledovatel~nost~ tak na-

zyvaemyh nasledstvennyh polinomov matricy F ;

ε_k[F ] = g_{k−1}[F ] g_k[F ]

, k = 1, . . . , v − 1, est~ posledovatel~nost~

tak nazyvaemyh obobwennyh invariantnyh polinomov matricy F . Odnoæ i toæ ße bukvoæ oboznaqa¸tsØ operator, matrica i lineænaØ oboloqka ee stolbcov. Ravenstvo meßdu polinomami opredelØetsØ s toqnost~¸ do konstanty.

F = P G est~ P G-q faktorizaciØ [3] q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F ∈ F^{m×n}_m . Zdes~ P = P_1 . . . P_{q−1}, P_k = nk∏ i=1 ∇^{(k)}_i , ∇^{(k)}_i est~ regulØrnaØ (q − k)-parametriqeskaØ polinomi-

al~naØ matrica, harakteristiqeskiæ polinom kotoroæ zavisit ot q − k peremennyh i ØvlØetsØ primitivnym nad kol~com polinomov ot q − k − 1 peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}; G est~ polinomial~naØ q-parametriqeskaØ m × n matrica ranga m.

§1. Spektral~nye harakteristiki

Pust~ F = F (μ_1, . . . , μ_q) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~- naØ m × n matrica ranga ρ. Rassmotrim uravnenie

F x = 0, x ≢ 0. (1.1)

Budem razliqat~ dva vida rexeniæ uravneniØ (1.1). K pervomu vidu otnosØtsØ polinomial~nye rexeniØ, t.e. polinomial~nye vektory, udovletvorØ¸wie uravneni¸ (1.1) pri l¸byh znaqeniØh parametrov. Oni suwestvu¸t tol~ko u singulØrnoæ matri-

134 V. N. KUBLANOVSKA˚ cy F i obrazu¸t pravoe nul~-prostranstvo N_c[F ] iz polinomial~nyh rexeniæ F . Ko vtoromu vidu rexeniæ uravneniØ (1.1) otnosØtsØ polinomial~nye vektory x, v qastnosti, postoØnnye nenulevye vektory, udovletvorØ¸wie (1.1) pri vseh ili nekotoryh, fiksirovannyh parametrah.^1 Sovokupnost~ parametrov i im sootvetstvu¸wie vektory, pri kotoryh uravnenie (1.1) imeet rexeniØ vtorogo vida, obrazu¸t pravye spektral~nye harakteristiki matricy F . Niße dlØ opredelennosti budem rassmatrivat~ pravye polinomial~nye rexeniØ i pravye spektral~- nye harakteristiki matricy F . Oqevidno, levye spektral~nye harakteristiki i levye nul~-prostranstva matricy F sovpada- ¸t s pravymi dlØ matricy F^T . Slova “pravye” i “levye” budem opuskat~, esli ih upotreblenie ne vyzyvaet dvusmyslennogo tolkovaniØ.

1.1. SkalØrnye spektral~nye harakteristiki. SkalØrnye

spektral~nye harakteristiki matricy F ∈ F^{m×n}_ρ opredelØ¸tsØ kak sovokupnost~ nuleæ SNAU vida

Z[F ] := F ( i j ) = F ( i_1, . . . , i_ρ j_1, . . . , j_ρ ) = 0,

1 6 i1 < · · · 6 iρ 6 m, 1 6 j1 < · · · 6 jρ 6 n. (1.2)

Zdes~ qerez F (_i j ) oboznaqen minor porØdka ρ matricy F , Z = (z_1, . . . , z_k) – vektor, komponentami kotorogo ØvlØ¸tsØ minory, vhodØwie v levye qasti uravneniæ SNAU (1.2), zanumerovannye ot 1 do N v l¸bom porØdke sledovaniØ mul~tiindeksov i i j. SNAU (1.2) zapixem v vide treh SNAU:

f[Z] = 0; ^Z[F ] = 0; { f[Z] = 0, ^Z[F ] = 0. (1.3)

Zdes~ f[Z] := δ[Z] est~ NOD polinomov z_1, . . . , z_N , tak qto z_i = f[Z]^z_i, i = 1, . . . , N ; ^Z := (^z_1, . . . , ^z_N )^T – vektor, komponenty kotorogo sut~ vzaimno prostye polinomy (δ[ ^Z] = const). Kaßdyæ nul~ SNAU (1.2) (ili, qto to ße, (1.3)) budem rassmatrivat~ kak nabor iz q parametrov, dopolnØØ nedosta¸wie (ne fiksirovannye) parametry proizvol~nymi (svobodnymi) parametrami: μ̄^∗ := (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) oboznaqaet nul~, u kotorogo vse parametry

1Analogiqno opredelØ¸tsØ dva vida levyh rexeniæ uravneniØ y^T F = 0.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 135 fiksirovany; (λ_k, μ̄^∗_{q−k}) oboznaqaet nul~, u kotorogo mul~tiparametry λ_k i μ̄^∗_{q−k} sootvetstvenno sostoØt iz k svobodnyh i q − k fiksirovannyh parametrov. Budem ispol~zovat~ takße oboznaqenie (λ, μ̄_∗) := (λ_k, μ̄^∗_{q−k}), gde λ – odin iz svobodnyh parametrov, μ̄_∗ – dopolnitel~nye k λ parametry, sredi kotoryh, po kraæneæ mere, odin fiksirovan.

Mnoßestvo nuleæ SNAU (1.2) (SNAU (1.3)) obrazuet σ[F ], t.e. koneqnyæ spektr matricy F . Nuli SNAU budem takße nazyvat~ toqkami spektra σ[F ]. Mnoßestvo nuleæ harakteristiqeskogo polinoma f[F ] opredelØet (q − 1)-mernoe rexenie SNAU (1.2) i obrazuet koneqnyæ regulØrnyæ spektr σ_r[F ] matricy F . Mnoßestvo nuleæ ^Z[F ] = 0 opredelØet (q − k)-mernye rexeniØ (k = 2, . . . , q) SNAU (1.2) i obrazuet koneqnyæ singulØrnyæ spektr σ_s[F ] matricy F . Mnoßestvo obwih nuleæ sistemy f[F ] = 0, ^Z[F ] = 0 obrazuet regulØrno-singulØrnyæ spektr σ_{rs}[F ] = σ_r[F ] ∩ σ_s[F ] matricy F :

σ[F ] = σ_r[F ] ∪ σ^+_{rs}[F ] ∪ σ^−_{rs}[F ] ∪ σ^+_s [F ] ∪ σ^−_s [F ].

Pri otsutstvii dvusmyslennogo tolkovaniØ znaki “+” i “−” budem opuskat~.

1.2. Vektornye spektral~nye harakteristiki. Vektornye

spektral~nye harakteristiki matricy F ∈ F^{m×n}_ρ budem opredelØt~, ispol~zuØ q-parametriqesku¸ ρN ×ρ matricu A[F ] ranga ρ:

A := A[F ] = [A_1, . . . , A_N ]^B, det A_k = z_k, k = 1, . . . , N,

tak qto vektor Z = (z_1, . . . , z_N ) iz (1.2) ØvlØetsØ associirovannym vektorom dlØ matricy A[F ], t.e. matrica A_k est~ matrica minora z_k.

DlØ opredeleniØ pravyh^2 vektornyh harakteristik matricy A vvedem v rassmotrenie SNAU vida

Aη = 0, A = A[F ] = A(μ_1, . . . , μ_q). (1.4)

Spravedlivy sledu¸wie oqevidnye svoæstva. 1^∘. σ[F ] = σ[A].

2DlØ opredeleniØ levyh vektornyh harakteristik matricy F beretsØ matrica A := A[F^T ] = [A^T_1 , . . . , A^T_N ]^B.

136 V. N. KUBLANOVSKA˚

2^∘. DlØ l¸boæ fiksirovannoæ toqki iz σ[A] ime¸t mesto sootnoxeniØ^3 N_c[A_∗] ⊆ N_c[A_{k∗}], k = 1, . . . , N. Pri fftom N_c[A_∗] = N_c[F_∗], esli F imeet polnyæ stolbcovyæ rang.

3^∘. Ime¸t mesto ravenstva

f_k[F ] = f_k[A], k = 0, 1, . . . , ρ − 1; φ_k[F ] = φ_k[A]; g_k[F ] = g_k[A];

ψ_k[F ] = ψ_k[A], k = 1, . . . , u_1 − 1; ε_k[F ] = ε_k[A], k = 1, . . . , v − 1.

4^∘. L¸boe rexenie SNAU (1.4) est~ para (| · |; η_∗), sostoØwaØ iz toqki mnoßestva σ[A] (mnoßestva σ[F ]), oboznaqennoæ simvolom | · |, i vektora η_∗, udovletvorØ¸wego usloviØm

η_∗ ∈ N_c[A_∗], η_∗ ≠ 0, δ[η_∗] = const,

tak qto η_∗ est~ ili postoØnnyæ vektor, prinadleßawiæ nul~- prostranstvu matricy A_∗ = A(μ^∗, . . . , μ^∗_q ), esli toqka | · |, prinadleßawaØ σ[A], imeet vid ν^∗ = (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q), ili polinomial~- nyæ vektor (v qastnosti, postoØnnyæ), prinadleßawiæ N_c[A_∗], A_∗ := A(λ, μ̄_∗), esli toqka | · |, prinadleßawaØ σ[A], imeet vid (λ, μ̄_∗). Ne umalØØ obwnosti, v l¸bom sluqae vektor η_∗ moßem sqitat~ normirovannym^4 tak, qto δ]η_∗] = const.

Vvedem v rassmotrenie polinomial~nyæ vektor

ξ[A] := ξ(μ_1, . . . , μ_q) = A(μ_1, . . . , μ_q)η_∗ = (ξ_1, . . . , ξ_N )^B , (1.5)

gde ξ_k := A_k(μ_1, . . . , μ_q)η_∗ est~ polinomial~nyæ vektor iz ρ komponent.

Spektral~naØ para (| · |; η_∗) nazyvaetsØ pravoæ regulØrnoæ spektral~noæ paroæ matricy A, esli sootvetstvu¸wiæ eæ vektor ξ[A] iz (1.5) ne ØvlØetsØ svobodnym (δ[ξ] ≠ const). Spektral~- naØ para (| · |; η_∗) nazyvaetsØ pravoæ singulØrnoæ spektral~noæ paroæ matricy A, esli sootvetstvu¸wiæ eæ vektor ξ[A] iz (1.5) udovletvorØet l¸bomu iz sledu¸wih usloviæ: δ[ξ] = const, t.e. ξ[A] est~ svobodnyæ vektor, ili ξ[A] est~ singulØrnyæ vektor.^5

3Zdes~ i niße qerez C� oboznaqaetsØ znaqenie matricy C v rassmatrivaemoæ toqke.

4Tak normirovannyæ nenulevoæ polinomial~nyæ vektor budem nazyvat~ svobodnym.

5Vektor ξ(λ, μ̄) nazyvaetsØ singulØrnym, esli SNAU ξ(λ, μ̄) = 0 imeet singulØrnoe rexenie ((q � k)-mernoe rexenie) v toqke (λ, μ̄�), i pri fftom

(λ, μ�) ne ØvlØetsØ nulem polinoma δ[ξ].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 137

1.3. Svoæstva spektral~nyh par matricy A[F ].

1^∘. DlØ togo, qtoby spektral~naØ para (| · |, η_∗) byla pravoæ regulØrnoæ dlØ matricy A neobhodimo, qtoby δ[ξ_k] ≠ const dlØ vseh k = 1, . . . , N . Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ regulØrnyh spektral~nyh par.

2^∘. DlØ togo, qtoby para (| · |, η_∗) ne byla pravoæ regulØrnoæ paroæ dlØ matricy A dostatoqno, qtoby, po kraæneæ mere, dlØ odnogo fiksirovannogo k (k = 1, . . . , N ) vypolnØlos~ uslovie σ[ξ_k] = const. Pri fftom rassmatrivaemaØ para budet pravoæ singulØrnoæ, esli σ_{rs}[A] = ?.

3^∘. Svoæstva 1^∘–2^∘ osta¸tsØ spravedlivymi, esli v formulirovkah matricu A zamenit~ na matricu F polnogo stolbcovogo ranga. Rexenie uravneniØ (1.4) moßno zamenit~ rexeniem uravneniØ ~F η = 0, gde ~F poluqaetsØ iz A vyqerkivaniem lixnih (sovpada¸wih) strok. Matricy F i ~F mogut otliqat~sØ tol~ko porØdkom sledovaniØ strok, tak qto N_c[A_∗] = N_c[F_∗]. V sluqae, kogda F imeet polnyæ stroqnyæ rang, v formulirovkah svoæstv 1^∘, 2^∘ sleduet v kaqestve A vzØt~ matricu A^− := A[F^T ], a v kaqestve vektorov η_∗, ξ_∗ vzØt~ vektory η^−_∗ ∈ N_c[A^−_∗ ], ξ^− = A^−(μ_1, . . . , μ_q)η^−_∗ .

4^∘. DlØ togo, qtoby para (| · |; η_∗) byla pravoæ regulØrnoæ paroæ matricy F polnogo stolbcovogo ranga (F ∈ F^{m×n}_n ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby δ[ξ] ≠ const.

DlØ togo, qtoby para (| · |; η_∗) byla pravoæ singulØrnoæ paroæ matricy F ∈ F^{m×n}_n , neobhodimo i dostatoqno vypolnenie l¸bogo iz sledu¸wih usloviæ:

i) δ[ξ] = const;

ii) vektor ξ = ξ(λ, μ̄) ØvlØetsØ singulØrnym, t.e. toqka (λ, μ̄_k) est~ (q − k)-mernoe (k ≠ 1) rexenie SNAU vida

ξ(μ_1, . . . , μ_q) = F (μ_1, . . . , μ_q)η_∗ = 0, η_∗ = N_c[F_∗], δ[η_∗] = const .

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ spektral~nyh par matricy A[F ] dlØ F ∈ F^{m×n}_n .

V dal~neæxem budem ssylat~sØ na svoæstvo 4^∘ kak na “ξ-kri-teriæ”, opredelØ¸wiæ prinadleßnost~ spektral~noæ pary matricy polnogo stolbcovogo ranga k regulØrnomu (singulØrnomu) vidu.

5^∘. L¸baØ spektral~naØ para (| · |; η_∗), poroßdennaØ nulØmi SNAU ^Z[F ] = 0 iz (1.3), ØvlØetsØ singulØrnoæ spektral~noæ paroæ dlØ matricy A.

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

DlØ dokazatel~stva svoæstva 5^∘ predvaritel~no ustanovim spravedlivost~ nekotoryh utverßdeniæ.

Pust~ A := [A_1, . . . , A_N ]^B, ^A := [ ^A_1, . . . , ^A_N ]^B sut~ matricy razmerov ρN × ρ ranga ρ; A_k i ^A_k – matricy razmerov ρ × ρ, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm A_k = f ^A_k, k = 1, . . . , N ; f – polinom; Z[A] = (z_1, . . . , z_N )^B – associirovannyæ vektor dlØ matricy A, tak qto z_k = det A_k; ^Z[A] = (^z_1, . . . , ^z_N )^B – vektor, komponentami kotorogo ØvlØ¸tsØ vzaimno prostye polinomy.

Lemma 1.1. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(a) meßdu ravenstvami

A = f ^A i Z[A] = f^ρZ[ ^A] (1.6)

suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie;

(b) esli f est~ NOD komponent vektora Z[A], to

Z[ ^A] = f^{1−ρ} ^Z[A]; (1.7)

zdes~ ^Z = (^z_1, . . . , ^z)^B est~ svobodnyæ vektor (δ[ ^Z] = const), udovletvorØ¸wiæ ravenstvu Z[A] = f ^Z[A]. (1.8) Spravedlivost~ (a) ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ.

Dokaßem spravedlivost~ (b). Iz (1.6) imeem det A_k ≡ z_k[A] = f^ρ det ^A_k, tak qto Z[A] = f^ρZ[ ^A]. (1.9)

Iz (1.8) i (1.9) nahodim Z[ ^A] = f^{1−ρ} ^Z[A]. Lemma dokazana

Sledstvie 1.2. Vektor^^Z[A] v ravenstve (1.8) ØvlØetsØ associi-

rovannym vektorom dlØ matricy ^A.

DlØ dokazatel~stva budem iskat~ predstavlenie Z[ ^A] v vide Z[ ^A] = f^rẐ, gde δ[Ẑ] = const. Po lemme 1.1 imeem Z[ ^A] = f^{1−ρ} ^Z[A], gde δ[ ^Z] = const, tak qto spravedlivo ravenstvo f^rẐ = f^{1−ρ} ^Z[A]. Ots¸da s uqetom togo, qto Ẑ i ^Z sut~ svobodnye vektory (t.e. mogut otliqat~sØ drug ot druga tol~ko postoØnnym mnoßitelem), nahodim r = 1 − ρ. Spravedlivost~ sledstviØ ustanovlena.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 139 VernemsØ k dokazatel~stvu svoæstva 5^∘. Pust~ A = f ^A; Z[A] = f^ρZ[ ^A]; f−NOD{det A_k}_{k=1,... ,N} ; (λ, μ̄_∗) ∈ {| · | : ^Z = 0}, ^ξ := ^A η_∗. Nado dokazat~, qto δ_1 := δ[^ξ] = const.

Dokazatel~stvo ot protivnogo. Dopustim, qto δ_1 ≠ const, tak qto ^ξ = ^Aη_∗ = δ_1Âη_∗ ≡ δ_1ξ̂, gde δ[ξ̂] = const. No togda po lemme 1.1 δ_1 = const, qto protivoreqit predpoloßeni¸. Sledovatel~no, ^ξ = ^Aη_∗ est~ svobodnyæ vektor, tak qto para ((λ, μ̄_∗); η_∗) est~ singulØrnaØ para matricy A, qto i trebovalos~ dokazat~.

§2. KlassifikaciØ spektral~nyh par

V §1 predloßen sposob razdeleniØ spektral~nyh par matricy F ∈ F^{m×n}_ρ na regulØrnye i singulØrnye, i v terminah matricy A[F ] sformulirovan kriteriæ (ξ-kriteriæ) dlØ ih opredeleniØ.

Niße v terminah tak nazyvaemogo urovnØ nasledstvennosti toqek spektra matricy rassmatrivaetsØ klassifikaciØ i svoæstva spektral~nyh par q-parametriqeskih polinomial~nyh matric F polnogo ranga. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto F est~ matrica polnogo stroqnogo ranga. Mnogie iz rezul~tatov verny (ili mogut byt~ obobweny) na sluqaæ matric proizvol~- nogo ranga pri uslovii, qto spektry bazisnyh matric pravogo i levogo nul~-prostranstv rassmatrivaemoæ matricy ne ime¸t obwih toqek. V protivnom sluqae trebu¸tsØ dopolnitel~nye issledovaniØ.

Zdes~ my ispol~zuem rezul~taty stat~i [3], publikuemoæ v nastoØwem sbornike. Obe stat~i vzaimno svØzany i dlØ izbeßaniØ povtorov ime¸t ssylki drug na druga.

2.1. Uroven~ nasledstvennosti toqek σ[F ]. Urovnem nasled-

stvennosti toqki (λ, μ̄_∗) ∈ σ_r[F ] (toqki (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) ∈ σ_r [F ]) nazyvaetsØ qislo l_r = l nasledstvennyh polinomov ψ_k[F ], k = 1, . . . , u_1 − 1 (obobwennyh invariantnyh polinomov ε_k[F ], k = 1, . . . , v_1 −1), obwim nulem kotoryh ØvlØetsØ ffta toqka. Drugimi slovami, urovnem nasledstvennosti toqki regulØrnogo spektra σ_r[F ] matricy F ∈ F^{m×n}_ρ nazyvaetsØ qislo l_r = l polinomov f_k[F ], k = 0, 1, . . . , ρ − 1, obwim nulem kotoryh ØvlØetsØ ffta toqka.

Urovnem nasledstvennosti toqki singulØrnogo spektra σ_s[F ] matricy F ∈ F^{m×n}_ρ nazyvaetsØ qislo (q − k)-mernyh rexeniæ, k = 2, . . . , q, sistemy ^Z[F ] = 0, kotorym ffta toqka prinadleßit. Zametim, qto nuli (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) polinoma g[F ], vhodØwego

140 V. N. KUBLANOVSKA˚ v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ harakteristiqeskogo polinoma f[F ] matricy F , ne ØvlØ¸tsØ nulØmi nasledstvennyh polinomov matricy F . V dal~neæxem mnoßestvo nuleæ g[F ] razdelim na dva mnoßestva: {| · | : g[F ] = 0} = σ_r[g] ∪ σ_s[g]: σ_r[g] = {| · | : g[F ] = 0} \ σ_s[F ]; σ_s[g] = {| · | : g[F ] = 0} ∩ σ_s[F ]. Mnoßestva σ_r[g] i σ_s[g] sootvetstvenno ime¸t uroven~ nasledstvennosti l_r = 1 i l_r > 1. Koneqnyæ spektr σ[F ] = σ_r [F ] ∪ σ_s[F ] ∪ σ_{rs}[F ] matricy F ∈ F^{m×n}_ρ predstavim v vide

σ_r[F ] := {| · | : f[F ] = 0} = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{rl}[F ];

σ_s[F ] := {| · | : ^Z[F ] = 0} = σ_{s1}[F ] ∪ σ_{sl}[F ].

Zdes~ σ_{r1}[F ] i σ_{rl}[F ] (σ_{s1}[F ] i σ_{sl}[F ]) sut~ mnoßestva toqek regulØrnogo (singulØrnogo) spektra, ime¸wie sootvetstvenno uroven~ nasledstvennosti ravnyæ edinice i bol~xe edinicy.

RegulØrnyæ spektr σ_r[F ] (singulØrnyæ spektr σ_s[F ]), vse toqki kotorogo ime¸t uroven~ nasledstvennosti ravnyæ edinice, budem nazyvat~ prostym regulØrnym (singulØrnym) spektrom. Matricu F ∈ F^{m×n}_ρ , ime¸wu¸ prostye regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry, budem nazyvat~ matriceæ prostoæ struktury.

2.2. Svoæstva spektra σ[F ] Teorema 2.1. DlØ l¸boæ bazisnoæ matricy X nul~-prostranstva

iz pravyh (levyh) polinomial~nyh rexeniæ matricy F ∈ F^{m×n}_ρ spravedlivy ravenstva

σ^−_s [X] = σ^+_s [F ] (σ^+_s [X] = σ^−_s [F ]); (2.1)

σ_r[X]∩σ^−_s [X] = σ_r[F ]∩σ^+_s [F ] ( σ_r[X]∩σ^+_s [X] = σ_r[F ]∩σ^−_s [F ] ) . (2.2)

Spravedlivost~ (2.1) izvestna (sm., naprimer, [4]). Dokazatel~stvo (2.2) dlØ opredelennosti privodim dlØ pravogo nul~-prostranstva N_c[F ]. Iz vkl¸qeniæ σ^+_{rs}[F ] := {σ_r[F ] ∩ σ^+_s [F ]} ⊆ σ_r[F ] i σ^−_{rs}[X] := σ_r[X] ∩ σ^−_s [X] ⊆ σ^−_s [X] nahodim {σ^+_{rs}[F ] ∩ σ^−_{rs}[X]} ⊆ σ_r[F ] ∩ σ^−_s [X]. Ots¸da s uqetom (2.1) imeem σ^+_{rs}[F ] ∩ σ^−_{rs}[X] ⊆ σ^+_{rs}[F ], tak qto

σ^−_{rs}[X] ⊆ σ^+_{rs}[F ]. (2.3)

Analogiqno iz vkl¸qeniæ σ^+_{rs}[F ] ⊆ σ^+_s [F ] i σ^−_{rs}[X] ⊆ σ_r [X] imeem σ^+_{rs}[F ] ∩ σ^−_{rs}[X] ⊆ σ^−_{rs}[X] ⊆ σ^−_{rs}[X], tak qto σ^+_{rs}[F ] ⊆ σ^−_{rs}[X], qto s uqetom (2.3) dokazyvaet spravedlivost~ (2.2).

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 141 V dal~neæxem pri otsutstvii dvusmyslennogo tolkovaniØ znaqki “+” i “−” v simvolah σ_s[ ] i σ_{rs}[ ] budem opuskat~.

Teorema 2.2. Pust~ F ∈ F^{m×n}_m , m 6 n, i pust~ F = P G – est~

P G-q faktorizaciØ matricy F .

Ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva:

σ_{rs}[F ] = {σ[P ] ∪ σ_r[G]} ∩ σ_s[F ]; (2.4)

σ_{r1}[F ] = σ[P ] ∪ σ_r[G], σ_{rl}[F ] = σ_{rs}[F ]. (2.5)

Zdes~ σ_r[G] = {| · | : g[F ] = 0}, g[F ] – polinom, vhodØwiæ v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ harakteristiqeskogo polinoma matricy F : f[F ] = φ[F ]g[F ]; σ_{rs}[F ] = σ_r[F ] ∩ σ_s[F ]; σ_{r1}[F ] i σ_{rl}[F ] – mnoßestva toqek σ_r[F ], ime¸wie uroven~ nasledstvennosti l_r = 1 i l_r > 1 sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. S uqetom svoæstv P G-q faktorizacii matri-

cy F predstavim spektr σ[F ] v vide σ[F ] = σ[P ] ∪ {σ[P ] ∩ σ[G]} ∪ σ[G], gde σ[G] = σ_r[G] ∪ σ_s[G] ∪ σ_{rs}[G]; σ[P ] ∩ σ[G] = {σ[P ] ∩ σ_s[F ]} ∪ {σ[P ] ∩ σ_{rs}[G]}, tak kak σ[P ] ∩ σ_r[G] = ? (polinomy det P i g[F ] ne ime¸t obwih nuleæ). S uqetom togo, qto σ_s[G] = σ_s[F ] i σ_{rs}[G] = σ_r[G] ∩ σ_s[G], imeem σ[F ] = {σ[P ] ∪ σ_r[G]} ∪ {σ[P ] ∪ σ_r[G]} ∩ σ_s[F ] ∪ σ_s[F ]. (2.6) Spravedlivost~ (2.4) ustanovlena. DlØ dokazatel~stva (2.5) mnoßestvo σ_r [G] v ravenstve (2.6) predstavim v vide σ_r[G] = σ_r[g] ∪ σ_s[g], gde po opredeleni¸ σ_s[g] = σ_r[G] ∩ σ_s[G] ≡ {| · | : g[F ] = 0} ∩ σ_s[F ]. Togda imeem σ[F ] = {σ[P ] ∪ σ_r[g]} ∪ {σ[P ] ∩ σ_s[G] ∩ σ_s[F ] ∪ σ_s[g] ∪ σ_s[F ] = = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{rl}[F ] ∪ σ_s[F ], gde σ_{r1}[F ] = σ[P ] ∪ σ_r[g];

σ_{rl}[F ] = {σ[P ] ∪ σ_r[G]} ∩ σ_s[F ] ∪ σ_s[g] = {σ[P ] ∪ σ_r[G]} ∩ σ_s[F ], (2.7) tak kak σ_s[g] = σ_r[G] ∩ σ_s[G] = σ_r[G] ∩ σ_s[F ]. Iz (2.7) sleduet, qto σ_{rl} = σ_{rs}[F ], qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

V dal~neæxem σ_{rl}[F ] i σ_{rs}[F ] budem oboznaqat~ σ_{rs}[F ].

142 V. N. KUBLANOVSKA˚

2.3. KlassifikaciØ spektral~nyh par. Pust~ F ∈ F^{m×n}_m ,

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{rs}[F ], i pust~ F = P^{(k)}G_k = P_1 · · · P_kG_k, k 6

q − 1, est~ P G-k faktorizaciØ matricy F ( P^{(q−1)} := P = q−1∏ k=1 P_k; G_{q−1} = G ) . Rassmotrim klassifikaci¸ spektral~nyh par dlØ toqek regulØrnogo spektra matricy F . Budem razliqat~ spektral~nye pary dvuh vidov: sobstvennye (ili vpolne regulØrnye) i smexannye (ili regulØrno-singulØrnye).

Sobstvennoæ paroæ (| · |, x_∗) matricy F nazyvaetsØ spektral~- naØ para, sostoØwaØ iz toqki mnoßestva σ_{r1}[F ] i nenulevogo vektora x_∗, udovletvorØ¸wih l¸bomu iz sledu¸wih usloviæ:

(a) (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q) ∈ σ_r[g] ⊆ σ_{r1}[F ], x_∗ ∈ N_c[F_∗] \ N_c[F ]_∗;

(b) (λ, μ̄_∗) ∈ σ[P ] ⊆ σ_{r1}[F ], x_∗ ∈ {C^n \ N_c[F ]}_∗ \ N_c[F ]_∗. Zdes~ {C^n \ N_c[F ]}_∗ = {imG^T }_∗ (N_c[F ] = N_c[G]); nenulevoæ vektor x_∗ udovletvorØet uravneni¸ P (λ, μ̄_∗)G(λ, μ̄_∗)x = 0. PolagaØ y = G(λ, μ̄_∗)x, P (λ, μ̄_∗)y = 0, poluqim x_∗ = G^T_∗ (G_∗G^T_∗ )^{−1}y, tak qto x_∗ ∈ im G^T_∗ , im G^T = C^n \ N_c[G], gde C^n – prostranstvo polinomial~nyh vektorov.

V dal~neæxem toqku i vektor sobstvennoæ pary budem nazyvat~ sobstvennym znaqeniem i sobstvennym vektorom matricy F .

Kaßdomu sobstvennomu znaqeni¸ mnoßestva σ_{r1}[F ] sootvetstvuet r ¿ 1 lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektorov x_{∗i}, i = 1, . . . , r, gde r est~ kratnost~ nulØ polinoma det P (kratnost~ nulØ polinoma g[F ]).

Vse sobstvennye pary matricy F ∈ F^{m×n}_m ØvlØ¸tsØ regulØrnymi spektral~nymi parami.

Smexannoæ spektral~noæ paroæ (| · |; x_∗) matricy F ∈ F^{m×n}_m nazyvaetsØ para, sostoØwaØ iz toqki mnoßestva σ_{rs}[F ] i nenulevogo vektora x_∗, udovletvorØ¸wih l¸bomu iz sledu¸wih usloviæ:

(a) (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q) ∈ σ_s[g], σ_s[g] := {| · | : g[F ] = 0} ∩ σ_s[F ], x_∗ ∈ N_c[F_∗] ∩ N_c[F ]_∗;

(b) (λ, μ̄_∗) ∈ σ[P ] ∩ σ_s[F ], x_∗ ∈ {C^n \ N_c[F ]}_∗ ∩ N_c[F ]_∗.

ZameqaniØ. 1. V toqke (λ, μ∗) ∈ σ[P ] ∩ σs[G] ⊆ σrl[F ] mnoße-

stva {C^n \ N_c[F ]}_∗ i {im G^T }_∗ sovpada¸t; vektor x_∗ udovletvorØet uravneni¸ (P G)_∗x = 0 (Gx = y, P y = 0), tak qto x_∗ =

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 143

G^T_∗ (G_∗G^T_∗ )^{−1}y i, sledovatel~no, F_∗x_∗ = P_∗x_∗ = 0. Togda s uqetom togo, qto N_c[P G]_∗ = N_c[P_∗]∩N_c[G]_∗, N_c[G] = N_c[F ] i x_∗ ∈ {im G^T }_∗, imeem x_∗ ∈ {C^n \ N_c[F ]}_∗ ∩ N_c[F ]_∗.

2. Kaßdoæ toqke (λ, μ̄_∗) ∈ σ_{rl}[F ], ime¸weæ uroven~ nasledstvennosti l (1 < l 6 q − 1), sootvetstvu¸t cepoqki vektorov x_{∗i}, k = 1, . . . , l, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm

x_{∗k} ∈ {im G^T_k }_∗ ∩ N_c[F ]_∗ = {C^n \ N_c[G_k]}_∗ ∩ N_c[F ]_∗.

Zdes~ F = P_1 · · · P_kG_k = P^{(k)}G_k est~ P G-k faktorizaciØ qparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F ∈ F^{m×n}_m (sm. [3]).

2.4. Kritiqeskie i osobye toqki. Kritiqeskimi toqkami

(λ, ν_∗) i (ν^∗_1 , . . . , ν^∗_q ) budem nazyvat~ toqki spektra matricy F , udovletvorØ¸wie l¸bomu iz sledu¸wih usloviæ:

a) V toqke (μ^∗_1, . . . , μ^∗_q ) vypolnØetsØ ravenstvo

N_c[F_∗] = N_c[F ]_∗, (2.8)

tak qto sootvetstvu¸waØ spektral~naØ para imeet vektor x_∗ ∈ {N_c[F_∗] = N_c[F ]_∗} ≠ ?.

b) V toqke (λ, ν_∗) vypolnØetsØ ravenstvo

{C^n \ N_c[F ]}_∗ = N_c[F ]_∗, (2.9)

tak qto sootvetstvu¸waØ spektral~naØ para imeet vektor x_∗ ∈ {C^n \ N_c[F ]}_∗ = N_c[F ]_∗ ≠ ?.

Na spektral~nye pary, poroßdennye kritiqeskimi toqkami, budem ssylat~sØ kak na kritiqeskie pary. Oboznaqim σ_ν[F ] mnoßestvo vseh kritiqeskih toqek σ_r[F ].

Oqevidno, qto kritiqeskie spektral~nye pary otnosØtsØ k smexannym spektral~nym param, tak qto ime¸t mesto sledu- ¸wie sootnoxeniØ: σ_ν[F ] ⊆ σ_{rs}[F ] ili (qto to ße) σ_ν[F ] ⊆ σ_r[F ] ∩ σ_s[F ]. Kritiqesku¸ toqku (ν^∗_1 , . . . , ν^∗_q ) budem otnosit~ k osobym toqkam spektra matricy F , esli sootvetstvu¸wiæ eæ vektor x_∗ iz spektral~noæ pary ØvlØetsØ polinomial~nym rexeniem matricy F nulevogo indeksa: x_∗ ∈ {N_c[F_∗] = N_c[F ]}.

Kritiqesku¸ toqku (λ, ν_∗) budem otnosit~ k osobym toqkam spektra, esli sootvetstvu¸wiæ eæ vektor x_∗ iz spektral~noæ pary ØvlØetsØ polinomial~nym rexeniem matricy F nulevoæ stepeni po vsem svobodnym parametram rassmatrivaemoæ toqki i, v qastnosti, po parametru λ: x_∗ ∈ { {C^n \ N_c[F ]}_∗ = N_c[F ] } .

144 V. N. KUBLANOVSKA˚

ZameqaniØ.

1. OsobaØ toqka moßet prisutstvovat~ v spektre matricy F , kogda nul~ polinoma g[F ] sovpadaet s nul~mernym rexeniem spektra σ_s[F ], pri fftom sootvetstvu¸wiæ vektor x_∗ ∈ {N_c[F_∗] = N_c[F ]_∗}, t.e. ØvlØetsØ polinomial~nym rexeniem nulevogo indeksa dlØ matricy F .

2. Vektor x_∗, sootvetstvu¸wiæ osoboæ toqke spektra F , ØvlØetsØ rexeniem kak uravneniØ F (μ_1, . . . , μ_q)x_∗ = 0 pri l¸byh znaqeniØh parametrov μ_1, . . . , μ_q, tak i rexeniem uravneniØ F (λ, μ^∗_{i2}, . . . , μ^∗_{iq} )x = 0 pri (λ, μ^∗_{i2} , . . . , μ^∗_{iq} ) ∈ {| · | : det P_1 = 0}.

2.5. Soputstvu¸waØ matrica i ee svoæstva. Matrica Cλ[F ] :=

C(λ; μ̄) nazyvaetsØ λ-soputstvu¸weæ matriceæ dlØ F ∈ F^{m×n}_ρ ,

ρ 6 m < n, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ.

(α) C(λ, μ̄) = [C_{λ1}(λ, μ̄), C_{λ0}(λ, μ̄)] est~ regulØrnaØ q-para-metriqeskaØ polinomial~naØ n × n matrica, unimodulØrnaØ^6 po parametru λ, s blokami C_{λ1} := C_{λ1}(λ, μ̄) ∈ F^{n×ρ}_ρ i C_{λ0} := C_{λ0}(λ, μ̄) ∈ F^{n×(n−ρ)} n−ρ . Pri fftom C_{λ0} est~ bazisnaØ matrica nul~- prostranstva N_c[F ] iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ F .

(β) Nepustoe mnoßestvo σ[C_λ] sostoit iz toqek (λ, μ̄_∗) := (λ, ν_∗), dlØ kotoryh, po kraæneæ mere, odin iz q parametrov mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}, oboznaqennyæ λ, ØvlØetsØ svobodnym.

(γ) Kaßdoæ toqke (λ, ν_∗) ∈ σ[C_λ] sootvetstvuet polinomial~-

nyæ (v qastnosti postoØnnyæ) vektor Y_∗ = ( y_1 y_0 ) , udovletvorØ¸-

wiæ ravenstvu C_λ(λ, ν_∗)Y_∗ = 0 ili (qto to ße)

C_{λ1}(λ, ν_∗)y_1 = −C_{λ0}(λ, ν_∗)y_0 ≠ 0.

Rassmotrim sledu¸wie svoæstva C_λ[F ].

1^∘. DlØ matric C_λ, C_{λ1} i C_{λ0} ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva:

σ_{r1}[C_{λi}] = ?; σ_r[C_{λi}] = σ_{rs}[C_{λi}];

σ[C^T_{λi}] = σ_{rs}[C_{λi}] ∪ σ_s[C_{λi}], i = 1, 0;

σ_{rs}[C_{λ0}] = σ_{rs}[F ]; σ[C^T_{λ0}] = σ_{rs}[F ] ∪ σ_s[F ].

(2.10)

6 RegulØrnu¸ q-parametriqesku¸ (q ¿ 2) matricu nazovem unimodulØrnoæ po λ, esli toqki eœ spektra ne zavisØt ot parametra λ.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 145 σ[C_λ] = σ[C^T_λ ];

σ[C_λ] = σ[C^T_{λ1}] ∩ σ[C^T_{λ0}] = σ[C^T_{λ1}] ∩ {σ_{rs}[F ] ∪ σ_s[F ]}.

(2.11)

σ_r[C_{λ0}] = σ_{rs}[C_{λ0}] ∩ {σ_{rs}[C_{λ1}] ∪ σ_s[C_{λ1}]};

σ_r[C_{λ1}] = σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ {σ_{rs}[C_{λ0}] ∪ σ_s[C_{λ0}]} = σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ {σ_{rs}[F ] ∪ σ_s[F ]}. (2.12)

Dokazatel~stvo. Spravedlivost~ (2.10) sleduet iz opredele-

niØ soputstvu¸weæ matricy. Pri fftom s uqetom togo, qto C_{λ0} est~ bazisnaØ matrica N_c[F ], po teoreme 2.1 vypolnØ¸tsØ ravenstva σ^−_s [C_0] = σ^+_s [F ], σ_{rs}[C_0] = σ_{rs}[F ]. DlØ dokazatel~stva (2.11) i (2.12) rassmotrim sistemu C^T_λ (λ, μ̄)z = 0 ili (v razvernutom vide) C^T_{λ1}(λ, μ̄)z = 0, C^T_{λ0}(λ, μ̄)z = 0. (2.13)

V silu regulØrnosti matricy C_λ, sistema (2.13) v l¸boæ toqke (λ, ν_∗) ∈ σ[C^T_λ ] imeet nenulevoe rexenie z ∈ {N_c[C^T_{λ1}(λ, ν_∗)] ∩ N_c[C^T_{λ0}(λ, ν_∗)]}. Sledovatel~no, s uqetom usloviØ (γ) dlØ C_λ[F ] i ravenstv (2.10), l¸baØ toqka (λ, ν_∗) ∈ σ[C_λ] prinadleßit odnomu iz sledu¸wih qetyreh mnoßestv: {σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ σ_{rs}[C_{λ0}]}, {σ^−_s [C_{λ1}] ∩ σ_{rs}[C_{λ0}]}, {σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ σ^−_s [C_{λ0}]}, {σ^−_s [C_{λ1}] ∩ σ^−_s [C_{λ0}]},

(2.14)

tak qto mnoßestvo σ[C^T_λ ] (ili, qto to ße, σ[C_λ]) sovpadaet s ob¨edineniem vseh mnoßestv iz (2.14). Imeem σ[C^T_λ ] = σ[C_λ] = σ[C^T_{λ1}]∩σ[C^T_{λ0}]. Ots¸da, vvidu (2.10), sleduet spravedlivost~ ravenstv (2.11).

DlØ dokazatel~stva (2.12) zametim, qto l¸baØ toqka (λ, ν_∗) iz σ_r[C_{λ1}] prinadleßit mnoßestvu {σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ σ_{rs}[C_{λ0}]} ∪ {σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ σ^−_s [C_{λ0}]}; l¸baØ toqka (λ, ν_∗) iz σ_r[C_{λ0}] prinadleßit mnoßestvu {σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ σ_{rs}[C_{λ0}]} ∪ {σ_{rs}[C_{λ0} ∩ σ^−_s [C_{λ1}]}. Sledovatel~no, ime- ¸t mesto ravenstva σ_r[C_{λ1}] = σ_{rs}[C_{λ1}] ∩ {σ_{rs}[C_{λ0}] ∪ σ_s[C_{λ0}]} i σ_r[C_{λ0}] = σ_{rs}[C_{λ0}] ∩ {σ_{rs}[C_{λ1}] ∪ σ_s[C_{λ1}]}. Ots¸da s uqetom (2.10) sleduet spravedlivost~ (2.12).

2^∘. Spravedlivy ravenstva

σ_r[C_{λ1}] = σ_r[C_{λ0}] = σ_r[F ] ∩ σ_s[F ] (2.15)

146 V. N. KUBLANOVSKA˚ ili (qto to ße) σ_{rs}[C_{λ1}] = σ_{rs}[C_{λ0}] = σ_{rs}[F ], i

σ[C_λ] = σ_{rs}[F ]. (2.16)

Dokazatel~stvo. Iz (2.12) sledu¸t vkl¸qeniØ σrs[Cλ1] ⊇

{σ_{rs}[C_{λ0}] ∪ σ_s[C_{λ0}]} ⊇ σ_{rs}[C_{λ0}] i σ_{rs}[C_{λ0}] ⊇ {σ_{rs}[C_{λ1}] ∪ σ_s[C_{λ1}]} ⊇ σ_{rs}[C_{λ1}]. Ots¸da σ_{rs}[C_{λ1}] = σ_{rs}[C_{λ0}]. Ravenstvo σ_{rs}[C_{λ0}] = σ_{rs}[F ] ≡ σ_r[F ] ∩ σ_s[F ] sleduet iz teoremy 2.2 s uqetom togo, qto C_{λ0} est~ bazisnaØ matrica N_c[F ]. Spravedlivost~ (2.15) ustanovlena. Ravenstvo (2.16) sleduet iz (2.15) i (2.11).

3^∘. Imeet mesto vkl¸qenie

σ[C_λ] ⊆ σ_ν [F ], (2.17)

gde σ_ν [F ] est~ mnoßestvo kritiqeskih toqek spektra σ[F ].

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ soputstvu¸weæ matricy

C_λ[F ], l¸boæ toqke (λ, ν_∗) nepustogo mnoßestva σ[C_λ] sootvet-

stvuet spektral~naØ para (λ, ν_∗); Y_∗ = ( y_1 y_0 ) , udovletvorØ¸waØ

uslovi¸ (γ). Sledovatel~no, v l¸boæ toqke (λ, ν_∗) ∈ σ[C_λ] vypolnØetsØ ravenstvo {C^n \ N [F ]}_∗ = N_c[F ]_∗, gde span C_{λ0}(λ, ν_∗) = N_c[F ]_∗, span C_{λ1}(λ, ν_∗) = {C^n \ N [F ]}_∗. Ots¸da, s uqetom opredeleniØ kritiqeskih toqek (λ, ν_∗), sleduet spravedlivost~ (2.17).

4^∘. Esli σ_ν [F ] ≠ ?, to soputstvu¸waØ matrica C_λ[F ] s nepustym mnoßestvom σ[C_λ] suwestvuet i moßet byt~ postroena algoritmom ΔG-q faktorizacii [3] matricy F (λ, μ̄) =^s ∑ k=0 C_k(μ̄)λ^k,

gde v kaqestve veduwego parametra λ vybran svobodnyæ parametr l¸boæ kritiqeskoæ toqki (λ, ν_∗) ∈ σ_ν[F ]. V dal~neæxem takoæ vybor veduwego parametra budem nazyvat~ soglasovannym.

Deæstvitel~no, matrica G(λ, μ̄), realizu¸waØ ΔG-q faktorizaci¸ [3] matricy F (λ, μ̄) (t.e. faktorizaci¸ vida F (λ, μ̄)G(λ, μ) = [ ^Δ(λ, μ), O], G = [ ^G_1, ^G_0], gde ^G_0 = N_c[F ]), takße ØvlØetsØ soputstvu¸weæ C_λ[F ] matriceæ dlØ F ∈ F^{m×n}_m . Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv matricy G. Sledovatel~no, naliqie toqki (λ, ν_∗) v spektre σ[G], v kotoroæ vypolnØetsØ ravenstvo ^G_1(λ, ν_∗)^y_1 = − ^G_0(λ, ν_∗)^y_0 ≠ 0,

ØvlØetsØ dostatoqnym usloviem dlØ togo, qtoby toqka (λ, ν_∗) prinadleßala spektru σ_ν [F ].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 147 5^∘. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ: 1) σ_v[F ] = ⋃ λ σ[C_λ],

gde mnoßestvo ⋃ λ σ[C_λ] est~ ob¨edinenie spektrov λ-soputstvu¸-

wih matric pri vsevozmoßnyh sposobah vybora parametra λ iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}.

2) Algoritm ΔG-q faktorizacii matricy F ∈ F^{m×n}_m pozvolØet vyqislØt~ kritiqeskie spektral~nye pary ((λ, ν_∗); x_∗) matricy F . Kaßdoæ toqke (λ, ν_∗) ∈ {| · | : det G = 0} sootvetstvuet nenulevoæ vektor x_∗ = ^G_1(λ, ν_∗)y_1 = − ^G_0(λ, ν_∗)y_0, gde span ^G_0(λ, ν_∗) = N_c[F ]_∗ i span ^G_1(λ, ν_∗) = {C^n \ N [F ]}_∗. Tak vyqislennaØ para ((λ, ν_∗); x_∗) ØvlØetsØ kritiqeskoæ, a sledovatel~no i smexannoæ spektral~noæ paroæ matricy F .

Spravedlivost~ sleduet iz 2^∘–4^∘ i svoæstv kritiqeskih toqek, rassmotrennyh v p. 2.4.

Zakl¸qenie.

V nastoØweæ stat~e predloßen analiz toæ qasti koneqnogo spektra σ[F ] matricy F ∈ F^{m×n}_ρ , kotoraØ opredelØetsØ nulØmi (q − 1)-mernyh rexeniæ SNAU, sostavlennoæ iz vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F .

DlØ obobweniØ fftogo analiza na sluqaæ l¸bogo (q − k)- mernogo rexeniØ moßet byt~ primenena sledu¸waØ shema.

Koneqnyæ spektr σ[F ] matricy F rassmatrivaetsØ kak ob¨-

edinenie spektrov σ^{(k)}[F ] : σ[F ] =^{q−1} ⋃ k=0 σ^{(k)}[F ]. Zdes~ mnoßestvo

σ^{(k)}[F ] opredelØetsØ nulØmi (q − k)-mernyh rexeniæ sistem vida

Z^{(k)}[F ] = 0, { ^Z^{(k)}[F ] = 0,

f^{(k)}[F ] = 0,

gde Z^{(k)}[F ] = f^{(k)}[F ] ^Z^{(k)}[F ] – est~ vektor, sostavlennyæ iz vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ_k = ρ − k matricy F ; f^{(k)}[F ] est~ NOD komponent vektora Z^{(k)}[F ]. Predstavim mnoßestvo σ^{(k)}[F ] v vide σ^{(k)}[F ] = σ^{(k)}_{r1} [F ] ∪ σ^{(k)}_{rs} [F ] ∪ σ^{(k)}_s [F ].

Zdes~ σ^{(k)}_{r1} [F ] – mnoßestvo nuleæ polinoma f^{(k)}[F ], ne prinadleßawih nulØm polinomov f^{(i)}[F ], i > k (i = k+1, . . . , q−1). Drugimi

148 V. N. KUBLANOVSKA˚ slovami, σ^{(k)}_{r1} [F ] est~ mnoßestvo toqek σ[F ], ime¸wih uroven~ naslestvennosti ravnyæ k; σ^{(k)}rs [F ] – mnoßestvo nuleæ f^{(k)}[F ], obwih s nulØmi f^{(k+1)}[F ], k = 0, 1, . . . , q − 2; σ^{(k)}s [F ] – mnoßestvo toqek σ[F ], opredelØemyh nulØmi (q−k−i)-mernyh rexeniæ (i > 1). Kak i vyxe, na σ^{(k)}s [F ] budem ssylat~sØ kak na singulØrnyæ spektr matricy F po otnoxeni¸ k spektru σ^{(k)}[F ].

DlØ opredeleniØ vektornyh harakteristik, t.e. spektral~- nyh par, da¸wih rexenie uravneniØ F_∗x = 0 v rassmatrivaemoæ toqke (λ, μ̄_∗) spektra σ^{(k)}[F ], vvedem v rassmotrenie matricu A^{(k)}[F ] = [A^{(k)}_1 , . . . , A^{(k)}_{Nk} ]^B, dlØ kotoroæ vektor Z^{(k)}[F ] ØvlØetsØ associirovannym. Zdes~ A^{(k)}_i , i = 1, . . . , N_k, – regulØrnaØ ρ_k × ρ_k matrica sootvetstvu¸wego minora, a N_k – qislo vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ_k matricy F .

Budem razliqat~ spektral~nye pary, sootvetstvu¸wie toqkam σ^{(k)}[F ] dvuh vidov: regulØrnye (sobstvennye) i singulØrnye (smexannye), ispol~zuØ sledu¸wiæ “ξ_k-kriteriæ”.

Pust~ ξ^{(k)} := ξ^{(k)}(λ, μ̄) = A^{(k)}(λ, μ̄)η^{(k)}∗ , η^{(k)}∗ ≢ 0, est~ vektor, prinadleßawiæ N_c[A^{(k)}(λ, μ̄_∗)]; δ[ξ^{(k)}] est~ NOD komponent vektora ξ^{(k)}.

Paru (|λ|; η_∗), gde (λ, μ̄_∗) ∈ σ^{(k)}[F ], η_∗ ∈ N_c[A^{(k)}(λ, μ̄_∗)], budem nazyvat~ regulØrnoæ, esli δ[ξ^{(k)}] ≠ const. V protivnom sluqae, t.e. esli δ[ξ^{(k)}] = const ili (λ, μ_∗) est~ “singulØrnoe” rexenie SNAU ξ_∗(ξ_kλ, μ̄_∗) = 0, rassmatrivaemu¸ spektral~nu¸ paru budem nazyvat~ singulØrnoæ (smexannoæ) spektral~noæ paroæ matricy F .

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry.

2. Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizicacii i ego primenenie. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 89–107.

3. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry.

7. Metod P G-q faktorizicacii i ego svoæstva. — Zap. nauqn. semin. POMI, 323 (2005), 150–163.

4. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (2003), 284–321.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 6. Spectral characteristics of polynomial matrices.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ...6 149 For a q-parameter polynomial m×n matrix F of rank ρ, solutions of the equation F x = 0 at points of the spectrum of the matrix F determined by the (q − 1)-dimensional solutions of the system Z[F ] = 0 are considered. Here, Z[F ] is the polynomial vector whose components are all possible minors of order ρ of the matrix F . A classification of spectral pairs in terms of the matrix A[F ], with which the vector Z[F ] is associated, is suggested. For matrices F of full rank, a classification and properties of spectral pairs in terms of the so-called levels of heredity of points of the spectrum of F are also presented.

Postupilo 13 marta 2004 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN

E-mail: verakub@pdmi.ras.ru