Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

L. ı. Kolotilina

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ NEOTRICATEL^NO` MATRICY. III. OCENKI, ZAVIS˚WIE OT PROSTYH PUTE` I KONTUROV

§1. Vvedenie

Pust~ A = (a_{ij}) ∈ R^{n×n}, n > 1, – neotricatel~naØ matrica. Kak horoxo izvestno, spektral~nyæ radius ρ(A) matricy A ØvlØetsØ ee sobstvennym znaqeniem, kotoroe nazyvaetsØ perronovskim kornem A. Qerez G_A budet oboznaqat~sØ orientirovannyæ graf matricy A s mnoßestvom verxin ⟨n⟩ = {1, . . . , n}, a qerez E_A – mnoßestvo dug v grafe G_A, t.e. E_A = {(i, j) : i, j ∈ ⟨n⟩ & a_{ij} ≠ 0}. Pust~ Pk(A) =^{(i1, . . . , ik+1), i1, . . . , ik+1 ∈ ⟨n⟩ : (ij , ij+1) ∈ EA, j = 1, . . ., k } , k > 1,^{(1.1)}

– mnoßestvo vseh puteæ dliny k v grafe G_A. Podmnoßestvo mnoßestva P_k(A), sostoØwee iz vseh prostyh puteæ dliny k, budet oboznaqat~sØ qerez SP_k(A). DlØ k = 0, my polagaem

SP_0(A) = P0(A) = ⟨n⟩.

Qerez C(A) oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh prostyh konturov v

G_A. Napomnim, qto prostoæ kontur dliny k v G_A – ffto uporØ-

doqennaØ posledovatel~nost~ γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}), gde verxiny

i_1, . . . , i_k ∈ ⟨n⟩ vse razliqny, i_{k+1} = i_1, i dlØ kaßdogo j = 1, . . . , k

v G_A suwestvuet duga iz i_j v i_{j+1}. Mnoßestvo {i_1, . . . , i_k} nazyvaetsØ nositelem γ i oboznaqaetsØ qerez γ̄. Dlina kontura γ oboznaqaetsØ qerez |γ|, |γ| = k. Veliqiny g(G_A) = min_{γ∈}C_{(A)} |γ| i

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov RFFI 03-01- 00349 i NX-2268.2003.1. 69

70 L. ı. KOLOTILINA

c(GA) = maxγ∈C(A) |γ|, opredelennye pri uslovii, qto C(A) ≠ ?,

nazyva¸tsØ sootvetstvenno obhvatom G_A i okrußeniem G_A.

Takße my budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ:

r_i(A) = n∑ j=1 a_{ij} , r^′_i(A) = r_i(A) − a_{ii}, i = 1, . . . , n;

c_j (A) = n∑ i=1 a_{ij} , c^′_j(A) = c_j(A) − a_{jj}, i = 1, . . . , n. Pust~ π = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ P_k(A), pust~ 0 6 α 6 1 i pust~

δ_i, i = 1, . . ., n, – nabor poloßitel~nyh qisel. Opredelim ves w_{α, δi} (π) puti π sledu¸wim obrazom:

dlØ k > 1 poloßim w_{α, δi} (π) = ( δ^α_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} δ^{1−α}_{ik+1} )_{1/k} , (1.2)

a dlØ k = 0 i π = (i) poloßim w_{α, δi} (π) = δ_i. (1.3) Zametim, qto pri α = 1 i δ_i = r_i(A), i = 1, . . . , n, ves, opredelennyæ v (1.2), sovpadaet so srednim vesom puti, opredelennym v [1].

V sootvetstvii s opredeleniem (1.2), dlØ kontura γ ∈ C(A),

γ = (i_1, . . . , i_k, i_1), gde k > 1, my imeem w_{α, δi} (γ) = ( δ^α_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} δ^{1−α}_{i1} )_{1/k} = (δ_{i1} δ_{i2} · · · δ_{ik} )^{1/k} = ∏ i∈γ̄ δ_i 1/|γ| , 0 6 α 6 1.

Sledovatel~no, ves w_{α, δi} (γ) ne zavisit ot α, i dlØ konturov moßno ispol~zovat~ oboznaqenie

w_{δi} (γ) = ∏ i∈γ̄ δ_i 1/|γ| , γ ∈ C(A). (1.4) Vo vvedennyh vyxe oboznaqeniØh spravedlivy sledu¸wie dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ, zavisØwie ot

Pk(A) i C(A).

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 71

Teorema 1.1 [2, teorema 6.1]. Pust~ A – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 1, pust~ 0 6 α 6 1 i pust~

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda dlØ l¸bogo fiksirovannogo k > 1 perronovskiæ koren~ ρ(A) matricy A udovletvorØet ocenkam

ρ(Δ^{−1}A) min_{π∈}P_{k (A)} w_{α, δi} (π) 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max_{π∈}P_{k (A)} w_{α, δi} (π). (1.5)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (1.5) strogie, libo oba oni ØvlØ¸tsØ ravenstvami, t.e. w_{α, δi} (π) = ρ(A)/ρ(Δ^{−1}A), π ∈ P_k(A). (1.6) Zameqanie 1.1. Esli Pk(A) = ?, to ocenki v (1.5) ne opredele-

ny. Odnako, kak bylo pokazano v [4] (sm. zameqanie 4.1), v fftom sluqae vse sobstvennye znaqeniØ A ravny nul¸, tak qto ρ(A) = 0.

Zameqanie 1.2. Zametim, qto ocenki teoremy 1.1 moßno raspro-

stranit~ i na sluqaæ k = 0, esli vospol~zovat~sØ opredeleniem (1.3). V fftom sluqae oni svodØtsØ k neravenstvam

ρ(Δ^{−1}A) min_{i∈⟨n⟩} δ_i 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max_{i∈⟨n⟩} δ_i, (1.7)

obobwa¸wim horoxo izvestnye ocenki Frobeniusa min i∈⟨n⟩ r_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A)

(sm. [2]).

Teorema 1.2 [3, teorema 2.1]. Pust~ A – neotricatel~naØ ma-

trica porØdka n > 1 i pust~

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda dlØ perronovskogo kornØ ρ(A) matricy A spravedlivy ocen- ki ρ(Δ^{−1}A) min_{γ∈}C_{(A)} w_{δi} (γ) 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max_{γ∈}C_{(A)} w_{δi} (γ). (1.8)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo oba neravenstva v (1.8) ØvlØ¸tsØ strogimi, libo oba oni vypolnØ¸tsØ s ravenstvom, t.e. w_{δi} (γ) = ρ(A)/ρ(Δ^{−1}A), γ ∈ C(A). (1.9)

72 L. ı. KOLOTILINA

Zameqanie 1.3. Esli C(A) = ?, to ocenki (1.8) ne opredeleny,

no v fftom sluqae (sm., naprimer, [5, teorema 6.1]) matrica A perestanovoqno podobna verhneæ treugol~noæ matrice s nulevoæ diagonal~¸, tak qto ρ(A) = 0.

Pust~ B – neotricatel~naØ matrica porØdka n. Oboznaqim

D_{r(B)} = diag (r_1(B), . . . , r_n(B)) ,

D_{c(B)} = diag (c_1(B), . . . , c_n(B)) .

(1.10)

Sledu¸wiæ prostoæ rezul~tat horoxo izvesten (sm., naprimer, [2, lemma 3.1] ili [3, lemma 2.1]).

Lemma 1.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1,

ne ime¸waØ nulevyh strok. Togda dlØ proizvol~noæ diagonal~noæ matricy D porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami vypolneno ravenstvo

ρ(D^{−1}_{r(D}�_{1 AD)}A) = 1. (1.11)

Poloßim δ_i = r_i(A), i = 1, . . ., n. (1.12) Togda, s uqetom lemmy 1.1, ocenki teorem 1.1 i 1.2 sootvetstvenno prinima¸t vid min π∈Pk(A)^{wα, ri(A)(π)} 6^{ρ(A)} 6^{max}π∈Pk (A)^{wα, ri (A)(π) (1.13)} i min γ∈C(A)^{wri(A)(γ)} 6^{ρ(A)} 6^{max}γ∈C(A)^{wri(A)(γ). (1.14)}

Kak budet pokazano, ocenki teoremy 1.2 uluqxa¸t ocenki teoremy 1.1, no pri fftom dolßny byt~ izvestny vse prostye kontury iz C(A), vkl¸qaØ kontury bol~xoæ dliny. S drugoæ storony, ocenki teoremy 1.1 ispol~zu¸t tol~ko fiksirovannoe k, i mnoßestvo P_k(A) netrudno opredelit~, esli k dostatoqno malo. Naprimer, esli k = 1, to P1(A) = {(i, j) : aij ≠ 0}, t.e. mnoßestvo P_1(A) nemedlenno opredelØetsØ po strukture razreßennosti matricy A (i naoborot). Odnako, nam hotelos~ by izbavit~sØ ot neprostyh puteæ i zamenit~ mnoßestvo P_k(A) mnoßestvom SP_k(A) prostyh puteæ dliny k. �to budet sdelano v §2.

Ispol~zuØ obobwennu¸ versi¸ lemmy 4.3 v [4], verhn¸¸ ocenku v (1.5) moßno obobwit~ sledu¸wim obrazom.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 73

Teorema 1.3. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, 0 6 α 6 1, pust~

Δ_s = diag (δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ), s = 1, . . ., r, r > 1,

– diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami i pust~ qisla β_s > 0, s = 1, . . ., r, takovy, qto r∑ s=1 β_s = 1. (1.15)

Togda dlØ l¸bogo k > 1 spravedliva ocenka

ρ(A) 6 max π∈Pk(A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} . (1.16)

PerehodØ, esli ffto neobhodimo, k glavnoæ podmatrice matricy A, kotoraØ ne imeet nulevyh strok i stolbcov i perronovskiæ koren~ kotoroæ raven perronovskomu korn¸ A, i polagaØ

Δ_s = { D_{r(D}�1_{s ADs)}, s = 1, . . . , p, D_{c(D}�1_{s ADs)}, s = p + 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, (1.17)

iz teoremy 1.3 s uqetom lemmy 1.1 legko moßet byt~ poluqen sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 1.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, pust~ r > 1, 0 6 p 6 r, 0 6 α 6 1, pust~ Ds, s = 1, . . ., r, –

proizvol~nye diagonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami i pust~ qisla β_s > 0, s = 1, . . . , r, udovletvorØ¸t uslovi¸ ∑_r s=1 β_s = 1. Togda dlØ l¸bogo k > 1 vypolneno neravenstvo

ρ(A) 6 max π∈Pk (A) {_p ∏ s=1 [ w_{α, ri (D}�1_{s ADs )}(π) ]_{βs}^r∏ s=p+1 [ w_{α, ci(D}�1_{s ADs)}(π) ]_{βs} } . Sledu¸waØ teorema obobwaet verhn¸¸ ocenku teoremy 1.2.

Teorema 1.4 [3, teorema 3.1]. V usloviØh teoremy 1.3 spravedli-

vo neravenstvo

ρ(A) 6 max_{γ∈}C_{(A)} r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_δ(s)_i (γ) ]_{βs} .

74 L. ı. KOLOTILINA

Vybrav matricy Δ_s v sootvetstvii s (1.17), vospol~zovavxis~ lemmoæ 1.1 i primeniv teoremu 1.4 k matrice A (ili ee neprivodimoæ podmatrice), my prihodim k sledu¸weæ smexannoæ konturnoæ verhneæ ocenke dlØ perronovskogo kornØ matricy A (sr. so sledstviem 3.1 v [3]).

Sledstvie 1.2. V usloviØh sledstviØ 1.1 spravedliva ocenka

ρ(A) 6 max_{γ∈}C_{(A)} {_p ∏ s=1 [ w_{ri(D}�1_{s ADs)}(γ) ]_{βs}^r∏ s=p+1 [ w_{ci(D}�1_{s ADs)}(γ) ]_{βs} } . V §2 fftoæ raboty dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy budut predstavleny novye dvustoronnie ocenki i sootvetstvu¸wie im neravenstva, kotorye dlØ l¸bogo fiksirovannogo k zavisØt tol~ko ot prostyh konturov dliny ne bol~- xe k i prostyh puteæ dliny k. Budet pokazano, qto dlØ vseh

k, 1 6 k 6 n, novye dvustoronnie ocenki zanima¸t promeßu-

toqnoe poloßenie meßdu konturnymi ocenkami teoremy 1.2 i putevymi ocenkami teoremy 1.1, priqem pri k = 1 i k = n oni svodØtsØ k ocenkam teorem 1.1 i 1.2 sootvetstvenno.

V §3 dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy budut poluqeny novye smexannye verhnie ocenki. V qastnosti, budet uluqxen rezul~tat teoremy 1.3.

2. Dvustoronnie ocenki i neravenstva

Vvedem sledu¸wie dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Pust~ Ck(A) = {γ ∈ C(A) : |γ| 6 k}; C_k(A, δ_i) = max_{γ∈}C_{k(A)} {w_{δi} (γ)} , c_k(A, δ_i) = min_{γ∈}C_{k (A)} {w_{δi} (γ)} ; (2.1) S_k(A, α, δ_i) = max_{π∈}SP_{k(A)} {w_{α, δi} (π)} , s_k(A, α, δ_i) = min_{π∈}SP_{k(A)} {w_{α, δi} (π)} ;

(2.2) P_k(A, α, δ_i) = max_{π∈}P_{k (A)} {w_{α, δi} (π)} , p_k(A, α, δ_i) = min_{π∈}P_{k(A)} {w_{α, δi} (π)} . (2.3)

Dalee, pust~ SP^′_k(A) – ffto podmnoßestvo mnoßestva SP_k(A), sostoØwee iz prostyh puteæ dliny k, kotorye leßat na prostyh

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 75 konturah. ˚sno, qto pri k > c(G_A) mnoßestvo SP^′_k(A) pusto. Nakonec, poloßim S^′_k(A, α, δ_i) = max_{π∈}SP0_{k(A)} {w_{α, δi} (π)} , s^′_k(A, α, δ_i) = min_{π∈}SP0_{k(A)} {w_{α, δi} (π)} . (2.4)

Dokazatel~stvo pervogo rezul~tata fftogo paragrafa budet osnovano na sledu¸weæ lemme.

Lemma 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1,

pust~ g(G_A) 6 m 6 c(G_A), pust~ γ ∈ C(A) – prostoæ kontur dliny |γ| = m i pust~ δ_i > 0, i = 1, . . ., n, – proizvol~nye poloßitel~nye qisla. Togda dlØ l¸bogo k, 1 6 k < m, i proizvol~nogo qisla α, 0 6

α 6 1, ime¸t mesto neravenstva s^′_k(A, α, δ_i) 6 w_{δi} (γ) 6 S^′_k(A, α, δ_i). (2.5) Dokazatel~stvo. Pust~ γ = (i1, . . . , im, im+1), gde im+1 = i1 i m =

|γ| > k > 1, – prostoæ kontur. Togda dlØ l¸bogo j, j = 1, . . . , m,

put~ π_j = {i_j , i_{j+1}, . . . , i_{j+k}}, gde j + r, 0 6 r 6 k, rassmatrivaetsØ po modul¸ m, – ffto prostoæ put~ dliny k, prinadleßawiæ mnoßestvu SP^′_k(A). Sledovatel~- no, vvidu (2.4), my imeem s^′_k(A, α, δ_i) 6 w_{α, δi} (π_j) 6 S^′_k(A, α, δ_i), j = 1, . . ., m. (2.6) PeremnoßaØ neravenstva v (2.6), my poluqaem, qto

[s^′_k(A, α, δ_i)]^m 6 m∏ j=1 w_{α, δi} (π_j) = m∏ j=1 δ_{ij} = ∏ i∈γ̄ δ_i = [w_{δi} (γ)]^{|γ|} 6 [S^′_k(A, α, δ_i)]^m.

(2.7)

Poskol~ku m = |γ|, poluqennye neravenstva ravnosil~ny (2.5).

�

Novye dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ predstavleny v sledu¸weæ teoreme. Zametim, qto ffti ocenki, tak ße kak i konturnye ocenki teoremy 1.2, zavisØt tol~ko ot glavnyh podmatric matricy A, sootvetstvu¸wih ee neprivodimym komponentam.

76 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n >

1, pust~ 0 6 α 6 1 i pust~ Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), gde δ_i > 0, i =

1, . . . , n, – proizvol~nye poloßitel~nye qisla. Esli C(A) ≠ ?, to

spravedlivy sledu¸wie dvustoronnie ocenki: ρ(Δ^{−1}A) min{c_k(A, δ_i), s^′_k(A, α, δ_i)} 6 ρ(A)

6 ρ(Δ^{−1}A) max{Ck(A, δi), S^′_k(A, α, δi)}, g(GA) 6 k < c(GA);_{(2.8)}

ρ(Δ^{−1}A) c_k(A, δ_i) 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) C_k(A, δ_i), k > c(G_A); (2.9) ρ(Δ^{−1}A) s^′_k(A, α, δ_i) 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) S^′_k(A, α, δ_i), k < g(GA).^{(2.10)}

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to v (2.8), (2.9) i (2.10) libo oba neravenstva strogie, libo oba ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku, oqevidno, C(A) = Ck(A) ∪ {γ ∈ C(A) : |γ| > k}, to pri g(G_A) 6 k < c(G_A) iz teoremy 1.2 sleduet, qto

ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max_{γ∈}C_{(A)} w_{δi} (γ)

= ρ(Δ^{−1}A) max { max γ∈Ck(A)^{wδi (γ), max}γ∈C(A): |γ|>k^{wδi (γ)} } . S drugoæ storony, po lemme 2.1 my imeem max γ∈C(A): |γ|>k^{wδi (γ)} 6^{S′k(A, α, δi),} g^{(GA)} 6^{k <} c^{(GA). (2.11)} UqityvaØ ukazannye neravenstva i ispol~zuØ opredelenie (2.1), my poluqaem neravenstvo ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max{C_k(A, δ_i), S^′_k(A, α, δ_i)}, kotoroe i dokazyvaet verhn¸¸ ocenku v (2.8).

Esli k > c(G_A), to C(A) = C_k(A), i verhnØØ ocenka v (2.9) sovpadaet s verhneæ ocenkoæ teoremy 1.2. Nakonec, esli k < g(G_A),

to C(A) = {γ ∈ C(A) : |γ| > k}, i verhnØØ ocenka v (2.10) sleduet

iz teoremy 1.2 i lemmy 2.1.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 77 Nißnie ocenki v (2.8), (2.9) i (2.10) ustanavliva¸tsØ analogiqno.

Rassmotrim sluqaæ ravenstva. Pust~ matrica A neprivodima, i predpoloßim, qto dlØ nekotorogo k, g(G_A) 6 k < c(G_A), ρ(A) = ρ(Δ^{−1}A) max{C_k(A, δ_i), S^′_k(A, α, δ_i)}. (2.12) Togda pri ξ = ρ(A)/ρ(Δ^{−1}A) my imeem C_k(A, δ_i) 6 ξ, S^′_k(A, α, δ_i) 6 ξ. (2.13) Iz neravenstv (2.11) i (2.13) sleduet, qto max γ∈C(A)^{{wδi (γ)}} 6^{ξ,} togda kak teorema 1.2 daet nam

ξ 6 max_{γ∈}C_{(A)}{wδ_i (γ)}.

Sledovatel~no,

ξ = max γ∈C(A)^{{wδi (γ)},} t.e. verhnØØ ocenka teoremy 1.2 vypolnØetsØ s ravenstvom. V fftom sluqae, po teoreme 1.2, my imeem:

w_{δi} (γ) = ξ dlØ l¸bogo γ ∈ C(A). (2.14)

No, v silu (2.14) i ravenstv v (2.7), dlØ l¸bogo kontura γ dliny

|γ| > k, spravedlivy sootnoxeniØ ξ^{|γ|} = [w_{δi} (γ)]^{|γ|} = |γ|∏ j=1 w_{α, δi} (π_j), (2.15) gde puti π_j ∈ SP^′_k(A), j = 1, . . ., |γ|, opredeleny v dokazatel~stve lemmy 2.1. Poskol~ku, v silu (2.13), w_{α, δi} (π_j ) 6 ξ, j = 1, . . . , |γ|, iz ravenstva (2.15) sleduet, qto w_{α, δi} (π_j ) = ξ, j = 1, . . . , |γ|.

78 L. ı. KOLOTILINA Teper~, dlØ togo qtoby dokazat~, qto

w_{α, δi} (π) = ξ (2.16)

dlØ kaßdogo puti π ∈ SP^′_k(A), nam ostaetsØ lix~ vspomnit~, qto, po opredeleni¸ SP^′_k(A), put~ π leßit na nekotorom prostom konture γ dliny |γ| > k. Takim obrazom, vvidu (2.14) i (2.16), my imeem: C_k(A, δ_i) = c_k(A, δ_i) = S^′_k(A, α, δ_i) = s^′_k(A, α, δ_i) = ξ = ρ(A)/ρ(Δ^{−1}A), otkuda i sleduet, qto oba neravenstva v (2.8) ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Tot sluqaæ, kogda levoe neravenstvo v (2.8) ØvlØetsØ ravenstvom, rassmatrivaetsØ analogiqno.

Sluqaæ ravenstva v (2.10) rassmatrivaetsØ takim ße obrazom. Nakonec, pri k > c(G_A) ocenki (2.9) sovpada¸t s ocenkami (1.8) teoremy 1.2, v silu kotoroæ libo oba neravenstva ØvlØ¸tsØ strogimi, libo oba oni vypolnØ¸tsØ s ravenstvom. �

Zameqanie 2.1. Esli C(A) = ?, tak qto g(GA) i c(GA) ne oprede-

leny, to, kak bylo ukazano v zameqanii 1.3, ρ(A) = 0. Dostatoqnym usloviem dlØ togo, qtoby mnoßestvo C(A) bylo nepustym, ØvlØetsØ, naprimer, uslovie otsutstviØ u matricy A nulevyh strok.

Zameqanie 2.2. Ocenki (2.10) uluqxa¸t sootvetstvu¸wie ocen-

ki teoremy 1.1, poskol~ku pri k < g(G_A), SP^′_k(A) ⊆ SP_k(A) =

Pk(A). S drugoæ storony, pri k > c(GA) i, v qastnosti, pri k = n

ocenki (2.9) sovpada¸t s konturnymi ocenkami teoremy 1.2.

Vvedem v rassmotrenie mnoßestvo

Rk(A) = Ck(A) ∪ SP_k(A), (2.17)

sostoØwee iz vseh prostyh konturov dliny, ne prevoshodØweæ k, i vseh prostyh puteæ dliny k. Zametim, qto esli C(A) ≠ ?, to i mnoßestvo R_k(A) nepusto.

PrinimaØ vo vnimanie trivial~nye sootnoxeniØ S^′_k(A, α, δ_i) 6 S_k(A, α, δ_i), s^′_k(A, α, δ_i) > s_k(A, α, δ_i), iz teoremy 2.1 my nemedlenno poluqaem sledu¸wee bolee slaboe, no i bolee prostoe utverßdenie, formuliruemoe v terminah mnoßestva R_k(A).

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 79

Sledstvie 2.1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2.1 i pust~ C(A) ≠ ?. Togda dlØ perronovskogo kornØ spravedlivy dvustoron-

nie ocenki

ρ(Δ^{−1}A) min π∈ Rk(A)^{wα, δi (π)} 6^{ρ(A)} 6^{ρ(Δ−1A) max}π∈ Rk(A)^{wα, δi (π),} (2.18)

1 6 k 6 n.

Zameqanie 2.3. Pri k < g(GA) my, oqevidno, imeem Rk(A) = Pk(A). Sledovatel~no, dlØ takih k ocenki (2.18) sovpada¸t s ocenkami teoremy 1.1.

Zameqanie 2.4. Poskol~ku R1(A) = {(i, j) : aij ≠ 0}, pri k = 1 ocenki (2.18) svodØtsØ k ocenkam

ρ(Δ^{−1}A) min i,j: a_{i,j} ≠0 { δ^α_i δ^{1−α}_j } 6 ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max_{i,j: ai,j ≠0}^{δ^α_i δ^{1−α}_j^} ,

kotorye v toqnosti sovpada¸t s ocenkami teoremy 1.1 dlØ k = 1. S drugoæ storony, poskol~ku R_n(A) = C(A), to pri k = n ocenki (2.18) svodØtsØ k konturnym ocenkam teoremy 1.2.

Iz dokazatel~stva teoremy 2.1 nemedlenno sleduet, qto novye ocenki (2.8)–(2.10) i (2.18) ne luqxe, qem konturnye ocenki teoremy 1.2. Teper~ my pokaßem, qto dlØ vseh k > 1 ocenki teoremy 2.1 i sledstviØ 2.1 ne huße, qem ocenki teoremy 1.1. DlØ fftogo my vospol~zuemsØ sledu¸weæ lemmoæ.

Lemma 2.2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2.1, pust~ k > 1

i pust~ γ ∈ C_k(A). Spravedlivy sledu¸wie neravenstva: p_k(A, α, δ_i) 6 w_{δi} (γ) 6 P_k(A, α, δ_i). (2.19) Dokazatel~stvo. Pust~ γ = (i1, . . . , il, il+1), gde il+1 = i1, l 6 k, i

pust~ k = ml + s, gde 0 6 s 6 l − 1. Esli s = 0, t.e. k = ml, to oboznaqim

π = (i_1, . . ., i_l) (2.20)

80 L. ı. KOLOTILINA i vvedem v rassmotrenie put~ τ = (π, . . . , π m , i_1) ∈ P_k(A).

Oqevidno, qto

w_{α, δi} (τ )^k = (δ_{i1} · · · δ_{il} )^m = w_{δi} (γ)^{lm} = w_{δi} (γ)^k . (2.21)

S drugoæ storony, v silu opredeleniæ (2.3), my imeem p_k(A, α, δ_i) 6 w_{α, δi} (τ ) 6 P_k(A, α, δ_i). (2.22) Iz sootnoxeniæ (2.21) i (2.22) nemedlenno sleduet, qto v rassmatrivaemom sluqae trebuemye neravenstva (2.19) spravedli- vy. Pust~ teper~ m = 1 i s ≠ 0, t.e. k = l + s, 0 < s < l. V fftom sluqae rassmotrim sledu¸wie l puteæ dliny k = l + s: π_j = (i_j , . . . , i_l, i_1, . . . , i_{s+j}), j = 1, . . . , l, (2.23) gde indeksy verxin rassmatriva¸tsØ po modul¸ l. ˚sno, qto

[w_{α, δi} (π_j)]^k = [w_{α, δi} (π_j )]^{l+s} = (_l ∏ t=1 δ_{it} ) δ_{ij} · · · δ_{is+j} δ^{1−α}_{ij} δ^α_{is+j} , j = 1, . . ., l. PeremnoßaØ poslednie neravenstva po j = 1, . . . , l, my poluqaem l∏ j=1 w_{α, δi} (π_j) k = (_l ∏ t=1 δ_{it} )_l (∏_{lj=1} δ_{ij} )_{s+1} ∏_l j=1 δ_{ij}

= l∏ j=1 δ_{ij} l+s = w_{δi} (γ)^{lk} . (2.24)

S drugoæ storony, vvidu (2.3) my imeem [p_k(A, α, δ_i)]^{lk} 6 l∏ j=1 w_{α, δi} (π_j) k

6 [Pk(A, α, δi)]^{lk} . (2.25)

Iz sootnoxeniæ (2.24) i (2.25) neravenstva (2.19) sledu¸t oqevidnym obrazom, qto i zaverxaet dokazatel~stvo v sluqae m = 1.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 81 Nakonec, v ostavxemsØ sluqae k = ml + s, gde m > 1, 0 < s < l, dokazatel~stvo legko poluqaetsØ iz sluqaØ m = 1, rassmotrennogo tol~ko qto, esli zamenit~ puti (2.23) sledu¸wimi l putØmi dliny k = ml + s: π_j = (i_j , . . . , i_l, π, . . ., π m−1 , i_1, . . . , i_{s+j}), j = 1, . . . , l, gde put~ π opredelen v (2.20), a indeksy verxin opØt~ ße rassmatriva¸tsØ po modul¸ l.

Lemma dokazana polnost~¸. �

Poskol~ku, po lemme 2.2, my imeem p_k(A, α, δ_i) 6 c_k(A, δ_i) 6 C_k(A, δ_i) 6 P_k(A, α, δ_i), g(G_A) 6 k, i, oqevidno, dlØ vseh k takih, qto SP_k(A) ≠ ?, p_k(A, α, δ_i) 6 s_k(A, α, δ_i) 6 S_k(A, α, δ_i) 6 P_k(A, α, δ_i), my zakl¸qaem, qto ocenki teoremy 2.1 i sledstviØ 2.1 ØvlØ¸tsØ promeßutoqnymi meßdu meßdu konturnymi ocenkami teoremy 1.2 i sootvetstvu¸wimi ocenkami teoremy 1.1.

Teper~ my rassmotrim nekotorye specifiqeskie rezul~taty, vyteka¸wie iz sledstviØ 2.1. Pust~ matrica A ne imeet nulevyh strok. Togda, v silu zameqaniØ 2.1, C(A) ≠ ?. PolagaØ v sledstvii 2.1

Δ = D_{r(D}�1_{AD)} (2.26)

i primenØØ lemmu 1.1, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Sledstvie 2.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, ne ime¸waØ nulevyh strok, i pust~ D – proizvol~naØ dia-

gonal~naØ matrica porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda pri l¸bom α, 0 6 α 6 1, spravedlivy ocenki min π∈ Rk(A)^{{wα, ri (D�1 AD)(π)}} 6^{ρ(A)} 6^{max}π∈ Rk(A)^{{wα, ri (D�1AD)(π)},} (2.27)

1 6 k 6 n.

82 L. ı. KOLOTILINA

Zameqanie 2.5. VerhnØØ ocenka sledstviØ 2.2 spravedliva dlØ

l¸boæ neotricatel~noæ matricy A takoæ, qto C(A) ≠ ?. Deæstvitel~no, esli n = 1, to iz usloviØ C(A) ≠ ? sleduet, qto

A = a ≠ 0, i verhnØØ ocenka v (2.27) verna trivial~nym obrazom.

Esli n > 2 i matrica A neprivodima, to u A net nulevyh strok, i primenimo sledstvie 2.2. Nakonec, esli n > 2 i A privodima, to ρ(A) = ρ(A[S]), gde S ⊆ ⟨n⟩ i A[S] – neprivodimaØ komponenta matricy A, ne ime¸waØ nulevyh strok. V fftom sluqae verhnØØ ocenka v (2.27) verna dlØ podmatricy A[S] i, sledovatel~no, takße i dlØ A. Qto kasaetsØ nißneæ ocenki sledstviØ 2.2, to ona moßet byt~ obobwena na proizvol~nye neotricatel~nye matricy s ispol~zovaniem skalØrnogo sdviga i nepreryvnosti. Odnako, dlØ matricy A, ne ime¸weæ nulevyh strok, nißnØØ ocenka v (2.27) vsegda netrivial~na, togda kak dlØ matricy A takoæ,

qto C(A) ≠ ?, u kotoroæ est~ nulevye stroki, ffta ocenka mo-

ßet okazat~sØ ravnoæ nul¸, kak ffto imeet mesto, naprimer, dlØ

matricy A = [ 1 1 0 0 ] pri k = 1.

Esli neotricatel~naØ matrica A ne imeet nulevyh strok, to, kak legko videt~, vse stroki matric A^q, q > 0, takße nenulevye, a znaqit matricy

D_q = D_{r(A}q_), q > 0,

ime¸t poloßitel~nye diagonal~nye fflementy. UqityvaØ ravenstva

r_i(D^{−1}_q A^tD_q) = r_i [ A^tD_{r(A}q_) ] r_i(A^q ) = r_i(A^{q+t}) r_i(A^q) , i = 1, . . . , n, t > 1, q > 0, (2.28)

i primenØØ sledstvie 2.2 k matrice A^t, t > 1, s D = D_q, my prihodim k sledu¸wemu oslablennomu analogu ocenok (2.13) iz [3].

Sledstvie 2.3. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, ne ime¸waØ nulevyh strok. Togda dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1, [ min π∈ Rk(A^t) { w_{α, ri (A}q+t_) ri(Aq) (π) }]_{1/t}

6 ρ(A)

(2.29)

6^[ max_{π∈} R_{k(At)}^{w_{α,} r_i(Aq+t)_{ri(Aq )} (π)^{}]1/t} , q > 0, t > 1, 1 6 k 6 n.

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 83 Sledu¸waØ teorema daet neravenstva dlØ perronovskogo kornØ ρ(A) matricy A, predstavlennoæ v vide A = D_A + P , gde D_A – ffto diagonal~naØ qast~ A. Napomnim, qto matrica porØdka

n > 2 nazyvaetsØ slabo neprivodimoæ, esli porØdok kaßdoæ ee

neprivodimoæ komponenty ne men~xe 2.

Teorema 2.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – slabo neprivodimaØ

neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2, pust~ k > 1, 0 6 α 6 1 i pust~

Δ = diag (δ_1, . . . , δ_n), δ_i > 0, i = 1, . . . , n.

Togda suwestvuet libo prostoæ kontur γ_1 ∈ C(A), 2 6 |γ_1| 6 k, takoæ qto ∏ i∈γ̄_1 (ρ(A) − a_{ii}) 6 [ ρ(Δ^{−1}P ) ]_{|γ1 |} ∏ i∈γ̄_1 δ_i, (2.30)

libo prostoæ put~ π_1 = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{i1i1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{isis} ) ] ( ρ(A) − a_{ik+1ik+1} )_{1−α}

6 [ρ(Δ^{−1}P )]^k δ^α_{i1}

(_k ∏ s=2 δ_{is} ) δ^{1−α}_{ik+1} . (2.31)

Analogiqno, suwestvuet libo prostoæ kontur γ_2 ∈ C(A), 2 6 |γ_2| 6 k, takoæ qto ∏ i∈γ̄_2 (ρ(A) − a_{ii}) > [ ρ(Δ^{−1}P ) ]_{|γ2 |} ∏ i∈γ̄_2 δ_i, (2.32)

libo prostoæ put~ π_2 = (j_1, . . . , j_k, j_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{j1j1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{jsjs} ) ] ( ρ(A) − a_{jk+1jk+1} )_{1−α}

> [ρ(Δ^{−1}P )]^k δ^α_{j1}

(_k ∏ s=2 δ_{js} ) δ^{1−α}_{jk+1} . (2.33)

Dokazatel~stvo teoremy 2.2 osnovano na sledstvii 2.1 i dvuh prostyh lemmah, privodimyh niße.

84 L. ı. KOLOTILINA

Lemma 2.3 [3, lemma 2.3]. Pust~ A = (aij ) – slabo neprivodimaØ

neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2. Togda ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. Lemma 2.4 (sm. [3, lemma 2.2] ili [2, lemma 4.2]). Pust~ A =

(a_{ij}) = D_A + P – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2 takaØ, qto ρ(A) > max_{i∈⟨n⟩} a_{ii}. Togda ρ([ρ(A)I_n − D_A]^{−1}P ) = 1, gde I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n.

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Po lemmam 2.3 i 2.4, dlØ D = ρ(A)I_n − D_A my imeem

ρ(D^{−1}P ) = 1. (2.34)

Oboznaqim

Δ^′ = D^{−1}Δ.

Togda, primenØØ sledstvie 2.1 k matrice D^{−1}P s zamenoæ Δ na

Δ^′ i ispol~zuØ (2.34), my poluqaem

ρ(Δ^{−1}P ) min π∈ Rk(P ) { w_{α,} δ_{iρ(A)}�_{aii} (π) }

6 ρ(D^{−1}P )

= 1 6 ρ(Δ^{−1}P ) max_{π∈} R_{k(P )}^{w_{α,} δi_{ρ(A)�aii} (π)^} .^{(2.35)}

Pravoe neravenstvo v (2.35) oznaqaet, qto suwestvuet libo kontur γ_1 ∈ C_k(A − D_A), dlina kotorogo oqevidno udovletvorØet usloviØm 2 6 |γ_1| 6 k, takoæ qto

1 6 ρ(Δ^{−1}P ) w δi_{ρ(A)�aii} (γ1)

= ρ(Δ^{−1}P ) ∏ i∈γ̄_1 δ_i / ∏ i∈γ̄_1 (ρ(A) − a_{ii}) 1/|γ_1| ,

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 85 libo prostoæ put~ π_1 ∈ SP_k(A − D_A) = SP_k(A), π_1 =

(i_1, . . . , i_k, i_{k+1}), takoæ qto

1 6 ρ(Δ^{−1}P ) w_{α,} δi_{ρ(A)�aii} (π1) =

ρ(Δ^{−1}P ) δ^α_{i1} (_k ∏ s=2 δ_{is} ) δ^{1−α}_{ik+1} (ρ(A) − a_{i1i1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{isis} ) ] (ρ(A) − a_{ik+1ik+1} )^{1−α}

1/k .

Ots¸da sleduet, qto spravedlivo odno iz neravenstv (2.30) ili (2.31). OstavxeesØ utverßdenie analogiqnym obrazom vyvoditsØ iz levogo neravenstva v (2.35). �

Zametim, qto dlØ slabo neprivodimoæ matricy A = D_A + P i proizvol~noæ diagonal~noæ matricy D s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami my imeem r^′_i(D^{−1}AD) > 0, i = 1, . . ., n. Sledovatel~no, diagonal~nye fflementy matricy

Δ = diag (r^′_1 ( D^{−1}AD), . . . , r^′_n(D^{−1}AD) ) = D_{r(D}�1_{P D)}

poloßitel~ny. PrimenØØ teoremu 2.2 s fftoæ matriceæ Δ i ispol~zuØ lemmu 1.1, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Sledstvie 2.4. Pust~ A = (aij) – slabo neprivodimaØ neotrica-

tel~naØ matrica porØdka n > 2, pust~ D – diagonal~naØ matrica s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami, pust~ k > 1 i pust~ 0 6 α 6 1. Togda suwestvuet libo prostoæ kontur γ_1 ∈ C(A),

2 6 |γ1| 6 k, takoæ qto_∏ i∈γ̄_1 (ρ(A) − a_{ii}) 6 ∏ i∈γ̄_1 r^′_i(D^{−1}AD), (2.36)

libo prostoæ put~ π_1 = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{i1i1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{isis} ) ] (ρ(A) − a_{ik+1 ik+1} )^{1−α} (2.37)

6^[r^′_{i1} (D^{−1}AD)^{]α}

[_k ∏ s=2 r^′_{is} (D^{−1}AD) ] [ r^′_{ik+1} (D^{−1}AD) ]_{1−α} .

86 L. ı. KOLOTILINA Analogiqno, suwestvuet libo prostoæ kontur γ_2 ∈ C(A), 2 6 |γ_2| 6 k, takoæ qto ∏ i∈γ̄_2 (ρ(A) − a_{ii}) > ∏ i∈γ̄_2 r^′_i(D^{−1}AD), (2.38)

libo prostoæ put~ π_2 = (j_1, . . . , j_k, j_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{j1j1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{jsjs} ) ] (ρ(A) − a_{jk+1 ijk+1} )^{1−α} (2.39)

>^[r^′_{j1} (D^{−1}AD)^{]α}

[_k ∏ s=2 r^′_{js} (D^{−1}AD) ] [ r^′_{jk+1} (D^{−1}AD) ]_{1−α} . V qastnosti, poloßiv v sledstvii 2.4

D = D_{r(A}q_), q > 0,

i prinØv vo vnimanie sootnoxeniØ

r^′_i(D^{−1}_{r(Aq )}AD_{r(A}q_)) = r_i(A^{q+1}) r_i(A^q ) − a_{ii}, i = 1, . . ., n, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Sledstvie 2.5. Pust~ A = (aij ) – slabo neprivodimaØ neotri-

catel~naØ matrica porØdka n > 2, pust~ k > 1, q > 0 i pust~

0 6 α 6 1. Togda suwestvuet libo prostoæ kontur γ1 ∈ C(A), 2 6 |γ1| 6 k, takoæ qto ∏ i∈γ̄_1 (ρ(A) − a_{ii}) 6 ∏ i∈γ̄_1 [ r_i(A^{q+1}) r_i(A^q ) − a_{ii} ] , libo prostoæ put~ π_1 = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{i1i1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{isis} ) ] (ρ(A) − a_{ik+1 ik+1} )^{1−α}

6^{[ ri1 (Aq+1)}

r_{i1} (A^q ) − a_{i1i1} ]_α [_k∏ s=2 ( r_{is} (A^{q+1}) r_{is} (A^q) − a_{isis} )]

× [ r_{ik+1} (A^{q+1}) r_{ik+1} (A^q ) − a_{ik+1ik+1} ]_{1−α} .

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 87 Analogiqno, suwestvuet libo prostoæ kontur γ_2 ∈ C(A), 2 6 |γ_2| 6 k, takoæ qto ∏ i∈γ̄_2 (ρ(A) − a_{ii}) > ∏ i∈γ̄_2 [ r_i(A^{q+1}) r_i(A^q ) − a_{ii} ] , libo prostoæ put~ π_2 = (j_1, . . . , j_k, j_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{j1j1} )^α [_k ∏ s=2 (ρ(A) − a_{jsjs} ) ] (ρ(A) − a_{jk+1 jk+1} )^{1−α}

>^{[ rj1 (Aq+1)}

r_{j1} (A^q ) − a_{j1j1} ]_α [_k∏ s=2 ( r_{js} (A^{q+1}) r_{js} (A^q) − a_{jsjs} )]

× [ r_{jk+1} (A^{q+1}) r_{jk+1} (A^q ) − a_{jk+1jk+1} ]_{1−α} . 3. Verhnie ocenki V fftom paragrafe predstavleny smexannye verhnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. �ti ocenki budut poluqeny na osnove sootvetstvu¸wih rezul~tatov §2 s ispol~zovaniem sledu¸weæ lemmy.

Lemma 3.1 [2, lemma 4.1]. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica

porØdka n > 1 i pust~

Δ_s = diag (δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ), s = 1, . . ., r, r > 1,

– diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Togda dlØ proizvol~nyh β_s > 0, s = 1, . . ., r, takih qto r∑ s=1 β_s = 1,

spravedlivo neravenstvo ρ (_r ∏ s=1 Δ^{−βs}_s A )

6^{r∏}_{s=1}^[ρ(Δ^{−1}_s A)^{]βs} . (3.1)

Ocenki, privodimye v sledu¸weæ teoreme, ØvlØ¸tsØ smexannymi analogami verhnih ocenok teoremy 2.1.

88 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 3.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, 0 6 α 6 1, pust~

Δ_s = diag (δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}_n ), s = 1, . . ., r, r > 1,

– diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami i pust~ 0 6 β_s 6 1, s = 1, . . ., r, takovy, qto r∑ s=1 β_s = 1.

Esli C(A) ≠ ?, to spravedlivy sledu¸wie ocenki:

ρ(A) 6 max { max γ∈Ck (A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_δ(s)_i (γ) ]_{βs} , (3.2) max π∈SP^0_k(A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} } , g(GA) 6 k < c(GA); ρ(A) 6 max γ∈Ck (A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_δ(s)_i (γ) ]_{βs} , k > c(GA); (3.3)

ρ(A) 6 max

π∈SP^0_k(A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} , k < g(G_A). (3.4)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim Δ = r∏ s=1 Δ^{βs}_s = diag (δ_1, . . . , δ_n). (3.5)

Togda, po lemme 3.1,

ρ(Δ^{−1}A) 6 r∏ s=1 [ρ(Δ^{−1}_s A)]^{βs} . (3.6)

Zametim takße, qto dlØ l¸bogo puti π v grafe G_A my, oqevidno, imeem w_{α, δi} (π) = r∏ s=1 [ w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} . (3.7)

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 89 PrimenØØ teoremu 2.1 i ispol~zuØ neravenstvo (3.6) i ravenstvo (3.7), my vyvodim ocenku (3.2) sledu¸wim obrazom: esli

g(GA) 6 k < c(GA), to ρ(A) 6 ρ(Δ^{−1}A) max {C_k(A, δ_i), S^′_k(A, α, δ_i)}

6^{r∏}_{s=1}[ρ(Δ^{−1}_s A)]^{βs} max^{ max_{γ∈}C_{k (A)} wδ_i (γ), max_{π∈}SP_{0k(A)} wα, δ_i (π)^}

= r∏ s=1 [ρ(Δ^{−1}_s A)]^{βs} max { max γ∈Ck (A) r∏ s=1 [ w_δ(s)_i (γ) ]_{βs} ,

max π∈SP^0_k(A) r∏ s=1 [ w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} }

= max { max γ∈Ck (A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_δ(s)_i (γ) ]_{βs} ,

max π∈SP^0_k(A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} } . DlØ k > c(G_A) i k < g(G_A) neravenstva, sootvetstvenno, (3.3) i (3.4) vyvodØtsØ analogiqno. �

Sledu¸wiæ rezul~tat, vyteka¸wiæ iz teoremy 3.1, daet smexannoe obobwenie verhneæ ocenki sledstviØ 2.1, uluqxa¸wee ocenku teoremy 1.3 za sqet perehoda ot mnoßestva P_k(A) k mnoßestvu R_k(A).

Sledstvie 3.1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3.1 i pust~ C(A) ≠ ?. Togda dlØ perronovskogo kornØ ρ(A) spravedliva verhnØØ

ocenka

ρ(A) 6 max π∈Rk (A) r∏ s=1 [ ρ(Δ^{−1}_s A) w_{α, δ}(s)_i (π) ]_{βs} , 1 6 k 6 n. (3.8)

Zdes~, kak i v §2, mnoßestvo R_k(A) opredelØetsØ s pomow~¸ (2.17).

Poloßim, kak v (1.17),

Δ_s = { D_{r(D}�1_{s ADs)}, s = 1, . . ., p, D_{c(D}�1_{s ADs)}, s = p + 1, . . . , r, 0 6 p 6 r, (3.9)

90 L. ı. KOLOTILINA gde D_s, s = 1, . . ., r, – diagonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. V fftom sluqae sledstvie 3.1 s uqetom lemmy 1.1 i soobraßeniæ, privedennyh v zameqanii 2.5, privodit k sledu¸wemu analogu verhneæ ocenki sledstviØ 2.2, oqevidno uluqxa¸wemu ocenku sledstviØ 1.1.

Sledstvie 3.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, pust~ r > 1 i pust~ Ds, s = 1, . . . , r, – proizvol~nye dia-

gonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Esli C(A) ≠ ?, to dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1, proizvol~nyh β_s > 0, s = 1, . . . , r, takih qto r∑ s=1 β_s = 1,

i l¸bogo p, 0 6 p 6 r, spravedliva verhnØØ ocenka

ρ(A) 6 max π∈Rk (A) {_p ∏ s=1 [ w_{α, ri (D}�1_{s ADs)}(π) ]_{βs}^r∏ s=p+1 [ w_{α, ci(D}�1_{s ADs)}(π) ]_{βs} } , (3.10)

1 6 k 6 n.

V qastnosti, pri r = 2, p = 1, D_1 = D_2 = I i β_1 = β, β_2 = 1 − β,

0 6 β 6 1, sledstvie 3.2 daet sledu¸wiæ rezul~tat. Sledstvie 3.3. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 takaØ, qto C(A) ≠ ?. Togda

ρ(A) 6 max π∈Rk(A) {[ w_{α, ri(A)}(π) ]_β [ w_{α, ci(A)}(π) ]_{1−β}} , 0 6 α 6 1, 0 6 β 6 1, 1 6 k 6 n.^{(3.11)}

Zametim, qto pri k = 1 (sm. zameqanie 2.4) ocenka (3.11) prinimaet vid

ρ(A) 6 max i,j: a_{i,j} ≠0 {[ r^α_i (A)r^{1−α}_j (A) ]_β [ c^α_i (A)c^{1−α}_j (A) ]_{1−β}} , 0 6 α 6 1, 0 6 β 6 1,^{(3.12)}

i sovpadaet s ocenkoæ (5.19) v [2].

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 91 DlØ togo, qtoby poluqit~ smexannyæ analog verhneæ ocenki sledstviØ 2.3, my predpolagaem, qto matrica A ne imeet ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov, primenØem sledstvie 3.2 k matrice A^t, t > 1, pri

D_s = { D_{r(A}qs_), s = 1, . . . , p, D^{−1}_{c(Aqs )}, s = p + 1, . . ., r, q_s > 0, s = 1, . . . , r, i ispol~zuem sootnoxeniØ (sm. (2.28))

r_i(D^{−1}_{r(Aqs )}A^tD_{r(A}qs_)) = r_i(A^{qs +t}) r_i(A^{qs} ) , i = 1, . . ., n, i ih stolbcovye analogi

c_i(D_{c(A}qs_)A^tD^{−1}_{c(Aqs )}) = c_i(A^{qs+t}) c_i(A^{qs} ) , i = 1, . . . , n. �to privodit nas k sledu¸wemu rezul~tatu.

Sledstvie 3.4. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, ne ime¸waØ ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov, i pust~ k > 1, r > 1, 0 6 p 6 r, qs > 0, s = 1, . . ., r, t > 1. Togda dlØ l¸-

bogo α, 0 6 α 6 1, i proizvol~nyh β_s > 0, s = 1, . . . , r, takih qto ∑_r s=1 β_s = 1, spravedlivo neravenstvo

ρ(A) 6 max π∈ Rk(A^t) {_p∏ s=1 [ w_{α, ri (A}qs+t_) ri(Aqs ) (π) ]_{βs}

× r∏ s=p+1 [ w_{α, ci (A}qs+t_) ci(Aqs ) (π) ]_{βs} }_{1/t} . (3.13)

V zakl¸qenie rassmotrim sluqaæ, kogda A – slabo neprivodimaØ neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2, predstavlennaØ v vide A = D_A + P . Pust~ Δ_s = diag (δ^{(s)}_1 , . . . , δ^{(s)}n ), s = 1, . . . , r, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. V fftom sluqae, pri D = ρ(A)I_n − D_A my imeem (sm. dokazatel~stvo teoremy 2.2)

ρ(D^{−1}P ) = 1. (3.14)

92 L. ı. KOLOTILINA Oboznaqim

Δ^′_s = D^{−1}Δ_s, s = 1, . . . , r.

Primeniv sledstvie 3.1 k matrice D^{−1}P s zamenoæ Δ_s na Δ^′_s, s =

1, . . . , r, i vospol~zovavxis~ ravenstvom (3.14), my prihodim k

sledu¸wemu smexannomu obobweni¸ pervogo utverßdeniØ teoremy 2.2.

Teorema 3.2. Pust~ A = (aij ) = DA + P – slabo neprivodimaØ

neotricatel~naØ matrica porØdka n > 2, pust~ r > 1, 0 6 α 6 1, pust~ Δ_s = diag (δ^{(s)}_1 , . . ., δ^{(s)}n ), s = 1, . . . , r, – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami i pust~ β_s > 0, s = 1, . . . , r, takovy, qto ∑_r s=1 β_s = 1. Togda dlØ l¸bogo

k > 1 suwestvuet libo prostoæ kontur γ ∈ C(A), 2 6 |γ| 6 k,

takoæ qto ∏ i∈γ̄ (ρ(A) − a_{ii}) 6 r∏ s=1 ρ(Δ^{−1}_s P )^{|γ|} ∏ i∈γ̄ δ^{(s)}_i β_s , (3.15)

libo prostoæ put~ π = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{i1i1} )^α k∏ j=2 ( ρ(A) − a_{ij ij} ) ( ρ(A) − a_{ik+1ik+1} )_{1−α}

6^{r∏}_{s=1}

ρ(Δ^{−1}_s P )^k ( δ^{(s)}_{i1} )_α k∏ j=2 δ^{(s)}_{ij} ( δ^{(s)}_{ik+1} )_{1−α} β_s . (3.16)

V qastnosti, poloßiv v teoreme 3.2 r = 2, Δ_1 = D_{r(P )} = D_r0_{(A)},

Δ_2 = D_{c(p)} = D_c0_{(A)} i β_1 = β i vospol~zovavxis~ lemmoæ 1.1, my

poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 3.5. Pust~ A = (aij) – slabo neprivodimaØ neotrica-

tel~naØ matrica porØdka n > 2 i pust~ 0 6 α 6 1, 0 6 β 6 1. Togda dlØ l¸bogo k > 1 suwestvuet libo prostoæ kontur γ ∈ C(A), 2 6

|γ| 6 k, takoæ qto ∏ i∈γ̄ (ρ(A) − a_{ii}) 6 ∏ i∈γ̄ (r^′_i(A))^β (c^′_i(A))^{1−β} , (3.17)

OCENKI I NERAVENSTVA DL˚ PERRONOVSKOGO KORN˚ 93 libo prostoæ put~ π = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ SP_k(A), takoæ qto

(ρ(A) − a_{i1i1} )^α k∏ j=2 ( ρ(A) − a_{ij ij} ) ( ρ(A) − a_{ik+1ik+1} )_{1−α}

6^{[(}r^′_{i1} (A)^{)β (}c^′_{i1} (A)^{)1−β]α}

k∏ j=2 r^′_{ij} (A) c^′_{ij} (A) (3.18)

× [( r^′_{ik+1} (A) )_β ( c^′_{ik+1} (A) )_{1−β}]1−α . Literatura

1. ı. A. Al~pin, Granicy dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, uqityva¸wie svoæstva ee grafa. — Mat. zametki, 58 (1995), 635–637.

2. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 77– 122.

3. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. II. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 60–88.

4. L. ı. Kolotilina, Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, udovletvorØ¸wih usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ, formuliruemym v terminah orientirovannyh grafov. — Zap. nauqn. semin. POMI, 309 (2004), 40–83.

5. F. Harary, Graph Theory. — Addison–Wesley Publ. Co. (1969).

Kolotilina L. Yu. Bounds and inequalities for the Perron root of a nonnegative matrix. III. Bounds dependent on simple paths and circuits.

The paper presents new upper and lower bounds for the Perron root of a nonnegative matrix in terms of the simple circuits of length not exceeding k and the simple paths of length k, 1 6 k 6 n, in the directed graph of the matrix. For each k, 1 6 k 6 n, these bounds are intermediate between the circuit bounds and the path-dependent bounds suggested previously, and for k = 1 and k = n they reduce to the corresponding path-dependent bounds and the circuit bounds, respectively.

Postupilo 18 aprelØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: liko@pdmi.ras.ru