Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

A. V. Ustinov

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH KONEQNYH CEPNYH DROBE` 1. OboznaqeniØ 1. Zapis~ [x_0; x_1, . . . , x_s] oznaqaet cepnu¸ drob~

x_0 + 1 x_1 + ..

. +^1_{xs}

dliny s s formal~nymi peremennymi x_0, x_1, . . . , x_s.

2. DlØ racional~nogo r predstavlenie r = [t_0; t_1, . . . , t_s] est~ kanoniqeskoe (esli ne sdelano dopolnitel~nyh ogovorok) razloßenie r v cepnu¸ drob~, gde t_0 = [r] (celaØ qast~ r), t_1, . . . , t_s – natural~nye i t_s ¿ 2 pri s ¿ 1.

3. DlØ x ∈ [0, 1] i racional~nogo r = [t_0; t_1, . . . , t_s], s_x(r) est~ koliqestvo nomerov j ∈ {1, . . . , s}, dlØ kotoryh [0; t_j, . . . , t_s] 6 x. V qastnosti, dlina cepnoæ drobi s = s(r) = s_1(r).

4. Oboznaqenie K_n(x_1, . . . , x_n) ispol~zuetsØ dlØ kontinuantov, kotorye opredelØ¸tsØ naqal~nymi usloviØmi

K_0() = 1, K_1(x_1) = x_1

i rekurrentnym sootnoxeniem

K_n(x_1, . . . , x_n) = x_nK_n(x_1, . . . , x_{n−1}) + K_n(x_1, . . . , x_{n−2}) (n ¿ 2).

Pri fftom vsegda vypolnØetsØ ravenstvo

[x_0; x_1, . . . , x_s] =

K_{s+1}(x_0, x_1, . . . , x_s) K_s(x_1, . . . , x_s) . 5. Znak zvezdoqki v dvoænyh summah vida ∑ n ∑_∗ m . . . Rabota vypolnena pri podderßke fonda INTAS, grant No. 03-51-5070. 186

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 187 oznaqaet, qto peremennye, po kotorym provoditsØ summirovanie, svØzany dopolnitel~nym usloviem (m, n) = 1.

6. Esli A – nekotoroe utverßdenie, to [A] oznaqaet 1, esli A istinno, i 0 v protivnom sluqae.

7. DlØ natural~nogo q qerez δ_q(a) budem oboznaqat~ harakteristiqesku¸ funkci¸ delimosti na q:

δ_q (a) = [a ≡ 0 (mod p)] = { 1, esli a ≡ 0 (mod q), 0, esli a ≢ 0 (mod q).

8. Koneqnye raznosti funkcii a(u, v): Δ_{1,0}a(u, v) = a(u + 1, v) − a(u, v), Δ_{0,1}a(u, v) = a(u, v + 1) − a(u, v), Δ_{1,1}a(u, v) = Δ_{0,1}(Δ_{1,0}a(u, v)) = Δ_{1,0}(Δ_{0,1}a(u, v)).

9. Summa stepeneæ deliteleæ σ_α(q) = ∑ d|q d^α. 10. Dilogarifm �ælera

Li_2(z) = ∞∑ k=1 z^k k^2 = − z∫ 0 log(1 − z) z dz. 11. Konstanta Katalana C = ∞∑ k=0 (−1)^k (2k + 1)^2 = 1 2i [Li_2(i) − Li_2(−i)] . (1)

2. Vvedenie V metriqeskoæ teorii qisel rØd zadaq posvØwen statistiqeskim svoæstvam cepnyh drobeæ. DlØ poqti vseh deæstvitel~nyh qisel α udaetsØ opisat~ tipiqnoe povedenie nepolnyh qastnyh v predstavlenii α = [t_0; t_1, . . . , t_s, . . . ] (sm. obzor v [1]).

Pri detal~nom issledovanii algoritma Evklida (sm. [6], razd. 4.5.3) voznikaet neobhodimost~ izuqat~ statistiqeskie svoæstva koneqnyh cepnyh drobeæ a/b = [t_0; t_1, . . . , t_s],

188 A. V. USTINOV kogda qisla a i b udovletvorØ¸t nekotorym dopolnitel~nym usloviØm. �tot vopros byl vpervye izuqen Heæl~bronnom [9] i Diksonom [7]. Heæl~bronnu udalos~ vydelit~ glavnyæ qlen v asimptotiqeskoæ formule 1 φ(b) ∑ 16a6b (a,b)=1 s(a/b) = 12 log 2

π^2 log b + O(1).

Dikson pokazal, qto dlØ l¸bogo poloßitel~nogo ε naædœtsØ takaØ konstanta c_0 > 0, qto | | | |s(a/b) − 12 log 2

π^2 log b | | | | < (log b)^{1/2+ε}

dlØ vseh par qisel (a, b) leßawih v oblasti 1 6 a 6 b 6 R, za iskl¸qeniem byt~ moßet R^2 exp(−c_0(log R)^{ε/2}) par.

Pozdnee Porter [12] poluqil ewœ bolee toqnyæ rezul~tat. On pokazal, qto 1 φ(b) ∑ 16a6b (a,b)=1 s(a/b) = 12 log 2 π^2 log b + C_P + O(b^{−1/6+ε}), gde C_P =

6 log 2 π^2 ( 3 log 2 + 4γ − 24 ζ^′(2) π^2 − 2 ) − 1 2 – konstanta, poluqivxaØ nazvanie konstanty Portera (eœ okonqatel~nyæ vid byl naæden Renqem, sm. [10]).

V knige [5] (zadaqa 1993–11) byla postavlena zadaqa o statistiqeskih svoæstvah fflementov cepnyh drobeæ dlØ qisel a/b, kogda a, b > 0, a^2 + b^2 6 R^2. Bolee obwim ØvlØetsØ vopros ob asimptotiqeskom povedenii summy

N_x(R) = ∑ a2+b2 6R2 a,b∈N s_x(a/b)

pri R → ∞. Otvet na nego byl vpervye poluqen v rabote [2]. Zatem v stat~e [1] byla dokazana bolee toqnaØ asimptotiqeskaØ formula N_x(R) = 3 π log(1 + x)R^2 log R + O(R^2),

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 189 v kotoroæ ostatoqnyæ qlen na √ log R luqxe, qem v [2]. V nastoØweæ rabote dlØ veliqiny N_x(R) poluqena asimptotiqeskaØ formula s dvumØ znaqawimi qlenami

N_x(R) = 3 π R^2 [log(1 + x) log R + C(x)] + O(R^{17/9} log^2 R),

s funkcieæ C(x), kotoraØ budet opredelena pozdnee.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ V. A. Bykovskomu za postanovku zadaqi i poleznye sovety.

3. FormalizaciØ zadaqi Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ vidoizmeneniem odnoæ izvestnoæ teoremy o cepnyh drobØh (sm. [3], § 50, teorema 1).

Lemma 1. Pust~ P – celoe neotricatel~noe qislo, P^′, Q, Q^′ –

natural~nye i Q 6 Q^′. Predpoloßim takße, qto α – deæstvitel~noe qislo iz intervala (0; 1). Togda sledu¸wie dva usloviØ ffkvivalentny:

(I) P/Q i P^′/Q^′ – posledovatel~nye podhodØwie drobi k qislu α, otliqnye ot α, priqem drob~ P^′/Q^′ imeet bol~xiæ nomer;

(II) P Q^′ − P^′Q = ±1 i 0 < Q^′α − P^′ −Qα + P < 1. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto vypolneno pervoe uslovie.

Sootnoxenie P Q^′ − P^′Q = ±1 srazu vytekaet iz svoæstv cepnyh drobeæ. Dalee, tak kak α nahoditsØ meßdu P/Q i P^′/Q^′, to dlØ nekotoryh natural~nyh t_1, . . . , t_s (s ¿ 1) i deæstvitel~nogo t_s < α^′ < t_s + 1 P Q = [0; t_1, . . . , t_{s−1}], P^′ Q^′ = [0; t_1, . . . , t_s],

α = [0; t_1, . . . , t_{s−1}, α^′]. (2) Vtoroe iz usloviæ (II) sleduet iz ravenstva Q^′α − P^′ −Qα + P = α^′ − t_s. Dokaßem utverßdenie lemmy v drugu¸ storonu. Iz usloviæ lemmy i predpoloßeniØ |P Q^′ − P^′Q| = 1 vytekaet, qto dlØ nekotoryh natural~nyh t_1, . . . , t_s (s ¿ 1) vypolnØ¸tsØ ravenstva (2).

190 A. V. USTINOV Tak kak 0 < Q^′α − P^′ −Qα + P , to α nahoditsØ meßdu P/Q i P^′/Q^′, znaqit, dlØ nekotorogo α^′

α = [0; t_1, . . . , t_{s−1}, α^′] =

(α^′ − t_s)P + P^′ (α^′ − t_s)Q + Q^′ . PodstavlØØ ffto ravenstvo v uslovie 0 < Q^′α − P^′ −Qα + P < 1, poluqaem, qto 0 < α^′ − t_s < 1. Znaqit, t_s = [α^′], i kaßdaØ iz drobeæ P/Q i P^′/Q^′ budet podhodØweæ k qislu α.

Zameqanie. Analogiqno proverØetsØ, qto esli P ¿ 0, P^′, Q,

Q^′ ¿ 1 i Q 6 Q^′, to usloviØ P Q^′ − P^′Q = ±1, Q^′α − P^′ −Qα + P = 1 ravnosil~ny tomu, qto drobi P/Q i P^′/Q^′ ØvlØ¸tsØ podhodØwimi drobØmi vida (2) k qislu α =^{P +P ′}_{Q+Q′} , zapisannomu v vide nestandartnoæ cepnoæ drobi α = [0; t_1, . . . , t_{s−1}, t_s, 1] (s ¿ 1).

Lemma 2. Pust~ R ¿ 1 i na ploskosti Omn zadana oblast~ Ω(R),

soderßawaØsØ vnutri kvadrata 0 < m, n 6 R. Predpoloßim takße, qto Ω(R) imeet kusoqno-gladku¸ granicu, dlina kotoroæ est~ O(R). Oboznaqim qerez M (R) qislo celyh toqek v oblasti Ω(R), a qerez M^∗(R) – qislo primitivnyh toqek (to est~ takih, qto (m, n) = 1). Togda spravedlivo ravenstvo

M^∗(R) = 1 ζ(2)

M (R) + O(R log R).

Dokazatel~stvo. Pust~ Ω(R/d) – oblast~, poluqennaØ iz Ω(R)

gomotetieæ s centrom v naqale koordinat i kofffficientom 1/d. Budem oboznaqat~ qerez M (R/d) i M^∗(R/d) sootvetstvenno qislo celyh i primitivnyh toqek v oblasti Ω(R/d), a qerez V (R/d) – plowad~ fftoæ oblasti. Iz ravenstva

M (R) = ∑ d6R^M ∗(R/d)

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 191 po formule obraweniØ Mœbiusa (sm., naprimer, [8], teorema 268) M^∗(R) = ∑ d6R^{μ(d)M (R/d).} Dalee, tak kak M (R/d) = V (R/d) + O(R/d) i V (R/d) = V (R)/d^2, to M^∗(R) = ∑ d6R^{μ(d)} ( V (R) d^2 + O ( R d )) = 1 ζ(2)

M (R) + O(R log R).

Lemma dokazana.

Oboznaqim qerez T^∗_x (R) qislo rexeniæ sistemy P Q^′ − P^′Q = ±1, mP + nP^′ = a, mQ + nQ^′ = b, a^2 + b^2 6 R^2, (3)

v kotoroæ

1 6 Q 6 Q^′, 1 6 P^′ 6 Q^′, 0 6 P 6 Q, 1 6 m 6 xn, (m, n) = 1._{(4)}

Lemma 3. DlØ l¸bogo R ¿ 2 i x ∈ [0; 1] spravedlivo ravenstvo

N^∗_x (R) = 2T^∗_x (R) + π 2ζ(2)

R^2 arctg x · (1 − 2[x = 1]) + O (R log R) . (5)

Dokazatel~stvo. Pust~ (a, b) = 1 i a/b – nekotoroe fiksiro-

vannoe racional~noe qislo iz intervala (0; 1). Razloßim ego v cepnu¸ drob~:

a/b = [0; t_1, t_2, . . . , t_{s−1}, t_s] (s ¿ 1).

Nas budet interesovat~ veliqina s_x(a/b), kotoraØ opredelØetsØ kak qislo nomerov j ∈ {1, 2, . . . , s} takih, qto [0; t_j, . . . , t_s] 6 x, gde x – fiksirovannoe deæstvitel~noe qislo iz otrezka [0; 1].

Esli s ¿ 2 i P/Q, P^′/Q^′ – para posledovatel~nyh podhodØwih drobeæ k qislu a/b (P^′/Q^′ – drob~ s b&ol~xim nomerom), otliqnyh ot fftogo qisla, to dlØ nekotorogo nomera j ∈ {1, 2, . . . , s − 1} P = K_{j−2}(t_2, . . . , t_{j−1}), P^′ = K_{j−1}(t_2, . . . , t_j), Q = K_{j−1}(t_1, . . . , t_{j−1}), Q^′ = K_j (t_1, . . . , t_j)

192 A. V. USTINOV (v qastnosti, pri j = 1 budem imet~ P = 0, Q = P^′ = K() = 1, Q^′ = t_1). Tak kak P Q^′ − P^′Q = ±1, to, po pare qisel a i b odnoznaqno nahodØtsØ m i n takie, qto mP + nP^′ = a, mQ + nQ^′ = b. Iz svoæstv kontinuantov (sm., napr., [4]) sleduet, qto takimi qislami ØvlØ¸tsØ m = K_{s−j−1}(t_{j+2}, . . . , t_s), n = K_{s−j} (t_{j+1}, . . . , t_s), i, krome togo, m/n = [0; t_{j+1}, . . . , t_s].

Po lemme (1) s_x(a/b) = [a/b 6 x] + l_x(a, b), gde l_x(a, b) – qislo rexeniæ sistemy P Q^′ − P^′Q = ±1, 0 < aQ^′ − bP^′ −aQ + bP < 1, mP + nP^′ = a, mQ + nQ^′ = b, (6) 1 6 Q 6 Q^′, 1 6 P^′ 6 Q^′, 0 6 P 6 Q, m/n 6 x.

Dalee, tak kak aQ^′ − bP^′ −aQ + bP = m n , to sistemu (6) moßno perepisat~ v vide P Q^′ − P^′Q = ±1, mP + nP^′ = a, mQ + nQ^′ = b, 1 6 Q 6 Q^′, 1 6 P^′ 6 Q^′, 0 6 P 6 Q, m/n 6 x, 0 < m < n.

Poskol~ku b/a = [t_1; t_2, . . . , t_{s−1}, t_s], to s_x(b/a) = s_x(a/b) − [a/b 6 x] = l_x(a, b), s_x(b/a) + s_x(a/b) = 2l_x(a, b) + [a/b 6 x]. (7)

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 193 Summirovanie formuly (7) po primitivnym toqkam (a, b), leßawim v sektore {(a, b) : 1 6 a 6 b, a^2 + b^2 6 R^2}.

privodit k ravenstvu

N^∗_x (R) = 2L^∗_x(R) + π 2ζ(2)

R^2 arctg x + O (R log R) , (8)

gde L^∗_x(R) – qislo rexeniæ sistemy (3), v kotoroæ

1 6 Q 6 Q^′, 1 6 P^′ 6 Q^′, 0 6 P 6 Q, 0 < m < n, m/n 6 x, (m, n) = 1. Esli x < 1 ili n ¿ 2, to uslovie m < n moßno otbrosit~. V fftom sluqae L^∗_x(R) = T^∗_x (R) i utverßdenie lemmy dokazano. Esli ße x = 1 i m = n = 1, to pri otbrasyvanii usloviØ m < n qislo rexeniæ sistemy (3) uveliqivaetsØ. Takim obrazom L^∗_x(R) = T^∗_x (R) − T_0, (9) gde T_0 – qislo rexeniæ sistemy P Q^′ − P^′Q = ±1, P + P^′ = a, Q + Q^′ = b, a^2 + b^2 6 R^2,

(10)

1 6 Q 6 Q^′, 1 6 P^′ 6 Q^′, 0 6 P 6 Q.

Soglasno zameqani¸ k lemme 1, dlØ kaßdoæ primitivnoæ toqki (a, b) takoæ, qto 1 6 a < b, sistema (10) budet imet~ rovno odno rexenie. Sledovatel~no, po lemme 2, T_0 = π 2ζ(2)

R^2 arctg 1 + O (R log R) . (11)

Ob¨edinØØ formuly (8), (9) i (11), prihodim k utverßdeni¸ lemmy.

DlØ dal~neæxego issledovaniØ veliqiny T^∗_x (R) vvedem parametr U , leßawiæ v predelah 1 6 U 6 R. Qerez T_1 oboznaqim qislo rexeniæ sistemy (3) s ograniqeniØmi (4), kotorye udovletvorØ¸t dopolnitel~nomu uslovi¸ Q^′ 6 U . Qislo rexeniæ, dlØ kotoryh Q^′ > U oboznaqim qerez T_2. Togda T^∗_x (R) = T_1 + T_2.

Kaßdu¸ iz veliqin T_1 i T_2 issleduem otdel~no.

194 A. V. USTINOV

4. Vyqislenie veliqiny T_1 Lemma 4. Pust~ q ¿ 1 – natural~noe, Q1, Q2, P1, P2 – vewestven-

nye i 0 6 P_1, P_2 6 q. Togda dlØ veliqiny

Φ_q(Q_1, Q_2; P_1, P_2) = ∑ Q1<u6Q1 +P1 Q2<v6Q2 +P2 δ_q (uv − 1)

spravedliva asimptotiqeskaØ formula

Φ_q(Q_1, Q_2; P_1, P_2) = φ(q) q^2

P_1P_2 + O (ψ(q) √ q) , gde ψ(q) = σ_0(q)σ_{−1/2}(q) log^2(q + 1).

Dokazatel~stvo sm. v [1].

Lemma 5. Pust~ q ¿ 1 – celoe i funkciØ a(u, v) zadana v celyh

toqkah (u, v), gde 1 6 u, v 6 q. Predpoloßim takße, qto ffta funkciØ udovletvorØet neravenstvam

a(u, v) ¿ 0, Δ_{1,0}a(u, v) 6 0, Δ_{0,1}a(u, v) 6 0, Δ_{1,1}a(u, v) ¿ 0 (12) vo vseh toqkah, gde ffti usloviØ opredeleny. Togda dlØ summy W = q∑ u,v=1 δ_q (uv − 1)a(u, v) spravedliva asimptotiqeskaØ formula W = φ(q) q^2 q∑ u,v=1 a(u, v) + O (Aψ(q) √ q) , gde ψ(q) – funkciØ, opredelennaØ v Lemme 4, i A = a(1, 1) – naibol~xee znaqenie funkcii a(u, v).

Dokazatel~stvo. Doopredelim funkci¸ a(u, v) s pomow~¸ uslo- viæ a(u, q + 1) = a(q + 1, v) = 0 (1 6 u, v 6 q + 1).

Togda iz neravenstv (12) sleduet, qto Δ_{1,1}a(u, v) ¿ 0 dlØ vseh celyh u i v v predelah 1 6 u, v 6 q.

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 195 Primenim k summe W preobrazovanie AbelØ q∑ n=1 f(n)g(n) = g(q + 1) q∑ n=1 f(n) − q∑ k=1 (_k ∑ n=1 f(n) ) (g(k + 1) − g(k))

posledovatel~no po peremennym u i v. PolagaØ snaqala f(u) = δ_q (uv − 1), g(u) = a(u, v), a zatem f(v) =^k ∑ u=1 δ_q (uv − 1), g(u) = Δ_{1,0}a(u, v), nahodim W = q∑ k,l=1 Δ_{1,1}a(k, l) k∑ u=1 l∑ v=1 δ_q (uv − 1). Soglasno lemme 4, dlØ vnutrenneæ dvoænoæ summy spravedliva asimptotiqeskaØ formula k∑ u=1 l∑ v=1 δ_q (uv − 1) = φ(q) q^2 kl + O (ψ(q) √ q) . Sledovatel~no, W = φ(q) q^2 q∑ k,l=1 Δ_{1,1}a(k, l) kl + O ψ(q)√q q∑ k,l=1 |Δ_{1,1}a(k, l)| . Tak kak vsegda |Δ_{1,1}a(k, l)| = Δ_{1,1}a(k, l), to W = φ(q) q^2 q∑ k,l=1 Δ_{1,1}a(k, l) k∑ u=1 l∑ v=1 1 + O (Aψ(q) √ q) . DelaØ summirovanie po u i v vnexnim i summiruØ po k i l, prihodim k utverßdeni¸ lemmy.

Lemma 6. Pust~ q ¿ 1 – natural~noe i x ∈ [0; 1]. Togda dlØ summy

W_1(q) = q∑ u,v=1 δ_q (uv − 1) [ arctg u q − arctg ( u q − x q(q + vx) )]

spravedliva asimptotiqeskaØ formula

W_1(q) = π 4 log(1 + x) φ(q) q^2 + O ( ψ(q) q^{3/2} ) .

196 A. V. USTINOV

Dokazatel~stvo. Po teoreme Lagranßa o koneqnom prirawenii

proverØetsØ, qto funkciØ

a(u, v) = arctg u q − arctg ( u q − x q(q + vx) )

udovletvorØet usloviØm (12). Sledovatel~no, po lemme 5

W_1(q) = φ(q) q^2 q∑ u,v=1 [ arctg u q − arctg ( u q − x q(q + vx) )] +O ( ψ(q) √ q q^2 ) . Snova primenØØ teoremu Lagranßa, nahodim

arctg u q − arctg ( u q − x q(q + vx) ) = x q(q + vx) · 1 1 +^{u2}_{q2} ( 1 + O ( 1 q^2 )) , x q + vx = log(q + vx) − log(q + (v − 1)x) + O ( 1 q^2 ) , 1 q ( 1 +^{u2}_{q2}

) = arctg u q − arctg u − 1 q + O ( 1 q^2 ) , Pofftomu

W_1(q) = φ(q) q^2 q∑ u=1 ( arctg u q − arctg u − 1 q )

q∑ v=1 [ log(q + vx) − log(q + (v − 1)x)]

+O ( ψ(q) q^{3/2} ) = π 4 log(1 + x) φ(q) q^2 + O ( ψ(q) q^{3/2} ) . Sledstvie 1. Pri N ¿ 1 dlØ summy

W_2 = ∑ q6N^{W1(q)} spravedliva asimptotiqeskaØ formula

W_2 = π 4 · log(1 + x) ζ(2) ( log N + γ − ζ^′(2) ζ(2) ) + f(x) + O ( log^5(N + 1) √ N ) , (13)

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 197 gde f(x) – funkciØ, zadavaemaØ rØdom f(x) = ∞∑ q=1 ( W_1(q) − π 4 log(1 + x) φ(q) q^2 ) . (14)

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ ocenkoæ ψ(q) 6 σ^2_0(q) log^2(q + 1) i

preobrazovaniem AbelØ, poluqim ∑ q>N ψ(q) q^{3/2} = O ( log^5(N + 1) √ N ) . Sledovatel~no, ∑ q6N ( W_1(q) − π 4 log(1 + x) φ(q) q^2 ) = f(x) + O ( log^5(N + 1) √ N ) ,

W_2 = π 4 · log(1 + x) ∑ q6N φ(q) q^2

+ f(x) + O ( log^5(N + 1) √ N ) . (15)

RaspisyvaØ φ(q) qerez funkci¸ Mœbiusa, nahodim ∑ q6N φ(q) q^2 = ∑ q6N 1 q ∑ d|q μ(d) d = ∑ d6N μ(d) d^2 ∑ q6N/d 1 q = ∑ d6N μ(d) d^2 ( log N − log d + γ + O ( d N )) . Poskol~ku ∑ d6N μ(d) d^2 = 1 ζ(2) + O ( 1 N ) , ∑ d6N μ(d) d^2 log d = ζ^′(2) ζ^2(2) + O ( log(N + 1) N ) , to ∑ q6N φ(q) q^2 = 1 ζ(2) ( log N + γ − ζ^′(2) ζ(2) ) + O ( log(N + 1) N ) . PodstavlØØ posledn¸¸ formulu v ravenstvo (15), prihodim k utverßdeni¸ sledstviØ.

198 A. V. USTINOV

Zameqanie. Analogiqno dlØ summy

W_3(q) = q∑ u,v=1 δ_q (uv + 1) [ arctg ( u q + x q(q + vx) ) − arctg u q ]

proverØetsØ asimptotiqeskaØ formula

W_3(q) = π 4 log(1 + x) φ(q) q^2 + O ( ψ(q) q^{3/2} ) , i sootvetstvenno dlØ summy W_4 = ∑ q6N^{W3(q)} pri N ¿ 1 poluqaetsØ predstavlenie

W_4 = π 4 · log(1 + x)

ζ(2) ( log N + γ − ζ^′(2) ζ(2) ) + g(x) + O ( log^5(N + 1) √ N ) , (16) gde g(x) – funkciØ, zadavaemaØ rØdom g(x) = ∞∑ q=1 ( W_3(q) − π 4 log(1 + x) φ(q) q^2 ) . (17)

Teorema 1. Pust~ 1 6 U 6 R. Togda dlØ veliqiny T1, ravnoæ qislu

rexeniæ sistemy (3), (4) s dopolnitel~nym ograniqeniem Q^′ 6 U , spravedliva asimptotiqeskaØ formula

T_1 = π 4 · R^2 ζ^2(2) [ log(x + 1) ( log U + γ − ζ^′(2) ζ(2) ) + C_1(x) ]

+O ( R^2U^{−1/2} log^5 R ) + O (RU log R) , gde C_1(x) = 2 π ( f(x) + g(x) − arctg x 2 + 3x ) , (18)

a funkcii f(x) i g(x) opredeleny ravenstvami (14) i (17).

Dokazatel~stvo. Pri fiksirovannyh znaqeniØh parametrov P ,

P^′, Q i Q^′ qislo rexeniæ sistemy (3) otnositel~no neizvestnyh m i n ravno qislu primitivnyh toqek (m, n) v oblasti Ω = Ω(P, P^′, Q, Q^′) zadavaemoæ usloviØmi

(mP + nP^′)^2 + (mQ + nQ^′)^2 6 R^2, 1 6 m 6 nx.

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 199 �ta oblast~ soderßitsØ vnutri kvadrata 0 < m, n 6 R/Q^′ i imeet kusoqno-gladku¸ granicu, dlina kotoroæ est~ O(R/Q^′). Po lemme 2 qislo takih toqek ravno 1 ζ(2)

V (Ω) + O ( R Q^′ log R ) . Ots¸da

T_1 = 1 ζ(2) ∑ P Q^′ −P^′ Q=±1 V (Ω) + O (RU log R) ,

gde summirovanie vedetsØ po naboram (P, P^′, Q, Q^′), udovletvorØ- ¸wim ograniqeniØm (4) i uslovi¸ Q^′ 6 U . ZamenØØ peremennye m i n na ishodnye parametry a i b m = ±(aQ^′ − bP^′), n = ±(bP − aQ), nahodim, qto veliqina V (Ω) sovpadaet s plowad~¸ sektora aQ^′ − bP^′ bP − aQ 6 x, ±(aQ^′ − bP^′) > 0, a^2 + b^2 6 R^2

na ploskosti Oab. Znaqit,

V (Ω) = ±

R^2 2 ( arctg

P^′ + P x Q^′ + Qx − arctg P^′ Q^′ ) , gde znak pered skobkoæ sovpadaet so znakom, stoØwim v pravoæ qasti ravenstva P Q^′ − P^′Q = ±1. Pri fiksirovannom znaqenii parametra Q^′ = q peremennye P^′ i Q dolßny udovletvorØt~ sravneni¸ P^′Q ± 1 ≡ 0 (mod q). Esli P^′ = u, Q = v – rexenie takogo sravneniØ, to znaqenie parametra P nahoditsØ odnoznaqno: P = (uv ± 1)/q. Plowad~ sektora, v zavisimosti ot vybora znaka, budet ravna

R^2 2 [ arctg u q − arctg ( u q − x q(q + vx) )]

ili R^2 2 [ arctg ( u q + x q(q + vx) ) − arctg u q ] .

200 A. V. USTINOV Znaqenie parametra P budet popadat~ v nußnye granicy 0 6

P 6 Q = v vsegda za iskl¸qeniem sluqaØ, kogda q = u = v = 1,

P = 2. Sledovatel~no,

T_1 =

R^2 2ζ(2) ∑ q6U q∑ u,v=1 δ_q(uv − 1) [ arctg u q − arctg ( u q − x q(q + vx) )]

+ R^2 2ζ(2) ∑ q6U q∑ u,v=1 δ_q(uv + 1) [ arctg ( u q + x q(q + vx) ) − arctg u q ]

− R^2 2ζ(2) [ arctg ( 1 + x x + 1 ) − arctg 1 ] + O (RU log R) .

PodstavlØØ s¸da asimptotiqeskie formuly (13) i (16), dlØ summ W_2 i W_4 i zameqaØ, qto

arctg ( 1 + x x + 1 ) − arctg 1 = arctg x 2 + 3x , poluqaem utverßdenie teoremy.

5. Vyqislenie veliqiny T2 Lemma 7. Pust~ q ¿ 1 i f(u) – neotricatel~naØ, nevozrasta¸waØ

funkciØ na otrezke [0; q], priqem f(0) 6 q. Togda q∑ u=1 ∑ 16v6f(u)^{δq (uv ± 1) =} φ(q) q^2

V (Ω) + O ( q^{3/4}σ_0(q) log(q + 1) ) , gde Ω – oblast~ na ploskosti Ouv, zadavaemaØ usloviØmi 0 6 u 6 q,

0 6 v 6 f(u).

Dokazatel~stvo. Razob~œm otrezok summirovaniØ po peremen-

noæ u na k qasteæ (1 6 k 6 q):

0 = u_0 < u 6 u_1, . . . , u_{k−1} < u 6 u_k = q,

gde u_j = jq/k. Poloßim S = k∑ j=1 S_j , S_j = ∑ u_{j−1} <u6u_j ∑ 16v6f(u) δ_q (uv ± 1).

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 201 Togda, v silu monotonnosti funkcii f(u), ∑ u_{j−1} <u6u_j ∑ 16v6f(uj )^{δq(uv ± 1)} 6 Sj 6^∑_{uj−1 <u6uj}^∑_{16v6f(uj−1)} δq(uv ± 1). PrimenØØ k summam, stoØwim v posledneæ formule lemmu 4, poluqaem neravenstva φ(q) q^2 · q k f(u_j )+O ( √ qψ(q)) 6 S_j 6 φ(q) q^2 · q k f(u_{j−1})+O ( √ qψ(q)) . (19)

Tak kak q k k∑ j=1 f(u_j ) = q∫ 0 f(u) du + O ( q k f(0) ) ,

q k k−1∑ j=0 f(u_j ) = q∫ 0 f(u) du + O ( q k f(0) ) , i f(0) 6 q, to posle summirovaniØ po j ocenok (19), poluqim asimptotiqesku¸ formulu S = φ(q) q^2 q∫ 0 f(u) du + O ( q k ) + O (k √ qψ(q)) . PolagaØ k = q^{1/4}(σ_0(q) log(q + 1))^{−1}, prihodim k utverßdeni¸ lemmy.

Lemma 8. Pust~ 1 6 U < R i R1 = R/U . Togda dlØ veliqiny T2,

ravnoæ qislu rexeniæ sistemy (3), (4) s dopolnitel~nym ograniqeniem Q^′ > U , spravedliva asimptotiqeskaØ formula

T_2 = 2 ∑ n<R_1 ∑_∗ m6nx ∑ U<q6R φ(q) q^2 V (m, n, q) + O ( R^2U^{−1/4} log^2 R ) , gde V (m, n, q) – plowad~ oblasti Ω(m, n, q) na ploskosti Ouv, zadavaemoæ usloviØmi

0 6 u, v 6 q,^{(u2}_{q2} + 1^) (mv + nq)^2 6 R^2.

202 A. V. USTINOV

Dokazatel~stvo. Soglasno opredeleni¸ veliqiny T2,

T_2 = ∑ 26n<R1 ∑_∗ m6nx ∑ U<q6R/n q∑ u,v=1 δ_q (uv ± 1) [( m uv ± 1 q + nu )_2 + (mv + nq)^2 6 R^2 ] . Po lemme 7,

T_2 = ∑ 26n<R1 ∑_∗ m6nx ∑ U<q6R/n ( φ(q) q^2 V_±(m, n, q) + O ( q^{3/4}σ_0(q) log q )) , gde V_±(m, n, q) – plowad~ oblasti Ω_±(m, n, q) na ploskosti Ouv, zadavaemoæ usloviØmi

0 6 u, v 6 q,^(m^{uv ± 1}_q + nu^{)2} + (mv + nq)^2 6 R^2.

Tak kak Ω_+(m, n, q) ⊂ Ω(m, n, q) ⊂ Ω_−(m, n, q), to pri zamene V_±(m, n, q) na V (m, n, q) vozniknet pogrexnost~, ne prevoshodØwaØ raznosti V_−(m, n, q) − V_+(m, n, q). No pri fiksirovannom u raznost~ meßdu veliqinami v_− i v_+ takimi, qto ( m uv_± ± 1 q + nu )_2 + (mv_± + nq)^2 = R^2

est~ O(u/q^2). Sledovatel~no, V_−(m, n, q) − V_+(m, n, q) = O(1) i

T_2 = 2 ∑ n<R_1 ∑_∗ m6nx ∑ U<q6R/n [ φ(q) q^2 V (m, n, q) + O ( q^{3/4}σ_0(q) log q )] . Posle summirovaniØ ostatka nahodim:

T_2 = 2 ∑ n<R_1 ∑_∗ m6nx ∑ U<q6R/n φ(q) q^2 V (m, n, q) + O ( R^2U^{−1/4} log^2 R ) . OstaetsØ zametit~, qto uslovie q 6 R/n moßno zamenit~ bolee prostym q < R, tak kak pri nq > R oblast~ Ω(m, n, q) pusta i V (m, n, q) = 0.

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 203

Lemma 9. Pust~ 1 6 U 6 R, R1 = R/U . Togda dlØ summy

W_5 = ∑ n<R_1 ∑_∗ m6nx ∑ U<q6R φ(q) q^2 V (m, n, q) spravedliva asimptotiqeskaØ formula

W_5 =

U^2 ζ(2) 1∫ 0 dt R_1(t)∫

0 ξ F^∗(ξ) dξ + O(R^2U^{−1} log R),

gde R_1(t) = R_1/ √ t^2 + 1 i

F^∗(ξ) = ∑ n<ξ ∑_∗ m6nx 1 m ( 1 n − 1 m + n ) [ξ ¿ m + n] + ∑ n<ξ ∑_∗ m6nx 1 m ( 1 n − 1 ξ ) [ξ < m + n]. Dokazatel~stvo. Naædem snaqala priblißennoe znaqenie dlØ

summy ∑ U<q6R φ(q) q^2 V (m, n, q). Zapixem veliqinu V (m, n, q) v vide integrala V (m, n, q) = q∫ 0 du q∫ 0 dv [√ u^2/q^2 + 1(mv + nq) 6 R ] . VvodØ peremennye t = u/q, w = mv + nq i funkci¸ R(t) = R/ √ t^2 + 1, nahodim

V (m, n, q) = q m 1∫ 0 dt R(t)∫

0 dw [ w m + n < q 6^w_n^] .

Dalee ∑ U<q6R φ(q) q^2 V (m, n, q) = ∑ δ μ(δ) δ^2 ∑ U δ <q6^R_δ V (m, n, δq) q .

204 A. V. USTINOV Naædem vnutrenn¸¸ summu: ∑ U δ <q6^R_δ V (m, n, δq) q = δ m 1∫ 0 dt R(t)∫

0 dw ∑ U δ <q6^R_δ [ w m + n < q 6^w_n^] = δ m 1∫ 0 dt R(t)∫

0 dw ( w nδ − max { w (m + n)δ , U δ } + O(1) ) [w ¿ nU ] = 1 m 1∫ 0 dt R(t)∫

0 dw ( w n − max { w m + n , U }) [w ¿ nU ] + O^{(δR}_m^) . VvodØ peremennu¸ ξ = w/U ∑ U δ <q6^R_δ φ(q) q^2 V (m, n, q)

= U^2 m 1∫ 0 dt R_1(t)∫

0 dξ ( ξ n − max { ξ m + n , 1 }) [ξ ¿ n] + O^{( δR}_m^) .

Sledovatel~no, ∑ U<q6R φ(q) q^2 V (m, n, q)

= U^2 mζ(2) 1∫ 0 dt R_1(t)∫

0 dξ ( ξ n − max { ξ m + n , 1 }) [ξ ¿ n] + O^{( R}_m log R^) = U^2 mζ(2) 1∫ 0 dt R_1(t)∫

0 dξ ( ξ n − ξ m + n ) [ξ ¿ m + n] + U^2 mζ(2) 1∫ 0 dt R_1(t)∫

0 dξ ( ξ n − 1 ) [n 6 ξ 6 m + n] + O^{( R}_m log R^) .

SummiruØ poslednee ravenstvo po n i m prihodim k utverßdeni¸ lemmy.

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 205

Sledstvi 2. Pust~ 1 6 U 6 R, R1 = R/U i R1(t) = R1/^√t^2 + 1.

Togda dlØ veliqiny T_2 spravedliva asimptotiqeskaØ formula

T_2 = 2

U^2 ζ(2) 1∫ 0 dt R_1 (t)∫

0 ξ F^∗(ξ) dξ + O(R^2U^{−1/4} log^2 R).

Dokazatel~stvo vytekaet iz lemm 8 i 9.

Lemma 10. Pri N > 1 dlØ summy

F^∗(N ) = ∑ n<N ∑_∗ m6nx 1 m ( 1 n − 1 m + n ) − ∑ n<N ∑_∗ m6nx m+n>N 1 m ( 1 N − 1 m + n )

spravedliva asimptotiqeskaØ formula

F^∗(N ) = log(x + 1) ζ(2) log N + H(x) ζ(2) + O ( log^2(N + 1) N ) , gde H(x) = log(x + 1) ( log x − ζ^′(2) ζ(2) − 1 2 log(x + 1) + γ − 1 ) + h(x), i h(x) = ∞∑ m=1 ( ∑ m x 6n<^m_x +m 1 n − log(x + 1) ) . (20)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim snaqala summu F (N ), v kotoroæ

otsutstvuet uslovie vzaimnoæ prostoty qisel m i n. Poloßim F (N ) = F_1(N ) − F_2(N ), gde

F_1(N ) = ∑ n<N ∑ m6nx 1 m ( 1 n − 1 m + n ) ,

F_2(N ) = ∑ n<N ∑ m6nx m+n>N 1 m ( 1 N − 1 m + n ) . Ispol~zuØ vvedennu¸ funkci¸ h(x), nahodim

F_1(N ) = ∑ m<xN 1 m ( ∑ m x 6n<^m_x +m 1 n − ∑ N6n<N+m 1 n )

206 A. V. USTINOV

= h(x) + log(x + 1) ∑ m<xN 1 m − ∑ m<xN 1 m ∑ N6n<N+m 1 n + O ( 1 N )

= h(x) + (log(x + 1) + log N ) (log xN + γ) − σ + O ( log(N + 1) N ) , gde σ = ∑ m<xN log(N + m) m . (21)

Veliqinu F_2(N ) predstavim v vide F_2(N ) = F_3(N ) − F_4(N ), gde

F_3(N ) = 1 N ∑ n<N ∑ m6nx m+n>N 1 m ,

F_4(N ) = ∑ n<N ∑ m6nx m+n>N 1 m · 1 m + n . Posle peremeny porØdka summirovaniØ v summe F_3(N ) nahodim

F_3(N ) = 1 N ∑ m6^{xN}_{x+1} 1 m ∑ N−m<n<N 1 + 1 N ∑ xN x+1 <m<xN 1 m ∑ m x 6n<N^1 = log(x + 1) + O ( log(N + 1) N ) . Analogiqno,

F_4(N ) = ∑ m6^{xN}_{x+1} 1 m ∑ N−m<n<N 1 m + n + ∑ xN x+1 <m<xN 1 m ∑ m x 6n<N 1 m + n

= σ − log N (log xN + γ) − 1 2 log^2(x + 1) + O ( log(N + 1) N ) , gde veliqina σ opredelena ravenstvom (21). Znaqit,

F_2(N ) = log N (log xN + γ) + log^2(x + 1) 2 + log(x + 1) − σ + O ( log(N + 1) N ) ,

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 207

F (N ) = log(x + 1) ( log N x − log(x + 1) 2 + γ − 1 )

+h(x) + O ( log(N + 1) N ) . Po formule obraweniØ Mœbiusa

F^∗(N ) = ∑ d<N μ(d) d^2 F (N/d)

= log(x + 1) ζ(2) ( log N x − ζ^′(2) ζ(2) − log(x + 1) 2 + γ − 1 )

+ h(x) ζ(2) + O ( log^2(N + 1) N ) . Lemma 11. Pust~ X > 0 i X(t) = X/^√t^2 + 1. Togda 1∫ 0 dt X(t)∫

0 ξ dξ = π 8 X^2,

1∫ 0 dt X(t)∫

0 ξ log ξ dξ = π 8 X^2 ( log X 2 + 2 C π − 1 2 ) , C – konstanta Katalana, zadavaemaØ ravenstvami (1).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez I1, I2 integraly, figuriru-

¸wie v uslovii lemmy.

V pervom integrale posle zameny peremennoæ y = ξ^2 poluqaem

I_1 = 1 2 1∫ 0 dt X^2 (t)∫

0 dy = X^2 2 1∫ 0 dt t^2 + 1 = X^2 2 arctg t | | | | 1 t=0 = π 8 X^2.

DlØ dokazatel~stva vtorogo ravenstva naædœm snaqala znaqenie integrala

I_0 = 1∫ 0 log(t^2 + 1) t^2 + 1 dt.

208 A. V. USTINOV

Rassmotrim glavnu¸ vetv~ logarifma log z, dlØ kotoroæ | arg z| < π. Formula

Li_2(z) = − z∫ 0 log(1 − t) t dt zadaœt glavnu¸ vetv~ dilogarifma, opredelœnnu¸ na vseæ kompleksnoæ ploskosti za iskl¸qeniem luqa [1; +∞). DlØ funkcii, stoØweæ v integrale I_0, pervoobraznu¸ moßno ukazat~ Øvno: ∫ log(t^2 + 1) t^2 + 1 dt = arctg t 2 [log(t^2 + 1)

+2 log 2] + i 2 [ Li_2 ( 1 + it 2 ) − Li_2 ( 1 − it 2 )] . Znaqit,

I_0 = 1∫ 0 log(t^2 + 1) t^2 + 1 dt = 3π 8 log 2 + i 2 [ Li_2 ( 1 + i 2 ) − Li_2 ( 1 − i 2 )] . PrimenØØ toßdestvo (sm. [11])

Li_2 ( z z − 1 ) = − Li_2(z) − 1 2 log^2(1 − z), z /∈ [1; +∞),

pri z =^{1±i}_2 , nahodim i 2 [ Li_2 ( 1 + i 2 ) − Li_2 ( 1 − i 2 )] = i 2 [Li_2 (i) − Li_2 (−i)] + π 8 log 2 = −C + π 8 log 2.

Sledovatel~no, I_0 = −C + π 2 log 2.

Posle zameny y = ξ^2 vo vtorom integrale, poluqim

I_2 = 1 4 1∫ 0 dt X^2 (t)∫

0 log y dy = 1 4 1∫ 0 dt(y log y − y) | | | | X^2(t) y=0

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 209 = X^2 4 1∫ 0 dt t^2 + 1 ( log X^2 t^2 + 1 − 1 ) = π 16 X^2(2 log X − 1) −

X^2 4 I_0.

PodstavlØØ v posledn¸¸ formulu znaqenie integrala I_0, prihodim k nußnomu ravenstvu.

Teorema 2. Pust~ 1 6 U 6 R, R1 = R/U . Togda dlØ veliqiny T2,

ravnoæ qislu rexeniæ sistemy (3) s dopolnitel~nym ograniqeniem Q^′ > U , spravedliva asimptotiqeskaØ formula

T_2 = π 4 · R^2 ζ^2(2)

[log(x + 1) log R_1 + C_2(x)] + O(R^2U^{−1/4} log^2 R)

+O(RU^2 log^2 R), gde C_2(x) = log(x + 1) ( 2 C π − ζ^′(2) ζ(2) + γ − 1 2 log(x + 1) + log x 2 − 3 2 )

+h(x), (22)

a funkciØ h(x) opredelena ravenstvom (20).

Dokazatel~stvo sleduet podstanovkoæ rezul~tatov lemm 10–11 v sledstvie 2.

6. Osnovnoæ rezul~tat Teorema 3. Pust~ R ¿ 2. Togda dlØ veliqiny Nx(R) spravedliva

asimptotiqeskaØ formula

N_x(R) = 3 π R^2 [log(x + 1) log R + C(x)] + O(R^{17/9} log^2 R), gde C(x) = C_1(x) + C_2(x) + log(x + 1) ζ^′(2) ζ(2)

+ ζ(2) arctg x(1 − 2[x = 1]),

a veliqiny C_1(x) i C_2(x) opredeleny ravenstvami (18) i (22).

Dokazatel~stvo. Iz teorem 1 i 2 vytekaet ravenstvo

T^∗_x (R) = T_1 + T_2 = π 4 · R^2 ζ^2(2)

[log(x + 1) log R + C_1(x) + C_2(x)]

210 A. V. USTINOV

+O(R^2U^{−1/2} log^5 R) + O(R^2U^{−1/4} log^2 R) + O(RU^2 log^2 R). VybiraØ U = R^{4/9} i podstavlØØ rezul~tat v formulu (5), poluqaem

N^∗_x (R) = π 2 · R^2 ζ^2(2)

[log(x + 1) log R + C_3(x)] + O(R^{17/9} log^2 R), gde C_3(x) = C_1(x) + C_2(x) + ζ(2) arctg x(1 − 2[x = 1]).

Nakonec, primenØØ ravenstvo

N_x(R) = ∑ d6R^N ∗ x (R/d), prihodim k utverßdeni¸ teoremy.

Zameqanie. DlØ konstanty C(x) v itoge poluqaetsØ predstavle- nie C(x) = log(x + 1) ( 2 C π + γ − log(x + 1) 2 + log x 2 − 3 2 )

+h(x) + 2 π ( f(x) + g(x) − arctg x 2 + 3x ) , gde funkcii f(x), g(x), h(x) opredeleny ravenstvami (14), (17), (20) i, po-vidimomu, ne mogut byt~ posqitany Øvno.

Literatura

1. M. O. Avdeeva, O statistikah nepolnyh qastnyh koneqnyh cepnyh drobeæ. — Funkc. analiz i ego pril. 38, vyp. 2 (2004), 1–11.

2. M. O. Avdeeva, V. A. Bykovskiæ, Rexenie zadaqi Arnol~da o statistikah Gaussa–Kuz~mina. — Vladivostok, Dal~nauka (2002) (preprint).

3. I. V. Arnol~d, TeoriØ qisel. — Gosud. uqebno-pedagogiqeskoe izd-vo Narkomprosa RSFS (1939).

4. R. L. Grffhem, D. �. Knut, O. Pataxnik, KonkretnaØ matematika. Osnovanie informatiki. — M., Mir (1998).

5. Zadaqi Arnol~da. — M., Fazis (2000).

6. D. �. Knut, Iskusstvo programmirovaniØ. T. 2. Poluqislennye algoritmy. — M., Sankt-Peterburg, Kiev, Vil~Øms (2000).

7. J. D. Dixon, The Number of Steps in the Euclidean Algorithm. – J. of Number

Theory v. 2 (1970), 414–422.

8. G. H. Hardy, E. M. Write, An Introduction to the Number Theory. — Clarendon

Press, Oxford (1979).

O STATISTIQESKIH SVO`STVAH 211 9. H. Heilbronn, On the average length of a class of finite continued fractions. — in

Abhandlungen aus Zahlentheorie und Analysis, Berlin, VEB (1968), 89–96.

10. D. E. Knuth, Evaluation of Porter’s Constant. — Comp. and Maths. with Appls.

2 (1976), 137–139.

11. L. Lewin, Polylogaritms and associated functions. — New York, Elsevier North

Holland (1981).

12. J. W. Porter, On a theorem of Heilbronn. — Mathematika 22, No. 1 (1975), 20–28.

Ustinov A. V. On the statistical properties of finite continued fractions. The article is devoted to the statistical properties of continued fractions for the numbers a/b, for a and b in the sector a, b ¿ 1, a^2 + b^2 6 R^2. Main result is asymptotic formula with two meaning terms for the value

N_x(R) = ∑ a2+b2 6R2 a,b∈N s_x(a/b),

where s_x(a/b) = |{j ∈ {1, . . . , s} : [0; t_j, . . . , t_s] 6 x}| is Gaussian statistic for the fraction a/b = [t_0; t_1, . . . , t_s].

Postupilo 2 marta 2005 g.

MGU im. M. V. Lomonosova, mehaniko-matematiqeskiæ fakul~tet, kafedra teorii qisel

Habarovskoe otdelenie Instituta prikladnoæ matematiki Dal~nevostoqnogo otdeleniØ RAN

E-mail: ustinov@mech.math.msu.su