Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

ı. V. Nesterenko

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY)

PosvØwaetsØ pamØti ıriØ Vladimiroviqa Linnika

1. Vvedenie

V 1770 g. ȷ. L. Lagranß dokazal, qto kaßdoe natural~noe qislo est~ summa ne bolee qetyreh kvadratov natural~nyh qisel. V tom ße godu E. Varing vyskazal predpoloßenie, qto kaßdoe natural~noe qislo est~ summa ne bolee 9 kubov natural~nyh qisel, ne bolee 19 bikvadratov i t.d.

Pervyæ xag v rexenii problemy Varinga sdelal v 1859 g. ȷ. Liuvill~, dokazavxiæ, qto kaßdoe natural~noe qislo est~ summa ne bolee 53 bikvadratov. Pri fftom on ispol~zoval nekotoroe toßdestvo dlØ mnogoqlenov ot 4 peremennyh. Pozdnee dlØ toæ ße celi E. L¸ka predloßil bolee prostoe toßdestvo

6(x^2_1 + x^2 + x^3 + x^2_4)^2 = ∑ ( (x_i + x_j)^4 + (x_i − x_j)^4 ) , (1)

v kotorom summirovanie vedetsØ po vsem param celyh qisel i, j s usloviem 1 ≤ i < j ≤ 4.

Vposledstvii usiliØmi mnogih matematikov podobnye rezul~taty byli ustanovleny dlØ stepeneæ 3, 5, 6, 7, 8, 10, sm. [10], gl. 25. Pri fftom v osnove dokazatel~stv leßali vse bolee sloßnye toßdestva, podobnye (1). V 1909 g. v rabote [13] D. Gil~bert dokazal, qto Teorema 1. Pri l¸bom celom n ≥ 1 kaßdoe natural~noe qislo

dopuskaet predstavlenie v vide summy n-h stepeneæ natural~- nyh qisel, koliqestvo kotoryh ne prevoshodit nekotoroæ granicy, opredelØemoæ tol~ko pokazatelem n i ne zavisØweæ ot predstavlØemogo qisla.

�ta rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 03-01-00359. 149

150 ı. V. NESTERENKO

Rasprostraneno mnenie, qto dokazatel~stvo teoremy Gil~- berta ves~ma sloßno v tehniqeskom otnoxenii i trudno dlØ ponimaniØ. V deæstvitel~nosti ffto ne tak.

NastoØwaØ stat~Ø nosit metodiqeskiæ harakter. V neæ privodØtsØ dva fflementarnyh dokazatel~stva teoremy Gil~berta. Pervoe sleduet ideØm samogo Gil~berta, a vtoroe bylo predloßeno ı. V. Linnikom v 1943 g. Estestvenno, oba dokazatel~stva ime¸t otliqiØ ot original~nyh, tak kak vpitali v sebØ rØd uproweniæ i usoverxenstvovaniæ, predloßennyh vposledstvii razliqnymi avtorami. My ne kasaemsØ rezul~tatov, poluqennyh analitiqeskimi metodami. S nimi moßno poznakomit~sØ, naprimer, po kommentariØm k russkomu perevodu trudov Gil~- berta [13], str. 540–546, sm. takße Predislovie R. S. Vona k knige H. Davenport [21].

2. Dokazatel~stvo Gil~berta

Rabota Gil~berta zaverxaet celyæ rØd issledovaniæ, estestvennym obrazom obobwaØ i razvivaØ predxestvu¸wie idei. Tehniqeskie trudnosti original~nogo dokazatel~stva byli sosredotoqeny v obosnovanii neobhodimogo obwego toßdestva (teorema 2). Vyvod s ego pomow~¸ gipotezy Varinga byl soverxenno fflementaren i pomewen nami s nekotorymi uproweniØmi v razdele 2.2.

2.1. Toßdestvo Gil~berta.

Teorema 2. DlØ l¸byh celyh m > 1 i r > 1 suwestvu¸t poloßi-

tel~nye racional~nye qisla b_i i celye otliqnye ot nulØ qisla a_{ij} takie, qto toßdestvenno po r peremennym x_1, . . . , x_r vypolnØetsØ ravenstvo ( x^2_1 + . . . + x^2_r )_m = M∑ j=1 b_j (a_{1j}x_1 + . . . + a_{rj}x_r )^{2m} , (2)

priqem M = (2m + 1)^r.

Otmetim, qto Gil~bert dokazal fftu teoremu pri r = 5 i men~- xem znaqenii M . Odnako dlØ rexeniØ problemy Varinga v ego formulirovke veliqina M ne imeet znaqeniØ.

Teorema 2 byla sformulirovana v rabote Gurvica [15] v kaqestve predpoloßeniØ, i ispol~zovalas~ tam dlØ dokazatel~stva

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 151 utverßdeniØ, qto iz spravedlivosti gipotezy Varinga dlØ pokazatelØ m sleduet ee spravedlivost~ dlØ pokazatelØ 2m. Vpervye teorema 2 byla dokazana Gil~bertom, [13], s ispol~zovaniem dlØ fftogo kratnyh integralov po mnogomernomu xaru. Odnovremenno so stat~eæ Gil~berta byla opublikovana stat~Ø Hausdorfa [12], gde davalos~ inoe dokazatel~stvo teoremy, primenØvxee kratnye nesobstvennye integraly i ortogonal~nye mnogoqleny �rmita. Vposledstvii okazalos~, qto dokazatel~stvo Hausdorfa moßet byt~ provedeno bez ispol~zovaniØ integralov. Za tri goda v rabotah E. Stridsberga [18], A. Gurvica [16], R. Remaka [17], G. Frobeniusa [11] byl naæden fflementarnyæ variant rassußdeniæ Hausdorfa. Niße daetsØ ewe odno fflementarnoe dokazatel~stvo teoremy 2. Po suwestvu ono takße ØvlØetsØ pererabotkoæ dokazatel~stva Hausdorfa.

Opredelim posledovatel~nost~ celyh qisel c_k ravenstvami

c_{2j} =

(2j)! j! , , c_{2j+1} = 0, j ≥ 0.

Pust~ pri nekotoryh natural~nyh n i m deæstvitel~nye qisla α_h, β_h, h = 1, . . . , n udovletvorØ¸t usloviØm n∑ h=1 β_hα^k_h = c_k, k = 0, 1, . . . , 2m, β_h > 0, (3) Togda toßdestvenno po peremennym x_1, . . . , x_r vypolnØ¸tsØ ravenstva_n ∑ h1=1 · · · n∑ h_r =1

β_{h1} · · · β_{hr} (α_{h1} x_1 + . . . + α_{hr} x_r)^{2m}

= n∑ h1=1 · · · n∑ h_r =1 ∑ k1+···+k_r =2m (2m)!

k_1! · · · k_r! β_{h1} · · · β_{hr} α^{k1}_{h1} · · · α^{kr}_{hr} x^{k1}_1 · · · x^{kr}_r

= ∑ k1+···+k_r =2m (2m)!

k_1! · · · k_r! c_{k1} · · · c_{kr} x^{k1}_1 · · · x^{kr}_r

= (2m)! m! ∑ j1+···+j_r =m m! j_1! · · · j_r !

x^{2j1}_1 · · · x^{2jr}_r =

(2m)! m! ( x^2_1 + · · · + x^2_r )_m . (4) Takim obrazom, teorema 2 budet dokazana, esli my ustanovim, qto pri nekotorom n sistema usloviæ (3) otnositel~no neizvestnyh α_h, β_h razrexima v racional~nyh qislah.

152 ı. V. NESTERENKO

Poloßim v (3), (4) parametr n = 2m + 1. Togda dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno ustanovit~ suwestvovanie deæstvitel~nyh qisel β_k i razliqnyh deæstvitel~nyh qisel α_k, udovletvorØ¸wih usloviØm (3). Deæstvitel~no, pri fiksirovannyh razliqnyh α_h i n = 2m + 1 ravenstva (3) opredelØ¸t qisla β_k edinstvennym obrazom. Pri fftom qisla β_k nepreryvno zavisØt ot α_h. Esli vybrat~ racional~nye qisla α0_h dostatoqno blizkimi k α_h, otliqnymi ot nulØ, i opredelit~ dlØ nih sootvetstvu¸wie qisla β0_k s pomow~¸ ravenstv (3), to qisla β0_k takße budut raspoloßeny vblizi ot qisel β_k. �to oznaqaet, qto dlØ racional~nyh qisel α0_k, β0_k budut vypolneny vse usloviØ (3), i, sledovatel~no, teorema 1 budet spravedliva.

Opredelim formal~nye rØdy f_n(x) sledu¸wim obrazom

f_n(x) = 2^n ∞∑ k=0 (2k + n)! k! x^{−2k−n−1}, n ≥ 0. Togda

f_0(x) = ∞∑ k=0 c_kx^{−k−1}. (5) Lemma 1. Spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ

f_1(x) = xf_0(x) − 1, (6)

f_{n+1}(x) = xf_n(x) − 2nf_{n−1}(x), n ≥ 1. (7)

Dokazatel~stvo. Oba toßdestva (6), (7) dokazyva¸tsØ sravneniem kofffficientov sootvetstvu¸wih rØdov. Imeem

xf_0(x) − 1 = 2 ∞∑ k=1 (2k − 1)! (k − 1)!

· x^{−2k} = f_1(x),

i pri n ≥ 1 xf_n(x) − 2nf_{n−1}(x) = x^{−n}2^{n+1} ∞∑ k=1 (2k + n − 1)!

(k − 1)!

· x^{−2k} = f_{n+1}(x). �

Opredelim posledovatel~nost~ mnogoqlenov Q_n(x) pri pomowi rekurrentnogo uravneniØ

Q_{n+1}(x) = xQ_n(x) − 2nQ_{n−1}(x), Q_0(x) = 1, Q_1(x) = x. (8)

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 153 Vtoru¸ posledovatel~nost~ mnogoqlenov P_n(x) opredelim s pomow~¸ togo ße rekurrentnogo uravneniØ, no s naqal~nymi dannymi P_0(x) = 0, P_1(x) = 1. Iz (8) sleduet, qto stepen~ mnogoqlena Q_n(x) ravna n, a kofffficient pri x^n raven 1. Krome togo

deg P_n(x) ≤ n − 1.

Lemma 2. Pri n ≥ 0 spravedlivy toßdestva

f_n(x) = Q_n(x)f_0(x) − P_n(x), (9)

P_{n+1}(x)Q_n(x) − P_n(x)Q_{n+1}(x) = 2^n · n!, (10) Q 0_{n+1}

(x) = (n + 1)Q_n(x). (11)

Dokazatel~stvo. Tri posledovatel~nosti fn(x), Pn(x), Qn(x) udovletvorØ¸t odnomu i tomu ße rekurrentnomu uravneni¸ vtorogo porØdka, sm. (7), (8). Pofftomu dlØ dokazatel~stva (9) dostatoqno proverit~ ffti sootnoxeniØ pri n = 0, 1. Pri n = 0 ravenstvo (9) sleduet iz opredeleniØ mnogoqlenov P_0(x) i Q_0(x). A pri n = 1 ono sovpadaet s ravenstvom (6).

PrØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto P_1(x)Q_0(x) − P_0(x)Q_1(x) = 1. Tak kak obe posledovatel~nosti P_n(x) i Q_n(x) udovletvorØ¸t rekurrentnomu uravneni¸ (8), to spravedlivo toßdestvo

P_{n+1}(x)Q_n(x) − P_n(x)Q_{n+1}(x) = 2n(P_n(x)Q_{n−1}(x) − P_{n−1}(x)Q_n(x)),

iz kotorogo s pomow~¸ indukcii poluqaetsØ ravenstvo (10).

DlØ dokazatel~stva (11) takße vospol~zuemsØ indukcieæ. Pri

n = 0 i n = 1 ravenstvo (11) proverØetsØ neposredstvenno. Pred-

poloßim, qto ono spravedlivo pri vseh n < k, gde k ≥ 2. DifferenciruØ ravenstvo Q_{k+1}(x) = xQ_k(x) − 2kQ_{k−1}(x), i pol~zuØs~ predpoloßeniem, nahodim

Q^′_{k+1}(x) = Q_k(x) + xkQ_{k−1}(x) − 2k(k − 1)Q_{k−2}(x) = (k + 1)Q_k(x). �

Lemma 3. DlØ n ≥ 1 polinom Qn(x) imeet n deæstvitel~nyh

korneæ λ_1 < λ_2 < . . . < λ_n, priqem

sign Q

0_n (λ_j ) = (−1)^{n−j}, j = 1, . . . , n.

154 ı. V. NESTERENKO

Dokazatel~stvo. Dokaßem lemmu indukcieæ po n. Pri n = 1 imeem Q_1(x) = x i utverßdenie, oqevidno, vypolnØetsØ. Dokaßem teper~ utverßdenie lemmy dlØ mnogoqlena Q_{n+1}(x), sqitaØ, qto dlØ Q_n(x) ono imeet mesto. Iz ravenstv (8) i (11) nahodim

Q_{n+1}(λ_j ) = −2nQ_{n−1}(λ_j ) = −2Q

0_n (λ_j ).

Pofftomu sign Q_{n+1}(λ_j ) = (−1)^{n+1−j} . Ots¸da sleduet, qto suwestvu¸t nuli μ_j mnogoqlena Q_{n+1}(x) takie, qto

λ_1 < μ_2 < λ_2 < . . . < λ_{n−1} < μ_n < λ_n.

UqityvaØ, qto sign Q_{n+1}(λ_n) = −1 i sign Q_{n+1}(+∞) = 1, zakl¸- qaem, qto mnogoqlen Q_{n+1}(x) imeet nul~ μ_{n+1} > λ_n. Krome togo, ravenstva sign Q_{n+1}(−∞) = (−1)^{n+1}, sign Q_{n+1}(λ_1) = (−1)^n oznaqa- ¸t suwestvovanie nulØ μ_1 s usloviem μ_1 < λ_1. Itak, mnogoqlen

Q_{n+1}(x) imeet n + 1 razliqnyh deæstvitel~nyh nuleæ.

Pol~zuØs~ teper~ sledu¸wimi iz (11) ravenstvami Q 0_{n+1} (μ_j) = (n + 1)Q_n(μ_j )

i neravenstvami

μ_1 < λ_1 < μ_2 < λ_2 < . . . < λ_{n−1} < μ_n < λ_n < μ_{n+1},

zakl¸qaem, qto posledovatel~nost~ Q0_{n+1}(μ_j ) – znakoqeredu¸wa- ØsØ. UqityvaØ, qto Q_n(μ_{n+1}) > 0 i, potomu Q0_{n+1}(μ_{n+1}) > 0, nahodim, qto sign Q0_{n+1}(μ_j ) = (−1)^{n+1−j} . �

Zaverxim teper~ dokazatel~stvo suwestvovaniØ deæstvitel~- nyh qisel α_h, β_h, udovletvorØ¸wih usloviØm (3) pri n = 2m+1. Oboznaqim α_1, . . . , α_n korni mnogoqlena Q_n(x). Soglasno lemme 3 vse oni deæstvitel~ny i razliqny. Poskol~ku deg P_n(x) < Q_n(x), to racional~naØ funkciØ^{Pn (x)}_{Qn(x)} imeet sledu¸wee razloßenie v summu prosteæxih drobeæ P_n(x) Q_n(x) = β_1 x − α_1 + · · · + β_n x − α_n . (12)

Iz fftogo ravenstva i toßdestv (10), (11) nahodim

β_h =

P_n(α_h) Q0_n(α_h) = 2^{n−1} · (n − 1)! Q0_n(α_h)Q_{n−1}(α_h) = 2^{n−1} · n! Q0_n(α_h)^2 > 0.

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 155 Iz (12) sleduet, qto razloßenie funkcii^{Pn (x)}_{Qn(x)} v rØd Teælora v okrestnosti toqki ∞ imeet vid P_n(x) Q_n(x) = ∞∑ k=0 (_n ∑ h=1 α_hβ^k_h ) x^{−k−1}. (13) Soglasno (9) imeem

f_0(x) − P_n(x) Q_n(x) = f_n(x) Q_n(x) = O(x^{−2n−1}), tak qto pervye 2n kofffficientov razloßeniØ (13) sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi kofffficientami rØda (5) dlØ f_0(x). Takim obrazom, vypolnØ¸tsØ ravenstva n∑ h=1 α_hβ^k_h = c_k, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, i, v qastnosti, ravenstva (3) pri n = 2m + 1. Itak, deæstvitel~nye qisla, udovletvorØ¸wie usloviØm (3) postroeny. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.

Formal~nyæ rØd (5), opredelØ¸wiæ f_0(x), ØvlØetsØ vyroßdennoæ gipergeometriqeskoæ funkcieæ. RazloßeniØ takih rØdov v nepreryvnye drobi horoxo izvestny, sm. [4, gl. 2]. Drobi

P_n (x) Q_n(x) ØvlØ¸tsØ podhodØwimi drobØmi nepreryvnoæ drobi dlØ

f_0(x). Rekurrentnye uravneniØ (8) – ffto uravneniØ dlØ qislite-

leæ i znamenateleæ podhodØwih drobeæ, sm. [4, formula (2.1.6)]. Ravenstva (10) – takße klassiqeskie sootnoxeniØ meßdu qislitelØmi i znamenatelØmi sosednih podhodØwih drobeæ, sm. [4, formula (1.1.9)]. Znamenateli podhodØwih drobeæ Q_n(x) svØzany s klassiqeskimi mnogoqlenami �rmita H_n(x) sootnoxeniem

Q_n(x) = H_n(^x_2 ), sm., naprimer, [5, formula (63.10)].

Toßdestvo (4) vpervye poØvilos~ v rabote Stridsberga [18].

2.2. Dokazatel~stvo teoremy 1.

V dokazatel~stve budet ispol~zovat~sØ toßdestvo teoremy 2 s r = 5 i ewe odno toßdestvo neqetnoæ stepeni, poluqa¸weesØ iz (2) differencirovaniem.

Sledstvie 1. DlØ kaßdogo celogo m > 1 suwestvu¸t poloßi-

tel~nye racional~nye qisla c_1, . . . , c_M , M = (2m + 1)^5, i celye

156 ı. V. NESTERENKO otliqnye ot nulØ qisla a_{i,j}, 1 ≤ i ≤ 5, 1 ≤ j ≤ M , takie, qto toßdestvenno po peremennym x_1, . . . , x_5 vypolnØetsØ ravenstvo

x_1 ( x^2_1 + . . . + x^2_5 )_{m−1} = M∑ j=1 c_j (a_{1,j}x_1 + . . . + a_{5,j}x_5)^{2m−1} , (14)

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva dostatoqno prodifferencirovat~ toßdestvo (2) i poloßit~ c_j = b_ja_{1,j}. �

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 budet ustanovleno sledu¸wee Predloßenie 1. DlØ kaßdogo natural~nogo n suwestvu¸t dva

celyh qisla p i q takie, qto n = p + q, 0 ≤ p < q, natural~noe qislo K i poloßitel~nye racional~nye qisla r_1, . . . , r_L so sledu¸wimi svoæstvami: dlØ l¸byh x, y ∈ Z, x > 0, s usloviem |y| ≤ x^q (15) suwestvu¸t celye neotricatel~nye qisla u_1, . . . , u_L takie, qto

x^p(Kx^q + y) = L∑ j=1 r_ju^n_j . Celye qisla vida x^p(Kx^q + y) s usloviem (15) sostavlØ¸t dostatoqno plotnoe mnoßestvo M. Kaßdoe bol~xoe celoe qislo moßet byt~ predstavleno v vide summy dvuh qisel iz M. Imenno na fftom svoæstve i osnovan sledu¸wiæ dalee vyvod teoremy 1. Vyvod teoremy 1 iz predloßeniØ 1. Pust~ Q – dostatoqno bol~xoe celoe qislo. Oboznaqim bukvoæ x naibol~xee celoe qislo, takoe qto

K(x^n + x^{n+1}) ≤ Q,

i z = Q − K(x^n + (x + 1)^n). Togda

0 ≤ z < K((x+1)^n+(x+2)^n)−K(x^n +(x+1)^n) = K((x+2)^n−x^n) ≤ x^n,

esli Q, a, znaqit, i x dostatoqno veliko. Suwestvu¸t celye qisla y_1, y_2, takie qto

z = (x + 1)^py_2 − x^py_1, 0 ≤ y_1 < (x + 1)^p.

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 157 Togda 0 ≤ y_1 ≤ x^{p+1} ≤ x^q, y_2 > 0 i

y_2 = x^py_1 + z (x + 1)^p

≤ x^p + z (x + 1)^p

≤ x^p + x^n (x + 1)^p

< x^p + x^q < (x + 1)^q .

Pary qisel (x, y_1) i (x + 1, y_2) udovletvorØ¸t usloviØm predloßeniØ 1. Pofftomu suwestvu¸t celye neotricatel~nye qisla

u_1, . . . , u_L, v_1, . . . , v_L, dlØ kotoryh

x^p(Kx^q − y_1) = L∑ j=1 r_j u^n_j , (x + 1)^p(K(x + 1)^q + y_2) = L∑ j=1 r_jv^n_j . No togda

Q = K(x^n + (x + 1)^n) + z

= x^p(Kx^q − y_1) + (x + 1)^p(K(x + 1)^q + y_2) = L∑ j=1 r_j(u^n_j + v^n_j ).

Pust~ R_0 > 0 – naimen~xiæ obwiæ znamenatel~ qisel r_j i r_j =

R_j/R_0. Iz dokazannogo sleduet, qto kaßdoe dostatoqno bol~xoe

celoe qislo, delØweesØ na R_0, moßet byt~ predstavleno v vide summy 2(R_1 + · · · + R_L) slagaemyh, kaßdoe iz kotoryh est~ n-Ø stepen~ celogo qisla. Esli N dostatoqno veliko, i N = R_0Q +

T, 0 ≤ T < R_0, to T predstavimo v vide summy ne bolee qem R_0 edinic. No togda qislo N predstavimo v vide summy n-h

stepeneæ celyh qisel, sostoØweæ ne bolee qem iz R_0 + 2(R_1 +

· · · + R_L) slagaemyh. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1. � Pereædem teper~ k dokazatel~stvu predloßeniØ 1. Pust~ n ≥ 2 – fiksirovannoe celoe qislo. Opredelim tri qisla a, A, –, zavisØwie ot n, sledu¸wim obrazom. Oboznaqim bukvoæ a naimen~xee obwee kratnoe vseh qisel a_{1,1}, . . . , a_{1,M} v toßdestvah (2), (14), napisannyh dlØ vseh m ≤ n/2. Vospol~zovavxis~ predstavleniem

a_{1,j}x_1 + · · · + a_{5,j}x_5 = a_{1,j} a (ax_1 + a^′_{2,j}x_2 + · · · + a^′_{5,j}x_5),

gde a^′_{i,j} = a_{i,j}^a_{a1,j} , i podpraviv kofffficienty b_j, c_j, moßno dobit~- sØ, qtoby v toßdestvah (2), (14) pri vseh m ≤ n/2 vypolnØlis~ ravenstva a_{1,1} = · · · = a_{1,M} = a. Oboznaqim teper~ A = max(|a_{2,j}| + · · · + |a_{5,j}|),

158 ı. V. NESTERENKO gde maksimum beretsØ po vsem j, 1 ≤ j ≤ M, i po vsem toßdestvam (2), (14), pri vseh m ≤ n/2. Pust~ teper~ – – naimen~xee celoe qislo, udovletvorØ¸wee neravenstvu – >^{6A2}_a i delØweesØ na a.

Opredelim teper~ posledovatel~nost~ K_0, K_1, . . . rekurrentno s pomow~¸ ravenstv

K_0 = –^2, K_r = ( K_{r−1} + a– a )_2 . Legko videt~, qto vse K_r est~ celye qisla, delØwiesØ na a^2, priqem K_r ≥ –^2.

Predloßenie 1 dokazyvaetsØ po indukcii. Sootvetstvu¸wee induktivnoe utverßdenie my sformuliruem v sledu¸wem vide. Predloßenie 2. Pust~ s, n – celye qisla, 0 ≤ s ≤ log_2 n, celye

qisla u, v opredeleny usloviØmi

n = v · 2^s + u, 0 ≤ u < 2^s.

Suwestvu¸t poloßitel~nye racional~nye qisla d_1, . . . , d_Q, Q ≤ n^{5s} takie, qto dlØ l¸byh celyh qisel x, y s usloviem |y| ≤ – √ K_sx^{2s} (16)

naædutsØ celye neotricatel~nye qisla w_1, . . . , w_Q, s kotorymi vypolnØetsØ ravenstvo

x^u(K_sx^{2s} + y)^v = Q∑ i=1 d_iw^n_i . (17)

Vyvod predloßeniØ 1 iz predloßeniØ 2. Pust~ g – naibol~- xee celoe qislo s usloviem 2^g ≤ n. Poloßim v predloßenii 2

s = g. Togda v = 1 i u = n − 2^g < 2^g. Esli vzØt~ p = u = n − 2^g i q = 2^g, to iz predloßeniØ 2 poluqaetsØ predloßenie 1. �

Oboznaqim M_s sovokupnost~ celyh qisel, predstavimyh v vide x^u(K_sx^{2s} + y)^v s celymi x, y, udovletvorØ¸wimi usloviØm (16). V qastnosti, mnoßestvo M_0 sostoit iz n-h stepeneæ celyh qisel. Kaßdyæ fflement mnoßestva M_s, kak ffto budet vidno iz dokazatel~stva predloßeniØ 2, predstavim v vide summy ograniqennogo qisla slagaemyh iz mnoßestva M_{s−1} s kofffficientami, prinadleßawimi fiksirovannomu koneqnomu mnoßestvu

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 159 poloßitel~nyh racional~nyh qisel. IndukciØ po s obespeqivaet vypolnimost~ nußnogo utverßdeniØ. Takova vkratce shema dokazatel~stva predloßeniØ 2.

Dokazatel~stvo. Kak uße ukazyvalos~, predloßenie 2 budet dokazyvat~sØ indukcieæ po s. Pri s = 0, (u = 0, v = n) utverßdenie, oqevidno, vypolnØetsØ s Q = 1, d_1 = 1 i w_1 = K_0x + y ≥ 0.

Predpoloßim, qto s ≥ 1 i dlØ s − 1 utverßdenie spravedlivo. Pust~ takße celye qisla x, y udovletvorØ¸t uslovi¸ (16).

Opredelim nekotorym special~nym obrazom celye qisla

x_1, . . . , x_5, priqem tak, qtoby vypolnØetsØ ravenstvo

K_sx^{2s} + y = x^2_1 + · · · + x^2_5.

Poloßim G = K_{s−1}/a i x_1 = Gx^{2s}�^1. Poskol~ku K_s = (G + –)^2, imeem

K_s − G^2 = 2G– + –^2 ≥ – √ K_s. Sledovatel~no

(K_s − G^2)x^{2s} + y ≥ (K_s − G^2)x^{2s} − – √ K_sx^{2s} ≥ 0, i po teoreme Lagranßa suwestvu¸t celye neotricatel~nye qisla x_2, . . . , x_5, udovletvorØ¸wie ravenstvu

(K_s − G^2)x^{2s} + y = x^2 + · · · + x^2_5.

Imeem

(K_s − G^2) + – √ K_s = 3G– + 2–^2 ≤ 6–G. (18)

Zdes~ ispol~zovalos~ neravenstvo G = K_{s−1}/a ≥ –^2/a ≥ –. Iz (18) i (16) sleduet |x_k| ≤ √ 6–G · x^{2s�1} , k ≥ 2. (19)

Voz~mem nekotorye celye m ≤ n/2 i j, 1 ≤ j ≤ M . Vybor v dal~- neæxem j, m i toßdestva (2) ili (14) budet zaviset~ ot u, v. Esli a_{j,i} – kofffficienty sootvetstvu¸wih toßdestv (2) i (14) poloßim

y_j = a_{j,2}x_2 + · · · + a_{j,5}x_5.

Togda |y_j| ≤ A · √ 6–G · x^{2s�1} < –^√Ks−1 · x^{2s�1} . (20)

160 ı. V. NESTERENKO Poslednee neravenstvo vypolnØetsØ, poskol~ku soglasno opredeleni¸ – imeem

6–GA^2 ≤ a–^2G = –^2Ks−1.

Rassmotrim dva sluqaØ v zavisimosti ot veliqiny qisla u. 1. Dopustim, qto vypolneno neravenstvo 0 ≤ u < 2^{s−1}. Vospol~zuemsØ toßdestvom (2) pri r = 5, m = v i vybrannyh ranee znaqeniØh x_i. Togda imeem

x^u(K_sx^{2s} + y)^v = x^u(x^2_1 + · · · + x^2_5)^v = M∑ j=1 b_j · x^u(K_{s−1}x^{2s} �1 + y_j )^{2v}.

UqityvaØ, qto n = 2v · 2^{s−1} + u, 0 ≤ u < 2^{s−1}, soglasno induktivnomu predpoloßeni¸ nahodim ravenstva x^u(K_{s−1}x^{2s} �1 + y_j )^{2v} = Q0 ∑ i=1 d^′_iw^n_{j,i} s nekotorymi celymi neotricatel~nymi w_{j,i} i poloßitel~nymi racional~nymi qislami d^′_i, zavisØwimi tol~ko ot n, u, v. PodstavlØØ naædennye predstavleniØ v ravenstvo (20), poluqaem nußnoe utverßdenie.

2. Dopustim, qto vypolneny neravenstva 2^{s−1} ≤ u < 2^s. Vospol~zuemsØ toßdestvom (14) pri m = v + 1 i vybrannyh ranee znaqeniØh x_i. Imeem ravenstvo

x^u(K_sx^{2s} + y)^v = x^u(x^2_1 + · · · + x^2_5)^v = 1 G M∑ j=1 c_j · x^{u−2s} �1 (K_{s−1}x^{2s} �1 + y_j )^{2v+1}. (21)

Tak kak (2v + 1)2^{s−1} + (u − 2^{s−1}) = n, 0 ≤ u − 2^{s−1} < 2^{s−1} i kaßdoe slagaemoe v pravoæ qasti (21) udovletvorØet usloviØm induktivnogo predpoloßeniØ, imeem ravenstvo x^{u−2s} �1 (K_{s−1}x^{2s} �1 + y_j )^{2v+1} = Q0 ∑ i=1 d^′_iw^n_{j,i} s nekotorymi celymi neotricatel~nymi w_{j,i} i poloßitel~nymi racional~nymi qislami d^′_i, zavisØwimi tol~ko ot n, u, v. PodstavlØØ naædennye predstavleniØ v ravenstvo (21), poluqaem nußnoe utverßdenie. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1. �

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 161

3. Dokazatel~stvo Linnika

Novoe fflementarnoe rexenie problemy Varinga predloßil v 1943 g. ı. V. Linnik, [6], kotoryæ v to vremØ uße imel doktorsku¸ stepen~, nesmotrØ na svoi 28 let. Pol~zuØs~ prostymi soobraßeniØmi L. G. Xnirel~mana o plotnosti posledovatel~- nosteæ, Linnik svel dokazatel~stvo teoremy 1 k ocenke qisla rexeniæ nekotorogo diofantova uravneniØ, teorema 4 niße. Neobhodimoe utverßdenie bylo dokazano im s pomow~¸ fflementarnoæ interpretacii metoda G. VeælØ ocenki trigonometriqeskih summ. Podrobnoe izloßenie dokazatel~stva Linnika bylo dano v 1948 g. A. ˚. Hinqinym, [3]. V 1956 g. Hua Lo-gen vnes nekotorye usoverxenstvovaniØ, sm. [14] i [8], pozvolivxie utoqnit~ i uprostit~ dokazatel~stvo, i izloßil ego na Øzyke trigonometriqeskih summ v vide ocenki nekotorogo trigonometriqeskogo integrala. Pri fftom, vproqem, bylo dobavleno, qto integral ispol~zuetsØ lix~ “radi udobstva; ne predstavlØet truda provesti dokazatel~stvo sredstvami fflementarnoæ teorii qisel”, sm. [8], str. 20. Za proxedxie posle fftogo poqti 50 let nikto, naskol~ko nam izvestno, ne udosußilsØ vypolnit~ taku¸ rabotu. Pofftomu my soqli vozmoßnym v god 90-letiØ so dnØ roßdeniØ ı. V. Linnika opublikovat~ ego dokazatel~stvo s vnesennymi Hua Lo-genom usoverxenstvovaniØmi na fflementarnom Øzyke originala.

3.1. Plotnost~ posledovatel~nosti. Lemmy Xnirel~mana.

Soderßanie fftogo razdela horoxo izvestno i privoditsØ zdes~ dlØ polnoty izloßeniØ.

Rassmotrim beskoneqnu¸ vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ celyh qisel

a_0 = 0, a_1, a_2, . . . . (A)

Simvolom A(n) budet oboznaqat~sØ koliqestvo poloßitel~nyh qlenov fftoæ posledovatel~nosti, ne prevoshodØwih n. Veliqina

d(A) = inf_{n≥1} A(n) n nazyvaetsØ plotnost~¸ posledovatel~nosti A. DlØ dvuh posledovatel~nosteæ A i B ukazannogo vyxe vida simvolom A + B budet oboznaqat~sØ posledovatel~nost~, sostoØwaØ iz qisel, kaßdoe iz kotoryh predstavimo v vide a + b, a ∈ A, b ∈ B. Sledu- ¸wie dve lemmy prinadleßat L. G. Xnirel~manu, sm. [9].

162 ı. V. NESTERENKO

Lemma 4. Esli d(A) ≥^1_2 , to A + A est~ natural~nyæ rØd. Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto proizvol~no vybrannoe natural~noe qislo N prinadleßit mnoßestvu A + A. Esli N ∈ A, utverßdenie spravedlivo. Dalee budem sqitat~, qto N ne prinadleßit A. Oboznaqim bukvoæ B sovokupnost~ a_1, . . . , a_n vseh poloßitel~nyh qlenov posledovatel~nosti A, udovletvorØ¸wih neravenstvu a_i ≤ N . Vse oni otliqny ot N . Soglasno uslovi¸ n = A(N ) ≥ N/2. Bukvoæ C oboznaqim sovokupnost~ qisel

N − a_i, 1 ≤ i ≤ n. Kaßdoe iz mnoßestv B i C soderßit ne menee

N/2 fflementov i vse oni prinadleßat otrezku [1, N − 1]. Ots¸da sleduet, qto mnoßestva B i C ime¸t netrivial~noe pereseqenie, t.e. naædutsØ fflementy a, b, prinadleßawie A, dlØ kotoryh a = N − b. � Lemma 5. DlØ l¸byh dvuh posledovatel~nosteæ A, B spravedlivo

neravenstvo d(A + B) ≥ d(A) + d(B) − d(A)d(B). Dokazatel~stvo. Esli d(A) = 0 ili d(B) = 0, utverßdenie, oqevidno, vypolnØetsØ. Budem dalee sqitat~, qto α = d(A) > 0 i β = d(B) > 0. V qastnosti, ffto oznaqaet, qto a_1 = 1 i

A(m) ≥ αm, B(m) ≥ βm pri l¸bom m ≥ 1. Pust~ N – natural~-

noe qislo i n – naibol~xee celoe s usloviem a_n ≤ N . Togda

n = A(N ). Oboznaqim dlØ kaßdogo k, 1 ≤ k < n simvolom i_k nai-

bol~xiæ indeks s usloviem a_k + b_{ik} < a_{k+1}. Pust~ takße i_n – naibol~xiæ indeks s usloviem a_n + b_{in} ≤ N . UqityvaØ, qto mnoßestvo A + B soderßit fflementy a_k + b_j, 1 ≤ k < n, 0 ≤ j ≤ i_k, vse ffti fflementy razliqny i ne prevoshodØt N , poluqaem

(A + B)(N ) ≥ n + i_1 + · · · + i_n

= A(N ) + B(a_2 − a_1 − 1) + · · · + B(a_n − a_{n−1} − 1)

+B(N − a_n) ≥ A(N ) + β(a_2 − a_1 − 1 + · · · + a_n − a_{n−1} − 1 + N − a_n) = (1 − β)A(N ) + βN ≥ (α + β − αβ)N. � Privedem takße dva oqevidnyh sledstviØ lemm 4 i 5.

Sledstvie 2. DlØ l¸byh posledovatel~nosteæ A1, . . . , Ar spra-

vedlivo neravenstvo

1 − d(A_1 + · · · + A_r ) ≤ (1 − d(A_1)) · · · (1 − d(A_r)).

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 163

Sledstvie 3. Esli d(A) > 0, to dlØ nekotorogo r posledovatel~-

nost~ A + · · · + A r sovpadaet s mnoßestvom celyh neotricatel~-

nyh qisel.

3.2. Teoremy o qisle rexeniæ diofantovyh uravneniæ.

Oboznaqim pri fiksirovannom celom n ≥ 2 bukvoæ A posledovatel~nost~ qisel A = {0, 1, 2^n, 3^n, . . . }, a bukvoæ B posledovatel~nost~ B = A + · · · + A r . Posledovatel~-

nost~ A imeet nulevu¸ plotnost~. Niße budet dokazano, qto pri nekotorom r posledovatel~nost~ B budet imet~ poloßitel~nu¸ plotnost~, qto soglasno sledstvi¸ 3 vleqet spravedlivost~ teoremy 1.

Pust~ N neotricatel~noe celoe qislo. Togda soglasno prinØtym ranee oboznaqeniØm B(N ) est~ koliqestvo celyh m, 0 ≤ m ≤ N , dlØ kotoryh uravnenie

x^n_1 + . . . + x^n_r = m, x_j ≥ 0, (22)

razreximo v celyh qislah x_j. Oboznaqim simvolom R(m) koliqestvo rexeniæ uravneniØ (22). S pomow~¸ neravenstva Koxi– BunØkovskogo poluqaem (_N ∑ m=0 R(m) )_2 ≤ ∑ m≤N,R(m)≠0 1 · N∑ m=0 R(m)^2. (23)

Summa Σ_1 = ∑_N m=0 R(m) est~ koliqestvo rexeniæ neravenstva

x^n_1 + · · · + x^n_r ≤ N, x_j ≥ 0. (24)

Kaßdyæ nabor celyh qisel x_1, . . . , x_r s usloviØmi 0 ≤ x_j ≤

(N/r)^{1/n} udovletvorØet neravenstvu (24), pofftomu

Σ_1 ≥ (1 + [(N/r)^{1/n}])^r ≥ (N/r)^{r/n}

i (23) moßet byt~ perepisano tak ( N r )_{2r/n} ≤ B(N ) · N∑ m=0 R(m)^2. (25)

164 ı. V. NESTERENKO

Summa^N ∑ m=0 R(m)^2 est~ koliqestvo rexeniæ sistemy { x^n_1 + · · · + x^n_r = y^n_1 + · · · + y^n_r , x^n_1 + · · · + x^n_r ≤ N, x_j ≥ 0, y_j ≥ 0,

i ne prevoshodit koliqestva rexeniæ sistemy { x^n_1 + · · · + x^n_r = y^n_1 + · · · + y^n_r , 0 ≤ x_j ≤ N^{1/n}, 0 ≤ y_j ≤ N^{1/n}. (26)

Teorema 3. Suwestvuet natural~noe qislo r = r(n) takoe, qto

pri l¸bom natural~nom N koliqestvo rexeniæ sistemy (26) ne prevoshodit cN^{2rn −1}, gde c – poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot r i n.

Iz (25) i ocenki teoremy 3 sleduet neravenstvo B(N ) ≥ c_1N s nekotoroæ poloßitel~noæ postoØnnoæ, zavisØweæ tol~ko ot n i r. Takim obrazom, plotnost~ posledovatel~nosti B ne men~xe

c_1 > 0.

Itak, dlØ dokazatel~stva teoremy 1 dostatoqno ustanovit~ teoremu 3. V svo¸ oqered~, poslednØØ teorema moßet byt~ vyvedena iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema 4. Pust~ P ≥ 1 i mnogoqlen f(x) = a0x^n+· · ·+an−1x+an ∈

Z[x] udovletvorØet usloviØm n ≥ 2, 0 < |a_0| < λ, |a_1| ≤ λP, . . . , |a_{n−1}| ≤ λP^{n−1}, gde λ – dostatoqno bol~xaØ po sravneni¸ s n postoØnnaØ. Togda qislo rexeniæ uravneniØ s∑ j=1 (−1)^j f(x_j ) = 0, s = 8^{n−1},

v celyh qislah x_i s usloviØmi 0 ≤ x_i ≤ P ne prevoshodit λ^{s−3}P^{s−n}.

Vyvod teoremy 3 iz teoremy 4. Vyberem mnogoqlen f(x) = x^n. Poloßim takße 2r = 8^{n−1} = s, P = N^{1/n}. Soglasno teoreme 4 koliqestvo rexeniæ uravneniØ 2r∑ j=1 (−1)^jx^n_j = 0, 0 ≤ x_j ≤ N^{1/n},

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 165 ne prevoshodit λ^{s−3}P^{2r−n} = λ^{s−3}N^{2r}n^{−1}. �

Ostatok fftogo paragrafa posvØwen dokazatel~stvu teoremy 4, kotoroe provoditsØ indukcieæ po stepeni mnogoqlena f(x) i shodno s metodom G. VeælØ ocenki trigonometriqeskih summ. Zametim, qto original~noe dokazatel~stvo Linnika fftoæ teoremy daet znaqenie s = 2^{4n} , sm. [3], str. 35. Znaqenie s = 8^{n−1} poluqeno Hua Lo-genom.

3.3. Lemmy Hua Lo-gena.

Lemma 6. Pust~ X, Y – deæstvitel~nye qisla, udovletvorØ¸wie

neravenstvam 1 ≤ X ≤ Y i a – celoe qislo. Koliqestvo rexeniæ diofantova uravneniØ x_1y_1 + x_2y_2 = a (27) pri usloviØh 0 < |x_i| ≤ X, |y_i| ≤ Y, i = 1, 2, ne prevoshodit

12X^2Y, pri a = 0, 40XY ∑ d|a 1 d , pri a ≠ 0.

V posledneæ summe d probegaet vse poloßitel~nye deliteli a. Dokazatel~stvo. Rassmotrim snaqala sluqaæ a = 0. Troæku

(x_1, x_2, y_2), x_i ≠ 0 moßno vybrat~

2[X] · 2[X] · (2[Y ] + 1) ≤ 12X^2Y

sposobami. DlØ kaßdoæ takoæ troæki, vvidu usloviØ x_1 ≠ 0 suwestvuet ne bolee odnogo y_1, udovletvorØ¸wego ravenstvu

x_1y_1 + x_2y_2 = 0.

Pust~ a ≠ 0. Ocenim qislo rexeniæ s usloviem |x_2| ≤ |x_1|. Vse rexeniØ (x_1, x_2, y_1, y_2) razob~em na gruppy s odinakovym znaqeniem d = (x_1, x_2) ≥ 1.

Fiksiruem snaqala paru vzaimno prostyh qisel x_1, x_2. Togda dlØ l¸byh dvuh rexeniæ (y^′_1, y^′_2), (y^{′′}_1 , y^{′′}_2 ) uravneniØ (27) imeem

y^{′′}_1 = y^′_1 + tx_2, y^{′′}_2 = y^′_2 + tx_1, t ∈ Z,

166 ı. V. NESTERENKO i |t| = |y^{′′}_2 − y^′_2| |x_1| ≤ 2Y |x_1| . Poskol~ku |x_1| ≤ X ≤ Y , koliqestvo znaqeniæ t ne prevoshodit 2 [_{2Y} |x1| ] + 1 ≤ 5^Y_{|x1|} . Sledovatel~no, koliqestvo rexeniæ s uslovi-

Ømi (x_1, x_2) = 1, |x_2| ≤ |x_1| ne prevoshodit 5 ∑ 1≤|x1|≤X ∑ 1≤|x2|≤|x1| Y |x_1| ≤ 20XY. Qislo rexeniæ s usloviem (x_1, x_2) = 1 i bez ograniqeniØ |x_2| ≤

|x_1| moßet byt~ oceneno sverhu veliqinoæ 40XY , a s usloviem (x_1, x_2) = d ≥ 1 – veliqinoæ^{40}_d XY . SummiruØ po vsem d, poluqim

nußnoe neravenstvo.

Lemma 7. Koliqestvo rexeniæ uravneniØ

x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4 = 0, (28)

pri usloviØh 0 < |x_i| ≤ X, |y_i| ≤ Y, 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ X ≤ Y, ne prevoshodit c(XY )^3, gde c = 6 · 10^4.

Veliqina konstanty c v dal~neæxem ne imeet znaqeniØ. Dokazatel~stvo. Oboznaqim bukvami q(a) i M koliqestva rexeniæ uravneniæ (27) i (28) sootvetstvenno pri zadannyh v lemmah ograniqeniØh. Togda M ≤ ∑ |k|≤2XY q(k)q(−k) ≤ 144X^4Y^2 + ∑ 1≤|k|≤2XY q(k)q(−k). (29) Soglasno lemme 6 poluqaem ∑ 1≤|k|≤2XY q(k)q(−k) ≤ 2 · 40^2(XY )^2 ∑ 1≤k≤2XY ∑ d|k 1 d 2 . (30)

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 167 DlØ l¸bogo T ≥ 1 nahodim S = ∑ 1≤k≤T ∑ d|k 1 d 2 = ∑ 1≤d1,d2≤T 1 d_1d_2 ∑ k:1≤k≤T d1|k,d2|k 1

= ∑ 1≤d1,d2≤T 1 d_1 · d_2 [ T · (d_1, d_2) d_1 · d_2 ] ≤ T ∑ 1≤d1,d2≤T (d_1, d_2) (d_1d_2)^2 . Poskol~ku

(d_1, d_2) ≤ min{d_1, d_2} ≤ √ d_1d_2,

ocenka S moßet byt~ prodolßena S ≤ T ∑ 1≤d1,d2≤T 1 (d_1d_2)^{3/2} = T ∑ 1≤d≤T 1 d^{3/2} 2 ≤ 9T. PoluqivxaØsØ ocenka pri T = 2XY i neravenstva (29), (30) da- ¸t nam

M ≤ 144X^4Y^2 + 2 · 40^2(XY )^2 · 9 · 2XY ≤ 6 · 10^4(XY )^3.

V 1943 g. ı. V. Linnik vmesto lemmy 7 ispol~zoval sledu¸- wee utverßdenie: pust~ ℓ > 2 i 1 ≤ X < Y ≤ c_1X^{ℓ−1}, togda qislo rexeniæ uravneniØ x_1y_1 + · · · + x_ℓy_ℓ = 0 pri usloviØh 0 < |x_i| ≤ X, |y_i| ≤ Y, 1 ≤ i ≤ 4, ne prevoshodit c_2(XY )^{ℓ−1}.

Poskol~ku fftu lemmu prihoditsØ primenØt~ pri Y ∼ X^{n−1}, to Linnik dolßen byl ispol~zovat~ ee dlØ ℓ = n. Hua Lo-gen osvobodilsØ ot usloviØ Y = O(X^{ℓ−1}), qto privelo k uproweni¸ dokazatel~stva teoremy 3. 3.4. Kombinatornye lemmy.

Zdes~, sleduØ ı. V. Linniku, my poluqim ocenki qisla rexeniæ diofantovyh uravneniæ special~nogo vida. Lemma 8. Pust~ F (x) ∈ Z[x1, . . . , xd] i A – koneqnoe podmnoße-

stvo Z^d. Pri l¸bom k ∈ Zkoliqestvo rexeniæ uravneniØ F (x) − F (y) = k, x, y ∈ A, (31)

168 ı. V. NESTERENKO

ne prevoshodit koliqestva rexeniæ uravneniØ F (x) − F (y) = 0, x, y ∈ A, (32) Dokazatel~stvuo. Oboznaqim λ(a) – koliqestvo rexeniæ uravneniØ F (x) = a, x ∈ A, pust~ takße N i M – koliqestva rexeniæ uravneniæ (31) i (32) sootvetstvenno. Togda N = ∑ a λ(a) · λ(a − k) ≤ 1 2 ∑ a (λ(a)^2 + λ(a − k)^2) = ∑ a λ(a)^2 = M. �

Lemma 9. Pust~ F (x) ∈ Z[x1, . . . , xd], A1, . . . , A2k – koneqnye pod-

mnoßestva Z^d i N (A_1, . . . , A_{2k}) – qislo rexeniæ uravneniØ 2k∑ j=1 (−1)^j F (x_j) = 0, x_i ∈ A_i, 1 ≤ i ≤ 2k.

Suwestvuet indeks r takoæ, qto N (A_1, . . . , A_{2k}) ≤ N (A_r, . . . , A_r). Dokazatel~stvo. Mnoßestvo razliqnyh naborov (Aj_1 , . . . , Aj_{2k} ) koneqno. Pust~ (B_1, . . . , B_{2k}) – odin iz nih, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm:

1. N (B_1, . . . , B_{2k}) – naibol~xee iz qisel N (A_{j1} , . . . , A_{j2k} ), 2. Sredi vseh naborov, udovletvorØ¸wih pervomu uslovi¸, nabor (B_1, . . . , B_{2k}) soderßit naimen~xee koliqestvo razliqnyh mnoßestv.

Oboznaqim bukvoæ q koliqestvo razliqnyh mnoßestv sredi

B_1, . . . , B_{2k}. Dostatoqno dokazat~, qto q = 1. Predpoloßim, qto q ≥ 2. Razob~em nabor B_1, . . . , B_{2k} na dve sovokupnosti po k mno-

ßestv B_{j1} , . . . , B_{jk} i B_{jk+1} , . . . , B_{j2k} tak, qtoby pervaØ iz nih soderßala ne bolee q −1 razliqnyh mnoßestv. �to, oqevidno, moßno sdelat~.

DlØ kaßdogo T ∈ Zoboznaqim λ(T ) i μ(T ) sootvetstvenno koliqestva rexeniæ uravneniæ k∑ ℓ=1 (−1)^{jℓ} F (x_{jℓ} ) = T, 2k∑ ℓ=k+1 (−1)^{jℓ} F (x_{jℓ} ) = −T

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 169 pri usloviØh x_j ∈ B_j , 1 ≤ j ≤ 2k. Togda

N (B_1, . . . , B_{2k}) = ∑ T λ(T )μ(T ) ≤ 1 2 ∑ T (λ(T )^2 + μ(T )^2). (33)

Qislo ∑ T λ(T )^2 est~ koliqestvo rexeniæ uravneniØ k∑ ℓ=1 (−1)^{jℓ} F (x_{jℓ} ) − k∑ ℓ=1 (−1)^{jℓ} F (y_{jℓ} ) = 0 (34)

pri usloviØh x_{jℓ} , y_{jℓ} ∈ B_{jℓ} , 1 ≤ ℓ ≤ k. Sredi qisel (j_1, . . . , j_k, j_1 +

1, . . . , j_k + 1) est~ k qetnyh i k neqetnyh. Pofftomu ∑ T λ(T )^2 = N (B_{i1} , . . . , B_{i2k} ),

gde vse mnoßestva B_{iℓ} prinadleßat pervoæ iz opredelennyh vyxe sovokupnosteæ. Summa ∑ T μ(T )^2 takße moßet byt~ interpre-

tirovana, kak koliqestvo rexeniæ uravneniØ, podobnogo (34). Pofftomu iz opredeleniØ sovokupnosti (B_1, . . . , B_{2k}) sledu¸t neravenstva ∑ T λ(T )^2 < N (B_1, . . . , B_{2k}), ∑ T μ(T )^2 ≤ N (B_1, . . . , B_{2k}),

protivoreqawie (33).

3.5. Dokazatel~stvo teoremy 4.

Pust~ n – naimen~xee celoe qislo, dlØ kotorogo teorema 4 neverna i f(x) sootvetstvu¸wiæ mnogoqlen. Poloßim t = 8^{n−2} = s/8. Uravnenie iz teoremy 4 moßno perepisat~ v vide 4∑ i=1 (−1)^i t∑ j=1 (−1)^j(f(x_{i,t+j} ) − f(x_{i,j} )) = 0, 0 ≤ x_{i,j} ≤ P. (35) Poloßim v lemme 9 k = 2t, d = 2, F (x, y) = f(x) − f(y), A_0 = { (x, y) ∈ Z^2, | 0 ≤ x, y ≤ P, x = y }, A_1 = { (x, y) ∈ Z^2, | 0 ≤ x, y ≤ P, x ≠ y }.

170 ı. V. NESTERENKO Suwestvuet 2^{4t} vektorov vida (. . . , ℓ_{j,i}, . . . ), 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ j ≤ t, ℓ_{j,i} = { 1, 0. Vse rexeniØ uravneniØ (35) razob~em na 2^{4t} klassov v sootvetstvii s prinadleßnost~¸ (x_{i,j}, x_{i,t+j}) ∈ A_{ℓj,i} , 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ j ≤ t. Soglasno lemme 9 suwestvuet r = 0 ili 1 takoe, qto dlØ l¸bogo nabora (i_1, . . . , i_{4t}) spravedlivo neravenstvo N (A_{i1} , . . . , A_{i4t} ) ≤ N (A_r, . . . , A_r). Imeem ravenstvo

N (A_0, . . . , A_0) = ([P ] + 1)^{4t},

i, esli N (A_1, . . . , A_1) ≤ N (A_0, . . . , A_0), to qislo rexeniæ uravneniØ iz teoremy 4 ne prevoshodit

2^{4t}([P ] + 1)^{4t} ≤ 4^{4t}P^{4t} ≤ λ^{s−3}P^{s−n}

pri λ ≥ 4. �ta ocenka sootvetstvuet utverßdeni¸ teoremy 4, pofftomu soglasno predpoloßeni¸ imeem r = 1, t.e. nußnoe qislo rexeniæ ne prevoshodit veliqiny 2^{4t}N (A_1, . . . , A_1).

DlØ togo, qtoby ocenit~ sverhu N (A_1, . . . , A_1), rassmotrim snaqala sluqaæ n = 2. Togda t = 1 i uravnenie (35) moßno perepisat~ v vide 4∑ i=1 (−1)^i(f(y_i) − f(x_i)) = 0, x_i ≠ y_i, 0 ≤ x_i, y_i ≤ P. (36)

Poskol~ku

f(y) − f(x) = (y − x)(a_0y + a_0x + a_1),

to uravnenie (36) moßet byt~ predstavleno v vide

z_1h_1 − z_2h_2 + z_3h_3 − z_4h_4 = 0, (37)

gde h_i = y_i − x_i, z_i = a_0(x_i + y_i) + a_1. Krome togo, spravedlivy neravenstva 0 < |h_i| ≤ P, |z_i| ≤ 3λP. (38)

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 171 Tak kak a_0 ≠ 0, to kaßdomu naboru (z_1, h_1, . . . , z_4, h_4), udovletvorØ¸wemu (37), (38), sootvetstvuet ne bolee odnogo rexeniØ

(x_1, . . . , x_4, y_1, . . . , y_4) uravneniØ (36). Pofftomu soglasno lemme 7

vypolnØetsØ ocenka

N (A_1, . . . , A_1) ≤ c(P · 3λP )^3 ≤ λ^4P^6, λ > 27c,

a qislo rexeniæ uravneniØ iz teoremy 4 ocenivaetsØ veliqinoæ

λ^5P^6, kak i utverßdaetsØ teoremoæ.

Itak, vypolneno neravenstvo n ≥ 3. Perepixem uravnenie (35) v vide t∑ j=1 (−1)^j 4∑ i=1 (−1)^i(f(x_{i,t+j} ) − f(x_{i,j} )) = 0, x_{i,t+j} ≠ x_{i,j}, 0 ≤ x_{i,j} ≤ P. (39) Primenim opØt~ lemmu 9 s d = 8, k = t/2 i

F (x_1, . . . , x_4, y_1, . . . , y_4) = 4∑ i=1 (−1)^i(f(y_i) − f(x_i)).

DlØ l¸bogo nabora celyh qisel u = (u_1, . . . , u_4) s usloviem 0 <

|u_j| ≤ P oboznaqim simvolom M (u_1, . . . , u_4) mnoßestvo vektorov

(x_1, . . . , y_4) ∈ Z^8, 0 ≤ x_i, y_i ≤ P, y_i − x_i = u_i, 1 ≤ i ≤ 4.

Pust~ u_1, . . . , u_t – proizvol~nyæ nabor vektorov

u_i = (u_{i,1}, . . . , u_{i,4}) s usloviØmi 0 < |u_{i,j}| ≤ P . Mnoßestvo rexeniæ

uravneniØ (39) razob~em na klassy K(u_1, . . . , u_t), otnesØ v takoæ klass rexeniØ s usloviem (x_{1,j}, . . . , x_{4,j}, y_{1,j}, . . . , y_{4,j}) ∈ M (u_j), 1 ≤ j ≤ t. Soglasno lemme 9 suwestvuet vektor h = (h_1, . . . , h_4), 0 < |h_j| ≤ P – odin iz vektorov u_1, . . . , u_t takoæ, qto |K(u_1, . . . , u_t)| ≤ |K(h, . . . , h)|. Imeem

N (A_1, . . . , A_1) ≤ ∑ (u1,... ,u_t) |K(u_1, . . . , u_t)| ≤ ∑ h r(h) · |K(h, . . . , h)|,

172 ı. V. NESTERENKO gde r(h) – koliqestvo naborov (u_1, . . . , u_t), soderßawih vektor h.

Vektor h moßet zanimat~ l¸bu¸ iz t poziciæ v vektore

(u_1, . . . , u_t). Pofftomu r(h) ≤ t · (2P )^{4(t−1)} ≤ λP^{4t−4} i N (A_1, . . . , A_1) ≤ λP^{4t−4} ∑ h |K(h, . . . , h)|. PoslednØØ summa ne prevoshodit qisla rexeniæ uravneniØ 4∑ i=1 (−1)^i t∑ j=1 (−1)^j (f(x_{i,j} + h_i) − f(x_{i,j} )) = 0 (40)

otnositel~no peremennyh h_i, x_{i,j} pri usloviØh 0 ≤ x_{i,j} ≤ P, 0 < |h_i| ≤ P . Poloßim pri celom h ≠ 0

φ_h(x) = 1 h (f(x + h) − f(x)), z_i = t∑ j=1 (−1)^j φ_{hi} (x_{i,j}), i = 1, . . . , 4. Togda uravnenie (40) moßno perepisat~ v vide

z_1h_1 − z_2h_2 + z_3h_3 − z_4h_4 = 0. (41)

Imeem

φ_h(x) = 1 h n∑ ℓ=0 a_{n−ℓ}((x + h)^ℓ − x^ℓ) = 1 h n∑ ℓ=1 ℓ−1∑ i=0 a_{n−ℓ} ( ℓ i ) x^ih^{ℓ−i}

= n−1∑ i=0 b_{n−1−i}x^i, gde b_{n−1−i} = ∑ i<ℓ≤n a_{n−ℓ} ( ℓ i ) h^{ℓ−i−1}. Spravedlivy neravenstva |b_{n−1−i}| ≤ ∑ i<ℓ≤n λP^{n−ℓ} · ( ℓ i ) · P^{ℓ−i−1} ≤ 2^nλP^{n−i−1}, 0 ≤ i ≤ n − 1,

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 173 |z_i| ≤ t n−1∑ i=0 2^nλP^{n−i−1} · P^i ≤ λ^2P^{n−1}. Koliqestvo rexeniæ uravneniØ (41) pri usloviØh 0 < |h_i| ≤ P, |z_i| ≤ λ^2P^{n−1} ne prevoshodit, soglasno lemme 7 veliqiny c(P · λ^2P^{n−1})^3 ≤

λ^7P^{3n}. Koliqestvo rexeniæ uravneniØ t∑ j=1 (−1)^j φ_{hi} (x_{i,j}) = z_i, 0 ≤ x_{i,j} ≤ P, ne prevoshodit, v silu lemmy 8 qisla rexeniæ uravneniØ t∑ j=1 (−1)^jφ_{hi} (x_{i,j}) = 0, 0 ≤ x_{i,j} ≤ P, a ffto qislo, soglasno induktivnomu predpoloßeni¸, ocenivaetsØ sverhu pri dostatoqno bol~xom λ veliqinoæ

(2^nλ)^{t−3}(2^nλP )^{t−n+1}. Takim obrazom,

N (A_1, . . . , A_1) ≤ λP^{4t−4} · λ^7P^{3n}(λ^{t−2}(λP )^{t−n+1})^4 ≤ λ^{s−4}P^{s−n}.

Iz poluqennoæ ocenki sleduet, qto qislo rexeniæ uravneniØ iz teoremy 4 ocenivaetsØ veliqinoæ λ^{s−3}P^{s−n}. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Kak izvestno, naibol~xee koliqestvo slagaemyh v probleme Varinga neobhodimo dlØ predstavimosti malen~kih qisel. Tak qislo 23 nel~zØ predstavit~ v vide summy menee qem 9 kubov natural~nyh qisel. V to ße vremØ v 1908 g. �. Landau, operiruØ s algebraiqeskimi toßdestvami i ispol~zuØ asimptotiku dlØ koliqestva prostyh v progressii 3k + 2, dokazal, qto kaßdoe dostatoqno bol~xoe qislo predstavimo v vide summy ne bolee qem 8 kubov natural~nyh qisel. V 1942 g. ı. V. Linnik, [7], ustanovil, qto dlØ fftogo dostatoqno i 7 kubov. Dokazatel~stvo ispol~zovalo fflementarnyæ podhod, osnovannyæ na ispol~zovanii algebraiqeskih toßdestv, a takße rezul~taty o predstavimosti qisel ternarnymi kvadratiqnymi formami. V 1951 g. Dß. Vatson, [19], suwestvenno uprostil rassußdeniØ Linnika. Ego dokazatel~stvo teoremy o 7 kubah vypolneno v duhe Landau, no

174 ı. V. NESTERENKO ispol~zuet asimptotiqesku¸ formulu dlØ koliqestva prostyh v progressii ak + b, k ≤ X, gde a moßet rasti kak stepen~ ln^{100} X.

�lementarnye dokazatel~stva Gil~berta i Linnika da¸t oqen~ grubye ocenki dlØ koliqestva slagaemyh v probleme Varinga. Pust~ G(n), kak obyqno, oboznaqaet naimen~xee koliqestvo slagaemyh, neobhodimoe dlØ predstavimosti vseh dostatoqno bol~xih qisel v vide summy n-h stepeneæ. NailuqxaØ v nastoØwee vremØ pri bol~xih n ocenka sverhu G(n) ≤

n ln n + n ln ln n + O(n) prinadleßit T. D. Vooli i byla poluqena

im v 1992g. s pomow~¸ glubokih analitiqeskih metodov, sm. [20].

V 1974 g. v sovmestnoæ rabote ı. V. Linnika i B. M. Bredihina [2] vpervye bylo ukazano na vozmoßnost~ primeneniØ dispersionnogo metoda Linnika dlØ fflementarnogo rexeniØ problemy Varinga. Realizacii fftoæ idei posvØwena vyxedxaØ v 1978 g. stat~Ø [1], gde privoditsØ fflementarnoe rexenie problemy Varinga s ocenkoæ G(n) = O(n ln n).

Literatura

1. B. M. Bredihin i T. I. Grixina, �lementarnaØ ocenka G(n) v probleme Varinga, Matematiqeskie zametki. — 24, vyp. 1, 7–18.

2. B. M. Bredihin i ı. V. Linnik, Novyæ metod v analitiqeskoæ teorii qisel, v sb. Aktual~nye problemy analitiqeskoæ teorii qisel. Minsk (1974), s. 5–22; sm. takße ı. V. Linnik, Izbrannye trudy. TeoriØ qisel. L-funkcii i dispersionnyæ metod. Leningrad, Nauka (1980), s. 316–332.

3. A. O. Gel~fond i ı. V. Linnik, �lementarnye metody v analitiqeskoæ teorii qisel, gl. 2. Fizmatlit, M. (1962).

4. U. Dßouns i V. Tron, Nepreryvnye drobi. Mir, M. (1985). 5. D. S. Kuznecov, Special~nye funkcii. VysxaØ xkola, M. (1965). 6. ı. V. Linnik, �lementarnoe rexenie problemy Varinga po metodu Xnirel~mana. — Mat. sb. 12, vyp. 2 (1943), s. 225–230; sm. takße ı. V. Linnik, Izbrannye trudy. TeoriØ qisel, �rgodiqeskiæ metod i L-funkcii. Nauka, Leningrad (1979), s. 297–303.

7. ı. V. Linnik, O razloßenii bol~xih qisel na sem~ kubov, Mat. sb. 12, vyp. 2, (1943), s. 218–224; sm. takße ı. V. Linnik, Izbrannye trudy. TeoriØ qisel, �rgodiqeskiæ metod i L-funkcii. Nauka, Leningrad (1979), s. 122–128.

8. Hua Lo-gen, Metod trigonometriqeskih summ i ego primeneniØ v teorii qisel, gl. 1. Mir, M. (1964).

9. L. G. Xnirel~man, Ob additivnyh svoæstvah qisel. — Rostov na Donu, IzvestiØ Donsk. politehn. in-ta 14, 2–3 (1930), s. 3–28; sm. takße Über

additive Eigenschaften von Zahlen. — Math. Ann. 107 (1933), 649–690.

10. L. E. Dickson, History of the theory of numbers, v. 2. Chelsea, New York (1971).

O PROBLEME VARINGA (�LEMENTARNYE METODY) 175 11. G. Frobenius, Über den Stridsbergschen Beweis des Waringschen Satzes, Sitzungs-

ber. Akad. Wiss. Berlin (1912), 666–670.

12. F. Hausdorff, Zur Hilbertschen Lözung des Waringschen Problems. — Math. Ann.

Bd. 67 (1909), S. 301–305.

13. D. Hilbert, Beweis für Darstellbarkeit deer ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl

n-ter Potenzen (Warindsches Problem). — Math. Ann. Bd. 67 (1909), S. 281–300;

russkiæ perevod v “Izbrannye trudy”, t. 1, str. 312–328, Faktorial, Moskva (1998).

14. Hua Loo Keng, Introduction to number theory. Springer, Berlin (1982), x 19.7. 15. A. Hurwitz, Über die Darstellung der ganzen Zahlen als Summen von n^{ten} Poten-

zen ganzer Zahlen. — Math. Ann. 65, No. 3 (1908), 424–427.

16. A. Hurwitz, Über definite Polynome. — Math. Ann. Bd. 73 (1912), 173–176. 17. R. Remak, Bemerkung zu Herrn Stridsbergs Beweis des Waringschen Theorems.

— Math. Ann. Bd 72 (1912), 153–156.

18. E. Stridsberg, Sur la démonstration de M. Hilbert du théorème de Waring. —

Math. Ann. B. 72,No. 2 (1912), 145–152.

19. G. L. Watson, A proof of the seven cube theorem. — J. London Math. Soc. 26

(1951), p. 153–156.

20. T. D. Wooley, Large improvements in Waring’s problem. — Ann. Math. 135, (2),

No. 1 (1992), 131–164.

21. H. Davenport, Analytic Methods for Diophantine Equations and Diophantine In-

equalities, Cambridge University Press, Second edition (2005).

Nesterenko Yu. V. On Waring’s problem (elementary methods). The paper deals with two elementary methods for solving Waring’s problem on the representation of numbers as a sum of equal exponents in powers of natural numbers. The first method is an elementary version of the original Hilbert’s proof, and the second one simplifies and makes more precise the elementary Linnik’s proof based on the estimation of the number of solutions of a certain system of Diophantine equations.

Postupilo 15 marta 2005 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: nester@orc.ru