Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

B. Z. Moroz

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE I RASPREDELENIE CELYH TOQEK NA TORIQESKIH MNOGOOBRAZI˚H 1. Vesnoæ 1962 goda ı. V. Linnik [1] (sr. [2, 3]) predloßil mne

zanØt~sØ izuqeniem svoæstv skalØrnyh proizvedeniæ L-rØdov Gekke. Mnogie iz moih rabot tak ili inaqe svØzany s fftoæ temoæ.

Opredelim skalØrnoe proizvedenie formal~nyh rØdov Diri- hle f(s) = ∞∑ n=1 a_nn^{−s}, g(s) = ∞∑ n=1 b_nn^{−s} po formule (f ∗ g)(s) = ∞∑ n=1 a_nb_nn^{−s}. Soglasno [4], v 1950 godu ı. V. Linnik vvœl v rassmotrenie skalØrnoe proizvedenie F (⃗χ, s) := (L(χ_1, ·) ∗ · · · ∗ L(χ_r, ·))(s) rØdov Gekke L(χ_i, s) = ∞∑ n=1 a(χ_i, n)n^{−s}, 1 6 i 6 r, s grossenharakterami χ_i v polØh algebraiqeskih qisel k_i. RØd Dirihle F (⃗χ, s) shoditsØ absol¸tno pri Re s > 1, i voznikaet estestvennyæ vopros o vozmoßnosti analitiqeskogo prodolßeniØ funkcii s → F (⃗χ, s) (1) v poluploskost~ Re s 6 1. V 1965 g. A. I. Vinogradov [5] prodolßil funkci¸ (1) v poluploskost~ Re s > 1/2, a neskol~- kimi godami pozße P. K. `. Draksl [6] prodolßil fftu funkci¸ v poluploskost~ Re s > 0. O. M. Fomenko [4] prodolßil 135

136 B. Z. MOROZ funkci¸ (1) na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ pri uslovii, qto

r = [k_1 : Q] = [k_2 : Q] = 2. V obwem sluqae, kak pokazal N. Kuroka-

va [7–9], funkciØ (1) ne dopuskaet analitiqeskogo prodolßeniØ v levu¸ poluploskost~ Re s 6 0.

Kak bylo zameqeno ewe v 60-ye goda [1–3, 5], analitiqeskie svoæstva skalØrnogo proizvedeniØ Gekke (1) tesno svØzany s voprosami raspredeleniØ celyh toqek na normennyh mnogoobrazi- Øh [10]. Vvedennye v citirovannoæ vyxe rabote Draksla [6] Lfunkcii pozvolØ¸t izuqat~ raspredelenie celyh toqek na proizvol~nyh affinnyh toriqeskih mnogoobraziØh [11–14], qastnym sluqaem kotoryh ØvlØ¸tsØ normennye mnogoobraziØ.

V p. 2 obsußda¸tsØ analitiqeskie svoæstva skalØrnyh proizvedeniæ rØdov Dirihle, v p. 3 rassmatriva¸tsØ L-funkcii Draksla, nakonec, v p. 4 izuqa¸tsØ celye toqki toriqeskih mnogoobraziæ.

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: C – pole kompleksnyh qisel,

R – pole vewestvennyh qisel, R+ – mul~tiplikativnaØ grup-

pa poloßitel~nyh vewestvennyh qisel, Q – pole racional~nyh qisel, Z– kol~co celyh racional~nyh qisel, N – mul~tiplikativnaØ polugruppa poloßitel~nyh celyh qisel i P – mnoßestvo prostyh racional~nyh qisel. Qislo fflementov mnoßestva S i stepen~ koneqnogo rasxireniØ poleæ K | k oboznaqa¸tsØ sootvetstvenno qerez card S i [K : k]. Po opredeleni¸, pole algebraiqeskih qisel – ffto koneqnoe rasxirenie polØ Q. Kak obyqno,

N_{K/k}A i N A = N_{K/}QA oboznaqa¸t sootvetstvenno normu drobnogo

ideala A polØ K otnositel~no podpolØ k i absol¸tnu¸ normu fftogo ideala. Oboznaqim qerez Mlm = {c | c = (cij ), cij ∈ Z, 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 m} additivnu¸ gruppu celoqislennyh matric iz l strok i m stolbcov, a qerez I_m – ediniqnu¸ m × m-matricu. Oboznaqim qerez

I(K) i PK polugruppu (nenulevyh) celyh idealov i mnoßestvo

prostyh idealov polØ algebraiqeskih qisel K. Poloßim b^+ := (|b| + b)/2, b^− := (|b| − b)/2 pri b ∈ Q. Oboznaqim qerez S_1 := {a | a ∈ C , |a| = 1} ediniqnu¸ okrußnost~. V dal~neæxem simvol “1” ispol~zuetsØ dlØ oboznaqeniØ ediniqnogo fflementa l¸boæ iz vstreqa¸wihsØ

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE 137 mul~tiplivativnyh (polu)grupp i qasto opuskaetsØ (naprimer, my pixem z(a) vmesto 1 · z(a)).

2. V citirovannoæ vyxe rabote [9] Kurokava postroil obwu¸

teori¸ skalØrnyh proizvedeniæ rØdov Dirihle, razlaga¸wihsØ v ffælerovo proizvedenie. Cel~ moeæ raboty [15] – dat~ bolee prostoe dokazatel~stvo teoremy ob analitiqeskom prodolßenii i estestvennoæ granice skalØrnyh proizvedeniæ L-funkciæ Veæ- lØ. Gruppa VeælØ W (k) polØ algebraiqeskih qisel k opredelØetsØ kak proektivnyæ predel

W (k) = lim_{−→} W (E|k)

grupp VeælØ W (E|k) koneqnyh normal~nyh rasxireniæ E|k polØ k, sm., naprimer, [16]. Gruppa VeælØ W (E|k) kvazi-kompaktna: W (E|k) ∼= R_+ × W_1(E|k), gde gruppa W_1(E|k) opredelØetsØ kak nekotoroe rasxirenie kompaktnoæ gruppy C_1(E) klassov ideleæ ediniqnogo ob¨ema polØ E s pomow~¸ (koneqnoæ) gruppy Galua G(E|k) normal~nogo rasxireniØ E|k i potomu kompaktna. VsØkoe nepreryvnoe koneqnomernoe kompleksnoe predstavlenie

ρ: W (k) → GL(d, C )

propuskaetsØ qerez W (E|k) dlØ nekotorogo koneqnogo normal~nogo rasxireniØ E|k; esli pri fftom R_+ ⊆ Ker ρ, t.e. predstavlenie ρ propuskaetsØ qerez W_1(E|k), to ffto predstavlenie nazyvaetsØ normalizovannym. Oboznaqim qerez ch(k) mnoßestvo harakterov koneqno-mernyh nepreryvnyh kompleksnyh normalizovannyh predstavleniæ. Rassmotrim skalØrnoe proizvedenie F_W (⃗χ, s) := ∑ a b(⃗χ, a)N a^{−s} (2) L-funkciæ VeælØ

L_W (χ_i, s) = ∑ a a(χ_i, a)N a^{−s}, χ_i ∈ ch(k), 1 6 i 6 r, gde b(⃗χ, a) := r∏ i=1 a(χ_i, a)

138 B. Z. MOROZ

i a probegaet celye idealy polØ k. RØdy Dirihle LW (χi, s) i

F_W (⃗χ, s) shodØtsØ absol¸tno pri Re s > 1. Kak izvestno [17],

funkciØ s → L_W (χ, s), χ ∈ ch(k), meromorfno prodolßaetsØ na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~. ˚sno, qto F_W (⃗χ, s) = L_W (χ_1, s)

pri r = 1. Oboznaqim qerez d_i := χ_i(1) stepen~ predstavleniØ, otveqa¸wego harakteru χ_i. Esli d_i = 1 pri kakom-nibud~ i, to skalØrnoe proizvedenie F_W (⃗χ, s) predstavlØetsØ v vide skalØrnogo proizvedeniØ men~xego qisla L-funkciæ VeælØ. Pofftomu, ne naruxaØ obwnosti, moßno predpoloßit~, qto

d_1 ¿ · · · ¿ d_r ¿ 2 i r ¿ 2. (3)

Teorema 1. FunkciØ_{s → FW (⃗χ, s) (4)}

meromorfno prodolßaetsØ v poluploskost~ {s | s ∈ C , Re s > 0}. Esli r = d_1 = d_2 = 2, to funkciØ (4) meromorfno prodolßaetsØ na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~. Esli vypolnØetsØ uslovie (3) i

r ¿ 3 ili dr ¿ 3, to prØmaØ Re s = 0 ØvlØetsØ estestvennoæ

graniceæ funkcii (4), i ffta funkciØ ne dopuskaet analitiqeskogo prodolßeniØ v levu¸ poluploskost~ {s | s ∈ C , Re s 6 0}. Oboznaqim qerez W klass skalØrnyh proizvedeniæ L-funkciæ VeælØ (2).

Rassmotrim skalØrnoe proizvedenie F (⃗χ, s) := ∑ a c(⃗χ, a)N a^{−s} (5) L-rØdov Gekke L(χ_i, s) = ∑ Ai χ_i(A_i)N A^{−s}_i

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE 139 s grossenharakterami χ_i v polØh algebraiqeskih qisel k_i, gde

k ⊆ k_i, c_i(a) := ∑ N_{ki/k} A_i=a χ_i(A_i), 1 6 i 6 r, i c(⃗χ, a) := r∏ i=1 c_i(a),

a Ai i a probega¸t sootvetstvenno celye idealy poleæ ki i k.

Poloßim d_i = [k_i : k].

Teorema 2. FunkciØ_{s → F (⃗χ, s) (6)}

meromorfno prodolßaetsØ v poluploskost~ {s | s ∈ C , Re s > 0}. Esli r = d_1 = d_2 = 2, to funkciØ (6) meromorfno prodolßaetsØ na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~. Esli vypolnØetsØ uslovie (3) i

r ¿ 3 ili dr ¿ 3, to prØmaØ Re s = 0 ØvlØetsØ estestvennoæ

graniceæ funkcii (6), i ffta funkciØ ne dopuskaet analitiqeskogo prodolßeniØ v levu¸ poluploskost~ {s | s ∈ C , Re s 6 0}. Oboznaqim qerez H klass skalØrnyh proizvedeniæ L-rØdov Gekke (5). Legko videt~, qto

H ⊆ W i H ≠ W.

Teorema 2 ØvlØetsØ neposredstvennm sledstviem teoremy 1.

Pri dokazatel~stve teoremy 1 ispol~zuetsØ sledu¸wee predloßenie, predstavlØ¸wee nezavisimyvæ interes [18]. Zafiksiruem fflement g gruppy W (k), vewestvennoe qislo λ v intervale

0 < λ < 1 i koneqnoe podmnoßestvo N mnoßestva harakterov ch(k). Rassmotrim mnoßestvo prostyh idealov A(N, g, λ; X) :=_{ p | p ∈ Pk, N p 6 X, |χ(σp) − χ(g)| 6 λ pri χ ∈ N}, gde σ_p est~ podmnoßestvo gruppy W (k), otveqa¸wee avtomorfizmu Frobeniusa [16, 18], i X ∈ R_+. Oboznaqim qerez π(N, g, λ; X) qislo fflementov mnoßestva A(N, g, λ; X).

140 B. Z. MOROZ

Predloßenie 1. Imeet mesto sledu¸waØ asimptotiqeskaØ for-

mula:

π(N, g, λ; X) = a(N, g, λ)^{X∫}_2^{du}_{log u} + O(X exp(−c1^√log X));

pri fftom a(N, g, λ) ¿ c2λ^{c3} , ci > 0, i = 1, 2, 3. Poloßitel~nye konstanty c_i ne zavisØt ot X i λ (no mogut zaviset~ ot N i g).

Predloßenie 1 obobwaet teoremu plotnosti Qebotarœva na gruppy VeælØ.

V citirovannoæ vyxe rabote [15] privoditsØ podrobnoe dokazatel~stvo teorem 1 i 2; v obzornoæ stat~e [19] qitatel~ naædet nabrosok dokazatel~stva teorem 1 i 2 i detal~noe obsußdenie razliqnyh rezul~tatov, tesno svØzannyh s tematikoæ nastoØweæ stat~i.

Oboznaqim qerez K := k_1 • · · · • k_r kompozit poleæ k_1, . . ., k_r, i pust~ d := [K : k]. GovorØt, qto polØ

k_1, . . . , k_r lineæno razdeleny nad k, esli d = r∏ i=1 d_i. Predloßenie 2. NaædutsØ takie grossenharaktery ψj v polØh

E_j, E_j ⊆ K, 1 6 j 6 ν, dlØ kotoryh funkciØ s → F (⃗χ, s) (^ν∏ j=1 L(ψ_j , s) )_{−1}

regulØrna pri Re s >^1_2 i ograniqena v poluploskosti { s | s ∈ C , Re s ≥ 1 2 + ε }

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE 141

pri ε > 0. Esli polØ k_1, . . ., k_r lineæno razdeleny nad k, to ν = 1, E_1 = K i

ψ_1 = r∏ i=1 χ_i ∘ N_{K/ki} . IdeØ dokazatel~stva predloßeniØ 2 voshodit k citirovannoæ vyxe rabote Vinogradova [5] (sm. takße [20, s. 124]).

3. Rassmotrim koneqnoe normal~noe rasxirenie K | k poleæ al-

gebraiqeskih qisel s gruppoæ Galua G i Z[G]-modul~ M . Predpoloßim, qto fflementy u_j, 1 6 j 6 l, modulØ M poroßda¸t Ginvariantnu¸ polugruppu

σ := {^l∑ j=1 a_j u_j | a_j ∈ Z, a_j ¿ 0, 1 6 j 6 l } , qto mnoßestvo {u_j | 1 6 j 6 l} poroßdaet abelevu gruppu M , i qto ffto mnoßestvo ØvlØetsØ edinstvennoæ minimal~noæ sistemoæ obrazu¸wih polugruppy σ. Vyberem Z-bazis {e_1, . . . , e_m} modulØ M i poloßim

g e_i = m∑ j=1 e_j r(g)_{ji}, g ∈ G, 1 ≤ i ≤ m; u_j = m∑ i=1 e_i c_{ij}, 1 ≤ j ≤ l. ˚sno, qto r(g) ∈ M_{mm}, c ∈ M_{ml}. Pust~ C := {b | b ∈ Mlm, c · b = Im}, ~r(g, b) := b · r(g) · c, g ∈ G, b ∈ C, tak qto

g u_i = l∑ j=1 u_j ~r(g, b)_{ji}, 1 ≤ i ≤ l, pri b ∈ C. Rassmotrim Z[G]-modul~ M̌ , dvoæstvennyæ k M , i polugruppu σ̌ = {v | v ∈ M̌ , (v | u) ≥ 0 pri u ∈ σ}. Zafiksiruem fflement

z := ( ∑ g∈G g )( ∑ 1≤j≤l u_j )

142 B. Z. MOROZ v polugruppe σ i poloßim σ(n) := {v | v ∈ σ̌, (v | z) = n}, n ∈ Z. Pust~ κ := min {n | n ∈ Z, n ¿ 1, σ(n) ≠ ∅}. Rassmotrim sledu¸wu¸ polugruppu

I(σ) :=^{{ ⃗}B |^⃗B = (B1, . . . , Bl), Bj ∈ I(K), g · Bj =^{l∏}_{i=1} B^{er(g,b)ij}_i , 1 6 j 6 l, g ∈ G^} posledovatel~nosteæ celyh idealov polØ K (umnoßenie v I(σ) zadaetsØ pokomponentno) i poloßim, po opredeleni¸,

N ⃗B :=^{l∏}_{i=1} N Bi pri^⃗B ∈ I(σ).

Nazovem fflement P polugruppy I(σ) prostym fflementom fftoæ polugruppy, esli P ≠ 1 i

A|P ⇒ A = P pri A ∈ I(σ)\{1}.

Otliqnyæ ot edinicy fflement polugruppy I(σ) predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ prostyh fflementov, vozmoßno, neodnoznaqno; oboznaqim mnoßestvo prostyh fflementov polugruppy I(σ) qerez P(σ). Gomomorfizm χ: I(σ) → C nazyvaetsØ harakterom polugruppy I(σ), esli mnoßestvo χ^{−1}({0}) ∩ P(σ) ØvlØetsØ koneqnym,

χ(1) = 1 i |χ(A)| ∈ {0, 1} pri A ∈ I(σ). DlØ l¸bogo haraktera χ polugruppy I(σ) opredelena L-funkciØ Draksla

L_D (χ, s) := ∑ a∈I(σ) χ(a)N a^{−s/κ}. (7) RØd Dirihle (7) shoditsØ absol¸tno pri Re s > 1 i razlagaetsØ v absol¸tno shodØweesØ pri Re s > 1 ffælerovo proizvedenie; funkciØ s → L_D (χ, s) (8)

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE 143 meromorfno prodolßaetsØ v poluploskost~ {s | s ∈ C , Re s > 0}, sm. [6, 11–14]. Oboznaqim Z-rang podmodulØ G-invariantov M (G) :=^{u | u ∈ M, gu = u, g ∈ G^} modulØ M qerez μ. Legko videt~, qto

μ = 0 ⇒ I(σ) = {1},

i potomu funkciØ L_D (χ, s) = 1 (dlØ l¸bogo s) pri μ = 0. Oboznaqim qerez D klass L-funkciæ Draksla (8). Moßno dokazat~, qto H ⊆ D i H ≠ D.

Esli L_D (χ, s) ∈ H pri kakom-libo vybore rasxireniØ K | k, Z[G]-modulØ M i polugruppy σ, to, kak moßno pokazat~, μ = 1 pri fftom vybore upomØnutyh parametrov.

Predloßenie 2 vytekaet iz sledu¸wego bolee obwego utverßdeniØ, dokazannogo v citirovannyh vyxe rabotah.

Predloßenie 3. NaædutsØ takie grossenharaktery ψj v polØh

E_j, k ⊆ E_j ⊆ K, 1 6 j 6 B, dlØ kotoryh funkciØ s → L_D(χ, s) (^B∏ j=1 L(ψ_j , s) )_{−1}

regulØrna pri Re s >^κ_{κ+1} i ograniqena v poluploskosti { s | s ∈ C , Re s ≥ κ κ + 1 + ε }

pri ε > 0.

Otkrytye problemy.

1) VyØsnit~, pri kakih usloviØh funkciØ Draksla (8) prodolßima na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~.

2) Opisat~ mnoßestvo W ∩ D.

144 B. Z. MOROZ

4. Pust~ teper~ k = Q. Vyberem bazis {ω^{(1)}_i , . . . , ω^{(di)}_i } rasxire-

niØ k_i | Q i sistemu nezavisimyh peremennyh

x_i := (x^{(1)}_i , . . . , x^{(di)}_i ), 1 6 i 6 r.

Rassmotrim normennye formy f_i(x_i) = N_{ki(xi)/}Q_{(xi)} (^di∑ j=1 x^{(j)}_i ω^{(j)}_i ) N_{ki/}QA^{−1}_i , gde Ai := (ω^{(1)}_i , . . . , ω^{(di )}_i ) est~ (drobnyæ) ideal polØ ki, poroßden-

nyæ fflementami ω^{(j)}_i , 1 6 j 6 d_i. ˚sno, qto f_i(x_i) ∈ Z[x_i], 1 6 i 6 r. Oboznaqim, dlØ kratkosti, vs¸ sistemu nezavisimyh peremen- nyh {x^{(j)}_i | 1 6 j 6 d_i, 1 6 i 6 r}

qerez x. Rassmotrim ideal

I := (f_1(x_1) − f_2(x_2), . . . , f_1(x_1) − f_r (x_r))

kol~ca Z[x] i Z-shemu V := Spec (Z[x]/I). Poloßim

Y_t := {a | a = (a_1, . . . , a_r), a_i ∈ R^{di}, |f_i(a_i)| = t pri 1 6 i 6 r},

gde t ∈ R_+ ∪ {0}. ˚sno, qto

V (R) ⊆^⋃_{t∈}R_+Yt ∪ Y0.

Pust~ U_1 ⊆ Y_1. Rassmotrim otobraßenie τ_t: Y_1 → Y_t, (a_1, . . . , a_r) → (t^{1/d1} a_1, . . . , t^{1/dr} a_r) i poloßim

U (X) := ⋃ 16t6X^{τtU1.} Predloßenie 2 pozvolØet dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu o raspredelenii celyh toqek shemy V , sm. [10–13].

Teorema 3. Predpoloßim, qto polØ k1, . . . , kr lineæno razdeleny nad Q i mnoßestvo U1 ØvlØetsØ “dostatoqno horoxim” podmno-

ßestvom mnoßestva Y_1. Togda

card (U (X) ∩ V (Z)) = c X ν(U_1) + O(X^{1−γ} ) pri X → ∞,

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE 145

gde c ≥ 0, γ > 0, a ν – nekotoraØ estestvenno opredelennaØ mera na Y_1; pri fftom, esli V (Q) ≠ ∅, to c > 0.

Rassmotrim koneqnoe normal~noe rasxirenie K | Q stepeni

n := [K : Q] i posledovatel~nost~ B := (B_1, . . . , B_l) drobnyh ide-

alov polØ K, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wemu uslovi¸: g · Bj =^{l∏}_{i=1} B^{er(g,b)ij}_i , 1 6 j 6 l, g ∈ G, b ∈ C, (9) v oboznaqeniØh p. 3. Zafiksiruem Z-bazis {ω_{1j}, . . . , ω_{nj}} ideala Bj i Z-bazis {ω^{(j,b,g)}_1 , . . . , ω^{(j,b,g)}n } ideala l∏ i=1 B^{er(g,b)+ij}_i^( = gBj^{l∏}_{i=1} B^{er(g,b)�ij}_i^), 1 6 j 6 l, b ∈ C, g ∈ G. Rassmotrim mnoßestvo mnogoqlenov R(B) :=^{R^{(j,b,g)}_h (y) | 1 ≤ h ≤ n, 1 6 j 6 l, b ∈ C, g ∈ G^}, opredelØemyh sledu¸wimi usloviØmi: gz_j l∏ i=1 z er(g,b)�_{ij} i − l∏ i=1 z er(g,b)^+_{ij} i = n∑ h=1 R^{(j,b,g)} h (y) ω^{(j,b,g)}_h , R^{(j,b,g)}_h (y) ∈ Z[y] pri vseh j v intervale 1 6 j 6 l, l¸byh b iz C i l¸byh g iz G, gde gz_j := y^{(j)}_1 gω_{1j} + · · · + y^{(j)}_n gω_{nj}, 1 ≤ j ≤ l, g ∈ G, i vsØ sistema nezavisimyh peremennyh

{y^{(j)}_i | 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 l}

oboznaqena qerez y; vvidu sootnoxeniØ (9), mnogoqleny R^{(j,b,g)}_h (y) korrektno opredeleny. Oboznaqim qerez J ideal kol~ca Z[y], poroßdennyæ mnoßestvom R(B), i nazovem Z-shemu

V := Spec (Z[x]J)

affinnym toriqeskim mnogoobraziem, sr. [21, 22]. Moßno pokazat~, qto opredelennaØ vyxe Z-shema V ØvlØetsØ affinnym toriqeskim mnogoobraziem, sm. [6, 10–14]. DlØ l¸bogo kommutativnogo kol~ca A poloßim, po opredeleni¸,

gz_j (a) := a^{(j)}_1 gω_{1j} + · · · + a^{(j)}_n gω_{nj}, a^{(j)}_i ∈ A,

146 B. Z. MOROZ 1 6 i 6 n, 1 ≤ j ≤ l, g ∈ G. Oboznaqim qerez Y otkrytu¸ podshemu shemy V, opredelØemu¸ sledu¸wim usloviem:

Y(A) =^{a | a ∈ V(A),^{l∏}_{j=1} zj (a) ≠ 0^}

dlØ l¸bogo kommutativnogo kol~ca A. Moßno dokazat~, qto topologiqeskaØ gruppa Y(R) izomorfna proizvedeni¸

R^{m1}_+ × S^{m2}_1 × (Z/2Z)^{m1},

v kotorom m_1 ¿ μ i m_1 + m_2 = m. Oboznaqim fftot izomorfizm qerez

ξ : Y(R) → R^{m1}_+ × S^{m2}_1 × (Z/2Z)^{m1}

i predpoloßim, qto

ξ_i(a) ∈ R_+ pri 1 6 i 6 m_1 i ξ_i(a) ∈ S_1 pri m_1 < i 6 m,

ξ_i(a) ∈ Z/2Z pri i > m

dlØ l¸bogo fflementa a mnoßestva Y(R). Pust~ a ∈ Y(R); polo- ßim N (a) := l∏ j=1 ∏ g∈G gz_j (a), |a| := max { N (a)^{1/κ}, ξ_i(a), ξ_i(a)^{−1} | 1 6 i 6 m_1 } i rassmotrim mnoßestvo U(X) = {a | a ∈ Y(R), |a| < X}, X ∈ R+. Zafiksiruem paru

f = (f_0, f_1) : f_0 ∈ N, f_0 = ∏ p∈P p^{αp} , α_p ∈ N ∪ {0}; f_1 ⊆ (Z/2Z)^{m1}.

Budem govorit~, qto a = 1(mod f), esli a ∈ Y(Z), (ξm+1 (a), . . . , ξm+m_1 (a)) ∈ f1 i z_j (a) = 1(mod p^{αp} ) pri p|p, p ∈ P_K , p ∈ P, 1 ≤ j ≤ l;

SKAL˚RNYE PROIZVEDENI˚ R˚DOV DIRIHLE 147 poloßim

Z_f = {a | a ∈ Y(Z), a = 1(mod f)}.

Predloßenie 3 pozvolØet dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu o qisle celyh toqek shemy Y ograniqennoæ vysoty [14].

Teorema 4. Predpoloßim, qto μ ≥ 1. Togda

card (U(X) ∩ Z_f ) = c X (log X)^β (1 + O(1/ log X)) pri X → ∞,

gde c ≥ 0, β ∈ Zi 0 ≤ β < B + m_1 − μ; pri fftom, esli Z_f ≠ ∅, to c > 0.

Teorema 3, razumeetsØ, ne ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 4.

V obwem sluqae vopros o raspredelenii celyh toqek na affinnom toriqeskom mnogoobrazii V nedostatoqno izuqen. Kak bylo otmeqeno v [14], razvitaØ v rabote [10] (i v moih bolee rannih rabotah na fftu temu) tehnika pozvolØet dokazat~ analog teoremy 3 dlØ mnogoobraziæ V pri opredelennyh ograniqeni- Øh na fftu Z-shemu, potrebovav, v qastnosti, vypolneniØ usloviØ: B = μ = 1.

V zakl¸qenie Ø pol~zu¸s~ sluqaem vyrazit~ blagodarnost~ Matematiqeskomu institutu imeni Maksa Planka za mnogoletnee gostepriimstvo i finansovu¸ podderßku.

Literatura

1. ı. V. Linnik, Qastnoe soobwenie. Mart 1962 g.

2. B. Z. Moroz, Analitiqeskoe prodolßenie skalØrnogo proizvedeniØ rØdov Gekke dvuh kvadratiqnyh poleæ i ego primenenie. — DAN SSSR, Ser. mat. 150 (1963), 752–754.

3. B. Z. Moroz, O prodolßimosti skalØrnogo proizvedeniØ rØdov Gekke dvuh kvadratiqnyh poleæ. — DAN SSSR, Ser. mat. 155 (1964), 1265–1267.

4. O. M. Fomenko, Prodolßimost~ na vs¸ ploskost~ i funkcional~noe uravnenie skalØrnogo proizvedeniØ rØdov Gekke dvuh kvadratiqnyh poleæ. — Tr. MIAN SSSR 128 (1972), 232–241.

5. A. I. Vinogradov. O prodolßimosti v levu¸ poluploskost~ skalØrnogo proizvedeniØ L-rØdov Gekke s harakterami veliqiny. — Izv. AN SSSR 29 (1965), 485–492.

6. P. K. J. Draxl, L-Funktionen algebraischer Tori. — J. Number Theory 3 (1971), 444–467.

7. N. Kurokawa, On the meromorphy of Euler products. — Proceedings Japan

Academy 54A (1978), 163–166.

148 B. Z. MOROZ

8. N. Kurokawa, On Linnik’s problem. — Proceedings Japan Academy 54A (1978), 167–169.

9. N. Kurokawa, On the meromorphy of Euler products. I, II. — Proceedings

London Math. Soc. 53 (1986), 1–47, 209–236.

10. B. Z. Moroz, On the distribution of integral points on an algebraic torus defined

by a system of norm-form equations. — Quart. J. Math. (2), 45 (1994), 243–

253.

11. B. Z. Moroz, Exercises in analytic arithmetic on an algebraic torus. — in: Is-

rael Mathematical Conferences Proceedings (F. Hirzebruch Festband) 9 (1996), pp. 347–359.

12. B. Z. Moroz, On the integer points of some toric varieties. — Quart. J. Math.

(2), 48 (1997), 67–82.

13. B. Z. Moroz, On the distribution of integer points in the real locus of an affine

toric variety. — Lect. Notes Series London Math. Soc. 237 (1997), 283–291.

14. B. Z. Moroz, On the integer points of an affine toric variety (general case). —

Quart. J. Math. (2), 50 (1999), 37–47.

15. B. Z. Moroz, On a class of Dirichlet series associated to the ring of representa-

tions of a Weil group. — Proceedings London Math. Soc. 56 (1988), 209–228.

16. Dß. Tffæt, Teoretiko-qislovoe vvedenie. — Avtomorfnye formy, predstavleniØ i L-funkcii, Mir, M. (1984), ss. 73–112.

17. A. Weil, Sur la théorie du corps de classes. — J. Math. Soc. Japan 3 (1951), 1–35.

18. B. Z. Moroz, Equidistribution of Frobenius classes and the volumes of tubes. —

Acta Arithmetica 51 (1988), 269–276.

19. B. Z. Moroz, Scalar product of Hecke L-functions and its application. — Adv.

Stud. Pure Math. 21 (1992), 153–171.

20. B. Z. Moroz, Analytic arithmetic in algebraic number fields. — Lect. Notes

Math. 1205, Springer-Verlag (1986).

21. B. �. KunØvskiæ, B. Z. Moroz, O celyh modelØh affinnyh toriqeskih mnogoobraziæ. — Tr. S.-Peterburgskogo matematiqeskogo obwestva 7 (1999), 116–123.

22. B. �. KunØvskiæ, B. Z. Moroz, O celyh modelØh algebraiqeskih torov i affinnyh toriqeskih mnogoobraziæ. V peqati.

Moroz B. Z. Scalar product of Dirichlet series and the distribution of integer points on toric varieties.

We study the scalar product of Hecke series “mit Größencharakteren”, introduced by Yu. V. Linnik, and its generalizations. The analytic properties of the functions under consideration are closely related to the distribution of integer points on toric varieties.

Postupilo 5 marta 2005 g.

Max-Planck-Institut für Mathematik, Vivatsgasse 7, 53111 Bonn, GERMANY

E-mail: moroz@mpim-bonn.mpg.de