Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

V. G. ȷuravlev

RAZBIENI˚ ROZI I MNOȷESTVA OGRANIQENNOGO OSTATKA NA TORE

Vvedenie

S pomow~¸ konstrukcii [1] dlØ tora T^2 = R^2 mod Z^2 stroitsØ soglasovannaØ posledovatel~nost~ razbieniæ Rozi (Rauzy) d^0 ⊃ d^1 ⊃ . . . ⊃ d^m ⊃ . . . urovneæ m, v kotoroæ kaßdoe razbienie d^{m+1} poluqaetsØ deleniem taælov iz predyduwego razbieniØ d^m.

Oboznaqim θ qislo Pizo, ØvlØ¸weesØ vewestvennym kornem uravneniØ

x^3 − x^2 − x − 1 = 0,

i opredelim sdvig

S(x) = x + ( ζ ζ^2 ) mod Z^2

tora T^2, gde ζ = θ^{−1}. V teoreme 4.1 dokazano, qto razbieniØ

d^m soglasovany s S: deæstvie sdviga S na razbienie d^m svo-

ditsØ k perekladyvani¸ treh ego bazisnyh taælov, razbiva- ¸wih oblast~ B^m d, gde d = d^0 – nulevoe razvienie i B = ( −ζ −ζ 1 − ζ^2 ζ^2 ) . Pokazano, qto ograniqenie S^{(m)} = S|_Bm_d sdviga

S na podmnoßestvo B^md ⊂ T^2 (inducirovannoe otobraßenie ili otobraßenie pervogo vozvraweniØ) snova ØvlØetsØ sdvigom tora, affinno izomorfnogo ishodnomu sdvigu S. Poslednee svoæstvo oznaqaet, qto d^m – beskoneqno differenciruemye razbieniØ ediniqnogo perioda.

S kubiqeskim qislom Pizo θ svØzany qisla Tribonaqqi T_m, opredelØemye rekurrentnym sootnoxeniem

T_{m+3} = T_{m+2} + T_{m+1} + T_m.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00368). 83

84 V. G. ȷURAVLEV V p. 3 dokazyvaetsØ, qto razbieniØ Rozi d^m takße udovletvorØ- ¸t rekurrentnomu sootnoxeni¸

d^{m+3} = Bd^{m+2} + (z + B^2d^{m+1}) + (z + Bz + B^3d^m), (1)

gde sprava v ravenstve (1) zapisano razbienie na tri mnoßestva, a v skobkah ukazany mnoßestva, poluqennye sdvigom na vektor z = ( ζ − 1 ζ^2 ) i z + Bz sootvetstvenno.

Analogiqnoe rekurrentnoe sootnoxenie dlØ razbieniæ Fibonaqqi f^m ediniqnoæ okrußnosti T^1 = R mod Zpoluqeno v [2]

f^{m+2} = τ^{−1} · f^{m+1} + (τ^{−1} + τ^{−2} · f^m ), (2)

gde τ =^{1+√5}_2 – kvadratiqnoe qislo Pizo (zolotoe seqenie), ØvlØ- ¸weesØ kornem uravneniØ x^2 − x − 1 = 0. DlØ sravneniØ zametim, qto s τ svØzany qisla Fibonaqqi F_m, udovletvorØ¸wie rekurrentnomu sootnoxeni¸ vtorogo porØdka

F_{m+2} = F_{m+1} + F_m.

Pust~ X – nekotoroe podmnoßestvo tora T^2 i Z_N (X) = ♯{i : S^i(0) ∈ X, 1 ≤ i ≤ N } – koliqestvo vozvraweniæ naqal~noæ toqki 0 v X. Esli v kaqestve X vybrat~ mnoßestvo B^md, to dlØ Z_N (B^m d) imeet mesto sledu¸waØ ØvnaØ formula (teorema 5.1)

Z_N (B^md) = m← N , (3) gde m← N oboznaqaet qislo, poluqennoe iz N m-kratnym sdvigom vlevo v sisteme sqisleniØ T_n. Pri fftom dlØ otkloneniØ

r_N (B^m d) = Z_N (B^md) − N ζ^m

pri vseh urovnØh m = 0, 1, 2, . . . vypolneny neravenstva

−1.7 < r_N (B^m d) < 0.5. (4)

Poskol~ku, kak uße bylo otmeqeno, inducirovannoe otobraßenie S^{(m)} = S|_Bm_d ØvlØetsØ sdvigom tora, to po kriteri¸ Rozi [3] dlØ l¸bogo m imeem sup_N |r_N (B^md)| < ∞.

RAZBIENI˚ ROZI 85 Malost~ veliqiny otkloneniØ r_N (B^m d) (4) ukazyvaet na gluboku¸ svØz~ arifmetiqeskih svoæstv qisla Pizo θ s geometrieæ granicy ∂d̄ oblasti Rozi d [4, 5, 6, 7]. Granica ∂d̄ predstavlØet soboæ fraktal~nu¸ razvertku tora T^2. V odnomernom sluqae T^1 ukazannaØ svØz~ rassmotrena v [2, 8], a usloviØ ograniqennosti ostatka byli vpervye naædeny v [9, 10].

Pust~ N = N_N0 (B^md) – ffto vremØ N^′-go vozvraweniØ naqal~- noæ toqki 0 ∈ T^2 v oblast~ B^md. Togda v teoreme 6.1 dokazano, qto N_N0 (B^m d) vyqislØetsØ po formule

N_N0 (B^md) = m→ N^′ gde m→ N^′ oboznaqaet m-kratnyæ sdvig vpravo qisla N^′ v sisteme

sqisleniØ Tribonaqqi T_n. Kak sledstvie, iz posledneæ formuly dlØ perenormirovok poluqaetsØ sledu¸waØ ocenka |N_N0 (B^md) − θ^mN^′| < 2θ^m, spravedlivaØ dlØ vseh m, N^′ = 0, 1, 2, . . .

Razvertka tora ∂d̄ stroitsØ s pomow~¸ invariantnoæ kalibrovoqnoæ posledovatel~nosti u = 1213121 . . . DannaØ posledovatel~nost~ ØvlØetsØ samopodobnoæ i poluqaetsØ iz 1 s pomow~¸ podstanovki

Π(1) = 12, Π(2) = 13, Π(3) = 1.

Poskol~ku, soglasno formule (3), raznostnaØ funkciØ

χ_Bm_d(N ) = m← N − m ←−−− (N − 1)

prinimaet znaqeniØ 1, esli toqka N ( ζ ζ^2 ) prinadleßit oblasti

B^m = d, i ravna 0 v protivnom sluqae, to granicu ∂B^m d moßno

stroit~ s pomow~¸ sistemy sqisleniØ T_n, minuØ podstanovku Π.

1. T -sistema sqisleniØ i svØzannye s neæ razbieniØ 1.1. T -sistema sqisleniØ. Qisla Tribonaqqi Tn opredelØ¸t-

sØ rekurrentnym sootnoxeniem

T_{n+3} = T_{n+2} + T_{n+1} + T_n (5)

86 V. G. ȷURAVLEV dlØ n ≥ 0 i naqal~nymi usloviØmi T_0 = 1, T_1 = 2, T_2 = 4. Tak kak vypolnØetsØ neravenstvo

T_{n+1} ≤ 2T_n

dlØ vseh n ≥ 0, to l¸boe N iz mnoßestva N = {0, 1, 2, . . .} moßno edinstvennym sposobom razloßit~ v koneqnu¸ summu N = ∑ n≥0 ε_n(N ) T_n, gde kofffficienty ε_n(N ) = 0 ili 1 udovletvorØ¸t uslovi¸ (zakon sokraweniØ)

ε_k(N )ε_{k+1}(N )ε_{k+2}(N ) = 0 (6)

dlØ l¸bogo k ≥ 0. Esli N = 0, to polagaem ε_n(N ) = 0 dlØ vseh n ≥ 0. Otobraßenie N^{ε−→}∼ E : N −→ ε(N ) = (ε0(N ), ε1(N ), . . . ) (7) ustanavlivaet biekci¸ meßdu mnoßestvom neotricatel~nyh celyh qisel N i mnoßestvom E posledovatel~nosteæ ε = (ε_0, ε_1, . . . ) iz fflementov ε_n = 0 ili 1 s ograniqeniem (6) i s koneqnym qislom fflementov ε_n = 1.

1.2. E-razbieniØ urovnØ m. Privedem neskol~ko sposobov po-

stroeniØ razbieniæ mnoßestva posledovatel~nosteæ E.

Sposob 1 ispol~zuet E-koordinaty. Razbienie

E^m = ∑ i ∈ I^m E^m_R (ī) + ∑ j ∈ J^m E^m_G (j̄) + ∑ k ∈ K^m E^m_B ( ¯−k) (8)

sostoit iz taælov E^m_R (ī), E^m_G (j̄), E^m_B (k̄) s E-koordinatami ī = ( . . . m 0), j̄ = ( . . . m 10), k̄ = ( . . . m 11) – posledovatel~nostØmi iz E dliny m + 1, m + 2, m + 2 sootvetstvenno. Taæly ime¸t vid E^m_R (ī) = {ε ∈ E : ε|_{m+1} = ī}, E^m_G (j̄) = {ε ∈ E : ε|_{m+2} = j̄}, E^m_K (k̄) = {ε ∈ E : ε|_{m+2} = k̄}, (9)

RAZBIENI˚ ROZI 87 gde ε|_n = (ε_0, ε_1, . . . , ε_{n−1}) – naqalo posledovatel~nosti ε dliny n. Sposob 2 ispol~zuet podstanovki (inflØci¸ E^m −→ E^{m+1})

E^m_R (ī) = E^m_{RR}(ī) + E^m_{RG}(ī) + E^m_{RB} (ī), (10) gde E^m_{RR}(ī) = {ε ∈ E^m_R (ī) : ε|_{m+2} = (ī 0 )}, E^m_{RG}(ī) = {ε ∈ E^m_R (ī) : ε|_{m+3} = (ī 10)}, E^m_{RB}(ī) = {ε ∈ E^m_R (ī) : ε|_{m+3} = (ī 11)}.

Togda taæly razbieniØ E^{m+1} poluqa¸tsØ pereimenovkoæ i deleniem taælov razbieniØ E^m sledu¸wim obrazom:

E^{m+1}_R (ī) = { E^m_{RR}(ī_m) dlØī = (ī_m 0) ∈ I^{m+1},ī_m ∈ I^m, E^m_G (ī) dlØī ∈ J^m ⊂ I^{m+1};

E^{m+1}_G (j̄) = { E^m_{RG}(ī_m) dlØ j̄ = (ī_m 10) ∈ J^{m+1},ī_m ∈ I^m, E^m_B (j̄_m) dlØ j̄ = (j̄_m 0) ∈ J^{m+1}, j̄_m ∈ K^m;

(11)

E^{m+1}_B (k̄) = E^m_{RB}(ī_m) dlØ k̄ = (ī_m 11) ∈ K^{m+1},ī_m ∈ I^m.

Razbienie nulevogo urovnØ E^0 imeet vid (8)

E^0 = E^0_R(0) + E^0_G(10) + E^0_B(11).

Opredelim na mnoßestve posledovatel~nosteæ E nekommutativnu¸ operaci¸ prikladyvaniØ (⊕-summa)

ε ⊕ ε^′ = (ε_0, ε_1, . . . , ε_m, ε^′_0, ε^′_1, . . . , ε^′_n)

v sluqae, esli posledovatel~nost~ sprava obladaet svoæstvom (6). Togda mnoßestvo E-koordinat udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸

I^{m+1} = I^m ⊕ (0 ) ∪ J^m,

J^{m+1} = I^m ⊕ (10) ∪ K^m ⊕ (0),

K^{m+1} = I^m ⊕ (11)

(12)

dlØ urovneæ m ≥ 0, pri fftom polagaem I^0 = {(0)}, J^0 = {(10)},

K^0 = {(11)}.

88 V. G. ȷURAVLEV

Opredelim na mnoßestve posledovatel~nosteæ E ewe dve operaci: sdvig vpravo (mul~tiplikativnyæ sdvig)

E^B−→ E : ε = (ε_0, ε_1, . . . ) −→^→ε = B(ε) = (0, ε_0, ε_1, . . .) (13)

i operaci¸ sloßeniØ

ε u ε^′ = ε(N + N^′),

inducirovannu¸, v silu biekcii (7), operacieæ sloßeniØ celyh qisel N, N^′ ∈ N, otveqa¸wih posledovatel~nostØm ε, ε^′.

Sposob 3 postroeniØ E-razbieniæ osnovan na ispol~zovanii

E-rekurrentnogo sootnoxeniØ (sr. s sootnoxeniem 5 dlØ qisel Tribonaqqi T_n )

E^{m+3} = BE^{m+2} + [(1) u B^2E^{m+1}] + [(11) u B^3E^m] (14)

dlØ m ≥ 0, pri fftom naqal~nye razbieniØ E^0, E^1, E^2 opredeleny v (8).

Esli na mnoßestve E dopolnitel~no opredelit~ additivnyæ sdvig E^S−→ E : ε −→ S(ε) = ε u (1), (15) to rekurrentnye sootnoxeniØ (14) moßno perepisat~ v vide

E^{m+3} = BE^{m+2} + SB^2E^{m+1} + S^3B^3E^m, (16)

gde otobraßeniØ B (13) i S (15) ne kommutiru¸t drug s drugom (podrobnee sm. teoremu 1.1).

1.3. Global~nye koordinaty. S pomow~¸ biekcii (7) otoßde-

stvim mnoßestva E-koordinat taælov iz razbieniØ E^m (8) s mnoßestvami N-nomerov ili koordinat

I^m = ε^{−1}(I^m), J^m = ε^{−1}(J^m), K^m = ε^{−1}(K^m)

sootvetstvu¸wih taælov

E^m_R (i) = E^m_R (ī), E^m_G (j) = E^m_G (j̄), E^m_B (k) = E^m_B (k̄),

gde ī = ε(i) i t.d. Togda mnoßestva N-koordinat udovletvorØ¸t rekurrentnomu sootnoxeni¸ (12). Ots¸da poluqaem

I^m = [0, T_m), J^m = [T_m, T_{m+1}), K^m = [T_{m+1} + T_m, T_{m+2}), (17)

RAZBIENI˚ ROZI 89 gde poluinterval [T, T^′) sostoit iz celyh qisel T, T +1, . . . , T^′−1. Iz (5) sleduet, qto mnoßestva I^m, J^m, K^m soderßat sootvetstvenno koliqestvo nomerov T_{m,R} = T_m, T_{m,G} = T_{m−1} + T_{m−2}, T_{m,B} = T_{m−1}, (18) gde m ≥ 0 i T_{−2} = 0, T_{−1} = 1.

Vvedem oboznaqeniØ

i_0 = i, j_0 = j − T_m, k_0 = k − T_{m+1} − T_m. (19)

Togda razbienie E^m (8) moßno perepisat~ v vide

E^m = ∑ i ∈ I^m E^m_R (i) + ∑ j∈J^m E^m_G (j) + ∑ k∈K^m E^m_B (k), (20) gde E^m_R (i) = ī_0 u E^m_R (0) = S^{i0} E^m_R (0), E^m_G (j) = j̄_0 u E^m_G (T_m) = S^{j0} E^m_G (T_m), E^m_B (k) = k̄_0 u E^m_B (T_{m+1} + T_m) = S^{k0} E^m_B (T_{m+1} + T_m)

(21)

Formuly (21) da¸t osnovanie nazvat~ nomera i, j, k global~nymi koordinatami taælov E^m_R (i), E^m_G (j), E^m_B (k).

1.4. Inducirovannoe otobraßeniie S^{(m)} . Iz (20), (21) vyte-

kaet invariantnost~ ili soglasovannost~ razbieniæ E^m otnositel~no deæstviØ sdviga S (15):

SE^{m a.e.}= E^m\W^m + W^{′m}, (22) gde W^m = E^m_R (0) + E^m_G (T_m) + E^m_B (T_{m+1} + T_m),

W^{′m} = E^m_R (T_m) + E^m_G (T_{m+1}) + E^m_B (T_{m+2}),

i ravenstvo^{a.e.}= oznaqaet sovpadenie mnoßestv za iskl¸qeniem, moßet byt~, koneqnogo qisla fflementov. V poslednem razbienii

W^{′m} taæly sootvetstvenno ravny

E^m_R (T_m) = S^{Tm,R} E^m_R (0), E^m_G (T_{m+1}) = S^{Tm,G} E^m_G (T_m), E^m_B (T_{m+2}) = S^{Tm,B} E^m_B (T_{m+1} + T_m).

(23)

90 V. G. ȷURAVLEV Esli ne uqityvat~ razbieniØ mnoßestv, to moßem zapisat~

B^m E = W^{m a.e.}= W^{′m}, W^{′m} ⊂ W^m, (24)

gde B – sdvig vpravo na mnoßestve E. Zametim, qto v ravenstve (22) razbieniØ W^m, W^{′m} inducirovany razbieniem nulevogo urovnØ E^0 (8):

W^m = B^mE^0, W^{′m} = B^mSE^0. (25)

Rassmotrim diagrammu E^S−−−−→ E B^m B^m B^mE^{S(m)}−−−−→ B^mE (26)

gde S^{(m)} = S|_Bm_E – proizvodnoe otobraßenie ot S na podmnoßestve B^mE ⊂ E. Otobraßenie S^{(m)} takße nazyva¸t inducirovannym ili otobraßeniem pervogo vozvraweniØ. Suwestvovanie inducirovannogo otobraßeniiØ S^{(m)} vytekaet iz (22) i (24).

Teorema 1.1. Diagramma (26) kommutativna, t.e. vypolnØetsØ

ravenstvo B^mS = S^{(m)}B^m.

Sdvig S (15) i ego proizvodnoe otobraßenie S^{(m)} svØzany sledu¸- wimi sootnoxeniØmi

S^{(m)}(ε) = S^{Tm,R} (ε), esli ε ∈ E^m_R (0), S^{Tm,G} (ε), esli ε ∈ E^m_G (T_m), S^{Tm,B} (ε), esli ε ∈ E^m_B (T_{m+1} + T_m), gde stepeni T_{m,R}, T_{m,G}, T_{m,B} opredeleny v (18).

Dokazatel~stvo vytekaet iz ravenstv (20)–(26). �

Krome sdviga vpravo B (13), na mnoßestve posledovatel~nosteæ E moßno sootvetstvenno opredelit~ i sdvig vlevo E^B �1 −→ E : ε = (ε_0, ε_1, . . .) −→^←ε = B^{−1}(ε) = (ε_1, ε_2, . . .).

Po teoreme 1.1 dlØ proizvodnogo otobraßeniØ S^{(m)} iz diagrammy (26) poluqaem formulu

S^{(m)}(ε) = B^mSB^{−m} (ε) (27)

soprØßeniØ S^{(m)} s additivnym sdvigom S (15) na podmnoßestve B^mE ⊂ E.

RAZBIENI˚ ROZI 91

2. N-razbieniØ i perenormirovki

2.1. N-razbieniØ. S pomow~¸ biekcii N^{ε−→}∼ E (7) razbieniØm

E^m (8) moßno sopostavit~ razbieniØ

N^m =^∑_{i∈Im} N^m_R (i) +^∑_{j∈J m} N^m_G(j) +^∑_{k∈Km} N^m_B (k) (28)

mnoßestva neotricatel~nyh celyh qisel N, na kotorom takße opredelen operator sdviga S(N ) = N + 1. Oqevidno, qto S−orbitoæ 0 ∈ N ØvlØetsØ vse mnoßestvo N. Pofftomu suwestvu¸t vse proizvodnye preobrazovaniØ

S|_X , gde X = N^m_R (i), N^m_G(j) ili N^m_B (k)

– odin iz taælov v razbienii N^m (28). Pri fftom l¸boæ taæl X sostoit iz odnoæ orbity otnositel~no sootvetstvu¸weæ proizvodnoæ S|_X i naqal~naØ toqka orbity – ffto odnovremenno i nomer taæla X. �lementy taæla X lineæno uporØdoqeny i inducirovannyæ otobraßeniem S|_X porØdok < |_X soglasovan s porØdkom < na mnoßestve N. Tem samym, fflementy ih iz X ime¸t svoæ porØdkovyæ S|_X -nomer N^′, a takße – pervonaqal~- nyæ nomer N ∈ N.

2.2. Perenormirovki i koliqestvo vozvraweniæ.

Otobraßenie N^{′ X}−→ N nazyvaetsØ perenormirovkoæ fflementov taæla X.

Predloßenie 2.1. DlØ taælov N^m_R (i), N^m_G (j), N^m_B (k) razbieniØ N^m

(28) sootvetstvu¸wie perenormirovki ime¸t vid

N = i + B^{m+1}N^′, N = j + B^{m+2}N^′, N = k + B^{m+3}N^′. (29)

Dokazatel~stvo. Pust~ N ∈ N prinadleßit odnomu iz taæ-

lov N^m_R (i), N^m_G (j) ili N^m_B (k). Togda, soglasno opredeleni¸ E-

koordinat (8), ime¸t mesto sootvetstvenno razloßeniØ

N = i ⊕ N^′, N = j ⊕ N^′, N = k ⊕ (0) ⊕ N^′. (30)

Teper~ perehod ot E-posledovatel~nosteæ k qislam (29) osuwestvlØetsØ s pomow~¸ operatora sdviga B (13). �

92 V. G. ȷURAVLEV

Pust~ fflementy x_0 < x_1 < . . . < x_i < . . . nekotorogo taæla X iz razbieniØ N^m (28) raspoloßeny v porØdke vozrastaniØ. Oboznaqim Z_N (X) = ♯{i : x_i ≤ N, i > 0} – koliqestvo vozvraweniæ v taæl X naqal~noæ toqki x_0 pod deæstviem sdviga S. Kak otmeqalos~, naqal~nymi toqkami x_0 v taæ-

lah N^m_R (i), N^m_G(j), N^m_B (k) ØvlØ¸tsØ ih nomera i, j, k, qto soglasu-

etsØ s formulami perenormirovok (29) (nußno v formulah (29) vybrat~ N^′ = 0).

Ots¸da i iz razloßeniæ (20) vytekaet

Predloßenie 2.2. DlØ koliqestva vozvraweniæ naqal~noæ toqki

v taæly iz razbieniØ N^m (28) pod deæstviem sdviga S : N → N + 1 vypolnØ¸tsØ sledu¸wie Øvnye formuly

Z_N (N^m_R (i)) = B^{−(m+1)}(N − i) = m+1 ←−−− (N − i), Z_N (N^m_G(j)) = B^{−(m+2)}(N − j) = m+2 ←−−− (N − j), Z_N (N^m_B (k)) = B^{−(m+3)}(N − k) = m+3 ←−−− (N − k), pri fftom sdvigi B^{−m} na mnoßestve N opredeleny ravenstvom B^{−m}(N ) = ε^{−1}B^{−m}ε(N ), gde ε – biekciØ (7). �

Zameqanie 2.1. S pomow~¸ biekcii ε : N^{−→}∼ E vse utverßde-

niØ predloßeniæ 2.1 i 2.2 mogut byt~ sootvetstvu¸wim obrazom pereformulirovany dlØ razbieniæ E^m (8) mnoßestva posledovatel~nosteæ E. Vvedenie razbieniæ N^m (28) obuslovleno tem obstoØtel~stvom, qto opredeleniØ i dokazatel~stva uprowa¸tsØ, esli ispol~zovat~ razbieniØ celyh qisel N.

3. KonstrukciØ Rozi 3.1. KalibrovoqnaØ posledovatel~nost~. Pust~ A = {1, 2, 3} –

koneqnyæ alfavit i A^{fin} – mnoßestvo koneqnyh posledovatel~- nosteæ (slov) v alfavite A. Zadadim na A podstanovku Tribonaqqi [1]

A^Π−→ A^{fin} : Π(1) = 12, Π(2) = 13, Π(3) = 1

RAZBIENI˚ ROZI 93 i prodolßim Π na mnoßestvo posledovatel~nosteæ A^{fin}, polagaØ

A^{fin Π}−→ A^{fin} : v = v_1 . . . v_m → Π(v) = Π(v_1) . . . Π(v_m)

i Π(?) = ? dlØ pustogo slova. Analogiqno prodolßaem Π na A^∞ – mnoßestvo vseh koneqnyh i beskoneqnyh posledovatel~nosteæ: esli v = v_1 . . . v_m . . . prinadleßit A^∞, to Π(v) = Π(v_1) . . . Π(v_m) . . . Podstanovka Π imeet edinstvennu¸ nepodvißnu¸ posledovatel~nost~

u = 12131211213 . . . = u_1u_2u_3 . . . (31)

Nazovem u kalibrovoqnoæ posledovatel~nost~¸. Motivirovkoæ dlØ fftogo ØvlØetsØ to obstoØtel~stvo, qto s pomow~¸ posledovatel~nosti u obmotka tora uderßivaetsØ v kompaktnoæ oblasti.

Naqal~nye podposledovatel~nosti iz u dliny N = 0, 1, 2, . . . oboznaqim

U_N = u_1u_2 . . . u_N (32)

dlØ N ≥ 1 i U_0 = ?. DlØ v = v_1 . . . v_m iz A^{fin} i k = 1, 2, 3 iz A pust~ r(v) = r_1(v) r_2(v) r_3(v)

gde r_k(v) ravno koliqestvu bukv v_i = k v posledovatel~nosti v.

3.2. Podstanovka Π i qisla Tribonaqqi. Podstanovka Π deæ-

stvuet na stolbec r(v) po sledu¸wemu pravilu

r(Π(v)) = A · r(v), gde A =

1 1 1 1 0 0 0 1 0 . Kak sledstvie iz privedennoæ formuly, dlØ n = 0, 1, 2, . . . imeem

r(Π^n(v)) = A^n · r(v), (33)

gde Π^n(v) = Π(. . . (Π(v)) – n−raz. PodstanovoqnaØ matrica A zadaet T_{n+2} T_{n+1} T_n = A^n T_2 T_1 T_0

94 V. G. ȷURAVLEV posledovatel~nost~ qisel Tribonaqqi T_n, takße opredelØemu¸ rekurrentnym sootnoxeniem (5). Harakteristiqeskiæ mnogoqlen matricy A raven

Ch_A(x) = x^3 − x^2 − x − 1,

on imeet odin vewestvennyæ koren~ θ ≈ 1.8392 i dva kompleksno soprØßennyh kornØ α, α. Tak kak θ > 1 i |α|^2 =^1_θ , to |α| = |α| < 1 i, sledovatel~no, θ – qislo Pizo. DlØ nego obratnoe qislo ζ = 1 θ ≈ 0.5436 udovletvorØet sootnoxeni¸

ζ + ζ^2 + ζ^3 = 1. (34)

3.3. OtkloneniØ. DlØ posledovatel~nosti v ∈ A^{fin} opredelim

otkloneniØ

Δ_k(v) = ζ^kl(v) − r_k(v)

gde k = 1, 2, 3 i l(v) = r_1(v) + r_2(v) + r_3(v) – dlina posledovatel~- nosti v. Iz obweæ teorii podstanovok sleduet ograniqennost~ otkloneniæ |Δ_k(Π^n(v))| ≤ c_{v,k} < ∞ dlØ vseh n = 0, 1, 2, . . . Soglasno (34) otkloneniØ Δ_k(v) udovletvorØ¸t lineænomu sootnoxeni¸

Δ_1(v) + Δ_2(v) + Δ_3(v) = 0.

Pofftomu povedenie otkloneniæ Δ_k(v) polnost~¸ opisyvaetsØ vektor-stolbcom

Δ(v) = ( Δ_1(v) Δ_2(v) ) = l(v) ( ζ ζ^2 ) − ( r_1(v) r_2(v) ) . Zametim, qto Δ(v) – sobstvennyæ vektor dlØ podstanovki Π:

Δ(Π(v)) = B · Δ(v), (35)

gde matrica B = ( −ζ −ζ 1 − ζ^2 −ζ^2 ) imeet harakteristiqeskiæ mnogoqlen

Ch_B(x) = x^2 + (ζ + ζ^2)x + ζ.

Iz uravneniØ (34) dlØ nego vytekaet razloßenie Ch_B(x) = (x − α)(x − α),

RAZBIENI˚ ROZI 95 gde α, α = −(ζ + ζ^2) ± i √ d 2 (36)

i d = ζ^2 + 4ζ − 1 > 0.

DlØ otkloneniØ Δ(v) v sluqae posledovatel~nosti v = U_N (32) vvedem special~noe oboznaqenie

δ(N ) = Δ(U_N ) = N ( ζ ζ^2 ) − ( r_1(U_N ) r_2(U_N ) ) . (37)

Togda δ(N ) ≡ N ( ζ ζ^2 ) mod Z^2 (38)

dlØ N = 0, 1, 2, . . . i pofftomu otobraßenie N → δ(N ) zadaet obmotku tora T^2 = R^2 mod Z^2, poluqa¸wu¸sØ sdvigom nulevoæ toqki na vektor ξ = ( ζ ζ^2 ) ≡ z mod Z^2, gde

z = δ(1) = ( ζ − 1 ζ^2 ) . (39)

3.4. Sobstvennye posledovatel~nosti. Posledovatel~nosti

v = Π^n(1) dlØ n = 0, 1, 2, . . ., gde Π^0(1) = 1, nazovem sobstvennymi

posledovatel~nostØmi iz A^{fin}. Iz ravenstv

Π^3(1) = Π^2(1)Π^1(1)Π^0(1),

Π^{n+1}(1) = Π^1(Π^n(1))

indukcieæ po n poluqaetsØ nekommutativnoe rekurrentnoe sootnoxenie dlØ sobstvennyh posledovatel~nosteæ (sr. (5) i (16))

Π^{n+3}(1) = Π^{n+2}(1)Π^{n+1}(1)Π^n(1) (40)

dlØ n ≥ 0 s naqal~nymi usloviØmi Π^0(1) = 1, Π^1(1) = 12, Π^2(1) =

1213. Tak kak dliny fftih posledovatel~nosteæ sootvetstvenno

rany 1, 2, 4, to iz rekurrentnogo sootnoxeniØ (40) sleduet, qto sobstvennye posledovatel~nosti Π^n(1) ime¸t dliny

T_n = l(Π^n(1)), (41)

ravnye qislam Tribonaqqi T_n (5).

96 V. G. ȷURAVLEV

Poskol~ku dlØ kalibrovoqnoæ posledovatel~nosti u (31) spravedlivy ravenstva Π(u) = u, u = 1u^′, to u = Π^n(u) =

Π^n(1)Π^n(u^′) i, znaqit, Π^n(1) = U_{Tn} (42)

ØvlØ¸tsØ naqal~nymi podposledovatel~nostØmi kalibrovoqnoæ posledovatel~nosti u dliny T_n. Iz (35) sleduet

Δ(Π^n(1)) = B^nΔ(1). (43)

Ots¸da i iz (37) vytekaet formula

δ(T_n) = B^nz (44)

dlØ n = 0, 1, 2, . . ., gde z – sdvig tora (39).

Indukcieæ po N iz rekurrentnogo sootnoxeniØ (40) poluqa- ¸tsØ sledu¸wie formuly

r_k(Π^n(1)) = r_k(U_{Tn} ) = T_{n−k} (45)

dlØ k = 1, 2, 3, n ≥ 1, gde soglasno (5) T_{−2} = 0, T_{−1} = 1.

V silu (35) otklonenie δ(T_n) svØzano s kornØmi harakteristiqeskogo uravneniØ Ch_B(x) sootnoxeniem

δ(T_n) = α^na + α^na (46)

dlØ n = 0, 1, 2, . . ., gde a = ( a_1 a_2 ) = 1 α − α ( (ζ − 1)α + 1 − 2ζ

ζ^2(α − α) + 1 ) . (47)

Iz (47) i (36) lØ kofffficientov a_1, a_2 vyvodim Øvnye vyraßeniØ

a_1 = ζ − 1 2 + i ζ^2 − 2ζ + 1 2 √ d , a_2 = ζ^2 − i 1 √ d (48)

i, sledovatel~no, dlØ nih poluqaem neravenstva |a_1| < 0.2438,

|a_2| < 0.8761.

4. RazbieniØ Rozi 4.1. RazbieniØ Rozi urovnØ m. Rassmotrim mnoßestvo D =

δ(E) iz R^2, gde dlØ posledovatel~nosteæ ε = (ε_0, ε_1, . . . ) ∈ E oto-

braßenie δ opredelØetsØ ravenstvom δ(ε) = ∞∑ n=0 ε_nB^nz, (49)

RAZBIENI˚ ROZI 97 gde B – matrica iz (35) i z = δ(1) – vektor sdviga tora (39). Razbienie E^m (8) induciruet razbienie

D^m = δ(E^m)

na taæly D^m_R (i), D^m_G (j), D^m_B (k) – δ-obrazy taælov (9). Oboznaqim

d^m_R (i), d^m_G (j), d^m_B (k)

– mnoßestva vnutrennih toqek zamykaniæ D^m_R (i), D^m_G (j), D^m_B (k) sootvetstvenno. Rozi [1] dokazal, qto dlØ urovnØ m = 0 mnoßestvo

d^0 = d^0_R(0) + d^0_G(1) + d^0_B(3) (50)

soderßit D^0 i ego sostavlØ¸wie obrazu¸t razbienie tora T^2 =

R^2 mod Z^2, oblada¸wego sledu¸wimi svoæstvami:

1. Taæly d^0_∗(∗) v (50) ØvlØ¸tsØ odnosvØznymi mnoßestvami. 2. Mnoßestva d^0_R(0)+Z^2, d^0_G(1)+Z^2, d^0_B (3)+Z^2 ne pereseka¸tsØ. 3. Ob¨edinenie ih zamykaniæ sovpadaet s R^2.

4. Esli v, v^′ ∈ Z^2, v ≠ v^′ i d^0_∗(∗) – kakoæ-libo taæl iz razbieniØ (50), to mnoßestva d^0_∗(∗) + v i d^0_∗(∗) + v^′ ne pereseka¸tsØ.

Pust~

S(x) = x + ξ mod Z^2, (51)

gde ξ = ( ζ ζ^2 ) , – sdvig tora T^2. Iz opredeleniØ sdviga S (15)

na mnoßestve posledovatel~nosteæ E sleduet kommutativnost~ diagrammy E^S−−−−→ E δ δ D^S−−−−→ D (52)

gde nißnØØ strelka oznaqaet perekladyvanie mnoßestva D, opredelØemoe ravenstvami

S(x) = x + z^0_R, x + z^0_G, x + z^0_B (53)

v zavisimosti ot togo, kakomu iz taælov v razbienii

D^0 = D^0_R(0) + D^0_G(1) + D^0_B (3) (54)

98 V. G. ȷURAVLEV prinadleßit x. Pri fftom v (53)

z^0_R = δ(1) − δ(0) = ξ − ( 1 0 ) ,

z^0_G = δ(2) − δ(1) = ξ − ( 0 1 ) , (55)

z^0_B = δ(4) − δ(3) = ξ.

Zametim, qto ograniqenie sdviga tora S (51) na mnoßestvo D sovpadaet s perekladyvaniem (55) mod Z^2.

4.2. Differenciruemost~ razbieniæ Rozi. Teorema 4.1. 1. DlØ m = 0, 1, 2, . . . ime¸t mesto razbieniØ

d^m = ∑ i ∈ I^m d^m_R (i) + ∑ j∈J^m d^m_G (j) + ∑ k∈K^m d^m_B (k), (56)

tora T^2, oblada¸wie svoæsvami 1)-4). Pri fftom

d^m_R (i) = S^{i0} d^m_R (0), d^m_G (j) = S^{j0} d^m_G (T_m), d^m_B (k) = S^{k0} d^m_k (T_{m+1}+T_m),

(57) gde S – sdvig tora (51) i stepeni i_0, j_0, k_0 opredeleny v (19).

2. Summa taælov

w^m = d^m_R (0) + d^m_G (T_m) + d^m_B (T_{m+1} + T_m) (58)

predstavlØet sobo¸ razbienie tora

B^mT^2 = R^2 mod B^mZ^2, gde B = ( −ζ −ζ 1 − ζ^2 −ζ^2 ) , takße oblada¸wego svoæstvami 1)-4). Pri fftom w^0 = d^0 – razbienie Rozi (50) i w^m = B^mw^0 (59)

dlØ m ≥ 0.

3. RazbieniØ d^m (56) soglasovany s deæstviem sdviga S (51) na tore T^2, t.e.

Sd^{m a.e.}= d^m\w^m + w^{′m}, (60) gde w^{′m} = d^m_R (T_m) + d^m_G (T_{m+1}) + d^m_B (T_{m+2}) (61)

RAZBIENI˚ ROZI 99 – snova razbienie tora B^mT^2 so svoæstvami 1)–4) i d^m_R (T_m) = S^{Tm,R} d^m_R (0) mod Z^2, d^m_G (T_{m+1}) = S^{Tm,G} d^m_G (T_m) mod Z^2, d^m_B (T_{m+2}) = S^{Tm,B} d^m_B (T_{m+1} + T_m) mod Z^2.

(62)

ZamykaniØ w^m, w^{′m} razbieniæ w^m, w^{′m} sovpada¸t i^{a.e.}= oznaqaet, qto zamykaniØ mnoßestv v pravoæ i levoæ qasti (60) ravny.

4. Inducirovannoe otobraßenie

S^{(m)} = S|_wm est~ perekladyvanie taælov iz razbieniØ w^m (58): d^m_R (T_m) = d^m_R (0) + z^m_R d^m_G (T_{m+1}) = d^m_G (T_m) + z^m_G , d^m_B (T_{m+2}) = d^m_B (T_{m+1} + T_m) + z^m_B ,

(63) gde z^m_R = B^mz^0_R ≡ T_{m,R}ξ mod Z^2, z^m_G = B^mz^0_G ≡ T_{m,G}ξ mod Z^2, z^m_B = B^mz^0_B ≡ T_{m,B} ξ mod Z^2

(64)

dlØ m ≥ 0 i vektory z^0_R, z^0_G, z^0_B opredeleny v (55).

5. Preobrazovanie perekladyvaniØ taælov S^{(m)} (63) predstavlØet soboæ sdvig tora B^mT^2. Pri fftom S^{(m)} poluqaetsØ soprØßeniem S^{(m)} = B^mSB^{−m} (65) sdviga S tora T^2 i, sledovatel~no, proizvodnyæ sdvig S^{(m)} affinno izomorfen ishodnomu sdvigu S.

Dokazatel~stvo. Iz sposoba 2 postroeniØ razbieniæ E^m (10),

(11) i opredeleniØ sdviga B (13) na mnoßestve E poluqaem

E^0_R(0) = E^1_R(0) + E^1_G(2) + E^1_B(6) = BE^0_R(0) + BE^0_G(1) + BE^0_B (3) = BE^0,

t.e. B-sdvig preobrazuet razbienie E^0 v razbienie taæla E^0_R(0) iz E^1. Ots¸da i iz kommutativnosti diagrammy E^B−−−−→ E δ δ D^B−−−−→ D (66)

100 V. G. ȷURAVLEV gde nißnØØ strelka oznaqaet umnoßenie na matricu B, indukcieæ po m poluqaem razbieniØ d^m (56). Ravenstva (57) vyteka¸t iz (21).

UtverßdeniØ 2) sledu¸t iz kommutativnosti diagrammy (55) i ravenstv W^m = B^mW^0 (25), w^m = δ(W^m), gde W^m – razbienie (22).

UtverßdeniØ 3), 4) vyteka¸t iz teoremy 1.1, kommutativnosti diagrammy (52) i (53)–(55). Soglasno (55) imeem z^0_R =

δ(1) − δ(0) = Δ(Π^0(1)). Pofftomu v silu formuly (43) moßem za-

pisat~

z^m_R = B^mz^0_R = Δ(Π^m(1)) = δ(T_m) = δ(T_{m,R}) = T_{m,R}ξ mod Z^2.

Analogiqno dokazyva¸tsØ sravneniØ dlØ vektorov z^m_G , z^m_B . Formuly perekladyvaniØ (63) vyteka¸t iz (53)–(55).

Ravenstvo (66) sleduet iz (62)–(64) i kommutativnosti diagramm (26) i (52). � DokazannaØ teorema 4.1 soderßit realizaci¸ postroeniØ razbieniæ E^m sposobom 1 v vide razbieniæ d^m tora T^2: razbienie d^m poluqaetsØ iz treh bazisnyh taælov d^m_R (0), d^m_G (T_m),

d^m_B (T_{m+1} + T_m) (58) s pomow~¸ mnogokratnogo povtoreniØ sdviga

tora S (51).

Sposoby 2, 3 postroeniØ razbieniæ E^m pozvolØ¸t stroit~ razbieniØ d^m indukcionno qerez podstanovki (delenie ili inflØci¸) i rekurrentnye sootnoxeniØ.

Sposob 2. Razbienie d^{m+1} poluqaetsØ iz d^m s pomow~¸ sle-

du¸wih podstanovok (sr. (10)–(11))

d^m_R (i) = d^{m+1}_R (i) + d^{m+1}_G (i + T_{m+1}) + d^{m+1}_B (i + T_{m+2} + T_{m+1}),

d^m_G (j) = d^{m+1}_R (j),

d^m_B (k) = d^{m+1}_G (k).

(67)

Sposob 3. RazbieniØ d^m udovletvorØ¸t rekurrentnomu soot-

noxeni¸ (sr. s sootnoxeniem (5) dlØ qisel Tribonaqqi T_n i s (14) dlØ razbieniæ E^m)

d^{m+3} = Bd^{m+2} + (z + B^2d^{m+1}) + (z + Bz + B^3d^m), (68)

gde z = δ(1) = ξ − ( 1 0 ) i B – matrica iz (35). Poskol~ku

z + Bz = δ(3) = 3ξ − ( 2 1 ) ,

RAZBIENI˚ ROZI 101 to s pomow~¸ sdviga S (51) sootnoxenie (68) moßno perepisat~ v vide rekurrentnogo sootnoxeniØ (sr. (16))

d^{m+3} ≡ Bd^{m+2} + SB^2d^{m+1} + S^3B^3d^m mod Z^2 (69)

dlØ razbieniæ tora T^2.

5. Raspredelenie toqek na tore

Pust~ d oboznaqaet mnoßestvo vnutrennih toqek zamykaniØ

δ(E), gde δ – otobraßenie (49). Togda moßem zapisat~

B^{m+1}d = d^m_R (0), (70)

gde B – matrica iz 2.5 i d^m_R (0) – mnoßestvo vnutrennih toqek zamykaniØ taæla D^m_R (0) = δ(E^m_R (0)). Oboznaqim

Z_N (B^m d) = ♯{i : S^i(0) ∈ B^md + Z^2, 1 ≤ i ≤ N }

– koliqestvo toqek S-orbity 0, gde S – sdvig (51) tora T^2, popavxih v oblast~ B^md + Z^2 ⊂ T^2. Poskol~ku vypolnØetsØ ravenstvo

d^m_R (0)^{a.e.}= w^{m+1}, (71)

gde w^{m+1} – razbienie (59), to dlØ Z_N (B^m d) iz (70), (71) i predloßeniØ 2.2 vytekaet formula

Z_N (B^m d) = m← N (72)

dlØ l¸bogo urovnØ m ≥ 0. Zametim, qto opredelitel~ matricy B raven 0 < ζ < 1 i d ØvlØetsØ fundamental~noæ oblast~¸ dlØ tora T^2, poskol~ku d^{a.e.}= d^0. Pofftomu estestvenno rassmotret~

raznost~ N ζ^m − m← N kak otklonenie Z_N (B^md) ot plowadi.

K ocenke fftogo otkloneniØ primenim formulu (46). RassmatrivaØ tol~ko pervye koordinaty, zapisyvaem

T_nζ − T_{n−1} = 2 Re(a_1α^n)

dlØ l¸bogo n ≥ 0. Pri uslovii 1 ≤ m ≤ n + 1 iz poslednego ravenstva vyvodim

T_nζ^m − T_{n−m} = 2 Re(a_1α^{n−m+1}[1 + αζ + · · · + (αζ)^{m−1}]) (73)

102 V. G. ȷURAVLEV i, sledovatel~no, poluqaem ocenku |T_nζ^m − T_{n−m}| ≤ c_1|α|^{n−m+1}, (74) gde |α| < 1 i konstanta c_1 =^{2|a1|}_{1−ζ|α|} ne zavisit ot parametrov m, n.

Vyberem proizvol~noe k ≥ 0 i razob¨em N na dve qasti N = ∑ n≥0 ε_n(N )T_n = N_k + N_{>k},

gde N_k ravno summe slagaemyh s indeksami n ≤ k. Poskol~ku dannoe razloßenie invariantno otnositel~no sdviga m← N = m←− N_k + m←− N_{>k}, to raznost~ N ζ^m − m← N moßem zapisat~ v vide summy N ζ^m − m← N = N_kζ^m − m←− N_k + r_n(m, k), (75)

gde ostatok raven r_N (m, k) = N_{>k}ζ^m − m←− N_{>k}. PrimenØØ neravenstvo (74) i uqityvaØ ograniqeniØ na kofffficienty ε_n(N ) (6), poluqaem |r_N (m, k)| ≤ c_1 ∑ n≥k+1 ε_n(N )|α|^{n−m+1} ≤ c_1|α|^{k−m+1}(1 + |α| + |α|^3 + |α|^4 + · · · ) i, znaqit, dlØ ostatka r_N (m, k) imeet mesto ocenka |r_N (m, k)| ≤ c_2|α|^{k−m+2} (76) s konstantoæ c_2 = c_1^{1+|α|}_{1−|α|3} .

DlØ konkretnyh znaqeniæ urovnØ m formula (75) i neraven-

stvo (77) svodØt vyqislenie raznosteæ N ζ^m − m← N k vyqisleni¸

RAZBIENI˚ ROZI 103 analogiqnyh raznosteæ dlØ ograniqennyh znaqeniæ N . Tak, naprimer, iz (75), (77) poluqaem sledu¸wie ravenstva

c^+_m = sup_{N∈}N{N ζ^m − m← N } = sup_{N<Tk+1} {N ζ^m − m← N } + r^+(m, k),

c^−_m = inf_{N∈}N{N ζ^m − m← N } = inf_{N<Tk+1}{N ζ^m − m← N } + r^−(m, k), (77)

gde |r^+(m, k)| ≤ c_2|α|^{k−m+2}, |r^−(m, k)| ≤ c_2|α|^{k−m+2} i k ≥ 0 – proizvol~noe fiksirovannoe qislo.

DlØ uroveneæ m ≤ 10 v Tablice 5.1 privedeny sootvetstvu¸- wie verhnie i nißnie granicy dlØ c^+_m i c^−_m. Tablica 5.1

m c^−_m c^+_m 1 −0.33 0.92 2 −0.26 1.14 3 −0.24 1.21 4 −0.26 1.32 5 −0.26 1.36 6 −0.26 1.37 7 −0.26 1.39 8 −0.26 1.40 9 −0.26 1.41 10 −0.27 1.41

Qtoby poluqit~ granicy dlØ raznosti N ζ^m − m← N v sluqae proizvol~nogo m, vospol~zuemsØ sledu¸wimi iteraciØmi t← N ζ^{m−t} + c^−_t ζ^{m−t} ≤ N ζ^m ≤ t← N ζ^{m−t} + c^+_t ζ^{m−t},

104 V. G. ȷURAVLEV gde t ≤ m, i poluqim nußnye neravenstva c^− ≤ N ζ^m − m← N ≤ c^+, (78) gde c^+ = max 0≤t<m0 {c^+_t + c^+_m0 ζ^t 1 − ζ^m0 }, c^− = min 0≤t<m0 {c^−_t + c^−_m0 ζ^t 1 − ζ^m0 }, m^′ ≥ 1 – l¸boe fiksirovannoe znaqenie i c^+_0 = c^−_0 = 0. Esli v

kaqestve m^′ vybrat~, skaßem, m^′ = 10 i vospol~zovat~sØ Tabliceæ 5.1, to dlØ konstant c^+, c^− poluqim sootvetstvenno ocenki

c^+ < 1.7, c^− > −0.5.

Iz (72) i (78) vytekaet

Teorema 5.1. Pust~ S(x) = x + ( ζ ζ^2 ) mod Z^2 – sdvig tora T^2;

d – mnoßestvo vnutrennih toqek iz δ(E), gde δ – otobraßenie

(49) i E – mnoßestvo posledovatel~nosteæ iz 0 i 1 s ograniqeniem (6); B = ( −ζ −ζ 1 − ζ^2 −ζ^2 ) , gde ζ^{−1} > 1 – kubiqeskoe qislo Pizo, ØvlØ¸weesØ kornem mnogoqlena f(x) = x^3 − x^2 − x − 1.

1. Togda dlØ koliqestva Z_N (B^md) popadaniæ toqek orbity

S(0), S^2(0), . . . , S^N (0) v oblast~ B^md, m ≥ 0, imeet mesto formula

Z_N (B^md) = m← N , gde m← N oboznaqaet qislo, poluqennoe iz N m-kratnym sdvigom vlevo v sisteme sqisleniØ Tribonaqqi T_n (5).

2. DlØ otkloneniØ

r_N (B^m d) = Z_N (B^md) − N ζ^m

pri l¸bom urovne m vypolnØ¸tsØ neravenstva −1.7 < r_N (B^m d) < 0.5.

RAZBIENI˚ ROZI 105

6. Perenormirovki sdviga tora DlØ orbity S^0(0), S^1(0), S^2(0), . . . toqki 0 rassmotrim perenormirovku (sr. s perenormirovkoæ iz p. 2.2)

N^{Bm d}−→ N : N^′ → N (79)

ee ograniqeniØ na oblast~ B^md + Z^2 tora T^2. Esli S^{(m)} – ograniqenie sdviga tora S (51) na oblast~ B^md, to perenormirovka (79) oznaqaet vypolnenie sledu¸wego sootnoxeniØ

(S^{(m)})^N 0 (0) = S^N (0)

dlØ vseh N^′ = 0, 1, 2, . . . Takim obrazom, N = N_N0 (B^m d) – ffto vremØ N^′-go vozvraweniØ naqal~noæ toqki 0 v oblast~ B^md.

Teorema 6.1. 1. Pust~

N^′ = ∑ n≥0 ε_n(N^′)T_n

– razloßenie qisla N^′ v sisteme sqisleniØ Tribonaqqi (5) i m→ N^′ = ∑ n≥0 ε_n(N^′)T_{n+m} (80)

– m-kratnyæ sdvig vpravo qisla N^′. Togda vremØ N^′-go vozvraweniØ naqal~noæ toqki 0 v oblast~ B^md vyqislØetsØ po formule

N_N0 (B^md) = m→ N^′ (81)

dlØ vseh m, N^′ = 0, 1, 2, . . ..

2. Pust~ θ > 1 – vewestvennyæ koren~ mnogoqlena x^3 −x^2 −x−1. Togda perenormirovki udovletvorØ¸t neravenstvu

|N_N0 (B^md) − θ^mN^′| < 2θ^m. (82)

Dokazatel~stvo. Formula (81) vytekaet iz ravenstva (70) dlØ

oblasti B^md i iz pervoæ formuly perenormirovok (29). Neravenstvo (82) poluqaetsØ prØmymi vyqisleniØmi, esli vospol~-

zovat~sØ sootnoxeniem θ = ζ^{−1}, opredeleniem (80) sdviga m→ N^′ i

neravenstvom (74).

106 V. G. ȷURAVLEV

Literatura

1. G. Rauzy, Nombres algébriques et substitutions. — Bull. Soc. Math. France 110

(1982), 147–178.

2. V. G. ȷuravlev, Odnomernye razbieniØ Fibonaqqi. — Izv. RAN, ser.

matem. (2005). (V peqati.)

3. S. Ferenczi, Bounded remainder sets. — Acta Arithmetica 61 (1992), 319–326. 4. S. Akiyma, On the boundary of self affine tilings generated by Pisot numbers. —

J. Math. Soc. Japan 54 (2002), 283–308.

5. A. Messaoudi, Properiétés arithmétiques et dynamiques du fractal de Rauzy. — J.

Théorie Nombers de Bordeaux 10 (1998), 135–162.

6. S. Ito and M. Kimura, On Rauzy fractal. — Japan J. Indust. Appl. Math. 8 (1991),

461–486.

7. S. Ito and M. Ohtsuki, Modified Jacobi–Perron algorithm and generating Markov

partitions for special hyperbolic toral automorphisms. — 16, No. 2 (1993), 441– 472.

8. A. V. Xutov, O raspredelenii drobnyh doleæ. — Qebyxevskiæ sbornik 5 vyp. 3 (2004), Tula (2004), 111–121.

9. E. Hecke, Eber analytische Funktionen und die Verteilung von Zahlen mod. eins.

— Math. Sem. Hamburg. Univ. Bd. 1 (1921), 54–76.

10. H. Kesten, On a cojecture of Erdös and Szüsz related to uniform distribution

mod 1. — Acta Arith. 14 (1973), 26–38.

Zhuravlev V. G. Rauzy tilings and bounded remainder sets on the torus.

For the two dimensional torus T^2 we construct the Rauzy tilings d^0 ⊃ d^1 ⊃ . . . ⊃ d^m ⊃ . . . , where each tiling d^{m+1} turns out by inflation of d^m. The following results are proved:

1) Any tiling d^m is invariant with respect to the shift S(x) = x + (_ζ ζ^2 ) mod Z^2, here ζ^{−1} > 1 is a Pisot number satisfying the equation x^3 −

x^2 − x − 1 = 0.

2) The induced map S^{(m)} = S|_Bm_d is an exchange transformation of B^md ⊂ T^2, where d = d^0 and B = (_{−ζ −ζ} 1−ζ^2 ζ^2 ) . 3) The map S^{(m)} is a shift of the torus B^md ≃ T^2 and S^{(m)} is isomorphic to the initial shift S. It means that d^m are infinite differentiable tilings.

Let Z_N (X) be equal to the number of points in the orbit S^1(0), S^2(0), . . . , S^N (0) visited the domain B^md. Then the remainder r_N (B^m d) = Z_N (B^md) − N ζ^m satisfies −1.7 < r_N (B^md) < 0.5 for all m.

Postupilo 5 marta 2005 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet

E-mail: vzhuravlev@mail.ru