Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

S. A. Gricenko

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV IZ ZADANNOGO KLASSA V ARIFMETIQESKIH PROGRESSI˚H

Vvedenie

Pri rexenii additivnyh zadaq s prostymi qislami krugovym metodom vaßnu¸ rol~ igraet zakon raspredeleniØ prostyh qisel v arifmetiqeskih progressiØh. Naprimer, qasto primenØetsØ sledu¸waØ formula, izvestnaØ v literature kak formula ZigelØ–Val~fixa π(x, q, l) = Li x φ(q) + O(xe^{−c √log x}), (1) gde π(x, q, l) = ∑ p6x p≡ l (mod q) 1, Li x = ∫_x 2 dx log x , l i q – celye vzaimno prostye

qisla, 1 6 q 6 log^{A1} x, A_1 > 1 i c > 0 zavisit tol~ko ot A_1.

Ee dokazatel~stvo sm., naprimer, v [1, s. 154]. Pri teh ße usloviØh na l i q asimptotiqeskaØ formula, podobnaØ (1), spravedliva i dlØ funkcii π_1(x, q, l) = ∑ N (P )6x N (P )≡ l (mod q)

1, gde

summirovanie idet po prostym idealam P kol~ca celyh algebraiqeskih qisel mnimogo kvadratiqnogo polØ, N (P ) – norma ideala P .

Esli diskriminant polØ ne rastet s rostom x, to vyvod formuly dlØ π_1(x, q, l) po suwestvu sovpadaet s vyvodom formuly dlØ π(x, q, l). V voprosah predstavleniØ prostyh qisel kvadratiqnymi formami trebuetsØ asimptotiqeskaØ formula dlØ qisla prostyh idealov, normy kotoryh ne prevoshodØt x i leßat v arifmetiqeskoæ progressii, a sami idealy prinadleßat nekotoromu

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Belgorodskogo gosudarstvennogo universiteta. 45

46 S. A. GRICENKO fiksirovannomu klassu idealov. Ee vyvodu posvØwena nastoØwaØ rabota.

V sluqae, kogda kvadratiqnoe pole mnogoklassnoe, naxa zadaqa suwestvenno otliqaetsØ ot zadaqi poluqeniØ asimptotiki dlØ π_1(x, q, l), tak kak vopros o popadanii ideala v zadannyæ klass idealov ne svoditsØ k voprosu o popadanii normy ideala v kakoæ-to klass vyqetov po kakomu-libo modul¸ (v svØzi s fftim sm. [2, s. 271]).

Korotko ostanovimsØ na sheme rassußdeniæ. Pust~ C – klass idealov, π_1(x, q, l, C) = ∑ P ∈C M (P )≡ l (mod q) N (P )6x 1, A – klassy idealov, X(A) – ha-

raktery gruppy klassov idealov, X_0 – glavnyæ harakter gruppy klassov idealov, h – ee porØdok, χ(n) – haraktery Dirihle po modul¸ q, χ_1 – harakter kvadratiqnogo polØ. Pust~ (l, q) = 1,

1 6 q 6 log^{A1} x, A1 > 1, c > 0. Togda π_1(x, q, l, C) = 1 φ(q) ∑ P ∈C N (P )6x 1 + 1 hφ(q) ∑ χ≠χ_0 χ(l) ∑ p6x ( 1 + χ_1(p) ) χ(p) =

= 1 hφ(q) ∑ X≠X_0 X(C) ∑ χ≠χ_0 χ(l) ∑ N (P )6x X(P )χ(N (P )) + O( √ x log x). (2)

Horoxo izvestna formula 1 φ(q) ∑ P ∈C N (P )6x 1 = Li x hφ(q) + O(xe^{−c √log x}), (c > 0)

(sm., naprimer, [3, glava 7]).

Pust~ χ_2 – harakter Dirihle po modul¸ q. Horoxo izvestno, qto ∑ p6x^{χ2(p) =} = { Li x + O(xe^{−c √log x}), esli harakter χ_2 – glavnyæ,

O(xe^{−c √log x}), esli harakter χ_2 – neglavnyæ

(dokazatel~stvo sm., naprimer, v [1, glava IX]).

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 47 Ots¸da imeem 1 hφ(q) ∑ χ≠χ_0 χ(l) ∑ p6x ( 1 + χ_1(p) ) χ(p) =

= χ_1(l) hφ(q) χ(q; D, 0)Li x + O(xe^{−c √log x}), gde χ(q; D, 0) = 1, esli D | q i χ(q; D, 0) = 0, esli D q, D – modul~ haraktera χ_1, ravnyæ absol¸tnoæ veliqine diskriminanta kvadratiqnogo polØ.

V silu (2) poluqaem, qto π_1(x, q, l, C) = 1 + χ(q; D, 0)χ_1(l) hφ(q) Li x+ 1 hφ(q) ∑ X≠X_0 X(C) ∑ χ≠χ_0 χ(l) ∑ N (P )6x X(P )χ(N (P )) + O(xe^{−c √log x}). (3)

Teper~ dlØ poluqeniØ asimptotiki dlØ funkcii π_1(x, q, l, C) dostatoqno ocenit~ summu ∑ X≠X_0 X(C) ∑ χ≠χ_0 χ(l) ∑ N (P )6x X(P )χ(N (P )). �ta zadaqa rexaetsØ v nastoØweæ stat~e, osnovnym rezul~tatom kotoroæ ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pust~ X – neglavnyæ harakter gruppy klassov idea-

lov kol~ca celyh algebraiqeskih qisel mnimogo kvadratiqnogo polØ Q( √ d), χ – neglavnyæ primitivnyæ harakter Dirihle po modul¸ r, 1 < r 6 log^{A1} x, A_1 > 1 Togda spravedliva ocenka ∑ N (P )6x X(P )χ(N (P )) = O ( x exp(−c (log x)^{120A1} ) ) , gde c = c(A_1) > 0.

Dokazatel~stvo provoditsØ metodom proizvodØwih funkciæ. Neobhodimye svedeniØ o svoæstvah rØda Dirihle F (s, X, χ) = ∑ A X(A)χ(N (A))N (A)^{−s} , gde summirovanie idet po vsem celym idealam A, sostavlØet soderßanie sledu¸wih lemm.

V rabote budut ispol~zovany oboznaqeniØ:

48 S. A. GRICENKO

X – harakter gruppy klassov idealov kol~ca celyh algebraiqeskih qisel polØ F = Q( √ d), d – otricatel~noe beskvadratnoe qislo; h – porØdok fftoæ gruppy; δ_F – diskriminant polØ F ;

D = −δ_F ;

χ_1 – harakter kvadratiqnogo polØ F , opredelennyæ sledu¸-

wim obrazom

χ_1(n) =

( n |d| ) pri d ≡ 1 (mod 4),

(−1)^{(n}

�1)_2 ( n |d| ) pri d ≡ 3 (mod 4),

(−1)^{n2}

�1_{8 +} n�1_2 d0�1_2 ( n |d^′| ) pri d ≡ 2 (mod 4), d = 2d^′; χ(m; q, a) = { 1, esli m ≡ a (mod q), 0 − v protivnom sluqae; G(r, u, n) = r∑ m=1 r∑ n=1 exp( 2πi r (u(am^2 + bmn + cn^2) + mn_1 + nn_2))

– dvoænaØ summa Gaussa, otveqa¸waØ celym vzaimno prostym qislam u i r, kvadratiqnoæ forme am^2 + bmn + cn^2 i celoqislennomu vektoru n = ( n_1 n_2 ) ; a(n) = a_X (n) = ∑ A, N (A)=n X(A), a_0(n) = a_{X0} (n).

Lemmy Pust~ X – neglavnyæ harakter gruppy klassov idealov. Pust~ r i u – celye vzaimno prostye qisla. Pri Re s > 1 opredelim rØdy F (s, r, u) i F (s, r, u, A) Dirihle ravenstvami F (s, r, u) = ∑ A X(A)e^{2πi uN(A)r} N (A)^{−s},

F (s, r, u) = ∑ A X(A)F (s, r, u, A), gde F (s, r, u, A) = ∑ A∈A e^{2πi uN(A)r} N (A)^{−s}.

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 49 Pust~ A – klass idealov, B – ideal iz klassa A^{−1}, ξ – celye algebraiqeskie qisla iz ideala B. Izvestno, qto esli ξ probegaet vse nenulevye qisla ideala B, to qisla^{N (ξ)}_{N (B)} probega¸t znaqeniØ norm celyh nenulevyh idealov iz klassa A, priqem v posledovatel~nosti^{N (ξ)}_{N (B)} norma kaßdogo nenulevogo ideala iz klassa A vstreqaetsØ rovno dva raza (sm., naprimer, [4, glava 21]).

Opredelim binarnu¸ kvadratiqnu¸ formu s celymi kofffficientami Q(n) =^{N (ξ)}_{N (B)} = an^2_1 + bn_1n_2 + cn^2, gde n = ( n_1 n_2 ) – koordinaty qisel ξ v celom bazise ideala B. Pust~ Q_1(n) =

an^2 − bn_1n_2 + cn^2_1.

Lemma 1. 1. FunkciØ (^{√|δF |r}_{2π} )^sΓ(s)F (s, r, u, A) ØvlØetsØ analiti-

qeskoæ vo vseæ kompleksnoæ ploskosti, krome toqki s = 1, v kotoroæ ona imeet prostoæ pol¸s s vyqetom^π_{r2} G(r, u, 0).

2. Pri Re s < 0 spravedlivo toßdestvo (√ |δ_F |r 2π )_s Γ(s)F (s, r, u, A) = = 1 2 ( √ |δ_F |r 2π )_{1−s} Γ(1 − s) ∑ n≠0 (Q_1(n))^{s−1} G(r, u, n) r . 3. Pri l¸byh r i u funkciØ F (s, r, u) ØvlØetsØ celoæ. Dokazatel~stvo sm. v [5].

Sledstvie 1. Pust~ haraktery X i χ – neglavnye, priqem, χ pri-

mitiven po modul¸ r > 1. Togda funkciØ F (s, X, χ), F (s, X, χ) = ∑ A X(A)χ(N (A))N (A)^{−s} , ØvlØetsØ celoæ.

Dokazatel~stvo. Spravedliva formula F (s, X, χ) = 1 τ r∑ u=1 χ(u)F (s, r, u), gde τ – summa Gaussa, otveqa¸waØ harakteru χ, Re s > 1. Teper~ utverßdenie prØmo sleduet iz lemmy 2. �

50 S. A. GRICENKO

Lemma 2. Pust~ ε – proizvol~noe qislo iz intervala (0, 0.001), r

i u – celye vzaimno prostye qisla, r > 1. Pust~ χ – primitivnyæ harakter Dirihle po modul¸ r.

Togda spravedlivy ocenki ∑ n6x^{a(n)e} 2πi^{un}_r = O(x^1_3 +εr^2_3 ), ∑ n6x^{a(n)χ(n) = O(x} 1 3 +εr^7_6 ).

Dokazatel~stvo. PervaØ ocenka poluqena v [6], a vtoraØ srazu

sleduet iz nee i izvestnoæ formuly χ(n) =^1_τ^r ∑ u=1 χ(u)e^{2πi unr} , gde τ summa Gaussa, otveqa¸waØ harakteru χ. �

Lemma 3. Spravedliva asimptotiqeskaØ formula ∑ (n,δ_F )=1 n6x a_0(n) = c_0x + O(x^{13 +ε}),

gde c_0 > 0, ε – proizvol~noe poloßitel~noe qislo.

AsimptotiqeskaØ formula vyvoditsØ po suwestvu tak ße, kak ocenka iz lemmy 2. Otliqie sostoit v tom, qto proizvodØwaØ funkciØ ∞∑ n=1 (n,p_1)=1

a_0(n)n^{−s} = ∏ p|δ_F (1 − p^{−s})ζ(s)L(s, χ_1 ) imeet v toqke s = 1 prostoæ pol¸s s vyqetom c_0 = ∏ p|δ_F (^{p−1}_p )L(1, χ_1).

Pofftomu v formule voznikaet glavnyæ qlen.

Lemma 4. Pust~ ε – proizvol~noe qislo, 0 < ε < 0.001. Pust~ X –

vewestvennyæ neglavnyæ harakter gruppy klassov idealov mnimogo kvadratiqnogo polØ Q( √ d), χ – neglavnyæ primitivnyæ harakter po modul¸ r. Esli harakter χ – vewestvennyæ, ili harakter χ^2χ_1 – glavnyæ, to suwestvuet postoØnnaØ c > 0, zavisØwaØ lix~ ot ε i takaØ, qto |F (1, X, χ)| > c r^{3.5+ε} . Dokazatel~stvo. Pust~ Re s > 1. Spravedlivy ravenstva F (s, X, χ) = ∏ P |δ_F (1 − X(P )χ(N (P ))N (P )^{−s})^{−1}F_1(s, X, χ),

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 51 F_1(s, X, χ) = ∏ (P,δ_F )=1, N (P )=p χ_1(p)=1 (1 − X(P )χ(p)p^{−s})^{−1}×

× ∏ (P,δ_F )=1, N (P )=p^2 χ_1(p)=−1

(1 − χ^2(p)p^{−2s})^{−1}.

Ots¸da sleduet, qto dostatoqno ocenit~ snizu F_1(1, X, χ). Iz usloviæ lemmy sleduet vewestvennost~ kofffficientov rØda Dirihle F_1(s, X, χ). Deæstvitel~no, esli χ – vewestvennyæ harakter, to ffto oqevidno, tak kak X(P ) ∈ R. Pust~ χ^2χ_1 – glavnyæ harakter. Togda χ^2(N (P ))χ_1(N (P )) moßet prinimat~ lix~ znaqeniØ 0, ili 1. Pofftomu, esli N (P ) = p, χ_1(p) = 1, to χ^2(p) moßet ravnØt~sØ libo 0, libo 1, to est~ χ(p) togda moßet ravnØt~sØ libo 0, libo 1, libo −1; esli ße N (P ) = p^2, χ_1(p) = −1, to χ^2(p) v fftom sluqae moßet ravnØt~sØ libo 0, libo −1.

Rassmotrim pri^1_2 6 t < 1 funkci¸ H(t) = ∑ A (∑ B|A X(B)χ(N (B)) ) χ^2_1(N (A))t^{N (A)}

(A – celye idealy, B probegaet mnoßestvo deliteleæ A).

Esli A = P^{α1}_1 P^{α2}_2 · · · P^{αn}_n – kanoniqeskoe razloßenie ideala A v proizvedenie prostyh idealov, to ∑ B|A X(B)χ(N (B)) = n∏ j=1 (1 + X(P_j )χ(N (P_j )) + · · · + X^{αj} (P_j)χ^{αj} (N (P_j )));

pofftomu ∑ B|A X(B)χ(N (B)) > 0, ∑ B|A^2 X(B)χ(N (B)) > 1. Ots¸da H(t) > ∑ A χ^2_1(N (A))t^{N (A)2} = ∞∑ n=1 a_0(n)χ^2_1(n)t^{n2} .

52 S. A. GRICENKO

Pol~zuØs~ lemmoæ 3 i formuloæ qastnogo summirovaniØ, ime- em H(t) = c_0 ∞∫ 0 t^{x2} dx + O (^∞∫ 1 x^{−2/3+ε1} exp ( − x √ ln 1 t )_2 dx ) =

= c_0 √ π 2 √ ln^1_t + O (( ln 1 t )_{−1/6−ε1} ) > c_1 √ ln^1_t

(sqitaem, qto t dostatoqno blizko k 1); 0 < ε_1 < 0.001.

Preobrazuem H(t): H(t) = ∞∑ m=1 b(m) ∞∑ n=1 a_0(n)χ^2_1(n)t^{mn},

gde b(m) = a(m)χ(m)χ^2_1 (m).

Pol~zuØs~ lemmoæ 3 i formuloæ qastnogo summirovaniØ, poluqaem ∞∑ n=1 a_0(n)χ^2_1(n)t^{mn} =

c_0 m ln^1_t

+ c_0t^m − c_0 1∫ 0 t^{mx}dx + ∞∫ 1 R_0(x)m ln 1 t t^{mx}dx, gde R_0(x) – ostatoqnyæ qlen asimptotiqeskoæ formuly lemmy 3.

Takim obrazom,

H(t) = c_0 F_1(1, X, χ) ln^1_t

+ H_1(t) − H_2(t) + H_3(t), gde H_1(t) = c_0 ∞∑ m=1 b(m)t^m, H_2(t) = c_0 1∫ 0 ∞∑ m=1 b(m)t^{mx}dx,

H_3(t) = O (^∞∫ 1 |R_0(x)|| ∞∑ m=1 b(m)m ln 1 t t^{mx}|dx ) .

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 53 Ocenim H_1(t) i H_2(t). Pust~ 0 < x 6 1. Primenim formulu qastnogo summirovaniØ i lemmu 2: ∞∑ m=1 b(m)t^{mx} = − ∞∫ 1 ∑ m6u^{b(m)dt} ux = O(r^{76} ∞∫ 0 u^{− 23 +ε1} t^{ux}du) =

= O (( x ln 1 t )_− 1_{3 −ε1}

r^{76} ) . Ots¸da poluqaem, qto

H_1(t) = O (( x ln 1 t )_− 1_{3 −ε1}

r^{76} ) , H_2(t) = O (( x ln 1 t )_− 1_{3 −ε1} r^{76} ) . Ocenim H_3(t). Imeem ∞∑ m=1 b(m)mt^{mx} = − ∞∫ 1 ∑ m6u^{b(m)(1 + ux ln t)t} ux =

= O ( r^{76} ∞∫ 0 u^{13 +ε1} ( 1 + ux ln 1 t ) t^{ux}du ) = O (( x ln 1 t )_− 4_{3 −ε1} r^{76} ) . OcenivaØ R_0(x) po lemme 3 kak R_0(x) = O(x^13^{+ ε1}2 ), prihodim k sootnoxeni¸

H_3(t) = O (( ln 1 t )_− 1_{3 −ε1} r^{76} ) . Itak,

c_1 √ ln^1_t < c_0 F_1(1, X, χ) ln^1_t

+ c_2r^{7/6} ( ln 1 t )_{−1/3−ε1} . Vyberem t:

t = 1 − c_3r^{− 71}�^{6ε1} ,

gde c_3 > 0 – stol~ malaØ konstanta, qto^{c1}√_{ln 1t} > 2c_2r^{7/6}(ln^1_t )^{−1/3−ε1} .

Togda spravedlivo neravenstvo F (1, X, χ) > c_4r^{−3.5−50ε1}, gde c_4 > 0. PolagaØ ε = 50ε_1, zaverxaem dokazatel~stvo lemmy. �

54 S. A. GRICENKO

Lemma 5. Pri l¸byh X i χ v oblasti σ > 1 − log^{−1}(r|t| + 3r)

spravedlivo neravenstvo

|F (s, X, χ)| 6 c_5 log^2(r|t| + 3r). (4)

Dokazatel~stvo. Pust~ s = σ + it, σ > 1 − log^{−1}(r|t| + 3r). Tak

kak harakter X – neglavnyæ, to v poluploskosti Re s >^1_3 funkciØ F (s, X, χ) predstavlØetsØ rØdom Dirihle F (s, X, χ) = ∞∑ n=1 a(n)χ(n)n^{−s} (sm. lemmu 2).

Pust~ N = [(r|t| + 3r)^2] + 1. Pol~zuØs~ lemmoæ 2 i formuloæ qastnogo summirovaniØ, ocenim^∞ ∑ n=N +1 a(n)χ(n)n^{−s}: ∞∑ n=N +1 a(n)χ(n)n^{−s} =

s ∞∫ N ∑ N<n6x^{a(n)χ(n)x} −s−1dx ≪ (r|t| + 3r) 7/6 N^{2/3} N^ε ≪ 1.

Summu^N ∑ n=1 a(n)χ(n)n^{−s} ocenim s pomow~¸ neravenstva |a(n)| 6 τ (n): | | | | N∑ n=1 a(n)χ(n)n^{−s} | | | | 6^{( N∑}_{n=1} n^{−σ)2} ≪^{( N∑}_{n=1} n^{−1)2} ≪ log^2(r|t| + 3r).

�

Sledstvie 2. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 4. Togda suwe-

stvuet konstanta c_1 = c_1(ε) takaØ, qto F (s, X, χ) ≠ 0 v kruge |s − 1| < c_1r^{−3.5−ε} log^{−3}(4r). Dokazatel~stvo. Pust~ |s − 1| 6^c_{2c5+c} r^{−3.5−ε} ln^{−3} 4r, gde c – po-

stoØnnaØ iz lemmy 4, a c_5 – postoØnnaØ iz lemmy 5. Togda F (s, X, χ) = F (1, X, χ) + ∞∑ n=1 b_n(s − 1)^n,

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 55 gde b_n = 1 2πi ∫ C F (s, X, χ) (s − 1)^{n+1} ds, C – okrußnost~ radiusa ln^{−1} 4r s centrom v toqke s = 1.

Tak kak dlØ l¸byh s iz C vypolneno neravenstvo

σ > 1 −^1_{ln 4r} > 1 −^1_{ln(r|t| + 3r)},

to v silu (4) imeem

|b_n| 6 c_5 ln^{2+n} 4r,

sledovatel~no, | | | | ∞∑ n=1 b_n(s − 1)^n | | | | 6^{∞∑}_{n=1} |bn||s − 1|^n 6

6 c5^{∞∑}_{n=1}^{( c}_{c + 2c5}^{)n (ln 4r)n+2}

(r^{3.5+ε})^n(ln 4r)^{3n} 6

6 c5r^{−3.5−ε ∞∑}_{n=1}^{( c}_{c + 2c5}^{)n} =^c_2 r^{−3.5−ε}.

Sledovatel~no, pri |s − 1| 6^c_{2c5+c} r^{−3.5−ε} ln^{−3} 4r spravedlivo neravenstvo |F (s, X, χ)| > |F (1, X, χ)| − | ∞∑ n=1 b_n(s − 1)^n| > c 2 r^{−3.5−ε} > 0, qto i trebovalos~ dokazat~. �

Lemma 6. Pust~ F (s) – analitiqeskaØ v kruge |s−s0| 6 r funkciØ,

F (s_0) ≠ 0, i v fftom kruge |^{F (s)}_{F (s0)} | 6 M .

Esli F (s) ≠ 0 v oblasti |s − s_0| 6^r_2 , Re (s − s_0) > 0, to

(a) Re

F^′(s_0) F (s_0) > − 4 r ln M, (b) Re

F^′(s_0) F (s_0) > − 4 r ln M + Re 1 s_0 − ρ , gde ρ – l¸boæ nul~ F (s) v oblasti |s − s_0| 6^r_2 , Re (ρ − s_0) 6 0.

Dokazatel~stvo sm., naprimer, v [1, glava VI].

56 S. A. GRICENKO

Lemma 7. Pust~ ε – proizvol~noe qislo, 0 < ε < 0.001, s = σ + it.

Suwestvuet konstanta d_0 > 0, zavisØwaØ lix~ ot ε i takaØ, qto F (s, X, χ) ≠ 0 v oblasti σ > 1 −^{d0}_{V log(V +e10)} , gde V = { max(ln^2(r|t| + 3r), 2c^{−1}_1 r^{3.5+ε} ln^3(4r)),

ln^2(r|t| + 3r);

verhnØØ formula beretsØ v sluqae, esli harakter χ – vewestvennyæ, ili harakter χ^2χ_1 – glavnyæ, a nißnØØ – v protivnom sluqae, c_1 – konstanta iz sledstviØ 2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkci¸ F (s, X^2, χ^2). Esli harak-

ter X^2 – neglavnyæ, to, v silu sledstviØ 1, ffta funkciØ – celaØ. Esli ße harakter X^2 — glavnyæ (harakter X – vewestvennyæ), to spravedlivo ravenstvo

F (s, X^2, χ^2) = L(s, χ^2)L(s, χ^2χ_1).

Ots¸da vidno, qto esli X – vewestvennyæ harakter, to funkciØ F (s, X^2, χ^2) imeet v toqke s = 1 prostoæ pol¸s libo esli harakter χ – vewestvennyæ, libo esli harakter χ^2χ_1 – glavnyæ.

Pust~ snaqala libo harakter χ – vewestvennyæ, libo harakter χ^2χ_1 – glavnyæ.

V silu sledstviØ 2 moßno sqitat~, qto |t| > c_1 2r^{3.5+ε} ln^3 4r . V samom dele, esli |t| 6^{c1} 2r^{3.5+ε} ln^3 4r , |σ − 1| 6 c_1 2r^{3.5+ε} ln^3 4r , to |s − 1| 6 c_1 r^{3.5+ε} ln^3 4r i F (s, X, χ) ≠ 0. Pofftomu, esli F (s, X, χ) = 0 i |t| 6^{c1} 2r^{3.5+ε} ln^3 4r , to σ 6 1 −^{c1}_{2r3.5+ε ln3 4r}

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 57 (my vospol~zovalis~ tem, qto funkciØ F (s, X, χ) ne imeet nuleæ pravee ediniqnoæ prØmoæ, poskol~ku obladaet ffælerovym proizvedeniem).

Pust~ ρ = σ + it – nul~ funkcii F (s, X, χ), |t| > c_1 2r^{3.5+ε} ln^3 4r , σ = 1 − x V ln(V + e^{10}) , 0 < x 6 1, V = max(ln^2(r|t| + 3r), 2c^{−1}_1 r^{3.5+ε} ln^3(4r)).

Nußno dokazat~, qto x > d_0 > 0. Pust~

s_0 = σ_0 + it, σ_0 = 4x V ln(V + e^{10}) . Provedem okrußnost~ radiusa v =^1_V s centrom v toqke s_0. Tak kak v 6^{c1}

2r^{3.5+ε} ln^3 4r 6 |t| < 2|t|, to 1 ne soderßitsØ v kruge radiusa v s centrom v toqke s_1 = σ_0 + 2it. Pofftomu funkciØ F (s, X^2, χ^2) regulØrna v kruge |s − s_1| 6 v.

Ocenim sverhu^1_{|F (s0,X,χ)|} : 1 |F (s_0, X, χ)| 6 ∏ P (1+N (P )^{−σ0} ) 6 ∏ p (1+p^{−σ0} )^2 < ζ^2(σ_0) ≪ (σ_0−1)^{−2}.

Ots¸da i iz neravenstva (4) sleduet, qto: 1) | | | F (s, X, χ) F (s_0, X, χ) | | | 6 M = O(ln^2(r|t| + 3r)(σ0 − 1)^{−2}) pri |s − s0| 6 v, 2) | | | F (s, X^2, χ^2) F (s_1, X^2, χ^2) | | | 6 M = O(ln^2(r|t| + 3r)(σ0 − 1)^{−2}) pri |s − s1| 6 v.

Zametim, qto |ρ − s_0| 6 v/2. Deæstvitel~no, |ρ − s_0| = 5x V ln(V + e^{10}) 6 5 V ln(V + e^{10}) 6 1 2V = v 2 . Primenim lemmu 6, poloßiv v neæ snaqala F (s) = F (s, X, χ), a zatem – F (s) = F (s, X^2, χ^2): Re { − F^′(s_0, X, χ) F (s_0, X, χ) }

6^4_v ln M − Re^1_{s0 − ρ} ,

58 S. A. GRICENKO Re { − F^′(s_1, X^2, χ^2) F (s_1, X^2, χ^2) }

6^4_v ln M.

Ocenim sverhu ln M . Imeem

M 6 c6^{ln2(r|t| + 3r)}_{x2} V^2 ln^2(V + e^{10}),

gde c_6 – postoØnnaØ. Dalee,

ln^2(r|t| + 3r) 6 V 6 V + e^{10}, ln^2(V + e^{10}) 6 (V + e^{10})^2,

pofftomu

M 6 c6^{(V + e10)5}_{x2} , ln M 6 5 ln(V + e^{10}) − 2 ln x + c7, (5)

gde c_7 – postoØnnaØ.

Pust~ ζ_F (s) = ζ(s)L(s, χ_1 ) – dzeta-funkciØ Dedekinda polØ F . Spravedlivo neravenstvo

0 6 3^{ −^{ζ ′F (σ0)}_{ζF (σ0))}^}+ + 4 { − Re F^′(σ_0 + it, X, χ) F (σ_0 + it, X, χ) } + { − Re

F^′(σ_0 + 2it, X^2, χ^2) F (σ_0 + 2it, X^2, χ^2) } . Pol~zuØs~ tem, qto −^ζ

0_{F (σ0)}

ζ_F (σ_0) = (σ0 −1)

−1 +O(1), i neravenstvami

lemmy 6, nahodim, qto

0 6 20 ln M −^1_{20x} ln(V + e^{10}) + c8,

gde c_8 – postoØnnaØ.

Ots¸da iz neravenstva (5) sleduet, qto

0 6 c9 − x^{−1( 1}_{20} + 40x ln x^), (6)

gde c_9 – postoØnnaØ.

Tak kak lim_{x→+0} x ln x = 0, to tem samym dokazano, qto x > d_0 > 0. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva neobhodimo proverit~, qto funkciØ F (s, X, χ) ne imeet nuleæ na ediniqnoæ prØmoæ. Dopustim, ot protivnogo, qto F (1 + it, X, χ) = 0 pri |t| >^{c1}_{2r3.5+ε ln3 4r} .

Pust~ s_0 = 1 +^{4x}_{V ln(V +e10)} + it, gde x – proizvol~noe poloßitel~noe qislo, v = V^{−1}; togda |ρ − s_0 | 6 v/2, gde ρ = 1 + it.

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 59 Dalee, povtorØØ ewe raz uße provedennye rassußdeniØ, prihodim k neravenstvu (6), kotoroe vypolnØetsØ pri l¸bom poloßitel~nom x. PerehodØ k predelu pri x → +0, poluqim protivoreqie, kotoroe i dokazyvaet, qto F (1 + it, X, χ) ≠ 0 pri vewestvennyh t.

Sluqaæ, kogda harakter X – kompleksnyæ, ili X – vewestvennyæ, χ – kompleksnyæ, a χ^2χ_1 – neglavnyæ, rassmatrivaetsØ pohoßim obrazom. Togda funkciØ F (s, X^2, χ^2) – celaØ, i pri vybore parametrov net neobhodimosti sledit~ za tem, qtoby toqka s = 1 ne popala v krug |s − s_1| 6 v.

PolagaØ zdes~ V = ln^2(r|t| + 3r), v = V^{−1} i povtorØØ predyduwie rassußdeniØ, poluqaem utverßdenie lemmy. �

Lemma 8. Pust~ T > 2, r 6 log^{A1} T , A1 > 0 – konstanta, V1 =

ln^2(rT + 4r) + 2c^{−1}_1 r^{3.5+ε} ln^3(4r), gde c_1 – konstanta iz sledstviØ 2, d_0 – konstanta iz lemmy 7. Togda v prØmougol~nike Π = { s | 1 − d_0 3V_1 6

Re s 6 2, | Im s| 6 T }

spravedliva ocenka F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) = O(log^{B1} T ),

gde B_1 = B_1(A_1) > 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim prØmougol~nik

Π_1 = { s | 1 − 2d_0 3V_1 < Re s < 3, | Im s| < T + 1 } . Soglasno lemme 7 pri s ∈ Π_1 F (s, X, χ) ≠ 0, a znaqit funkciØ log F (s, X, χ) ØvlØetsØ analitiqeskoæ v oblasti Π_1 (pod log z ponimaetsØ glavnaØ vetv~ logarifmiqeskoæ funkcii).

Pust~ s ∈ Π. Legko videt~, qto krug radiusa^{d0}_{3V1} s centrom v toqke s soderßitsØ v oblasti Π_1. V silu formuly Koxi imeem F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) = 1 2πi ∫ C log F (w, X, χ) (w − s)^2 dw, gde C – okrußnost~ radiusa^{d0}_{3V1} s centrom v toqke s.

60 S. A. GRICENKO

Pol~zuØs~ lemmoæ 5, imeem | log F (w, X, χ)| ≪ log |F (w, X, χ)| + 1 ≪ log log T (my uqli, qto ln(rT +3r) ≪ log T , tak kak po uslovi¸ r 6 log^{A1} T ).

Takim obrazom, | | | | F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) | | | | ≪ log log T | | | | ∫ C dw (w − s)^2 | | | | ≪ V^1 log log T ≪ log^{B1} T,

qto i trebovalos~ dokazat~. �

Dokazatel~stvo teoremy 1

Dostatoqno ocenit~ summu ∑ N (P )6x X(P )χ(N (P )), gde X – neglavnyæ harakter gruppy klassov idealov, a χ – pri-

mitivnyæ harakter Dirihle po modul¸ r, 1 < r 6 log^{A1} x.

Pust~

Λ_1(A) = { log N (P ), esli A = P^k, P – prostoæ ideal, k > 1,

0 − v protivnom sluqae.

Iz formuly qastnogo summirovaniØ imeem | | | | ∑ N (P )6x X(P )χ(N (P ) | | | | ≪ | | | ∑ N (A)6y Λ_1(A)X(A)χ(N (A)) | | | log^{−1} x + √ x log x, gde y – takoe qislo iz promeßutka ( √ x, x], pri kotorom modul~

summy ∑ N (A)6y Λ1(A)X(A)χ(N (A)) maksimalen.

Ocenim posledn¸¸ summu. Primenim formulu Perrona (sm.,

naprimer, [1, s. 75]) ∑ N (A)6y Λ_1(A)X(A)χ(N (A)) =

= 1 2πi b+iT∫

b−iT ( − F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) ) y^s s ds + O ( x ln^2 x T ) ,

O RASPREDELENII NORM PROSTYH IDEALOV 61 gde b = 1 +^1_{ln x} , T = exp (log x)^{110A}1 .

Pust~ V_1 = ln^2(rT + 4r) + 2c^{−1}_1 r^{3.5+ε} ln^3(4r), gde c_1 – konstanta iz sledstviØ 2, d_0 – konstanta iz lemmy 7.

Poskol~ku v silu lemmy 8 v prØmougol~nike Π = {s | 1−^{d0}_{3V1} 6

Re s 6 2, | Im s| 6 T } funkciØ −^F 0_{(s,X,χ)} F (s,X,χ) ØvlØetsØ analitiqe-

skoæ i udovletvorØet neravenstvu | −^F 0_{(s,X,χ)} F (s,X,χ) | ≪ log B_1 T , vos-

pol~zuemsØ teoremoæ Koxi i sdvinem otrezok integrirovaniØ vlevo: ∑ N (A)6y Λ_1(A)X(A)χ(N (A)) = 1 2πi b_1+iT∫

b_1−iT ( − F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) ) y^s s ds+

+O ( y exp(−0.5(log x)^{110A1} ) ) , gde b_1 = 1 − d^03V_1 .

Ocenim sverhu y^{b1} . Legko videt~, qto

V_1 6 c_{10}(1 + c^{−1}_1 ) log^{4A1+2} T < c_{10}(1 + c^{−1}_1 ) log^{35} x,

gde c_{10} > 1 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Pofftomu suwestvuet postoØnnaØ c_{11} > 0 takaØ, qto

y^{b1} 6 x^{b1} < x exp(−c_{11}(log x)^{25} ).

Pol~zuØs~ fftim neravenstvom i neravenstvami | | | − F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) | | | ≪ log^{B1} T, b_1+iT∫

b_1−iT |ds| |s| ≪ log T, poluqaem, qto 1 2πi b_1+iT∫

b_1−iT ( − F^′(s, X, χ) F (s, X, χ) ) y^s s ds = O(x exp(−c(log x)^{120A1} )),

to est~ ∑ N (A)6y Λ_1(A)X(A)χ(N (A)) = O(x exp(−c(log x)^{120A}1 )),

gde c > 0 – postoØnnaØ. Teorema 1 dokazana.

62 S. A. GRICENKO

Sledstvie 3. Pust~ l i q – celye vzaimno prostye qisla, 1 6 q 6

log^{A1} x, A_1 > 1. Togda spravedliva asimptotiqeskaØ formula π_1(x, q, l, C) = 1 + χ(q; D, 0)χ_1(l) hφ(q) Li x + O(x exp(−c(log x)^{120A1} )),

gde c = c(A_1) > 0.

Utverßdenie srazu sleduet iz teoremy 1 i formuly (3).

Literatura 1. A. A. Karacuba, Osnovy analitiqeskoæ teorii qisel. — Nauka, M.

(1983).

2. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, — TeoriØ qisel. Nauka, M. (1985). 3. W. Narkiewicz, Elementary and Analytic Theory of Algebraic Numbers. —

Warszawa (1974).

4. S. Leng, �lliptiqeskie funkcii. — Nauka, M. (1984). 5. S. A. Gricenko, O funkcional~nom uravnenii odnogo arifmetiqeskogo

rØda Dirihle. — Qebyxevskiæ sbornik 4, vyp. 2 (2003), 53–67.

6. S. A. Gricenko, Ocenka lineænoæ trigonometriqeskoæ summy po pro-

stym qislam, predstavimym zadannoæ kvadratiqnoæ formoæ. — Qeby-

xevskiæ sbornik 5, vyp. 4(12) (2005), 82–87.

Gritsenko S. A. On the distribution of norms of prime ideals of the given class in arithmetic progressions.

Let C be a class of ideals of the ring of algebraic numbers of the imaginary quadratic field. Let l and q be relatively prime integers,

1 6 q 6 log^{A1} x, A1 > 1. The asymptotic formula for the number

π_1(x, q, l, C) of prime ideals belonging to the class C whose norms do not exceed x and lie in an arithmetic progression got in this paper.

Postupilo 3 marta 2005 g.

BelGU, g. Belgorod