Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

A. I. Vinogradov

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA-FUNKCII. SPEKTRAL^NOE RAZLOȷENIE

Vvedenie

V rabote [1], a) bylo poluqeno spektral~noe razloßenie dlØ kvadrata dzeta-funkcii Rimana ζ^2(s). Zdes~ my perenesem ego na sluqaæ proizvedeniØ dvuh dzeta-funkciæ s raznymi argumenta- mi: ζ(s_1 ) · ζ(s_2). (0.1)

DlØ udobstva qitatelØ my snova povtorim naqal~nye xagi raboty [1], a). Naibolee vaßnym xagom raboty [1], a) ØvlØetsØ tranzitivnoe ravenstvo (1.1), [1], a), kotoroe perevodit ζ^2(s) v dvoænu¸ summu po vyqetam (mod c) s vydeleniem sarvneniØ

a · d ≡ m(mod c) i proizvedeniem dvuh sdvinutyh dzeta-funkciæ.

Takoæ perehod obespeqivaet klassiqeskaØ funkiciØ qisla deliteleæ:

τ (n) = ∑ d|n 1 = ∑ n=d1·d2 1. (0.2)

Ona vhodit v central~nu¸ qast~ tranzitivnogo ravenstva (1.1), [1], a). V dal~neæxem, posle perevorota sdvinutyh dzetafunkciæ po funkcional~nomu uravneni¸, dvoænaØ summa po vyqetam (mod c) poroßdaet obobwennye summy Kloostermana.

DlØ togo, qtoby poluqit~ analog ravenstva (1.1), [1], a) dlØ proizvedeniØ (0.1) fftoæ raboty nado vospol~zovat~sØ obobwennoæ funkcieæ qisla deliteleæ:

τ_w(n) = n^{(w− 12 )} · ∑ d|n d^{(1−2w)} = ∑ n=d1·d2 d^{(w− 12 )}

1 · d^{( 12 −w)}_2 . (0.3)

ObobwennaØ funkciØ qisla deliteleæ (0.3) imeet proizvol~nyæ analitiqeskiæ parametr w. V qastnosti, pri w =^1_2 poluqaetsØ klassiqeskiæ sluqaæ (0.2). 17

18 A. I. VINOGRADOV

Proizvedenie (0.1) na Øzyke funkcii (0.3) prinimaet vid:

ζ(s_1) · ζ(s_2) = ∞∑ n=1 τ_{w1} (n) n^{w2} , (0.4) gde w_1 = 1 2 (s_2 − s_1 + 1), w_2 = 1 2 (s_1 + s_2).

ObratnaØ k neæ sistema imeet vid:

s_1 = ( w_2 − w_1 + 1 2 ) , s_2 = ( w_2 + w_1 − 1 2 ) . IshodnaØ sistema parametrov podbiraetsØ tak, qtoby v fftoæ sisteme i v novoæ – (w_1, w_2) vse rØdy byli absol¸tno shodØwimisØ. Na Øzyke pravoæ qasti (0.4) tranzitivnoe ravenstvo (1.1) [1], a) prinimaet vid:

ζ(s_1) · ζ(s_2 ) = ∞∑ n=1 τ_{w1} (n) n^{w2} = c∑ m=1 ∞∑ k=0 τ_{w1} (m + c · k) (m + c · k)^{w2} =

= 1 c^{s1+s2} · c∑ m=1 c∑ a,d=1 a·d≡m(mod c) ζ ( s_1, a c ) · ζ ( s_2, d c ) , (0.5)

gde ζ(s, α) – sdvinutaØ dzeta-funkciØ: ζ(s, α) = ∞∑ k=0 1 (α + k)^s , α > 0, Re s > 1. (0.5)^a PravaØ qast~ tranzitivnogo ravenstva (0.5) stanet takoæ ße, kak v (1.1) [1], a), esli poloßit~ s_1 = s_2 = s, a m-maloe v sravnenii

a · d ≡ m(mod c) (0.6)

zamenit~ na M-bol~xoe. ˚sno, qto sravnenie (0.6) ØvlØetsØ analogom takogo ße sravneniØ v (1.1) iz [1], a).

V rabote [1], a) avtor ne privel dokazatel~stva togo fakta, qto sravnenie (0.6) deæstvitel~no sleduet iz naliqiØ funkcii qisla deliteleæ τ (n) v tranzitivnom ravenstve (1.1) iz [1], a), polagaØ fftot fakt oqevidnym. Zdes~ my privedem ffto dokazatel~stvo dlØ togo, qtoby stalo Øsno, qto pri perehode k obobwennoæ funkcii qisla dkliteleæ (0.3) sravnenie (0.6) sohranØetsØ.

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 19 DlØ fftogo vvedem razryvnoæ simvol dlØ sravneniØ po (mod c): δ_c(n − m) = { 1, n ≡ m(mod c) 0, n ≢ m(mod c) . (0.7)

Togda dlØ vnutrennego rØda central~noæ qasti tranzitivnogo ravenstva (0.5), pri fiksirovannom m ∈ [1, c] spravedlivo predstavlenie:_∞ ∑ k=0 τ_{w1} (m + c · k) (m + c · k)^{w2} = ∞∑ 1 τ_{w1} (n) n^{w2} δ_c(n − m). (0.8)

PodstavlØØ v (0.8) posledn¸¸ qast~ tranzitivnogo ravenstva (0.3) s uqetom zavisimosti meßdu parametrami (w_1, w_2) i (s_1, s_2), poluqaem predstavlenie pravoæ qasti (0.8) v novom vide: ∞∑ d1=1 ∞∑ d2 =1

δ_c(d_1 · d_2 − m) d^{s1}_1 · d^{s2}_2

. (0.9)

RazbivaØ rØd po d_1 ¿ 1 v (0.9) na progressii vida d_1 = a + c · k_1,

k_1 ¿ 0, i sootvetstvenno po d_2 ¿ 1 – na progressii vida d_2 = d + c · k_2, k_2 ¿ 0, gde a i d – vyqety iz intervala [1, c], privedem

(0.9) k vidu: 1 c^{s1+s2} · c∑ a,d=1 δ_c(a · d − m) · ζ ( s_1, a c ) · ζ ( s_2, d c ) , (0.10)

VspominaØ Øvnyæ vid simvola δ_c(a · d − m), poluqaem pravu¸ qast~ tranzitivnogo ravenstva (0.5) pri fiksirovannom m ∈

[1, c]. SummiruØ ee po vsem vyqetam m(mod c), poluqaem vs¸ pra-

vu¸ qast~ ravenstva (0.5).

Seæqas horoxo izvestno [2], qto sdvinutye dzeta-funkcii pravoæ qasti (0.5) analitiqeski prodolßimy v levu¸ poluploskost~ kak celye funkcii s edinstvennym prostym pol¸som v toqke s = 1 s vyqetom 1. Pofftomu ravenstvo (0.5) spravedlivo i v dvoænoæ levoæ poluploskosti Re s_1 6 1, Re s_2 6 1 s funkcional~- nym uravneniem dlØ kaßdoæ sdvinutoæ dzeta-funkcii pravoæ qasti (0.5): ζ(s, α) = Γ(1 − s) (2π)^{1−s} [(_∞∑ n=1 cos 2παn n^{1−s} ) sin πs 2 +

+ (_∞∑ n=1 sin 2παn n^{1−s} ) cos πs 2 ] , (0.11)

20 A. I. VINOGRADOV gde s = s_1, s_2, α = α_1, α_2 →^a_c ,^d_c .

Podrobnosti moßno naæti v [2, gl. II, §17].

Krome togo, funkcional~noe uravnenie (0.11) moßno perepisat~ v novom vide, zameniv trigonometriqeskie funkcii mnimymi ffksponentami po formulam �ælera. V rezul~tate ravenstvo (0.11) primet vid: ζ(s, α) = Γ(1 − s) (2π)^{1−s} [ ζ^∗(1 − s, α) · e ß 2 is − ζ∗(1 − s, −α) · e− ß 2 is ] , (0.12) gde ζ^∗(w, α) = ∞∑ n=1 1 n^w · e^{2πiαn}, Re w > 1. (0.13) Otmetim, qto dlØ rØda Dirihle (0.13) moßno poluqit~ ukoroqenno funkcional~noe uravnenie na puti raboty [3] i tem samym prodolßit~ ego na vs¸ w-ploskost~. No qtoby ne preryvat~ osnovnu¸ nit~ rassußdeniæ, my ffto sdelaem v konce raboty v tehniqeskom priloßenii. Poka ße perevedem pravu¸ qast~ ravenstva (0.5) na Øzyk summ Kloostermana.

§1. Summy Kloostermana

PodstavlØØ (0.12) v (0.5) poluqaem novoe predstavlenie Ødra dvoænoæ summy pravoæ qasti

ζ(s_1, α_1) · ζ(s_2 , α_2) = Γ(s_1, s_2) · [ ζ^∗(1 − s_1 , α_1) · ζ^∗(1 − s_2 , α_2) · e ß 2 i(s1+s2 )+

ζ^∗(1−s_1, −α_1)·ζ^∗(1−s_2, −α_2)·e^− ß 2 i(s1+s2 ) −ζ∗(1−s1, α1)··ζ∗(1−s2, −α2)· ·e^{ß2 i(s1−s2)} − ζ^∗(1 − s_1, −α_1) · ζ^∗(1 − s_2, +α_2) · ce^{− ß2 i(s1−s2)} ] , (1.1) gde Γ(s_1, s_2) =

Γ(1 − s_1) · Γ(1 − s_2) (2i)^2 · (2π)^{2−s1−s2} , parametry α_1 i α_2 opredeleny v (0.5):

α_1 = a c , α_2 = d c ; a · d ≡ m(mod c); a, d, m ∈ [1, c]. (1.2) Iz opredeleniØ parametrov α_1 i α_2 v (1.2) legko videt~, qto srednee po nim dlØ proizvedeniØ ζ^∗-funkciæ vida

ζ^∗(1 − s_1, α_1(·ζ^∗)(1 − s_2, α_2) (1.3)

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 21 svoditsØ k summirovani¸ summ Kloostermana modulØ c po ee parametram: c∑ m=1 ∑ a·d≡m(mod c) ζ^∗(1 − s_1, α_1) · ζ^∗(1 − s_2, α_2) = c∑ m=1 ζ_m(c), (1.4) gde ζ_m(c) = ∞∑ n1,n2=1 S_c(n_1, n_2; m) n^{1−s1}_1 · n^{1−s2}_2

; (1.5)

S_c(n_1, n_2; m) – summa Kloosteramna obobwennogo vida iz raboty

[4]:

S_c(n_1, n_2; m) = ∑ a·d≡m(mod c) exp ( 2πi a · n_1 + d · n_2 c ) . (1.5)^a

Iz ravenstva (1.5)^a vidno, qto odnovremennaØ smena znaka u parametrov a i d ne menØet summy Kloostermana (1.5)^a. Pofftomu spravedlivo ravenstvo:

S_c(−n_1, −n_2; m) = S_c(n_1, n_2; m). (1.6)

Sledovatel~no, srednee dlØ proizvedeniØ

ζ^∗(1 − s_1, −α_1)(·ζ^∗(1 − s_2, −α_2) (1.7)

sovpadaet s fftim srednim dlØ (1.3). Ots¸da sleduet, qto srednee (1.4) dlØ dvuh pervyh slagaemyh v skobke pravoæ qasti (1.1) ravno veliqine:

2 cos π 2 (s_1 + s_2) c∑ m=1 ζ_m(c), (1.8)

gde ζ_m(c) – dvoænoæ rØd (1.5).

Soverxenno analogiqno poluqaem srednee (1.4) dlØ proizvedeniØ (1.3) s raznymi znakami iz parametrov α_1 i α_2: c∑ m=1 ∑ a·d≡m(mod c) ζ^∗(1 − s_1, α_1) · ζ^∗(1 − s_2, −α_2) = c∑ m=1 ζ_{−m}(c), (1.9) gde ζ_{−m}(c) = ∞∑ n1,n2=1 S_c(n_1, −n_2; m) n^{1−s1}_1 · n^{1−s2}_2

. (1.10)

22 A. I. VINOGRADOV ZamenØØ vyqety a i d na (c − a) i c − d), my, s odnoæ storony, ne menØem summu Kloostermana S_c(n_1, −n_2; m), a, s drugoæ – poluqaem summu S_c(−n_1, n_2; m). Pofftomu spravedlivo ravenstvo:

S_c(−n_1, n_2; m) = S_c(n_1, −n_2; m). (1.11)

Ono pozvolØet dokazat~ identiqnost~ srednego (1.9) s analogiqnym srednim dlØ proizvedeniØ ζ^∗-funkciæ s protivopoloßnoæ kombinacieæ znakov u parametrov α_1 i α_2 : → (−α_1, α_2. Pofftomu tret~e i qetvertoe slagaemye v skobke pravoæ qasti (1.1) moßno ob¨edinit~ v odno slagaemoe vida:

−2 cos π 2 (s_1 − s_2) c∑ m=1 ζ_{−m}(c). (1.12)

Nam ostalos~ tol~ko zametit~, qto ravenstvo (1.11) prodolßaetsØ do tranzitivnogo ravenstva:

S_c(−n_1, n_2; m) = S_c(n_1, −n_2; m) = S_c(n_1, n_2; −m). (1.13)

�to ravenstvo opravdyvaet formal~nyæ otricatel~nyæ znak u indeksa m v simvole dvoænogo rØda ζ_{−m}(c) iz (1.10) i u analogiqnogo dvoænogo rØda s protivopoloßnoæ paroæ znakov u parametrov n_1 i n_2 v summe Kloostermana. Vse ffto vmeste privodit k rezul~tatu (1.12) s edinoæ summoæ Kloostermana (1.13)

S_c(n_1, n_2; −m) dlØ oboih sluqaev. Tem samym my preobrazovali

srednee dlØ ravenstva (1.1) k novomu vidu: c∑ m=1 ∑ a·d≡m(mod c) ζ(s_1, α_1) · ζ(s_2 , α_2) = (1.14)

= Γ(s_1, s_2) [ cos π 2 (s_1 −s_2 ) (_c∑ m=1 ζ_{−m}(c) ) −cos π 2 (s_1 +s_2) (_c∑ m=1 ζ_m(c) )] . Napomnim, qto mnoßitel~ Γ(s_1, s_2) opredelen v ravenstve (1.1).

DlØ zaverxeniØ fftih preobrazovaniæ nam ostalos~ vspomnit~, qto levaØ qast~ (1.14) ravna pravoæ qasti (0.5) s normirovoqnym mnoßitelem c^{−s1−s2} . Pofftomu ravenstvo (1.14) v okonqatel~nom vide takovo:

ζ(s_1) · ζ(s_2) = ( 2π c )_{s1+s2} Γ(1 − s_1)Γ(1 − s_2)

2(2π)^2

[· · · ], (1.15)

gde kvadratnaØ skobka v pravoæ qasti (1.15) ta ße samaØ, qto i v pravoæ qasti (1.14).

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 23

§2. Pervoe usrednenie DlØ togo, qtoby perevesti predstavlenie (1.15) na spektral~- nyæ Øzyk, nam neobhodimo usrednit~ ego po parametru c ¿ 1. Krome togo, so spektral~noæ toqki zreniØ nam mexaet zavisimost~ predela summirovaniØ po m 6 c ot parametra c, po kotoromu my dolßny usrednØt~. Pofftomu snaqala my izbavimsØ ot ograniqeniØ m 6 c v pravoæ qasti (1.14) i (1.15). DlØ fftogo rassmotrim novu¸ summu: V (N, c) = ∞∑ M=1 ζM^{(c) exp (−M}_N^{), (2.1)}

gde ζM(c) – ffto dvoænoæ rØd (1.5), v kotorom simvol m-maloe zamenen na M-bol~xoe. Iz opredeleniØ summy Kloostermana

S_c(n_1, n_2; m) vidno, qto dlØ nee spravedlivo ravenstvo: S_c(n_1, n_2; M) = S_c(n_1, n_2; m), (2.2)

esli M ≡ m(mod c). (2.3) Sledovatel~no, spravedlivo takße ravenstvo

ζM^{(c) = ζ}m^{(c) (2.4)}

pri uslovii (2.3). Pofftomu summu (2.1) moßno preobrazovat~, razbiv parametr summirovaniØ M na progressii: M = m + ck, m ∈ [1, c], k ¿ 0. V rezul~tate summa (2.1) privedetsØ k vidu: V (N, c) = c∑ m=1 ζ_m(c) ∞∑ k=0 exp ( − m + c · k N ) . (2.5)

Zatem vospol~zuemsØ integral~nym operatorom vida:

exp(−x) = 1 2πi ∫ Re s>1 x^{−s}Γ(s)ds (2.6)

i podstavim (2.6) vo vnutrenn¸¸ summu (2.5) pri x =^{m+c·k}_N . V rezul~tate my privedem fftu summu k integral~nomu vidu: ∞∑ k=0 exp ( − m + c · k N ) = 1 2πi ∫ Re s>1 ( N c )_s Γ(s) · ζ(s, α)ds, (2.7)

24 A. I. VINOGRADOV gde α =^m_c , ζ(s, α) – sdvinutaØ dzeta-funkciØ. Zatem perenesem kontur (2.7) vlevo na mnimu¸ os~, s obhodom toqki s = 0 po pravoæ dußke radiusa r_0 = 1/ log N . V rezul~tate pravaØ qast~ (2.7) primet vid: N c + r(c, m), (2.8)

gde r(c, m) – ostatok v vide integrala (2.7) po mnimoæ osi s obhodom toqki s = 0 po pravoæ dußke: r(x, m) = 1 2πi ∫ Re s=0 ( N c )_s Γ(s) · ζ(s, α)ds, (2.8)^a PodstavlØØ (2.8) v (2.5) na mesto vnutrenneæ summy, privedem (2.5) k novomu vidu: V (N, c) = N c c∑ m=1 [ ζ_m(c) + c N · r(c, m) · ζ_m(c) ] , (2.9)

gde r(c, m) iz (2.8)^a.

Teper~ umnoßim obe qasti ravenstva (2.9) na c/N i peregruppiruem ego qleny, privedØ ravenstvo (2.9) k vidu: c∑ m=1 ζ_m(c) = c N [ V (N, c) − R(c) ] , (2.10) gde R(c) = c∑ m=1 r(c, m) · ζ_m(c). (2.11) Napomnim, qto iz (1.4) sleduet ravenstvo:

ζ_m(c) = ∑ a·d≡m(mod c) ζ^∗(1 − s_1, α_1) · ζ^∗(1 − s_2, α_2). (2.12)

Pofftomu opredelØ¸wee ravenstvo dlØ ostatka (2.11) moßno zapisat~ v terminah ζ^∗-funkciæ i sdvinutyh dzeta-funkciæ ζ(s, α),

α =^m_c iz Ødra integrala (2.8)^a: R(c) = c∑ m=1 r(c, m) ∑ a·d≡m(mod c) ζ^∗(1 − s_1, α_1) · ζ^∗(1 − s_2, α_2). (2.13)

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 25 ˚vnyæ vid ostatka (2.13) pozvolØet ocenit~ ego v l¸boæ toqke dvumernoæ ploskosti (s_1, s_2) ∈ C^2 s pomow~¸ ukoroqennyh uravneniæ kak dlØ ζ^∗-funkciæ, tak i dlØ sdvinutyh ζ-funkciæ, kotorye vhodØt v Ødro integrala (2.8)^a.

DlØ togo qtoby poluqit~ analog ravenstva (2.9) dlØ ζ_{−m}(c) iz (1.12) nado zamenit~ summu (2.1) na summu: ~V (N, c) =^∞ ∑ M=1 ζ_{−M}(c) exp ( − M N ) . (2.14)

V fftom sluqae, po analogii s (2.4), spravedlivo ravenstvo: ζ�M^{(c) = ζ}−m^{(c), M ≡ m(mod c),} a vmesto ravenstva (2.10) voznikaet ego analog: c∑ m=1 ζ_{−m}(c) = c N [~ V (N, c) − ~R(c) ] , (2.15) gde ~R(c) =^c ∑ m=1 r(c, m) · ζ_{−m}(c). (2.16) Osobo otmetim, qto v ravenstve (2.16) – analoge ravenstva (2.11), menØetsØ znak parametra m tol~ko u ζ_m(c), no ne v r(c, m). Pofftomu dlØ poluqeniØ analoga ravenstva (2.13) sleduet ispol~zovat~ analog ravenstva (2.12): ζ_{−m}(c) = ∑ a·d≡−m(mod c) ζ^∗(1 − s_1, α_1) · ζ^∗(1 − s_2, α_2). (2.16)^a

Teper~ nam ostalos~ podstavit~ ravenstva (2.10) i (2.15) v pravu¸ qast~ (1.14) i privesti kvadratnu¸ skobku v (1.15) k novomu vidu: [· · ·] = c N [ ( ~V , V )(c) − ( ~R, R)(c) ] (2.17) gde ( ~V , V )(c) = [ ~V (N, c) · cos π 2 (s_1 − s_2 ) − V (N, c) · cos π 2 (s_1 + s_2 ) ] , (2.17)^a ( ~R, R)(c) = [ ~R(c) · cos π 2 (s_1 − s_2) − R(c) · cos π 2 (s_1 + s_2) ] . (2.17)^b

26 A. I. VINOGRADOV PodstavlØØ (2.17) v (1.15), privedem ffto ravenstvo k vidu

ζ(s_1) · ζ(s_2 ) = = (2π c )_{s1+s2−2} Γ(1 − s_1)Γ(1 − s_2) 2 · N · c [( ~V , V )(c) − ( ~R, R)(c)]. (2.18)

DlØ togo qtoby poluqit~ spektral~noe razloßenie pervogo slagaemogo v skobke (2.18), t.e. raznosti (2.17)^a, nam ostalos~ usrednit~ ravenstvo (2.18) po vsem c ¿ 1 s gladkim vesom. �to my sdelaem v sledu¸wem paragrafe.

§3. Vtoroe usrednenie DlØ usredneniØ ravenstva (2.18) po parametru c ¿ 1 umnoßim obe ego qasti na funkci¸:

f(c) = exp [ − ( c 2πY )_2]

, (3.1)

gde Y > 1 – proizvol~nyæ fiksirovannyæ parametr iz interva- la: 1 < Y < N. (3.2)

Ego optimal~noe znaqenie podbiraetsØ pri rexenii konkretnoæ zadaqi.

Posle umnoßeniØ ravenstva (2.18) na f(c), usrednim obe ego qasti po vsem celym c ¿ 1. V rezul~tate ravenstvo (2.18) preobrazuetsØ k novomu vidu:

^Y ζ(s_1 ) · ζ(s_2) = Γ(1 − s^1)Γ(1 − s^2) 2 · N [ ^V (Y ) − ^R(Y )], (3.3) gde ^Y = ∞∑ c=1 f(c), (3.4)

^V (Y ) =^∞ ∑ c=1 f^∗(c)( ~V , V )(c), (3.5)

^R(Y ) =^∞ ∑ c=1 f^∗(c)( ~R, R)(c), (3.6)

f^∗(c) = f(c) c ( 2π c )_{s1+s2−2} . (3.7)

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 27 Ispol~zuØ integral~noe predstavlenie (2.6), gde vmesto x stoit

x^2, x =^c_{2πY} , legko vyqislit~ Øvnyæ vid ^Y ravenstva (3.4): ^Y = 1 2πi ∫ Re s>1 (2πY )^{2s}Γ(s)ζ(2s)ds =

= πY − 1 2 + θ exp(−Y^2), θ ≪ 1.

(3.8)

Iz ravenstva (2.17)^a sleduet, qto summa (3.5) raspadaetsØ na dve qasti:

^V (Y ) = −^V_1(Y ) · cos π 2 (s_1 + s_2) + ^V_{−1}(Y ) · cos π 2 (s_1 − s_2), (3.9) gde ^V_1(Y ) =^∞ ∑ c=1 f^∗(c) · V (N, c), ^V_{−1}(Y ) =^∞ ∑ c=1 f^∗(c) · ~V (N, c). (3.10)

V sisteme (3.10) obe summy vyqislØ¸tsØ v principe odinakovo, pofftomu my ostanovimsØ podrobno tol~ko na vyqislenii pervoæ summy ^V_1, a dlØ vtoroæ potom kratko poØsnim otliqiØ pri ee vyqislenii. Napomnim, qto V (N, c) ØvlØetsØ summoæ (2.1). Podstaviv ee v pravu¸ qast~ pervoæ summy (3.10) privedem ee k vidu:

^V_1(Y ) =^∞ ∑ M=1 exp ( − M N ) ∞∑ c=1 ζM^{(c)f ∗(c). (3.11)}

Snova napomnim, qto ζM(c) ØvlØetsØ dvoænym rØdom (1.5), gde simvol m-maloe zamenen na M-bol~xoe. PodstavlØØ ee Øvnyæ vid v (3.11) i delaØ summirovanie po c ¿ 1 vnutrennim, privedem (3.11) k vidu:

^V_1(Y ) =^∞ ∑ n1,n2,M=1 3 exp ( − M N ) F_1(n_1, n_2, M)

n^{1−s1}_1 · n^{1−s2}_2

, (3.12) gde F_1(n_1, n_2, M) = ∞∑ c=1 S_c(n_1, n_2; M) · f^∗(c). (3.13)

28 A. I. VINOGRADOV Steper~ 3 dlØ summy (3.12) oznaqaet, qto ona troænaØ, po kaßdomu iz treh indeksov summirovaniØ. Summa (3.13) ØvlØetsØ spektral~noæ. Nam ostalos~ pridat~ eæ kanoniqesku¸ formu raboty [4]. DlØ fftogo vvedem spektral~nyæ parametr x iz raboty [4] (teorema 2), kotoryæ opredelØetsØ ravenstvom: x = 4π √ M · n_1 · n_2 c . (3.14)

Na Øzyke fftogo parametra ravenstvo (3.1) moßno perepisat~ v novoæ forme:

f(c) = exp [ − ( 2 √ M · n_1 · n_2 x · Y )_2]

. (3.15)

A ravenstvo (3.7) – v forme:

f^∗(c) = f(c) c · ( 2 √ M · n_1 · n_2 x )_{2−s1−s2} . (3.16)

PodstavlØØ (3.16) v (3.13) poluqaem kanoniqesku¸ spektral~- nu¸ formu summy (3.13) na Øzyke parametra x iz (3.14)

F_1(n_1, n_2, M) = ∞∑ c=1 S_c(n_1, n_2; M) c · φ(x), (3.17)

gde φ – spektral~naØ funkciØ teoremy 2 iz [4]: φ(x) = f(c) · ( 2 √ M · n_1 · n_2 x )_{2−s1−s2} . (3.18)

Pri fftom dlØ funkcii f(c) v (3.18) nado ispol~zovat~ opredelØ¸wee ravenstvo (3.15) na Øzyke spektral~nogo parametra x.

VtoraØ summa iz sistemy (2.10) svoditsØ k analogu summy (3.12) pri podstanovke v nee ravenstva (2.14). V rezul~tate poluqaetsØ analog ravenstva (3.12), v kotorom parametr M menØet znak v summe (3.13):

^V_{−1}(Y ) =^∞ ∑ n1,n2,M=1 3 exp ( − M N ) F_1(n_1, n_2, −M)

n^{1−s1}_1 · n^{1−s2}_2

. (3.19)

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 29 Sootvetstvenno spektral~naØ kanoniqeskaØ forma (3.17) dlØ summy (3.13) takße budet s protivopoloßnym znakom u parametra M:

F_1(n_1, n_2, −M) = ∞∑ c=1 S_c(n_1, n_2; −M) c · φ(x), (3.20)

gde φ(x) opredelena v (3.18). Pri fftom iz ravenstv (3.18) i (3.15) vidno, qto v levoæ dvumernoæ poluploskosti

Re s_1 < 0, Re s_2 < 0 (3.21)

funkciØ φ(x) udovletvorØet neobhodimym trebovaniØm teoremy 2 [4] kak v toqke x = 0, tak i v toqke x = ∞. Dal~xe ostaetsØ primenit~ teoremu 2a) iz [4] k summe (3.12), a ee variant v) – k summe (3.20).

§4. ˚vnyæ vid spektral~nogo razloßeniØ

V fftom paragrafe my privedem Øvnyæ vid teoremy 2 iz [4] v naxem konkretnom sluqae. DlØ summy (3.17) teorema 2 a) iz [4] budet vyglØdet~ tak:

F_1(n_1, n_2, M) = ( F^{cusp}_1 + F^{disc}_1 + F^{con}_1 ) (φ). (4.1)

V pravoæ qasti (4.1) stoØt tri spektral~nye komponenty v tom ße porØdke, qto i v teoreme 2 a) iz [4]. Pri fftom Øvnyæ vid nepreryvnoæ komponenty F^{con}_1 stanovitsØ suwestvenno prowe, t.k. my rabotaem s invariantnoæ gruppoæ PSL (2, Z), pofftomu propadaet sloßnaØ zavisimost~ ot arifmetiki kongruffnc-modulØ q gruppy Γ_0(q), t.k. u nas q = 1:

F^{con}_1 (+) = ∫ Re s= 12

h^{(+)} (s) τ_s(M)τ_s(n_1)τ_s(n_2) ζ(2s)ζ(2 − 2s) ds. (4.2)

Zdes~ ße zametim, qto v ravenstve (4.2) my zamenili lixniæ normirovoqnyæ mnoßitel~ sin πs v znamenatele Ødra na

|ζ(2s)|^2 = ζ(2s)ζ(2 − 2s). �ta opeqatka proizoxla po nedosmotru

avtorov pri korrekture. (Po povodu mnoßitelØ v znamenatele Ødra |ζ(2s)|^2 sm. [6, teorema 2].)

30 A. I. VINOGRADOV

˚vnyæ vid spektral~noæ funkcii h^{(+)} (s) v Ødre (4.2) takoæ:

h^{(+)}(s) = π ∞∫ 0 k^{(+)}(x, s)φ(x) dx x , (4.3) gde k^{(+)}(x, s) = 1 cos πs [ J_{2s−1}(x) − J_{1−2s}(x) ] , (4.4)

τ_s(n) = n^{(s−1/2)} ∑ d|n d^{1−2s}. (4.5)

V pravoæ qasti (4.4) simvol J – klassiqeskaØ funkciØ BesselØ [5].

DiskretnaØ komponenta F^{disc}_1 v ravenstve (4.1) imeet vid:

F^{disc}_1 (φ) = ∞∑ j=1 h^{(+)} (1 2 + i–j^)ηj(M)ρj (n1) · ρj (n2). (4.6) V pravoæ qasti (4.6) takße ubran lixniæ normirovoqnyæ sinus v znamenatele. Otmetim, qto v naxih formulah my priderßivaemsØ simvoliki raboty [4]. V qastnosti, ρ_j (n) – ffto kofffficient Fur~e j-oæ sobstvennoæ funkcii f_j(z) diskretnogo spektra operatora Laplasa. Simvol η_j(n) – sobstvennoe qislo n-go operatora Gekke toæ ße funkcii f_j (z). �ti dva simvola svØzany meßdu soboæ lineænoæ zavisimost~¸:

ρ_j (n) = ρ_j (1)η_j(n). (4.7)

Kofffficient ρ_j (1) opredelØetsØ normirovoqnym ravenstvom: ∫∫ F |f_j (z)|^2dμ(z) = 1, (4.8)

dμ(z) = dx · dy y^2 , x + iy = z ∈ H. (4.9) Simvol F v (4.8) – klassiqeskaØ fundamental~naØ oblast~ gruppy Γ_0(1) = PSL (2, Z) F = { z = x + iy, y > 0, |x| 6 1 2 , x^2 + y^2 ¿ 1 } ,

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 31 H v (4.9) – verhnØØ poluploskost~ y > 0, cusp-komponenta F^{cusp}_1 v (4.1) – ta ße samaØ, qto i v teoreme 2 a) iz [4] dlØ gruppy Γ_0(1) =

PSL (2, Z). Pofftomu ee Øvnyæ vid qitatel~ naædet v rabote [4].

Analog ravenstva (4.1) dlØ summy (3.20), t.e. teorema 2 v) iz [4] budet vyglØdet~ tak:

F_1(n_1, n_2, −M) = ( F^{disc}_{−1} + F^{|con}_{−1} ) (φ). (4.10)

Otsutstvie cusp-komponenty v pravoæ qasti (4.10) govorit o tom, qto summy Kloostermana v (3.20) s raznymi znakami u svoih parametrov menee arifmetiqny, qem ffti ße summy iz pravoæ qasti (3.17).

O dvuh spektral~nyh komponentah pravoæ qasti (4.10) i modifikacii ih vida, po sravneni¸ s teoremoæ 2 v) iz [4], moßno skazat~ to ße samoe, qto i v sluqae (4.1). Pofftomu my takße privedem ih Øvnyæ vid:

F^{con}_1 (φ) = 1 4πi ∫ Re s= 12

h^{(−)}(s) τ_s(M)τ_s(n_1)τ_s(n_2) ζ(2s)ζ(2 − 2s) ds. (4.11) gde h^{(−)}(s) = π ∞∫ 0 k^{(−)}(x, s)φ(x) dx x , (4.12) i k^{(−)}(x, s) = 1 π · sin πs · K_{2s−1}(x), (4.13)

Otmetim, qto K-funkciØ v pravoæ qasti (4.13) ØvlØetsØ izvestnoæ funkcieæ Makdonal~da iz teorii funkcii BesselØ [5]. Ispravlennyæ vid diskretnoæ komponenty pravoæ qasti (4.10) vyglØdit tak:

F^{disc}_1 (φ) = ∞∑ j=1 h^{(−)} ( 1 2 + i–j^) · ηj(M)ρj (n1) · ρj (n2). (4.14) Napomnim, qto –_j = √ λ_j −^1_4 , gde λ_j – sobstvennoe znaqenie funk-

cii f_j (z).

32 A. I. VINOGRADOV

§5. ˚vnyæ vid funkciæ h^{(+)} i h^{(−)}

Podrobnosti vyqisleniæ spektral~noæ funkcii h^{(+)} (s) privedeny v rabote [1], v), III. Tam ona oboznaqena simvolom ^φ(r), gde r = Im s. Pofftomu zdes~ my ograniqimsØ vyqisleniem tol~ko funkcii h^{(−)}(s), a dlØ funkcii h^{(+)}(s) srazu privedem ee Øvnyæ vid, vzØtyæ iz raboty [1], v), III

h^{(+)}(s) = 1 2πi ∫ Re w>| Re(s−1/2)| cos πw · Γ ( w + s − 1 2 ) ×

× Γ ( w − s + 1 2 ) · J_w(φ)dw, (5.1) gde J_w(φ) = ∞∫ 0 ( x 2 )_{−2w} φ(x) dx x . (5.2)

Esli teper~ podstavit~ v (5.2) Øvnyæ vid funkcii φ iz (3.18) i provesti giperboliqesku¸ zamenu peremennoæ integrirovaniØ v Ødre integrala (5.2), to poluqitsØ ravenstvo:

2 · J_w(φ) = Γ ( w + 1 − s_1 + s_2 2 ) · Y^{2(w+1)−s1−s2} (M · n_1 · n_2)^w

. (5.2)^a

Esli teper~ vspomnit~, qto s ØvlØetsØ peremennoæ integrirovaniØ v (4.2) s usloviem s =^1_2 +ir, r ∈ (−∞, ∞), to stanovitsØ Øsno, qto naxa spektral~naØ funkciØ (5.1) deæstvitel~no sovpadaet s funkcieæ ^φ(r) iz raboty [1], v), III (ravenstvo (9.8)), tol~ko tam drugaØ peremennaØ integrirovaniØ.

Teper~ obratimsØ k spektral~noæ funkcii h^{(−)} iz (4.12) i ee Ødru k^{(−)} iz (4.13). �to Ødro prowe Ødra k^{(+)} iz (4.4) i ne trebuet teh sloßnyh preobrazovaniæ, kotorye byli provedeny dlØ k^{(+)} v rabote [1], v), III. V Ødre (4.13) my vospol~zuemsØ izvestnym predstavleniem dlØ K-funkcii Makdonal~da [5]

K_{2s−1}(x) = = 1 2πi ∫ Re w>| Re(s−1/2)| Γ ( w + s − 1 2 ) · Γ ( w − s + 1 2 ) · (x 2 )_{−2w} dw. (5.3)

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 33 Zatem podstavim (4.13) v (4.12) i privedem ffto ravenstvo k novomu vidu:

h^{(−)}(s) = sin πs 2πi ∫ Re w>| Re(s−1/2)| Γ ( w + s − 1 2 ) ×

× Γ ( w − s + 1 2 ) · J_w(φ)dw. (5.4) V Ødre (5.4) poØvilsØ tot ße integral (5.2), qto i v Ødre (5.1), s Øvnym vidom (5.2)^a.

Pofftomu moßno sqitat~, qto ravenstvo (5.4) daet Øvnyæ vid funkcii h^{(−)} – analog ravenstva (5.1) dlØ h^{(+)} .

NaædØ Øvnyæ vid spektral~nyh funkciæ h^{(±)} my, tem samym, naxli Øvnyæ vid spektral~nyh komponent pravyh qasteæ (4.1) i (4.10). Podstaviv ffti ravenstva v (3.12) i (3.19) sootvetstvenno, my poluqim Øvnyæ vid spektral~nogo razloßeniØ dlØ levyh qasteæ fftih ravenstv.

Sluqaæ a) teoremy 2 iz [4] dlØ (3.12):

^V_1(Y ) = ( ^V^{cusp}_1 + ^V^{disc}_1 + ^V^{con}_1 ) (Y ). (5.5)

Sluqaæ v) teoremy 2 iz [4] dlØ (3.19):

^V_{−1}(Y ) = ( ^V^{disc}_{−1} + ^V^{con}_{−1} ) (Y ). (5.6)

Spektral~nye komponenty pravyh qasteæ (5.5) i (5.6) ØvlØ¸tsØ troænymi summami komponent pravyh qasteæ (4.1) i (4.10) po parametrami (M, n_1, n_2) so svoimi vesami. �ti rØdy ØvlØ¸tsØ absol¸tno shodØwimisØ, t.k. Re s_1 < 0, Re s_2 < 0 i Re w > 0. Pofftomu perevod rØdov na Øzyk dzeta-funkciæ i rØdov Gekke ØvlØetsØ fflementarnym, hotØ i gromozdkim. V kaqestve konkretnogo primera privedem Øvnyæ vid nepreryvnyh komponent F^{con}_1 (Y ) i

F^{con}_{−1} (Y ) iz pravyh qasteæ (5.5) i (5.6). DlØ fftogo my pereædem

ot parametra s-peremennoæ integrirovaniØ v nepreryvnyh komponentah (4.2) i (4.11) k parametru r, kotorye svØzany lineænoæ zavisimost~¸: s = 1 2 + ir, r ∈ (−∞, ∞). (5.7) TakaØ zamena uprowaet formuly spektral~nyh komponent, t.k. peremennaØ s vs¸du vhodit v vide raznosti (s − 1/2) = ir. Po

34 A. I. VINOGRADOV fftoæ ße priqine takaØ zamena byla sdelana i v rabote [1], v), III.

V rezul~tate dlØ con-komponenty iz (5.5) poluqaem Øvnyæ vid:

^V^{con}_1 (Y ) = Y^{2−s1−s2} 2 · (2πi)^2 ∫∫ Re s= 12 Re w>0 Y^{2w} cos πwΓ(w, r)ζ_N (w, r) ds dw. (5.8)

V Ødre dvoænogo integrala (5.8) simvoly Γ(w, r) i ζ(w, r) oznaqa¸t bloki Γ-funkciæ i ζ-funkciæ; my takße sohranili dlØ s-integrala ego predely integrirovaniØ vida Re s =^1_2 dlØ prostoty simvoliki. Γ(w, r) = Γ(w − ir) · Γ(w + ir) · Γ ( w + 1 − s_1 + s_2 2 ) , (5.9)

ζ_N (w, r) = ζ_N (w) · ζ(1 − s_1 + w − ir) · ζ(1 − s_1 + w + ir)×

×ζ(1 − s_2 + w − ir) · ζ(1 − s_2 + w + ir),

(5.10)

ζ_N (w) = ∞∑ M=1 τ_s(M) M^w exp ( − M N ) . (5.11)

Ostal~nye dzeta-funkcii v (5.10) ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi ζfunkciØmi Rimana.

�ta ße komponenta v pravoæ qasti (5.6) vyglØdit tak:

^V^{con}_{−1} (Y ) = Y^{2−s1−s2} 2 · (2πi)^2 ∫∫ Re s= 12 Re w>0 Y^{2w} sin πsΓ(w, r)ζ_N (w, r) dw ds (5.12)

s temi ße blokami (5.9) i (5.10) v Ødre. V drugih spektral~nyh komponentah (5.5) i (5.6) poØvlØ¸tsØ bloki rØdov Gekke vmesto bloka dzeta-funkciæ (5.10), a dvoænye integraly stanovØtsØ odnokratnymi s w-konturami. Vtoroæ integral po s-konturu zamenØetsØ summoæ po –_j v diskretnoæ komponente i dvoænoæ summoæ v cusp-komponente (po vesam i nomeru sobstvennoæ funkcii). Pri fftom vtoraØ summa koneqna, t.k. req~ idet o klassiqeskih koneqnomernyh prostranstvah. Podrobnosti moßno naæti v rabote [1], v), II.

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 35

§6. Ukoroqennye uravneniØ. (Tehniqeskoe priloßenie) DlØ togo, qtoby poluqit~ ukoroqennoe uravnenie dlØ dzetafunkcii, opredelennoæ ravenstvom (0.13), vvedem dve novye funkcii: ζ^∗_+ (w, α) = ζ^∗(w, α) + ζ^∗(w, −α), ζ^∗_−(w, α) = ζ^∗(w, α) − ζ^∗(w, −α) (6.1)

Pervu¸ funkci¸ sistemy (6.1) moßno zapisat~ kak rØd Dirihle po vsem n ≠ 0:

ζ^∗_{+1}(w, α) = ∑ n≠0 e^{2πiαn} |n|^w . (6.2)

Vtoru¸ funkci¸ iz (6.1) moßno zapisat~ tak: ζ^∗_{−1}(w, α) = ∑ n≠0 n |n|^{w+1} e^{2πiαn}. (6.3) PodstavlØØ v (6.2) integral~noe predstavlenie vida: 1 |n|^w = ( √ π)^w Γ(^w_2 ) ∞∫ 0 ( √ x)^{w−2}e^{−πxn2} dx (6.4) i povoraqivaØ zatem kontur (6.4) na ugol φ = ± ( π 2 − ε ) , gde ε = 1 |w| + 2 , (sm. [3]),

privedem rØd Dirihle (6.2) k integral~nomu vidu:

ζ^∗_{+1} (w, α) = ( √ π)^w Γ(^w_2 ) ∞∫ x=0 ( √ z)^{w−2} [ θ(z, α) − 1 ] dz, (6.5) gde z = x e^{iφ}, znak φ zavisit ot znaka Im w (sm. [3]): θ(z, α) = ∑ n∈Z^{e−πzn2+2πiαn. (6.6)} Posle qego razdelim integral (6.5) na dve qasti: ∞∫ 0 (· · · ) = ∞∫ 1/c (· · · ) + 1/c∫ 0 (· · · ) (6.7)

36 A. I. VINOGRADOV i vo vtorom integrale pravoæ qasti (6.7) vospol~zuemsØ formuloæ perevorota ˚kobi: θ(z, α) = 1 √ z ∑ n∈Z^{exp [ − πz (n − α)2]. (6.8)} Dalee zametim, qto α =^a_c diskretno, t.k. parametr a probegaet polnu¸ sistemu vyqetov mod c vida (1 6 a 6 c), pofftomu α =^a_c leßit v intervale (^1_c 6 α 6 1). Esli α = 1, togda ishodnyæ rØd Dirihle (6.2) raven 2ζ(w), a tffta-funkciØ (6.6) stanovitsØ klassiqksoæ funkcieæ ˚kobi. Pofftomu ukoroqennoe uravnenie v fftom sluqae sovpadaet s uravneniem R. Kaufman [3].

Esli α leßit v intervale 1 c 6 α 6 1 −^1_c , (6.9)

togda my poluqaem obobwenie uravneniØ Kaufman [3] na sluqaæ (6.9). Pri fftom pol¸s v toqke w = 1 budet otsutstvovat~, t.k. v fftom sluqae vse qleny rØda (6.8), vkl¸qaØ sluqai n = 0, 1, budut ffksponencialono ubyvat~, kogda |z| = x → +0:

ζ^∗_{+1}(w, α) = ∑ n≠0 a_n ( w 2 ) |n|^{−w}e^{2πiαn}+ + ∑ n∈Z^{bn( 1 − w2 )|n − α|w−1 − a0( w2 ). (6.10)} Kofffficienty a_n pri n ≠ 0 i b_n pri vseh n ∈ ZopredelØ¸tsØ ravenstvami: a_n ( w 2 ) = ( √ π)^w Γ(^w_2 ) Γ (w 2 , π n^2 c ) , (6.11)^a

b_n ( 1 − w 2 ) = ( √ π)^w Γ(^w_2 ) Γ ( 1 − w 2 , π · c(n − α)^2 ) , (6.11)^b gde Γ(s, r) = ∞∫ x=r z^{s−1} · e^{−z} · dz, z = x · e^{iφ},

a_0 ( w 2 ) = 2( √ π)^w · ( √ c)^{−w} w · Γ(^w_2 ) exp ( iφ · w 2 ) .

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 37 DlØ nepolnoæ Γ-funkcii v pravoæ qasti (6.11)^b parametr z = x ·

e^{iφ} dolßen byt~ zamenen na kompleksno-soprØßennyæ: z = x·e^{−iφ},

t.k. Im(−w) = −(Im w). Krome togo, nißnØØ granica nepolnoæ Γfunkcii v (6.11)^b imeet tot ße vid, qto i v sluqae (6.11)^a, esli fftu granicu perevesti na Øzyk otnoxeniØ celyh qisel. Napomnim, qto α =^a_c , a ∈ [1, c − 1], pofftomu domnoßiv i razdeliv fftu granicu na c, my poluqaem ravenstvo: c(n − α) = (c · n − a)^2 c . (6.11)^c

V qislitele (6.11)^c stoØt kvadraty celyh qisel iz progressii −a(mod c) vmesto vseh celyh qisel, kak u kofffficienta a_n iz (6.11)^a.

Ostalos~ otmetit~, qto poslednee slagaemoe a_0(^w_2 ) v (6.10) poroßdaetsØ fflementom (−1) v Ødre [θ(z, α) − 1] vtorogo integrala (6.7).

DlØ togo qtoby poluqit~ ukoroqennoe uravnenie dlØ vtoroæ funkcii v sisteme (6.1) nado podstavit~ v ee opredelenie analog integral~nogo predstavleniØ (6.4): n |n|^{w+1} = ( √ π)^{w+1} · n

Γ(^{w+1}_2 ) ∞∫ 0 ( √ x)^{w−1} · e^{−πxn2} dx. (6.12) Zatem snova povernut~ kontur (6.12) vokrug toqki x = 0 na ugol φ kak i v ravenstve (6.4). V rezul~tate poluqim integral~noe predstavlenie: ζ^∗_{−1}(w, α) = ( √ π)^w Γ(^{w+1}_2 ) ∞∫ x=0 ( √ z)^{w−1} θ_1(z, α) dz, (6.13) gde θ_1(z, α) = ∑ n∈Z^{n · e−πzn2+2πiαn. (6.14)} Dal~neæxie vyqisleniØ po perevodu ravenstva (6.13) v ukoroqennoe uravnenie te ße samye, qto i pri perehode ot (6.5) k ravenstvu (6.10) s nebol~ximi tehniqeskimi popravkami, svØzannymi s otliqiem tffta-funkciæ ˚kobi (6.6) i (6.14). V rezul~-

38 A. I. VINOGRADOV tate iz (6.13) poluqaetsØ ukoroqennoe uravnenie dlØ ζ^∗_{−1}(w, α): ζ^∗_{−1}(w, α) = ∑ n≠0 n |n|^{w+1} a_n ( 1 + w 2 ) · e^{2πiαn}+ + ∑ n∈Z^{n − α|n − α|2−w b∗n( − w2 ). (6.15)} Kofffficienty a_n v (6.15) opredelØ¸tsØ ravenstvom (6.11)^a, v kotorom simvol w nado zamenit~ na (w + 1); kofffficienty b^∗_n otliqa¸tsØ ot b_n v (6.11)^b bolee suwestvenno, pofftomu my vypixem ih Øvnyæ vid: b^∗_n ( 1 − w 2 ) = ( √ π)^{w+1} Γ(^{w+1}_2 ) Γ ( 1 − w 2 ; π · c(n − α)^2 ) . DlØ togo, qtoby poluqit~ ukoroqennoe uravnenie dlØ sdvinutoæ dzeta-funkcii ζ(s, α) iz uravneniØ (0.5)^a, vvedem parnu¸ eæ funkci¸ ζ(s, a − α). Uravnenie (0.5)^a dlØ nee preobrazuetsØ k vidu: ζ(s, 1 − α) = Γ(1 − s) i(2π)^{1−s} [ e ß 2 isζ∗(1 − s, −α) − e− ß 2 isζ∗(1 − s, α) ] . (6.16)

�to ravenstvo ØvlØetsØ sledstviem ravenstva

ζ^∗(w, 1 − α) = ζ^∗(w, −α), (6.17)

kotoroe, v svo¸ oqered~, sleduet iz opredelØ¸wego ravenstva (0.13).

Iz poqlennogo sloßeniØ ravenstv (0.12) i (6.16) sleduet novoe ravenstvo: ζ(s, α) + ζ(s, 1 − α) = 2Γ(1 − s) (2π)^{1−s} sin π 2 sζ^∗_{+1} (1 − s, α), (6.18)

gde funkciØ ζ^∗_{+1} – iz pervogo ravenstva (6.1). Poqlennoe vyqitanie ravenstv (0.12) i (6.16) privodit k drugomu ravenstvu: ζ(s, α) − ζ(s, 1 − α) = 2Γ(1 − s) i(2π)^{1−s} cos π 2 sζ^∗_{−1} (1 − s, α), (6.19)

gde ζ^∗_{−1} – iz vtorogo ravenstva sistemy (6.1). Iz sistemy ravenstv (6.18) i (6.19) poluqaem uravneniØ dlØ ζ(s, α) i ζ(s, 1−α): ζ(s, α) = Γ(1 − s) (2π)^{1−s} × × [ ζ^∗_{+1}(1 − s, α) · sin π 2 s − i · ζ^∗_{−1}(1 − s, α) · cos π 2 s ] , (6.20)^a

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 39 ζ(s, 1 − α) = Γ(1 − s) (2π)^{1−s} × × [ ζ^∗_{+1}(1 − s, α) · sin π 2 s + i · ζ^∗_{−1}(1 − s, α) · cos π 2 s ] , (6.20)^b

PodstavlØØ ukoroqennye uravneniØ (6.10) i (6.15) v pravye qasti sistemy (6.20), poluqaem ukoroqennye uravneniØ dlØ ζ(s, α) i ζ(s, 1 − α). Iz obraweniØ sistemy (6.1) poluqaem obratnu¸ sistemu: ζ^∗(w, α) = 1 2 [ ζ^∗_{+1}(w, α) + ζ^∗_{=1} (w, α) ] , (6.21)^a

ζ^∗(w, −α) = 1 2 [ ζ^∗_{+1} (w, α) − ζ^∗_{=1}(w, α) ] , (6.21)^b

Snova, podstavlØØ ravenstva (6.10) i (6.15) v pravye qasti sistemy (6.21), poluqaem ukoroqennye uravneniØ dlØ ζ^∗(w, α) i

ζ^∗(w, −α) vo vseæ kompleksnoæ w-ploskosti.

Otmetim, qto v pravyh qastØh sistemy (6.20) pol¸s v toqke s = 1 daet Γ(1 − s), pofftomu ukoroqennye uravneniØ dlØ levyh qasteæ fftoæ sistemy takße spravedlivy vo vseæ s-ploskosti, vkl¸qaØ toqku s = 1.

Sleduet zametit~, qto oba ravenstva (6.20) ØvlØ¸tsØ preobrazovannoæ formoæ uravneniØ (0.12); pervoe – dlØ sdviga α, vtoroe – dlØ (1 − α). Iz fftih uravneniæ sravnitel~no prosto sleduet ravenstvo: ζ(0, α) = ( {α} − 1 2 ) , (6.22)

kotoroe obobwaet izvestnoe klassiqeskoe ravenstvo (sm. [2]):

ζ(0) = − 1 2 , (6.23)

kotoroe srazu sleduet iz ravenstva (6.22) pri α = 1, t.k. v fftom sluqae {α} = 0, pofftomu spravedlivo ravenstvo:

ζ(0, 1) = ζ(0) = − 1 2 . (6.24)

Funkcional~nye uravneniØ (0.12) i (6.20) dlØ sdvinutyh dzetafunkciæ ne ime¸t prostoæ i krasivoæ formy, kak v klassiqeskom sluqae: ξ(s) = ξ(1 − s) dlØ samoæ dzeta-funkcii Rimana, gde

40 A. I. VINOGRADOV

ξ(s) = ( √ π)^{−s}Γ(^s_2 )ζ(s). I kak sledstvie fftogo, ne ime¸t nuleæ

v celyh toqkah levoæ poluploskosti. V to ße vremØ u summy (6.18) i raznosti (6.19) takie nuli est~. V pervom sluqae – v toqkah (−2n), n ¿ 1, vo vtorom – v neqetnyh toqkah (1−2n), n ¿ 1. �to privodit k sisteme ravenstv: ζ(−2n, α) = −ζ(−2n, 1 − α), n ¿ 1, ζ(1 − 2n, α) = −ζ(1 − 2n, 1 − α), n ¿ 1. Nakonec otmetim, qto my poluqili sistemu ukoroqennyh funkcional~nyh uravneniæ dlØ sdvinutyh dzeta-funkciæ (6.20) na osnove rØdov Dirihle (6.21) i ukoroqennyh uravneniæ dlØ nih: (6.10) i (6.15). Oni ØvlØ¸tsØ sledstviem funkcional~nyh uravneniæ (0.11) i (0.12). �to pozvolØet ocenit~ ostatki v spektral~nyh asimptotikah s edinoæ toqki zreniØ kak v pervom sluqae, tak i vo vtorom. No v to ße vremØ ukoroqennye uravneniØ dlØ sdvinutyh dzeta-funkciæ ζ(s, α) moßno poluqit~ i nezavisimo ot funkcional~nyh uravneniæ (0.11) i (0.12), otpravlØØs~ tol~ko ot klassiqeskogo opredeleniØ ih v pravoæ poluploskosti Re s > 1: ζ(s, α) = ∞∑ n=0 1 (n + α)^s

, 0 < α < 1. (6.25)

V fftom sluqae, po analogii s sistemoæ (6.1), sleduet zadat~ sistemu vida: ζ_{+1}(s, α) = ζ(s, α) + ζ(s, 1 − α), ζ_{−1}(s, α) = ζ(s, α) − ζ(s, 1 − α) (6.26)

Legko videt~, qto pervu¸ funkci¸ sistemy (6.26) moßno zapisat~ kak ediniæ rØd Dirihle po vsem n ∈ Z:

ζ_{+1}(s, α) = ∑ n∈Z^{1|n + α|s Re s > 1. (6.27)}

DlØ vtoroæ funkcii sistemy (6.26) spravedliv analog ravenstva (6.3) ζ_{−1}(s, α) = ∑ n∈Z^{(n + α)|n + α|s+1 . (6.28)}

Dal~xe naqinaet deæstvovat~ ta ße tehnika integral~nyh predstavleniæ (6.4) i (6.12), tol~ko vmesto n nado brat~ (n + α).

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 41 Dal~neæxie vyqisleniØ idut po toæ ße sheme raboty [3]. PovtorØt~ ih snova my ne budem, otmetim tol~ko, qto ukoroqennoe uravnenie dlØ ζ_{+1}(s, α) iz (6.26) budet analogiqno (6.10), tol~ko otrezki sprava v uravnenii (6.10) pomenØ¸tsØ mestami. Analogiqnoe zameqanie spravedlivo dlØ ζ_{−1}(s, α) i ukoroqennogo uravneniØ (6.15) dlØ rØda Dirihle ζ^∗_{−1}(w, α) iz (6.3) i (6.13).

Perehod k ukoroqennym uravneniØm samih sdvinutyh dzetafunkciæ ζ(s, α) i ζ(s, 1 − α) poluqaetsØ v rezul~tate obraweniØ sistemy (6.26): ζ(s, α) = 1 2 [ ζ_{+1}(s, α) + ζ_{−1}(s, 1 − α) ] , ζ(s, 1 − α) = 1 2 [ ζ_{+1} (s, α) − ζ_{−1}(s, α), (6.29)

t.e. polnaØ analogiØ s sistemami (6.1) i (6.21).

§7. Zakl¸qenie

Spektral~noe razloßenie proizvedeniØ (0.1) moßno ispol~- zovat~ dlØ rexeniØ problemy kruga i toqek pod giperboloæ [1], poloßiv s_1 = s_2 = s. No dlØ problemy kruga proizvedenie (0.1) ØvlØetsØ model~nym variantom, v kotorom nado zamenit~ odnu dzeta-funkci¸ na rØd Dirihle L(s, χ) s primitivnym kvadratiqnym harakterom χ po modul¸ q ¿ 4

ζ(s_1 ) · L(s_2, χ). (7.1)

V fftom sluqae razbienie na progressii (0.5) dlØ rØda Dirihle

L(s, χ) nado provodit~ po parametram c ≡ 0(mod q) dlØ sistemy

vyqetov a ∈ [1, c], privedennoæ po modul¸ q, t.e. (a, q) = 1: L(s, χ) = 1 c^s ∑ (a,q)=1 χ(a)ζ ( s, a c ) . (7.2)

DlØ analogiqnogo razbieniØ ζ(s) udobno vydelit~ v ee ffælerovskom proizvedenii prostye mnoßiteli, delØwie q:

ζ(s) = ζ_q (s) ∏ p|q ( 1 − 1 p^s )_{−1} , (7.3) gde ζ_q (s) = ∏ p-q^{(1 − 1ps ) = ∑}(n,q)=1^{1ns (7.4)}

42 A. I. VINOGRADOV DlØ funkcii (7.4) spravedliv analog razbieniØ na progressii (7.2)

ζ_q (s) = 1 c^s ∑ (d,q)=1 ζ ( s, d c ) . (7.5)

Ravenstva (7.3) i (7.4) svodØt zadaqu spektral~nogo razloßeniØ (7.1) k proizvedeni¸

ζ_q(s_1 )L(s_2, χ). (7.6)

A razbieniØ na progressii (7.2) i (7.5) svodØt (7.6) k spektral~- noæ sheme, kotoraØ byla izloßena v fftoæ rabote, no uße dlØ kongruffnc-gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ. Rabota [4] napisana dlØ gruppy Γ_0(q) bez mul~tiplikatora, no ona perenositsØ i na sluqaæ gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ. V fftom sluqae obobwennye summy Kloostermana (1.5)^a i (2.2) s usloviem

(m, q) = (M, q) = 1 zamenØ¸tsØ analogiqnymi summami Sal~e.

Poloßiv v fftoæ sheme q = 4 poluqim rexenie klassiqeskoæ problemy kruga.

Dalee zametim, qto ostatok ^R(Y ) v pravoæ qasti (3.3) moßno ocenit~, pol~zuØs~ tol~ko ukoroqennymi funkcional~nymi uravneniØmi. No v fftom sluqae ocenka ostatka ne budet optimal~noæ po parametru Y iz intervala (3.2). �tot interval pridetsØ umen~xit~ do razmera (1 < Y < √ N ), qto suwestvenno usloßnit sqet pri rexenii problemy. Qtoby poluqit~ Y v intervale ( √ N < Y < N ) nado vospol~zovat~sØ spektral~nym raz-

loßeniem i dlØ ocenki ostatka ^R(Y ) v (3.3). DlØ fftogo sleduet zametit~, qto ostatok v (3.3) ØvlØetsØ summoæ ostatkov, usrednennyh po c iz ravenstv (2.11) i (2.16), kotorye, v svo¸ oqered~, svodØtsØ k ostatku (2.8)^a pri fiksirovannom c. �tot ostatok moßno razloßit~ po vyqetam v pol¸sah funkcii Γ(s) v levoæ poluploskosti, sdvinuv kontur (2.8)^a vlevo na beskoneqnost~: r(c, m) = ζ(0, α) + ∞∑ n=1 (−1)^n n! ( c N )_n ζ(−n, α), (7.7) gde α =^m_c .

V fftom sluqae ostatki (2.11) i (2.16) takße razlaga¸tsØ v rØdy vida:

R(c) = R_0(c) + ∞∑ n=1 (−1)^n n! ( c N )_n · R_n(c), (7.8)

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII 43 gde R_n(c) = c∑ m=1 ζ ( − n, m c ) ζ_±(c). (7.9)

Ispol~zuØ Øvnyæ vid (6.22) dlØ ζ(0, α) moßno poluqit~ Øvnyæ vid vseh ostal~nyh ζ(−n, α) pri n ¿ 1. Oni budut polinomami stepeni (n + 1) ot ζ(0, α). Ih Øvnyæ vid pozvolØet razloßit~ ostatok srednego (7.9) po spektru i poluqit~ dlØ parametra Y optimal~noe znaqenie, kotoroe opredelØetsØ ravenstvom:

Y = N^{2/3}. (7.10)

Takoe znaqenie parametra Y suwestvenno uprowaet vs¸ tehniqesku¸ qast~ rexeniØ problemy kruga i toqek pod giperboloæ.

Otmetim, qto pri real~nom sqete dostatoqno ispol~zovat~ spektral~noe razloßenie tol~ko dlØ pervyh dvuh slagaemyh rØda (7.8), t.e. pri n = 0, 1. DlØ vseh ostal~nyh slagaemyh (n ¿ 2) rØda (7.8) hvataet ocenok, kotorye sledu¸t iz ukoroqennyh funkcional~nyh uravneniæ. Drugimi slovami, kontur (2.8)^a dostatoqno sdvinut~ vlevo na prØmu¸ Re s = −2.

Nakonec otmetim ewe odnu detal~, dopolnØ¸wu¸ ravenstvo (7.10). Req~ idet ob osnovnom parametre X v probleme kruga i toqek pod giperboloæ. V pervom sluqae X = r^2, gde r – radius kruga, v kotorom my rabotaem:

a^2 + b^2 6 r^2. (7.11)

Vo vtorom sluqae X – parametr giperboly, pod kotoroæ my rabotem:

a · b 6 X. (7.12)

V odnom i drugom sluqaØh meßdu parametrom N iz ravenstva (7.10) i parametrom X suwestvuet optimal~naØ zavisimost~:

N = X^{3/4}. (7.13)

Ravenstva (7.10) i (7.13) da¸t nam tranzitivnoe optimal~noe ravenstvo meßdu tremØ osnovnymi parametrami v kaßdoæ iz fftih problem:

Y = N^{2/3} = √ X. (7.14)

44 A. I. VINOGRADOV

Literatura

1. A. I. Vinogradov, a) Toqki pod giperboloæ i problema kruga. Spektral~- nyæ podhod. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 63–76. v) Binarnye zadaqi. Spektral~nyæ podhod. II, III — Zap. nauqn. semin. POMI 251 (1998), 178–194, 195–215.

2. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function. — Oxford (1951).

Russkiæ perevod: I. L., Moskva (1953) 3. R. M. Kaufman, Ob ukoroqennom uravnenii A. F. Lavrika. — Zap. nauqn.

semin. POMI 76 (1978), 124–159.

4. V. Bykovsky, N. Kuznetsov, A. Vinogradov, Generalized summation formula for

ingomogenious convolution. — in: International Conference Automorphic Functions and Their Applications, Khabarovsk, 27 June–4 Jule 1988, pp. 18–64.

5. H. Bateman, A. Erdelyi, Higher Trancendental Functions. Vol. 2 (1953). 6. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. I. Summa summ Kloostermana. — Mat. sb. 3, No. 3 (1980), 334–383.

Vinogradov A. I. A generalized square of the zeta function. The spectral decomposition.

The spectral decomposition for the square of the classical Riemann zeta function ζ^2(s) is generalized to the case of the product of two such functions ζ(s_1) · ζ(s_2) of different arguments.

Postupilo 20 oktØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN