Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

E. A. Sopkina

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn, SODERȷAWIH RASWEPIMY` MAKSIMAL^NY` TOR

1. Vvedenie

OsnovnaØ cel~ dannoæ raboty – klassifikaciØ gruppovyh podshem GL_n, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor, nad proizvol~nym polem.

Blizkie voprosy izuqalis~ v bol~xom cikle rabot, inogda daße v bolee obwih kontekstah. A imenno, pust~ G – raswepimaØ reduktivnaØ gruppa nad polem k, B – borelevskaØ podgruppa v neæ, T – raswepimyæ maksimal~nyæ tor.

V 1956 godu M. Lazar opisal vse podgruppy v B nad algebraiqeski zamknutym polem, normalizuemye T . V 1964 godu A. Borel~ i ȷ. Tits opisali (sm. [4]) vse svØznye zamknutye podgruppy v G, normalizuemye T , po-preßnemu v predpoloßenii, qto pole k algebraiqeski zamknuto.

V dal~neæxem rØd avtorov rassmatrivali vozmoßnye obobweniØ fftih rezul~tatov na sluqaæ proizvol~nogo polØ ili daße polulokal~nyh kolec. Tak, v 1976 godu Z. I. Boreviq v predpoloßenii, qto |k| ¿ 7, dokazal, qto vse abstraktnye promeßutoqnye podgruppy v GL_n(k), soderßawie gruppu diagonal~nyh matric, ØvlØ¸tsØ algebraiqeskimi. V rabotah Z. I. Boreviqa i N. A. Vavilova 1977–1981 godov (sm. naprimer, [1]) ffti rezul~- taty byli pereneseny na poqti proizvol~nye polulokal~nye kol~ca. Pri fftom, koneqno, polinomial~nye uravneniØ, opredelØ¸wie promeßutoqnye podgruppy, byli zameneny na sravneniØ po modulØm sistem soglasovannyh idealov.

Parallel~no v 1979 godu G. Zeætc poluqil opisanie abstraktnyh podgrupp, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor, v gruppah toqek grupp Xevalle nad koneqnym polem. V dal~neæxem v rabotah N. A. Vavilova, E. V. Dybkovoæ i O. Kin-

NastoØwaØ rabota vypolnena v ramkah proekta INTAS 03-51-3251. 281

282 E. A. SOPKINA ga ffti rezul~taty byli pereneseny vnaqale na drugie klassiqeskie gruppy nad proizvol~nym polem i kommutativnymi polulokal~nymi kol~cami, a zatem i na iskl¸qitel~nye gruppy Xevalle nad beskoneqnymi polØmi. Podrobnyæ obzor i obxirnaØ bibliografiØ po fftoæ tematike privedeny v rabotah N. A. Vavilova [2] i [6].

V poslednie gody interes k fftoæ tematike snova oßivilsØ v svØzi s tem, qto vo-pervyh, bylo predloßeno neskol~ko novyh konceptual~nyh dokazatel~stv teoremy Boreviqa (A. V. ˚kovlev – A. A. Panin, N. A. Vavilov – M. ı. Mitrofanov). A vo-vtoryh, E. V. Dybkovoæ udalos~ poluqit~ nekommutativnye analogi fftoæ teoremy v kontekste bakovskih unitarnyh grupp.

V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ obobwenie teoremy BorelØ–Titsa v drugom napravlenii. A imenno, my poluqaem polnoe opisanie promeßutoqnyh gruppovyh podshem GL_n.

Soglasno teoreme Kart~e (sm. naprimer, v knige [7] 11.4), nad polem harakteristiki nol~ vse gruppovye shemy privedeny. V fftom sluqae klassifikaciØ svØznyh gruppovyh nadshem tora v reduktivnyh gruppah sleduet iz klassifikacii zamknutyh svØznyh (v topologii Zariskogo) nadgrupp tora nad algebraiqeski zamknutym polem, kotoraØ prodelana v klassiqeskoæ rabote A. BorelØ i ȷ. Titsa [4]. V harakteristike nol~ svØznye podshemy parametrizu¸tsØ kvazi-zamknutymi mnoßestvami.

Sluqaæ polØ poloßitel~noæ harakteristiki sloßnee, v fftom sluqae shem znaqitel~no bol~xe. Podshemy reduktivnyh grupp izuqalis~ v rabotah K. VencelØ [8, 9] i F. Knopa [5]. Odnoæ iz osnovnyh motivaciæ pri sozdanii nastoØweæ raboty bylo ßelanie obobwit~ sledu¸wie ih rezul~taty. V stat~e [8] K. Vencel~ klassificiroval vse paraboliqeskie gruppovye podshemy reduktivnyh grupp nad algebraiqeski zamknutym polem s nebol~ximi ograniqeniØmi na harakteristiku. V rabote F. Knopa klassificirovany vse gruppovye podshemy SL_2.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ N. A. Vavilovu za postanovku zadaqi i interes k rabote, a takße vsem uqastnikam seminara “Klassiqeskie gruppy” pod rukovodstvom N. A. Vavilova za poleznye obsußdeniØ.

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 283

2. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov Pervyæ i vaßnyæ xag klassifikacii vseh promeßutoqnyh gruppovyh podshem zakl¸qaetsØ v klassifikacii svØznyh promeßutoqnyh gruppovyh podshem, kotoraØ sostoit v sledu¸wem.

Teorema 1. Pust~ k – pole harakteristiki p > 0, n = l + 1. Suwe-

stvuet kanoniqeskaØ biekciØ meßdu vsemi svØznymi gruppovymi podshemami GL_n, soderßawimi raswepimyæ maksimal~nyæ tor T , i funkciØmi φ : A_l → N ∪ {0, ∞}, udovletvorØ¸wimi neravenstvu

φ(α + β) ¿ min(φ(α), φ(β)). (∗)

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy budet privedeno v paragrafe 4. Osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty – klassifikaciØ vseh promeßutoqnyh gruppovyh podshem. On opiraetsØ na teoremu 1 i zakl¸qaetsØ v sledu¸wem.

Teorema 2. Pust~ k – pole harakteristiki p > 0, n = l + 1. Su-

westvuet kanoniqeskaØ biekciØ meßdu vsemi gruppovymi podshemami GL_n, soderßawimi raswepimyæ maksimal~nyæ tor T , i parami (W, φ), gde funkciØ φ : A_l → N ∪ {0, ∞} udovletvorØet neravenstvu φ(α + β) ¿ min(φ(α), φ(β)), (∗)

i W – nekotoraØ podgruppa gruppy VeælØ W (A_l), soderßawaØ vse otraßeniØ w_α otnositel~no takih korneæ α ∈ A_l, qto φ(α) = φ(−α) = ∞, i normalizu¸waØ funkci¸ φ.

�tot rezul~tat budet dokazan v poslednem paragrafe.

3. OboznaqeniØ i predvaritel~nye zameqaniØ Na protØßenii vseæ raboty my imeem delo tol~ko s affinnymi shemami, pofftomu slovo “affinnaØ” v slovosoqetanii “affinnaØ shema” obyqno opuskaem.

My budem po opredeleni¸ sqitat~, qto x^∞ = 0 dlØ l¸bogo fflementa x proizvol~noæ k-algebry.

3.1. Funkcii φ i gruppa VeælØ W (Al).

Netrudno videt~, qto svoæstvo (∗) vypolneno togda i tol~ko togda, kogda “linii urovnØ” funkcii φ, mnoßestva S_n = {α ∈

A_l : φ(α) ¿ n} ØvlØ¸tsØ zamknutymi mnoßestvami korneæ dlØ

vseh n ot nulØ do beskoneqnosti vkl¸qitel~no.

284 E. A. SOPKINA

Izvestno, qto vse raswepimye maksimal~nye tory v GL_n(k) soprØßeny. Pofftomu vo vseh dal~neæxih rakssußdeniØh my budem sqitat~, qto tor T – ffto gruppa diagonal~nyh matric.

Togda my moßem pisat~ (ij) vmesto α, esli poziciØ (ij) v matrice sootvetstvuet korn¸ α (t.e. pri α = e_i − e_j ). V dannyh oboznaqeniØh sootnoxenie (∗) moßno perepisat~ v vide φ(ij) ¿ min(φ(il), φ(lj)) (∗∗) dlØ vseh razliqnyh i, j i l ot 1 do n. Krome togo, my budem sqitat~ φ(ii) = ∞. Pri takom doopredelenii neravenstvo (∗∗) vypolnØetsØ dlØ l¸boæ troæki qisel i, j i l ot 1 do n.

My budem otoßdestvlØt~ gruppu VeælØ W (A_l) sistemy korneæ

A_l, gruppu vseh perestanovok qisel ot 1 do n i podgruppu matric,

soderßawih rovno odnu edinicu v kaßdoæ stroke i v kaßdom stolbce i nuli na vseh ostal~nyh mestah, v gruppe GL_n(R) dlØ l¸boæ k-algebry R.

Pri fftom perestanovke w, perevodØweæ fflementy 1, 2, . . . n v sootvetstvenno w(1), w(2), . . . w(n), budut otveqat~ fflement gruppy VeælØ, perevodØwiæ koren~ (ij) koren~ (w(i), w(j)), a takße matrica, v kotoroæ na mestah (w(i), i) stoØt edinicy, a na ostal~- nyh mestah stoØt nuli.

Gruppa W (A_l) deæstvuet na mnoßestve funkciæ φ : A_l → N ∪

{0, ∞}, udovletvorØ¸wih (∗), posredstvom φ^w(α) = φ(w(α)), ili,

v drugih oboznaqeniØh, φ^w(ij) = φ(w(i), w(j)).

3.2. Podgruppy UΣ, VΣ i LΣ.

Oboznaqim, v sootvetstvii s rabotoæ [8], qerez x_β gomomorfizm, otobraßa¸wiæ additivnu¸ gruppu G_a v podgruppu fflementarnyh transvekciæ v GL_n, otveqa¸wih korn¸ β.

Pust~ Σ – paraboliqeskoe mnoßestvo korneæ. My budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ podgrupp GL_n(k) i sootvetstvu¸wih im podshem. Gruppa L_Σ opredelØetsØ uravneniØmi

{x_{ij} = 0 pri (ij) /∈ Σ^r}, gruppa U_Σ opredelØetsØ uravneniØmi {x_{ll} = 1; x_{ij} = 0 pri (ij) /∈ Σ^u}, a gruppa V_Σ opredelØetsØ uravne-

niØmi {x_{ll} = 1; x_{ij} = 0 pri (ij) ∈ Σ}.

Otmetim, qto L_Σ = G(Σ^r) – gruppa bloqno-diagonal~nyh matric, gde bloki sootvetstvu¸t razloßeni¸ Σ^r v summu neprivodimyh podsistem. Gruppy U_Σ i V_Σ poroßdeny transvekciØmi, otveqa¸wimi kornØm iz Σ^u i A_l\Σ sootvetstvenno.

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 285

4. Dokazatel~stvo teoremy 1

NastoØwiæ paragraf celikom posvØwen dokazatel~stvu teoremy 1.

4.1. Opredelenie gruppovoæ shemy Gφ.

Opredelim shemu G_φ, sootvetstvu¸wu¸ funkcii φ. �to shema, predstavlennaØ k[G_φ] = k[x_{11}, . . . , x_{nn}, t]/(tdet(x_{ij}) = 1, x^{pφ(ij)}_{ij} = 0). UbedimsØ, qto opredelennaØ takim obrazom shema G_φ udovletvorØet uslovi¸ teoremy 1.

Lemma 1. Shema Gφ ØvlØetsØ svØznoæ gruppovoæ podshemoæ GLn,

soderßaweæ tor T .

Dokazatel~stvo. DlØ togo, qtoby ubedit~sØ, qto algebra k[Gφ]

ØvlØetsØ faktoralgebroæ Hopfa (t.e. qto ona predstavlØet gruppovu¸ podshemu GL_n), dostatoqno proverit~, qto I_φ = (x^{pφ(ij)}_{ij} ) – hopfov ideal v k[GL_n] = k[x_{11}, . . . , x_{nn}, t]/(tdet(x_{ij}) = 1). �to deæstvitel~no hopfov ideal, tak kak Δ(x^{pφ(ij)}_{ij} ) = n∑ l=1 x^{pφ(ij)}_{il} ⊗ x^{pφ(ij)}_{lj} ,

σ(x^{pφ(ij)}_{ij} ) = t ∑ τ (−1)^{sign(τ)}x^{pφ(ij)}_{1τ(1)} . . . “x^{pφ(ij)}_{jτ(j)} . . . x^{pφ(ij)}_{nτ(n)}, gde summa beretsØ po vsem takim perestanovkam τ , qto τ (j) = i, ε(x^{pφ(ij)}_{ij} ) = 0, i iz sootnoxeniØ (∗∗) sleduet, qto

Δ(I_φ) ⊂ I_φ ⊗ k[GL_n] + k[GL_n] ⊗ I_φ,

σ(I_φ) ⊂ I_φ i ε(I_φ) = 0.

Proverim, qto shema G_φ svØzna. Soglasno utverßdeniØm 6.8 i 6.5 knigi [7], dostatoqno pokazat~, qto privedennaØ shema

((G_φ)_{red})_k nad algebraiqeskim zamykaniem polØ k svØzna. No

poslednØØ shema poluqena iz svØznoæ algebraiqeskoæ gruppy

G(S_∞), i potomu svØzna.

To, qto G_φ soderßit tor T , oqevidno.

286 E. A. SOPKINA

4.2. RedukciØ k sluqa¸ algebraiqeski zamknutogo polØ.

Teper~, qtoby dokazat~ teoremu 1, nam dostatoqno proverit~, qto kaßdaØ svØznaØ gruppovaØ podshema G v GL_n, soderßawaØ T , sovpadaet so shemoæ G_φ dlØ nekotoroæ funkcii φ, udovletvorØ- ¸weæ neravenstvu (∗).

Izvestno (sm. [7] 15.3), qto vse gruppovye podshemy dannoæ gruppovoæ shemy ØvlØ¸tsØ zamknutymi podshemami. Pust~

A = k[G] – algebra Hopfa, predstavlØ¸waØ G. Sformuliruem

utverßdenie, kotoroe nam ostalos~ dokazat~, na Øzyke algebr Hopfa.

Pereformulirovka. Pust~ algebra A predstavlØet svØznu¸

gruppovu¸ shemu nad polem k i

k[GL_n] ı A ı k[T ], (⋆)

gde algebra k[GL_n] = k[x_{11}, . . . , x_{nn}, t]/(tdet(x_{ij}) = 1) predstavlØet GL_n, a algebra k[T ] = k[x_{11}, . . ., x_{nn}, t]/(tdet(x_{ij}) = 1, x_{ij} = 0 pri i ≠ j) predctavlØet ee gruppovu¸ podshemu T diagonal~nyh matric. Togda algebra A sovpadaet s algebroæ

k[x_{11}, . . . , x_{nn}, t]/(tdet(x_{ij}) = 1, x^{pφ(ij)}_{ij} = 0) dlØ nekotoroæ funkcii

φ, udovletvorØ¸wimi neravenstvu (∗).

Pri rasxirenii osnovnogo polØ k do algebraiqeskogo zamykaniØ k svoæstvo (⋆), oqevidno, sohranØetsØ. Bolee togo, esli A predstavlØet svØznu¸ gruppovu¸ shemu, to A ⊗ k toße (sm. [7] 6.5).

Predpoloßim teper~, qto teorema 1 dokazana v sluqae algebraiqeski zamknutogo polØ. Dokazatel~stvo v obwem sluqae vytekaet togda iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 2. Pust~ G i G^′ – zamknutye podshemy nekotoroæ alge-

braiqeskoæ afinnoæ shemy H nad polem k. Esli shemy G_k i G^′_k sovpada¸t kak podshemy H_k nad algebraiqeskim zamykaniem k, to i shemy G i G^′ sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. Pust~ shema H predstavlena algebroæ k[H], a

podshemy G i G^′ predstavleny algebrami k[H]/I i k[H]/I^′ dlØ nekotoryh idealov I i I^′ sootvetstvenno. Togda shema G_k predstavlena algebroæ k ⊗ (k[H]/I) = k[H]/k[H]I, i analogiqno shema

G^′_k predstavlena algebroæ k[H]/k[H]I^′. Poskol~ku podshemy G_k

i G^′_k sovpada¸t, my poluqaem k[H]I = k[H]I^′. Ots¸da I = k[H] ∩ k[H]I = k[H] ∩ k[H]I^′ = I^′,

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 287 poskol~ku vloßenie k[H] → k[H] strogo ploskoe.

�ta lemma budet ispol~zovana takße v paragrafe 5 dlØ svedeniØ teoremy 2 k sluqa¸, kogda pole k algebraiqeski zamknuto.

NaqinaØ s fftogo mesta i do konca paragrafa my predpolagaem pole k algebraiqeski zamknutym.

4.3. PrivedennaØ podshema.

Pust~ G – shema, udovletvorØ¸waØ predpoloßeniØm teoremy 1. Rassmotrim privedennu¸ podshemu G_{red}. Izvestno, qto privedennaØ podshema gruppovoæ shemy nad soverxennym (v tom qisle nad algebraiqeski zamknutym) polem ØvlØetsØ gruppovoæ (sm. [7] Ex. 6.3), i qto privedennaØ podshema svØznoæ gruppovoæ shemy svØzna (sm. [7] 6.8). Takim obrazom, G_{red} – privedennaØ svØznaØ gruppovaØ podshema GL_n, soderßawaØ tor T , nad algebraiqeski zamknutym polem.

Vse takie shemy, soglasno [7] 4.5, sootvetstvu¸t zamknutym svØznym (v topologii Zariskogo) podgruppam GL_n(k), soderßawim gruppu diagonal~nyh matric. Soglasno rezul~tatam raboty [4], naædetsØ zamknutoe mnoßestvo korneæ S v

A_l takoe, qto G_{red} = G(S). To est~, my imeem k[G_{red}] = k[x_{11}, . . . , x_{nn}, t]/(tdet(x_{ij}) = 1, x_{ij} = 0 pri (ij) /∈ S). Krome togo, v sisteme korneæ A_l moßno vybrat~ takoe paraboliqeskoe zamknutoe mnoßestvo Σ, qto S ⊂ Σ i S^r = Σ^r. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto Σ ⊃ A^+_l , t.e. qto Σ soderßit vse korni, sootvetstvu¸wie poziciØm vyxe diagonali v matrice.

4.4. Razloßenie tipa Gaussa.

Lemma 3. V predpoloßeniØh predyduwego punkta G – zamknutaØ

podshema v U_ΣL_ΣV_Σ.

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, proizvedenie UΣLΣVΣ v deæ-

stvitel~nosti ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem U_Σ, L_Σ i V_Σ kak affinnyh shem, i k[U_ΣL_ΣV_Σ] = k[GL_n]_f , gde mnogoqlen f – proizvedenie glavnyh minorov, prilega¸wih k pravomu nißnemu uglu i soderßawih tol~ko celye bloki, sootvetstvu¸wie razloßeni¸ Σ^r v summu neprivodimyh podsistem.

Takim obrazom, nam dostatoqno postroit~ sootvetstvu¸wee otobraßenie k[GL_n]_f ı k[G].

My imeem otobraßenie k[GL_n] ı k[G], otveqa¸wee vloßeni¸ shemy G v GL_n, i otobraßenie k[G] ı k[G_{red}], otveqa¸wee vloßeni¸ shemy G v GL_n. Oqevidno, G_{red} = G(S) – podshema v sheme

288 E. A. SOPKINA

G(Σ) = U_ΣL_Σ, kotoraØ, v svo¸ oqered~, ØvlØetsØ podshemoæ v U_ΣL_ΣV_Σ. �tomu vloßeni¸ shemy G_{red} v shemu U_ΣL_ΣV_Σ otveqaet

otobraßenie k[GL_n]_f ı k[G]/ Nil(k[G]). Takim obrazom, my imeem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu: k[GL_n] −−−→→ k[G] T k[GL_n]_f −−−→→ k[G]/ Nil(k[G]). DlØ postroeniØ trebuemogo otobraßeniØ nam dostatoqno proverit~, qto obraz mnogoqlena f pri otobraßenii k[GL_n] ı k[G] obratim. No iz kommutativnosti posledneæ diagrammy sleduet, qto obraz f pri skvoznom otobraßenii k[GL_n] ı k[G] ı

k[G]/ Nil(k[G]) = k[G_{red}] obratim, a znaqit, on obratim ewe v k[G],

t.k. faktorizaciØ po nil~radikalu ne vliØet na obratimost~.

4.5. Kul~minaciØ.

Lemma 4. V predpoloßeniØh punkta 4.3 vypolneno ravenstvo

G = (U_Σ ∩ G)L_Σ(V_Σ ∩ G).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸boæ kommu-

tativnoæ k-algebry R s ediniceæ spravedlivo ravenstvo

G(R) = (U_Σ ∩ G)(R) · L_Σ(R) · (V_Σ ∩ G)(R).

PravaØ qast~ fftogo ravenstva, oqevidno, soderßitsØ v levoæ, t.k. soderßitsØ kaßdyæ iz somnoßiteleæ. Pofftomu dostatoqno dokazat~ lix~ obratnoe vkl¸qenie.

Po lemme 3 kaßdyæ fflement x gruppy G(R) predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ udv, gde u ∈ U_Σ(R), d ∈ L_Σ(R), a v ∈ V_Σ(R). Bolee togo, my moßem utverßdat~, qto v ∈ V_Σ(Nil(R)), poskol~ku

G_{red} = G(S) ⊂ G(Σ) = U_ΣL_Σ.

My znaem, qto L_Σ – podshema v G, pofftomu d ∈ G(R). Sledovatel~no, fflement y = d^{−1}x leßit v gruppe G(R) i predstavlØetsØ v vide u^′v, gde u^′ = d^{−1}ud ∈ U_Σ(R) ⊂ U (R) i v ∈ V_Σ(Nil(R)) ⊂

V (Nil(R)).

Primenim k fftoæ situacii sledu¸wu¸ teoremu 1 iz stat~i [3]. (V oboznaqeniØh raboty [3] B(J) – podgruppa GL_n, sostoØwaØ iz matric, pod diagonal~¸ kotoryh stoØt fflementy iz radikala Dßekobsona J; D – gruppa diagonal~nyh matric.)

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 289

Teorema. Predpoloßim, R – kommutativnoe kol~co, poroßden-

noe gruppoæ svoih obratimyh fflementov R^∗, i suwestvu¸t dve edinicy ε, η ∈ R^∗ takie qto ε − 1, η − 1, ε − η, εη − 1 takße obratimy. Esli matrica x ∈ B(J) predstavlena v vide x = udv, gde u ∈ U, d ∈ D, v ∈ V (J), to u i v soderßatsØ v gruppe ⟨D, xDx^{−1}⟩, poroßdennoæ D i xDx^{−1}.

V rassmatrivaemoæ nami situacii uslovie suwestvovaniØ fflementov ε i η vypolneno, tak kak kol~co R soderßit v kaqestve podkol~ca beskoneqnoe pole k. Uslovie ße o tom, qto kol~co R dolßno poroßdat~sØ kak gruppa svoimi obratimymi fflementami, obwee dlØ teorem 1, 2 i 3 raboty [3], ne ispol~zuetsØ pri dokazatel~stve teoremy 1 raboty [3], i ØvlØetsØ v dannoæ situacii lixnim. Takim obrazom, utverßdenie teoremy 1 [3], vypolneno, tak qto matricy v, u^′, a sledovatel~no, i u leßat v G(R), qto i trebovalos~.

4.6. Postroenie funkcii φ.

Izvestno, qto U_Σ = ∏ β∈Σ^u x_β (G_a) i V_Σ = ∏ β∈A_l \Σ x_β(G_a), gde porØ-

dok somnoßiteleæ soglasovan s vysotoæ korneæ, priqem proizvedeniØ v deæstvitel~nosti sut~ prØmye proizvedeniØ affinnyh shem. Ispol~zuØ utverßdeniØ 7 i 8 raboty [8], poluqaem

U_Σ ∩ G = ∏ β∈Σ^u (x_β(G_a) ∩ G), V_Σ ∩ G = ∏ β∈A_l \Σ (x_β (G_a) ∩ G).

Takim obrazom, my imeem G = ∏ β∈Σ^u (x_β (G_a) ∩ G) · L_Σ · ∏ β∈A_l \Σ (x_β(G_a) ∩ G) =

= ∏ β∈Σ^u x_β(α_pφ(β) ) · L_Σ · ∏ β∈A_l \Σ x_β(α_pφ(β) )

dlØ nekotoryh znaqeniæ φ(β), poskol~ku α_pn – vse vozmoßnye svØznye gruppovye podshemy G_a. Poslednee ravenstvo opredelØet znaqeniØ funkcii φ na kornØh iz Σ^u i A_l\Σ. Na ostavxihsØ kornØh, obrazu¸wih mnoßestvo Σ^r, opredelim znaqeniØ φ ravnymi beskoneqnosti.

290 E. A. SOPKINA

4.7. Poslednie proverki.

Lemma 5. PostroennaØ v predyduwem punkte funkciØ φ udovle-

tvorØet svoæstvu (∗) i G = G_φ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nye korni α i β iz Al,

summa kotoryh takße ØvlØetsØ kornem, i pokaßem, qto dlØ nih vypolneno neravenstvo (∗). Voz~mem v kaqestve k-algebry R algebru k[a, b]/(a^{pφ(α)} , b^{pφ(β)} ). Oqevidno, x_α(a) i x_β(b) leßat v G(R). Tak kak G(R) — gruppa, kommutator [x_α(a), x_β(b)] = x_{α+β} (±ab) leßit v G(R). Ots¸da (ab)^{pφ(α+β)} = 0, i neravenstvo (∗) vypolneno.

Ostalos~ proverit~, qto G = G_φ. Iz punkta 4.6 nam izvestno, qto G = ∏ β∈A^+_l \Σ^r x_β(α_pφ(β) ) · L_Σ · ∏ β∈A�_{l \Σ}r x_β(α_pφ(β) ). Zametim, qto k sheme G_φ primenimy lemma 4, a takße utverßdeniØ 7 i 8 raboty [8] (potomu qto G_φ svØzna, (G_φ) red takße ØvlØetsØ podshemoæ G_Σ i L_Σ leßit v G_φ). To est~,

G_φ = ∏ β∈A^+_l \Σ^r x_β(α_pψ(β) ) · L_Σ · ∏ β∈A�_{l \Σ}r x_β (α_pψ(β) )

dlØ nekotoroæ funkcii ψ. Dostatoqno pokazat~, qto φ = ψ. Iz poslednego razloßeniØ vidno, qto ψ(β) ¿ n v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda x_β(α_pn ) – zamknutaØ podshema G_φ. A iz opredeleniØ G_φ, toqnee, iz opredeleniØ predstavlØ¸weæ ee algebry Hopfa v punkte 4.1, vidno, qto x_β(α_pn ) – zamknutaØ podshema G_φ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda φ(β) ¿ n. Ots¸da my poluqaem φ = ψ.

�ta lemma zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1.

5. Vyqislenie normalizatora

NastoØwiæ paragraf celikom posvØwen dokazatel~stvu teoremy 2.

5.1. RedukciØ k sluqa¸ algebraiqeski zamknutogo polØ.

Pokaßem, qto nam dostatoqno klassificirovat~ shemy nad algebraiqeski zamknutym polem. Deæstvitel~no, esli G – gruppovaØ podshema GL_n, soderßawaØ T , to G_k – takaØ ße gruppovaØ

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 291 shema. Soglasno lemme 2, po sheme G_k shema G opredelØetsØ odnoznaqno. Takim obrazom, zaverxiv klassifikaci¸ shem nad algebraiqeski zamknutym polem, nam dostatoqno budet ubedit~sØ, qto vse postroennye nami v kaqestve otveta gruppovye shemy opredeleny nad ishodnym men~xim polem k. Pofftomu vs¸du v fftom paragrafe, krome punktov 5.5, 5.6 i 5.7, v kotoryh proizvoditsØ postroenie shem G_{W φ}, my sqitaem pole k algebraiqeski zamknutym.

5.2. Postroenie funkcii φ i gruppy W .

Rassmotrim proizvol~nu¸ (ne obØzatel~no svØznu¸) gruppovu¸ podshemu G v GL_n, soderßawu¸ T . Kak izvestno (sm. [7] 6.7), komponenta svØznosti edinicy G^0 ØvlØetsØ svØznoæ gruppovoæ podshemoæ G. Krome togo, G^0 – normal~nyæ delitel~ G (po [7] 6.7), i G^0 soderßit T (t.k. tor T svØzen). Pofftomu po teoreme 1 my imeem G^0 = G_φ dlØ nekotoroæ funkcii φ. Opredelim gruppu W kak pereseqenie grupp G(k) i W (A_l).

Lemma 6. DlØ opredelennoæ takim obrazom pary (W, φ) vypolne-

no G(k) = W G_φ(k).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim toqki shemy G nad osnovnym po-

lem k. Pust~ g ∈ G(k). Togda g^{−1}T (k)g – raswepimyæ maksimal~- nyæ tor, priqem tak kak G^0(k) normal~na v G(k), tor g^{−1}T (k)g soderßitsØ v G_φ(k). Vse maksimal~nye raswepimye tory soprØßeny v algebraiqeskoæ gruppe G_φ(k) nad algebraiqeski zamknutym polem k (sm. [7] 10.5), pofftomu naædetsØ fflement h v G_φ(k) takoæ, qto h^{−1}g^{−1}T (k)gh = T (k), otkuda gh soderßitsØ v normalizatore tora N_T (k) = W (A_l)T (k). To est~ gh = wt, gde w ∈ W (A_l) i

t ∈ T (k). Takim obrazom, l¸boæ fflement g iz G(k) predstavlØet-

sØ v vide proizvedeniØ wu, gde w ∈ W (A_l) i u = th^{−1} ∈ G_φ(k). To est~ G(k) ⊂ W (A_l)G_φ(k) i G(k) = W G_φ(k), gde W = G(k) ∩ W (A_l), qto i trebovalos~.

5.3. Svoæstva postroennoæ pary (W, φ).

Lemma 7. PostroennaØ v predyduwem punkte para (W, φ) udo-

vletvorØet usloviØm teoremy 2, a imenno, funkciØ φ : A_l →

N ∪ {0, ∞} udovletvorØet neravenstvu_{φ(α + β) ¿ min(φ(α), φ(β)), (∗)}

a W soderßit vse otraßeniØ w_α otnositel~no takih korneæ α ∈ A_l, qto φ(α) = φ(−α) = ∞, i normalizuet funkci¸ φ.

292 E. A. SOPKINA

Dokazatel~stvo. Oqevidno, postroennaØ v predyduwem punkte

funkciØ φ udovletvorØet svoæstvu (∗), a gruppa W soderßit vse perestanovki W ∩ G_φ(k) = W (S^r_∞).

Proverim teper~, qto W normalizuet φ. Zametim sperva, qto W – zamknutaØ podgruppa v GL_n, a potomu my moßem rassmotret~ sootvetstvu¸wee eæ kol~co regulØrnyh funkciæ k[W ], ØvlØ¸weesØ algebroæ Hopfa, i affinnu¸ gruppovu¸ shemu, kotoru¸ oboznaqim [W ]. My znaem, qto W – zamknutaØ podgruppa

G(k) = G_{red}(k), i poskol~ku nad algebraiqeski zamknutym polem

privedennaØ shema opredelØetsØ svoim znaqeniem na osnovnom pole (sm. [7] 4.4 i 4.5), my imeem s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm algebr Hopfa k[G] ı k[G_{red}] ı k[W ], t.e. [W ] – zamknutaØ podshema G.

Rassmotrim znaqeniØ shem [W ] i G na proizvol~noæ k-algebre R. Oqevidno, vse matricy perestanovok, leßavxie v gruppe W , leßat i v [W ](R). Sledovatel~no, oni leßat i v gruppe G(R) i normalizu¸t podgruppu G_φ(R). No zametim, qto dlØ l¸boæ matricy perestanovki w ∈ W spravedlivo G_φ(R) = w^{−1}G_φ(R)w =

G_φw (R). Poskol~ku ffto verno dlØ l¸boæ k-algebry R, my za-

kl¸qaem, qto G_φ = G_φw , i φ = φ^w, t.e. w normalizuet φ, qto i trebovalos~.

5.4. Edinstvennost~.

Lemma 8. PostroennaØ v punkte 5.2 para (φ, W ) odnoznaqno opre-

delØet ishodnu¸ gruppovu¸ shemu G.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto naædetsØ ewe odna gruppo-

vaØ shema G^′ s takoæ ße komponentoæ svØznosti G_φ i podgruppoæ perestanovok W = G^′(k) ∩ W (A_l). Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto odna iz fftih gruppovyh shem (skaßem, G^′) soderßitsØ v drugoæ. Deæstvitel~no, pereseqenie fftih dvuh podshem budet po-preßnemu imet~ komponentu svØznosti G_φ i podgruppu perestanovok W = (G^′(k) ∩ G(k)) ∩ W (A_l).

Po lemme 6 my imeem G(k) = W G_φ(k) = G^′(k). Ots¸da, poskol~ku pole k algebraiqeski zamknuto, G_{red} = G^′_{red} i π_0G =

π_0G_{red} = π_0G^′_{red} = π_0G^′.

Krome togo, izvestno, qto nad algebraiqeski zamknutym polem otobraßenie G −→ π_G s¸r¨ektivno na toqkah. Pofftomu dlØ l¸boæ k-algebry R my imeem G_φ(R) → G^′(R) → G(R) ı π_0G(R),

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 293 to est~ podgruppa G^′(R) v gruppe G(R) pri otobraßenii G(R) ı

π_0G(R) s¸r¨ektivno otobraetsØ na obraz π_0G(R) i soderßit

Ødro G_φ(R) fftogo otobraßeniØ. Ots¸da gruppy G(R) i G^′(R) sovpada¸t, a v silu proizvol~nosti k-algebry R, sovpada¸t i shemy G i G^′.

5.5. Shema [W ] normalizuet Gφ.

S fftogo punkta my naqinaem postroenie gruppovoæ shemy

G_{W φ}, sootvetstvu¸weæ dannoæ pare (W, φ), i proverku togo, qto

ffto i est~ trebuemaØ shema.

V fftom i sledu¸wem punktah, neobhodimyh dlØ opredeleniØ gruppovoæ shemy G_{W φ}, my ne predpolagaem pole k algebraiqeski zamknutym. Netrudno prosledit~, qto predlagaemaØ niße konstrukciØ invariantna otnositel~no rasxireniØ osnovnogo polØ.

DlØ postoeniØ nam potrebuetsØ sledu¸wiæ fakt, kotoryæ my budem proverØt~ na protØßenii nastoØwego punkta.

Lemma 9. Esli podgruppa W gruppy VeælØ W (Al) normalizuet

funkci¸ φ, to sootvetstvu¸waØ gruppe W podshema [W ] v GL_n normalizuet shemu G_φ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim znaqeniØ fftih shem na proizvol~-

noæ k-algebre R i pokaßem, qto [W ](R) normalizuet G_φ(R).

Zametim sperva, qto vse fflementy [W ](R) udovletvorØ¸t tem ße algebraiqeskim uravneniØm, qto i fflementy podgruppy W v

GL_n(k). A imenno, uravneniØm x^2_{ij} = x_{ij} dlØ vseh par (i, j), urav-

neniØm x_{ij}x_{lj} = 0 i x_{ij}x_{il} = 0 dlØ vseh troek (i, j, l) s i ≠ j i urav-

neniØm^n ∑ i=1 x_{ij} =^n ∑ i=1 x_{ji} = 1 dlØ vseh i (takim uravneniØm udovle-

tvorØ¸t vse fflementy gruppy VeælØ W (A_l)), a takße nekotorym drugim uravneniØm, vydelØ¸wim podgruppu W v gruppe W (A_l).

Iz fftogo, v qastnosti, sleduet, qto kaßdaØ stroka ili stolbec proizvol~noæ matricy w iz [W ](R) costoit iz poparno ortogonal~nyh idempotentov, v summe da¸wih edinicu. Obratnoæ k takoæ matrice w = (w_{ij})_{i,j} budet, oqevidno, ee transponirovannaØ matrica (w_{ji})_{i,j}.

Rassmotrim proizvol~nu¸ matricu a = (a_{ij} )_{i,j} iz G_φ(R), soprØßem ee matriceæ w, i pokaßem, qto poluqennaØ matrica budet takße leßat~ v G_φ(R), t.e. udovletvorØt~ uravneniØm

294 E. A. SOPKINA

(∗∗). Pri soprØßenii my poluqim matricu ( ∑ l,m w_{il}a_{lm}w_{jm})_{i,j}, po- fftomu sootnoxeniØ, kotorye neobhodimo proverit~, ime¸t vid ( ∑ l,m w_{il}a_{lm}w_{jm})^{pφ(i,j)} = 0. Poskol~ku harakteristika osnovnogo po-

lØ ravna p, my moßem raskryt~ v nih skobki: ∑ l,m w_{il}a^{pφ(i,j)} lm w_{jm} = 0. Zametim, qto proizvedenie w_{il}w_{jm} ravno nul¸ vsegda, za iskl¸qeniem, byt~ moßet, togo sluqaØ, kogda v gruppe W naædetsØ takaØ matrica w^′, qto na ee poziciØh (il) i (jm) odnovremenno stoØt edinicy. Sootvetstvu¸waØ fftoæ matrice perestanovka, kotoru¸ my tak ße budem oboznaqat~ qerez w^′, takova, qto

w^′(i) = l i w^′(j) = m. Tak kak vse fflementy W normalizu¸t

funkci¸ φ, my imeem v fftom sluqae φ(ij) = φ(lm). Iz fftogo my zakl¸qaem, qto esli w_{il}w_{jm} ≠ 0, to φ(ij) = φ(lm), i poskol~- ku matrica a leßit v gruppe G_φ(R), to ee fflement a_{lm} dolßen udovletvorØt~ sootnoxeni¸ a^{pφ(ij)}_{lm} = a^{pφ(lm)}_{lm} = 0. Takim obrazom, vse slagaemye v sootnoxeniØh, kotorye nam neobhodimo bylo proverit~, nulevye.

5.6. Opredelenie gruppovoæ shemy GW φ.

Pust~ W i G_0 – gruppovye podshemy nekotoroæ algebraiqeskoæ gruppovoæ shemy G, priqem shema G_0 svØzna, a shema W fftal~na i normalizuet shemu G_0. Opredelim proizvedenie fftih shem – podshemu W G_0 – kak obraz pri skvoznom otobraßenii

W × G_0 → G × G^{mult}−→ G. DlØ predstavlØ¸wih ffti shemy algebr

Hopfa my budem imet~ sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu: k[G]^Δ−−−−→ k[G] ⊗ k[G]

k[W G_0] −−−−→ k[W ] ⊗ k[G_φ]. Lemma 10. OpredelennaØ takim obrazom shema W G0 ØvlØetsØ

gruppovoæ, priqem ee komponenta svØznosti edinicy W G^0 ravna G_0.

Avtor budet priznatelen tomu, kto ukaßet rabotu, v kotoroæ privedeno dokazatel~stvo fftogo standartnogo fakta.

KLASSIFIKACI˚ GRUPPOVYH PODSHEM GLn 295 Primenim opisannu¸ vyxe konstrukci¸ i lemmu k naxeæ situacii, t.e. k podshemam [W ] i G_φ v GL_n, i oboznaqim proizvedenie fftih shem qerez G_{W φ}. Kak algebra k[W ] izomorfna prØmoæ summe neskol~kih ffkzemplØrov polØ k. Pofftomu my imeem izomorfizm k-algebr k[W ] ⊗ k[G_φ] ≃ ⊕_{w∈W} k[GL_n]/I_{wφ}, gde I_{wφ} = (x^{pφ(ij)}_{w(i)j} ), pri fftom gomomorfizm

k[GL_n] −→ ⊕_{w∈W} k[GL_n]/I_{wφ}

sostoit iz proekcieæ na kaßdoe slagaemoe. Takim obrazom, v naxeæ situacii kommutativnaØ diagramma imeet vid

k[GL_n]^Δ−−−−→ k[GLn] ⊗ k[GL_n]

k[G_{W φ}] −−−−→ k[W ] ⊗ k[G_φ] ≃↓ ≃↓ k[GL_n]/ ⋂ w∈W I_{wφ} −−−−→ ⨁ w∈W k[GL_n]/I_{wφ}.

Itak, podshema G_{W φ} v GL_n, kotoru¸ my sopostavili pare (φ, W ), deæstvitel~no ØvlØetsØ gruppovoæ, soderßit tor T , i ee komponenta svØznosti edinicy sovpadaet s G_φ. DlØ okonqaniØ dokazatel~stva teoremy 2 nam dostatoqno dokazat~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 11. DlØ shemy GW φ spravedlivo W = GW φ(k) ∩ W (Al). Dokazatel~stvo. Kak my znaem,

W (A_l) ¿ W ¿ W (S^r_∞) = W (A_l) ∩ G_φ(k),

otkuda W (A_l) ∩ G_φ(k) = W ∩ G_φ(k). Izvestno, qto G_{W φ}(k) =

(G_{W φ})_{red}(k), pofftomu izuqim privedennu¸ podshemu (G_{W φ})_{red}.

Ona zadaetsØ vnutri GL_n idealom √ ∩_{w∈W} I_{wφ} = ∩_{w∈W} √ I_{wφ}. To est~

podmnogoobrazie (G_{W φ})_{red}(k) v GL_n(k) ØvlØetsØ ob¨edineniem podmnogoobraziæ, opredelØemyh idealami √ I_{wφ} dlØ vseh w ∈ W .

Netrudno ponØt~, qto ffti podmnogoobraziØ – prosto translØcii podmnogoobraziØ (G_φ) red(k) = G_φ(k) na sootvetstvu¸wie fflementy w ∈ W . Inymi slovami, my imeem G_{W φ}(k) = W · G_φ(k).

296 E. A. SOPKINA Ots¸da, uqityvaØ sootnoxenie W (A_l) ∩ G_φ(k) = W ∩ G_φ(k), vidno, qto G_{W φ}(k) ∩ W (A_l) = W .

Literatura

1. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Trudy MIAN SSSR 148 (1978) 43–57.

2. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Trudy Len. Mat. Obw. 1 (1990), 64–109, 245–246.

3. N. A. Vavilov, Razloßenie Br¸a podgrupp, soderßawih gruppu diagonal~- nyh matric. II. — Zap. nauqn. semin. LOMI 114 (1982), 50–61.

4. A. Borel, J. Tits, Groupes réductifs. — Inst. Hautes^´Etudes Sci. Publ. Math. 27

(1965), 55–151.

5. F. Knop, Homogeneous varieties for semisimple groups of rank one. — Compos.

Math. 98 (1995), 77–89.

6. N. Vavilov, Intermediate Subgroups in Chevalley Groups. — London Math. Soc.

Lect. Note Ser., 207 (1993), 233–281.

7. W. C. Waterhouse, Introduction to affine group schemes. New York [u.a.]: Springer,

(1979).

8. C. Wenzel, Classification of all parabolic subgroup-schemes of a reductive linear

algebraic group over an algebraiclly closed field. — Trans. Amer. Math. Soc., 337 (1993), 211–218.

9. C. Wenzel, Rationality of G/P for a nonreduced parabolic subgroup-scheme P . —

Proc. Amer. Math. Soc., 117 (1993), 899–904.

Sopkina E. A. Classitification of group subschemes in GL_n, that contain a split maximal torus.

We describe group subschemes of GL_n over an arbitrary field, that contain a split maximal torus. This is a joint generalization of the papers by Z. I. Borewicz, G. M. Seitz, N. A. Vavilov and others on description of overgroups of maximal torus and the works by Ch. Wenzel on parabolic subschemes.

Postupilo 10 oktØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: sopkina@mathematik.uni-bielefeld.de