Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

A. N. Zinov~ev

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA–HASSE I IVASAVY DL˚ SIMVOLA GIL^BERTA V MNOGOMERNOM POLNOM POLE. II

Vvedenie

DannaØ rabota predstavlØet soboæ neposredstvennoe prodolßenie raboty [1], v kotoroæ dlØ obobwennogo simvola Gil~berta v mnogomernom polnom pole smexannoæ harakteristiki iz Øvnoæ formuly Vostokova, prinadleßaweæ k kummerovu tipu Øvnyh zakonov vzaimnosti, byli vyvedeny obobwennye formuly Artina–Hasse i Ivasavy, kotorye prinadleßat k drugoæ vetvi Øvnyh formul tipa Artina–Hasse. V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ obobwennyæ simvol Gil~berta na mnogomernom polnom pole nulevoæ harakteristiki, pervoe pole vyqetov kotorogo takße imeet harakteristiku 0. V fftoæ situacii v mnogomernom polnom pole soderßitsØ podpole smexannoæ harakteristiki. V rabote [3] s pomow~¸ spuska v dannoe podpole postroeno Øvnoe sparivanie Vostokova i dokazano, qto ono sovpadaet s obobwennym simvolom Gil~berta. Ispol~zuØ ide¸ spuska v podpole smexannoæ harakteristiki, my vyvodim v nastoØweæ rabote iz obobwennyh formul Artina–Hasse i Ivasavy, dokazannyh v [1], sootvetstvu¸wie Øvnye zakony vzaimnosti v obwem sluqae mnogomernogo polnogo polØ harakteristiki 0 s soverxennym, ne algebraiqeski p-zamknutym poslednim polem vyqetov harakteristiki p > 2.

V razdele 1 my napominaem opredelenie Øvnogo sparivaniØ Vostokova na topologiqeskih K-gruppah Milnora mnogomernogo polnogo polØ s pervym polem vyqetov harakteristiki 0 i formuliruem teoremu 1.1 Vostokova, kotoraØ utverßdaet, qto dannoe sparivanie zadaet Øvnu¸ formulu dlØ obobwennogo simvola Gil~berta, voznika¸wego iz vysxeæ lokal~noæ teorii poleæ p-klassov Fesenko, postroennoæ v rabote [6].

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI Nos. 04-01-00082a i 03-01-00633a. 183

184 A. N. ZINOV^EV

V razdele 2 stroitsØ mnogomernyæ analog krugovogo polØ

Qp(ζ), i dlØ nego v teoreme 2.1 dokazyva¸tsØ obobwennye for-

muly Artina–Hasse. V razdele 3, ispol~zuØ ide¸ raboty [3] o spuske v podpole smexannoæ harakteristiki, my stroim mnogomernu¸ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ Ivasavy. I s ee pomow~¸ formuliruem i vyvodim v teoreme 3.1 obobwennu¸ formulu Ivasavy iz sootvetstvu¸weæ Øvnoæ formuly Ivasavy dlØ mnogomernogo polnogo polØ smexannoæ harakteristiki ([1, teorema 2.2]).

TerminologiØ i oboznaqeniØ

Na protØßenii vseæ raboty my budem ispol~zovat~ sledu¸- wie oboznaqeniØ:

• p – fiksirovannoe prostoe qislo, vs¸du predpolagaem p ≠ 2;

• ζ := ζ_pm – fiksirovannyæ pervoobraznyæ koren~ stepeni p^m

iz 1, m > 1;

• μ_pm – cikliqeskaØ gruppa, poroßdennaØ ζ;

• K – n-mernoe polnoe pole harakteristiki 0, t.e. pole, dlØ kotorogo zadana cepoqka poleæ K^{(n)} = K, K^{(n−1)}, . . . , K^{(0)}, takih, qto K^{(i+1)} – polnoe diskretno normirovannoe pole s polem vyqetov K^{(i)}, 0 6 i 6 n − 1, a K^{(0)} – soverxennoe pole harakteristiki p. Vs¸du predpolagaetsØ, qto K soderßit μ_pm . V nastoØweæ rabote predpolagaetsØ, qto char(K) = char(K^{(n−1)}) = 0. Togda dlØ nekotorogo 1 6 s 6 n − 1 pole K^{(s)} ØvlØetsØ s-mernym polnym polem smexannoæ harakteristiki, t.e. char(K^{(s)}) = 0, a char(K^{(s−1)}) = p.

• F = K^{(0)} – poslednee pole vyqetov polØ K (i polØ K^{(s)}); • t_1, . . . , t_n – fiksirovannaØ sistema lokal~nyh parametrov po-

lØ K (pod¨emy prostyh fflementov poleæ vyqetov K^{(i)} v K);

• v_K = (v_1, . . . , v_n) : K^∗ −→ Z^n – normirovanie ranga n na po-

le K, sootvetstvu¸wee sisteme lokal~nyh parametrov t_1, . . . ,

t_n, pri fftom gruppa Z^n uporØdoqena leksikografiqeski v sle-

du¸wem smysle: a = (a_1, . . . , a_n) 6 b = (b_1, . . . , b_n), esli a_l 6 b_l,

a_{l+1} = b_{l+1}, . . . , a_n = b_n pri nekotorom l 6 n;

• V_K – gruppa glavnyh edinic polØ K otnositel~no normi-

rovaniØ ranga n; sootvetstvenno, V_K(s) – gruppa glavnyh edinic polØ K^{(s)} otnositel~no normirovaniØ ranga s;

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY 185

• K^{top}_r (K) (V K^{top}_r (K)) – r-aØ topologiqeskaØ K-gruppa Mil-

nora polØ K, opredelenie sm. v [5];

• P_K(s) (i) = {α ∈ K^{(s)} | v_K(s) (α) > i}, i ∈ Z, gde v_K(s) – normali-

zovannoe diskretnoe normirovanie na K^{(s)};

• U_K(s) (i) := 1 + P_K(s) (i) – podgruppa V_K(s) pri i > 0;

• k_0 ⊂ K^{(s)} – pole qastnyh kol~ca vektorov Vitta W(F ); kak

izvestno, k_0 – absol¸tno nerazvetvlennoe polnoe diskretno normirovannoe pole harakteristiki 0 s soverxennym polem vyqetov F ; • o_0 – kol~co celyh k_0, t.e. o_0 = W(F );

• φ – avtomorfizm Frobeniusa polØ k_0;

• ℘ : o_0 −→ o_0 – operator Kart~e, zadannyæ ravenstvom ℘(α) = φ(α) − α, α ∈ o_0. DlØ α, β ∈ o_0 sravnenie α ≡ β mod (℘, p^m) v kol~ce o_0 oznaqaet, qto suwestvuet γ ∈ o_0, takoæ, qto α ≡ β + ℘(γ) mod p^m.

Na s-mernom polnom pole smexannoæ harakteristiki K^{(s)} vvoditsØ kanoniqeskaØ topologiØ Parxina, kotoraØ uqityvaet topologii poleæ vyqetov. Ee opredelenie i osnovnye svoæstva moßno naæti v rabote [4]. Napomnim, qto na pole K mnogomernaØ topologiØ Parxina opredelØetsØ indukcieæ po razmernosti s pomow~¸ sledu¸weæ konstrukcii.

Pust~ K = k((t)). Predpoloßim, qto topologiØ na k uße opredelena. Pust~ {U_i}_{i∈}Z– semeæstvo okrestnosteæ nulØ v k, takih, qto U_i = k pri dostatoqno bol~xih i. Oboznaqim U_{{Ui}} = { ∑_{+∞} i>>−∞ ait i | a_i ∈ U_i}. Togda vse mnoßestva U_{{Ui}} obrazu¸t ba-

zu okrestnosteæ nulØ v topologii Parxina na K.

Poskol~ku, oqevidno, K = K^{(s)}((t_{s+1})) . . . ((t_n)), my moßem s pomow~¸ dannoæ konstrukcii opredelit~ topologi¸ na K. Zametim, qto ffta topologiØ zavisit ot vybora vloßeniæ K^{(i)} v kol~- ca celyh O_K(i+1) poleæ K^{(i+1)} otnositel~no diskretnyh normirovaniæ dlØ s 6 i 6 n − 1.

Na mul~tiplikativnoæ gruppe (K^{(s)})^∗ polØ K^{(s)} takße vvoditsØ topologiØ Parxina, opredelenie kotoroæ dano v [4]. DlØ polØ K topologiØ Parxina na K^∗ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Tak kak K = K^{(s)}((t_{s+1})) . . . ((t_n)), legko videt~, qto K^∗ ≃ (K^{(s)})^∗ × W_K × ⟨t_{s+1}⟩ × . . . × ⟨t_n⟩, (1)

186 A. N. ZINOV^EV gde W_K := { α ∈ K^∗ | (v_{s+1}(α − 1), . . . , v_n(α − 1)) > (1, 0, . . . , 0 n−s−1 ) v Z^{n−s}} – podgruppa V_K , kotoraØ odnoznaqno delima. TopologiØ Parxina na K^∗ opredelØetsØ kak proizvedenie topologii Parxina na

(K^{(s)})^∗, trivial~noæ topologii na W_K i diskretnoæ topologii

na ⟨t_{s+1}⟩ × . . .× ⟨t_n⟩. Pereseqenie vseh okrestnosteæ edinicy v K^∗ ravno W_K . �ta topologiØ korrektno opredelena.

Podmnoßestvo I ⊂ Z^n nazyvaetsØ dopustimym, esli dlØ l¸- bogo 1 6 l 6 n i l¸bogo nabora j_{l+1}, . . . , j_n suwestvuet i =

i(j_{l+1}, . . . , j_n) ∈ Z, takoe, qto

(i_1, . . . , i_n) ∈ I, i_{l+1} = j_{l+1}, . . . , i_n = j_n =⇒ i_l > i.

1. ˚vnaØ formula Vostokova dlØ obobwennogo simvola Gil~berta

DlØ opredeleniØ obobwennogo simvola Gil~berta v mnogomernom polnom pole trebuetsØ ponØtie primarnogo fflementa. Napomnim, qto ω ∈ K^∗ nazyvaetsØ p^m-primarnym ili dlØ kratkosti primarnym, esli rasxirenie K(^{pm} √ ω)/K qisto nerazvet-

vleno (t.e. poluqaetsØ za sqet rasxireniØ poslednih poleæ vyqetov). Legko videt~, qto primarnye fflementy polØ K obrazu¸t podgruppu v K^∗, kotoru¸ my oboznaqaem Ω_K . Ona, oqevidno, soderßit (K^∗)^{pm} . Oboznaqim Ω_{K,m} = Ω_K /(K^∗)^{pm} . DlØ α, β ∈ Ω_K my pixem α ≈ β, esli α/β ∈ (K^∗)^{pm} . Vvidu (1), tak kak gruppa W_K odnoznaqno delima, dlØ l¸bogo ω ∈ Ω_K suwestvuet ω^′ ∈ Ω_K(s) primarnyæ fflement polØ K^{(s)} ⊂ K, takoæ, qto ω ≈ ω^′. Tem samym

Ω_{K,m} ≃ Ω_K(s)_{,m}, gde Ω_K(s)_{,m} = Ω_K(s) /((K^{(s)})^∗)^{pm} .

V rabote [2] bylo dano Øvnoe opisanie gruppy Ω_K(s)_{,m}, kotoroe my ispol~zovali v [1]. Napomnim, qto imeet mesto izomorfizm

ψ : o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0)) s−→ Ω_K(s)_{,m}, a −→ ω(a), (2)

gde a – ffto vyqet fflementa a ∈ o_0, a primarnyæ fflement ω(a) opredelen, kak v [1, predloßenie 1.1].

V sluqae, kogda poslednee pole vyqetov K koneqno, harakter

χ : Ω_K(s)_{,m} −→ μ_pm , zadannyæ po formule

χ(ω(a)) = ζ^{Trk0/}Q^{p(a)}, a ∈ o_0, (3)

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY 187

ØvlØetsØ izomorfizmom.

V rabote [1, razdel 1] my privodili opredelenie obobwennogo simvola Gil~berta dlØ mnogomernyh polnyh poleæ, voznika¸wee iz vysxeæ lokal~noæ teorii poleæ p-klassov Fesenko, dannoe v rabote [6]. DlØ polnoty izloßeniØ oqen~ kratko napomnim, qto esli poslednee pole vyqetov F polØ K dopolnitel~no predpolagaetsØ ne algebraiqeski p-zamknutym, t.e. ono imeet netrivial~nye p-rasxireniØ, to teoriØ Fesenko pozvolØet opredelit~ obobwennyæ simvol Gil~berta kak sparivanie

( , )_m : V K^{top}_n (K)/p^mV K^{top}_n (K) × K^∗/(K^∗)^{pm} −→ Ω_{K,m} ≃ Ω_K(s)_{,m}.

V qastnom sluqae koneqnogo poslednego polØ vyqetov F vysxaØ lokal~naØ teoriØ poleæ klassov Kato pozvolØet dat~ al~- ternativnoe opredelenie obobwennogo simvola Gil~berta kak sparivaniØ

( , )_m : K^{top}_n (K)/p^mK^{top}_n (K) × K^∗/(K^∗)^{pm} −→ μ_pm (4)

(sm. opredelenie v [1, razdel 1]). I hotØ my oboznaqaem dannoe sparivanie tak ße, kak i obobwennyæ simvol Gil~berta dlØ soverxennogo poslednego polØ vyqetov, iz konteksta vsegda budet Øsno, o kakom sparivanii idet req~. �ti sparivaniØ svØzany estestvennym obrazom, a imenno sußenie sparivaniØ (4) na

V K^{top}_n (K) × K^∗ sovpadaet so skvoznym otobraßeniem

V K^{top}_n (K) × K^{∗ ( , )m}−→ Ω_{K,m} ≃ Ω_K(s)_{,m} χ ∼−→ μ_pm , (5) gde izomorfizm χ opredelen ravenstvom (3).

V rabote [2] bylo postroeno Øvnoe sparivanie Vostokova na topologiqeskih K-gruppah Milnora mnogomernogo polnogo polØ smexannoæ harakteristiki. V [1, razdel 1] my priveli konstrukci¸ Øvnogo sparivaniØ Vostokova

[ , . . . , ]_{m,K}(s) : ((K^{(s)})^∗)^{n+1} −→ o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0)) (6)

dlØ polØ smexannoæ harakteristiki K^{(s)}.

V rabote [3] s pomow~¸ spuska v podpole smexannoæ harakteristiki K^{(s)} bylo postroeno Øvnoe sparivanie Vostokova na mnogomernom polnom pole K, pervoe pole vyqetov kotorogo takße imeet harakteristiku 0. Napomnim zdes~ fftu konstrukci¸.

188 A. N. ZINOV^EV

Tak kak K = K^{(s)}((t_{s+1})) . . . ((t_n)), l¸boæ fflement moßet byt~ odnoznaqno predstavlen v vide α = ∑ r∈I a_rt^{rs+1}_{s+1} . . . t^{rn}_n , gde a_r ∈ K^{(s)},

a r = (r_{s+1}, . . . , r_n) probegaet dopustimoe podmnoßestvo I v Z^{n−s}. Pust~ r_0 ∈ I – minimal~nyæ indeks v I otnositel~no leksikografiqeskogo porØdka na Z^{n−s}. Tak kak a_{r0} odnoznaqno opredelen vyborom lokal~nyh parametrov t_{s+1}, . . . , t_n, my poluqaem (nekanoniqeskiæ) gomomorfizm

τ : K^∗ −→ (K^{(s)})^∗, α −→ a_{r0} . Pust~ I = {i_1, . . . , i_{n−s}}, 1 6 i_1 < . . . < i_{n−s} 6 n + 1, – mnoßestvo indeksov. DlØ α_1, . . . , α_{n+1} ∈ K^∗ poloßim

Δ_I = | | | v_{s+1}(α_{i1} ) . . . v_n(α_{i1} ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v_{s+1}(α_{in}�_s ) . . . v_n(α_{in}�_s )

| | | , (7) gde v_K = (v_1, . . . , v_n) – normirovanie ranga n na K, sootvetstvu- ¸wee sisteme lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n.

Opredelim otobraßenie

[ , . . . , ]_m = [ , . . . , ]_{m,K} : (K^∗)^{n+1} −→ o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0))

po formule

[α_1, . . . , α_{n+1}]_{m,K} (8)

= (−1)^{(n}

�s)(n+s+1) 2 ∑ I (−1)^{i1+...+in}�^s Δ_I [τ (α_{j1} ), . . . , τ (α_{js+1} )]_{m,K}(s) , gde {i_1, . . . , i_{n−s}} ∪ {j_1, . . . , j_{s+1}} = {1, 2, . . . , n + 1}, j_1 < . . . < j_{s+1}, a opredelenie otobraßeniØ [ , . . . , ]_{m,K}(s) iz formuly (6) dlØ polØ smexannoæ harakteristiki K^{(s)} moßno naæti v [2, §4] ili [1, razdel 1].

V [3, predloßenie 2.6] dokazano, qto dannoe sparivanie korrektno opredeleno, mul~tiplikativno po vsem argumentam i udovletvorØet sootnoxeni¸ Steænberga. Netrudno takße ubedit~- sØ, qto ono sekvencial~no nepreryvno po vsem argumentam, esli

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY 189

na K^∗ vvedena topologiØ Parxina, a na o_0/(p^mo_0 + ℘(o_0)) – diskretnaØ topologiØ.

DlØ 1 6 l 6 n iz sformulirovannyh vyxe svoæstv [ , . . . , ]_{m,K} sleduet, qto dannoe sparivanie induciruet sparivanie ⟨ , ⟩^{(l)}_{m,K} na topologiqeskih K-gruppah Milnora

⟨ , ⟩^{(l)}_{m,K} : K^{top}_l (K)/p^mK^{top}_l (K) × K^{top}_{n+1−l}(K)/p^mK^{top}_{n+1−l}(K) −→ Ω_{m,K} ≃ Ω_{m,K}(s) , takoe, qto dlØ simvolov α = {α_1, . . . , α_l}, β = {β_1, . . . , β_{n+1−l}} spravedlivo ⟨α, β⟩^{(l)}_{m,K} = ψ([α_1, . . . , α_l, β_1, . . . , β_{n+1−l}]_{m,K} ), gde izomorfizm ψ opredelen po formule (2). Oboznaqim ⟨ , ⟩_m = ⟨ , ⟩_{m,K} := ⟨ , ⟩^{(n)}_{m,K} : K^{top}_n (K)/p^mK^{top}_n (K) × K^∗/(K^∗)^{pm} −→ Ω_{m,K} ≃ Ω_{m,K}(s) . Dannoe sparivanie nazyvaetsØ Øvnym sparivaniem Vostokova. V sluqae koneqnogo poslednego polØ vyqetov K Øvnoe sparivanie Vostokova ⟨ , ⟩_{m,K} opredelØetsØ kak kompoziciØ postroennogo vyxe sparivaniØ i izomorfizma χ, zadannogo po formule (3).

Teorema 1.1 (Vostokov). DlØ obobwennogo simvola Gil~berta

imeet mesto ØvnaØ formula (α, β)_m ≈ ⟨α, β⟩_m, (9) gde α ∈ V K^{top}_n (K), β ∈ K^∗.

Bolee togo, esli poslednee pole vyqetov K koneqno, to spravedliva ØvnaØ formula (α, β)_m = ⟨α, β⟩_m, (10) gde α ∈ K^{top}_n (K), β ∈ K^∗.

Dokazatel~stvo. Sm. [3, teorema 4.4]. �

2. Obobwennye formuly Artina–Hasse S dannogo momenta i do konca raboty zafiksiruem sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ F – soverxennoe pole harakteristiki p. My

190 A. N. ZINOV^EV

predpolagaem, qto F ne ØvlØetsØ algebraiqeski p-zamknutym. Kak i vyxe, oboznaqim k_0 = Quot W(F ), o_0 = W(F ). Oboznaqim k = k_0{{t_1}} . . .{{t_{s−1}}}((t_{s+1})) . . . ((t_n)), gde 1 6 s 6 n − 1. Oqevidno, k – standartnoe absol¸tno nerazvetvlennoe n-mernoe polnoe pole s poslednim polem vyqetov F . ˚sno, qto char(k) =

char(k^{(s)}) = 0, a char(k^{(s−1)}) = p. Pust~ K = k(ζ) – krugovoe ras-

xirenie k. V rassmatrivaemom sluqae pole K budet slußit~ mnogomernym analogom krugovogo polØ Q_p(ζ). Imeem K = k_0(ζ){{t_1}} . . . {{t_{s−1}}}((t_{s+1})) . . . ((t_n)). Oqevidno, K^{(s)} = k^{(s)}(ζ) = k_0(ζ){{t_1}} . . . {{t_{s−1}}} smexannoæ harakteristiki. Pust~ λ := 1 − ζ oboznaqaet prostoæ fflement K^{(s)}. V kaqestve sistemy lokal~nyh parametrov K fiksiruem t_1, . . . ,

t_{s−1}, t_s = λ, t_{s+1}, . . . , t_n.

Napomnim, qto v rabote [1] dlØ togo, qtoby sformulirovat~ obobwennye formuly Artina–Hasse i Ivasavy, my vveli otobraßenie obobwennogo sleda R_K(s)_{/k0} , kotoroe stroitsØ sledu- ¸wim obrazom. DlØ polnogo diskretno normirovannogo polØ L opredelim otobraßenie c_{L{{X}}/L} −→ L po formule c_{L{{X}}/L} (∑ i∈Z^ai^{Xi) := a}0^{. Tak kak K(s) = K}0^{{{t}1^{}}}

. . . {{t_{s−1}}}, gde my oboznaqili K_0 = k_0(ζ), to moßno opredelit~ c_K(s)_{/K0} kak kompozici¸ c_K(s)_{/K0} = c_{K0{{t1}}/K0} ∘ . . . ∘ c_K(s)_{/K0 {{t1}}...{{ts}�_{2}}}. Togda obobwennyæ sled opredelØetsØ kak kompoziciØ R_K(s)_{/k0}

= Tr_{K0/k0} ∘c_K(s)_{/K0} . Napomnim, qto R_K(s)_{/k0} k_0-lineen i neprery-

ven.

Teorema 2.1. Pust~ α ∈ VK takoæ, qto τ (α) ∈ U_K(s) (p^{m−1} + 1).

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY 191

Spravedlivy obobwennye formuly Artina–Hasse: ({α, t_1, . . . , t_{s−1},t_{s+1}, . . . , t_n}, ζ)_m ≈ ω ( (−1)^s 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( log(τ (α)) )) , (11) ({α, t_1, . . . , t_{s−1},t_{s+1}, . . . , t_n}, λ)_m (12) ≈ ω ( (−1)^{s+1} 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζ λ log(τ (α)) )) . Dokazatel~stvo. Proverim (12). Po teoreme 1.1 i opredeleni¸

sparivaniØ ⟨ , ⟩_{m,K} imeem ({α, t_1, . . . , t_{s−1}, t_{s+1}, . . . , t_n}, λ)_m ≈ ⟨{α, t_1, . . . , t_{s−1}, t_{s+1}, . . . , t_n}, λ⟩_{m,K} = ψ([α, t_1, . . . , t_{s−1}, t_{s+1}, . . . , t_n, λ]_{m,K}) =: γ, gde izomorfizm ψ zadan formuloæ (2), a [ , . . . , ]_{m,K} opredeleno v (8). Vyqislim znaqenie sparivaniØ [α, t_1, . . . , t_{s−1}, t_{s+1}, . . . , t_n, λ]_{m,K} po formule (8). Zametim, qto lokal~nye parametry t_{s+1}, . . . ,

t_n – ffto (s + 1)-yæ, . . . , n-yæ argumenty dannogo sparivaniØ

sootvetstvenno. Tak kak τ (t_{s+1}) = . . . = τ (t_n) = 1, slagaemoe summy (8), kotoroe sootvetstvuet I = {i_1, . . . , i_{n−s}}, sravnimo s 0 po mod (℘, p^m), esli po kraæneæ mere odno iz natural~- nyh qisel s + 1, . . . , n prinadleßit sootvetstvu¸wemu mnoßestvu {j_1, . . . , j_{s+1}} (my ispol~zuem to, qto [. . . , 1, . . .]_{m,K}(s) ≡ 0

mod (℘, p^m) i Δ_I ∈ Z). Pofftomu u nas imeetsØ lix~ odno, voz-

moßno, nenulevoe slagaemoe v (8), kotoroe sootvetstvuet I =

{s + 1, . . . , n} i {j_1, . . . , j_{s+1}} = {1, . . . , s, n + 1}. Napomnim, qto, so-

glasno obobwennoæ formule Artina–Hasse v sluqae smexannoæ harakteristiki (sm. formulu (17) v dokazatel~stve [1, teorema 2.1]), dlØ a ∈ U_K(s) (p^{m−1} + 1) spravedliva formula ⟨ {a, t_1, . . . , t_{s−1}}, λ ⟩ m,K^{(s)} ≈ ω ( (−1)^{s+1} 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζ λ log(a) )) .

192 A. N. ZINOV^EV

Ispol~zuØ dannu¸ formulu i to, qto τ (a) = a dlØ a ∈ K^{(s)}, poskol~ku τ (α) ∈ U_K(s) (p^{m−1} + 1), poluqaem γ = ψ ( (−1)^{(n}

�s)(n+s+1) 2 (−1)^{(s+1)+...+n}[τ (α), t_1, . . . , t_{s−1}, λ]_{m,K}(s) ) = ⟨{τ (α), t_1, . . . , t_{s−1}}, λ⟩_{m,K}(s) ≈ ω ( (−1)^{s+1} 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζ λ log(τ (α)) )) . (11) dokazyvaetsØ analogiqno. �

Sledstvie 2.1. Predpoloßim, qto poslednee pole vyqetov K

koneqno. Pust~ α ∈ V_K takoæ, qto τ (α) ∈ U_K(s) (1). Spravedlivy obobwennye formuly Artina–Hasse: ({t_1, . . . , t_{n−1}, ζ, t_{s+1}, . . . , t_n}, α)_m = ζ^{1pm RK(s)/}Q^{p(log(τ(α)))}, (13) ({t_1, . . . , t_{n−1}, λ, t_{s+1}, . . . , t_n}, α)_m = ζ^{− 1pm RK(s) /}Q^p(^{ζλ log(τ(α))}), (14) gde R_K(s)_/Q_p := Tr_{k0/}Q_p ∘R_K(s)_{/k0} .

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo formul (13) i (14) analogiq-

no dokazatel~stvu (11) i (12), no vmesto [1, teorema 2.1] nado primenit~ [1, sledstvie 2.1]. �

3. ObobwennaØ formula Ivasavy Kak i v rabote [1] pri formulirovke obobwennoæ formuly Ivasavy v sluqae smexannoæ harakteristiki, my naqnem s opredeleniØ mnogomernoæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ na topologiqeskoæ K-gruppe Milnora. Qerez D_K(s)_{/k}(s) oboznaqim differentu rasxireniØ K^{(s)}/k^{(s)}. Zadadim otobraßenie

Dlog : K^∗ × . . . × K^∗

n raz −→ P_K(s) (−1)/D_K(s)_{/k}(s) po formule

Dlog(α_1, . . . , α_n) = (15)

(−1)^{(n}

�s)(n+s+1) 2 ∑ I={i_1 ,... ,i_n�_s} 16i1<...<in�s6n (−1)^{i1+...+in}�^s Δ_I Dlog(τ (α_{j1} ), . . . , τ (α_{js} )),

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY 193 gde {i_1, . . . , i_{n−s}}∪{j_1, . . . , j_s} = {1, 2, . . . , n}, j_1 < . . . < j_s, Δ_I opre- delen v (7), a Dlog v pravoæ qasti opredeleno v sluqae smexannoæ harakteristiki v rabote [1] po formule (26). Otobraßenie

Dlog nazyvaetsØ mnogomernoæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ Ivasavy.

Predloßenie 3.1. MnogomernaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ

Ivasavy Dlog udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam:

1) mul~tiplikativnost~ po vsem argumentam, t.e. Dlog(. . . , α_iα^′_i, . . . ) ≡ Dlog(. . . , α_i, . . . ) + Dlog(. . . , α^′_i, . . . ) mod D_K(s)_{/k}(s) ;

2) Dlog udovletvorØet sootnoxeni¸ Steænberga, t.e. dlØ α_i ≠1 Dlog(. . . , α_i, . . . , 1 − α_i, . . . ) ≡ 0 mod D_K(s)_{/k}(s) . Dokazatel~stvo. Po [1, predloßenie 2.1] Dlog v pravoæ qasti

(15) udovletvorØet svoæstvam 1) i 2). V [3, 2.7 i 2.8] pokazano, qto iz mul~tiplikativnosti i sootnoxeniØ Steænberga dlØ sparivaniØ [ , . . . , ]_{m,K}(s) sledu¸t ffti svoæstva dlØ [ , . . . , ]_{m,K} . PrimenØØ fftot metod, analogiqno poluqaem 1) i 2) dlØ Dlog, opredelennoæ po formule (15). �

Sledstvie 3.1. MnogomernaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ Iva-

savy Dlog induciruet gomomorfizm abelevyh grupp

Dlog : V K^{top}_n (K) −→ P_K(s) (−1)/D_K(s)_{/k}(s) .

Bolee togo, esli poslednee pole vyqetov K koneqno, to Dlog induciruet gomomorfizm abelevyh grupp

Dlog : K^{top}_n (K) −→ P_K(s) (−1)/D_K(s)_{/k}(s) .

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu [1,

sledstvie 2.2], no vmesto [1, predloßenie 2.1] nado primenit~ predloßenie 3.1. �

Teorema 3.1. Pust~ α ∈ U_K(s) (2p^{m−1}), β ∈ V K^{top}_n (K). Togda spra-

vedliva obobwennaØ formula Ivasavy: (β, α)_m ≈ ω ( − 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζt_1 . . . t_{s−1} log α Dlog β )) . (16)

194 A. N. ZINOV^EV

Dokazatel~stvo. Tak kak obe qasti (16), oqevidno, lineæny po

β, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto β = {β_1, . . . , β_n} ∈

V K^{top}_n (K), gde β_1 ∈ V_K . Po teoreme 1.1 i opredeleni¸ spariva-

niØ ⟨ , ⟩_{m,K} imeem ({β_1, . . . , β_n}, α)_m ≈ ⟨{β_1, . . . , β_n}, α⟩_{m,K} = ψ([β_1, . . . , β_n, α]_{m,K}) =: γ. (17)

Vyqislim znaqenie sparivaniØ [β_1, . . . , β_n, α]_{m,K} po formule (8). Tak kak α ∈ K^{(s)}, poluqaem τ (α) = α i v_{s+1}(α) = . . . = v_n(α) = 0. Zametim, qto α – (n + 1)-yæ argument sparivaniØ. Pofftomu esli n + 1 ∈ I = {i_1, . . . , i_{n−s}}, to Δ_I = 0. Sledovatel~no, moßno sqitat~, qto dlØ vseh slagaemyh (8) vypolneno j_{s+1} = n + 1. Ots¸da

[β_1, . . . , β_n, α]_{m,K} = (−1)^{(n}

�s)(n+s+1) 2 × ∑ I={i_1 ,... ,i_n�_s} 16i1<...<in�s6n (−1)^{i1+...+in}�^s Δ_I [τ (β_{j1} ), . . . , τ (β_{js} ), α]_{m,K}(s) , (18)

gde {i_1, . . . , i_{n−s}} ∪ {j_1, . . . , j_s} = {1, 2, . . . , n}, j_1 < . . . < j_s. Napomnim, qto, soglasno obobwennoæ formule Ivasavy dlØ sluqaØ smexannoæ harakteristiki (sm. formulu (37) v dokazatel~stve [1, teorema 2.2]), dlØ a ∈ U_K(s) (2p^{m−1}) i b ∈ V K^{top}_n (K^{(s)}) spravedliva formula ⟨ β, α ⟩ m,K^{(s)} ≈ ω ( − 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζt_1 . . . t_{s−1} log α Dlog β )) . (19)

Ispol~zuØ (17), (18), opredelenie sparivaniØ ⟨ , ⟩_{m,K}(s) , a takße (19), poskol~ku α ∈ U_K(s) (2p^{m−1}), poluqaem

γ = (∏ I ψ([τ (β_{j1} ), . . . , τ (β_{js} ), α]_{m,K}(s) )^{(−1)i1+...+in}�^{s ΔI} )_{(−1)}^{(n}�^{s)(n+s+1)}2

OBOBWENNYE FORMULY ARTINA––HASSE I IVASAVY 195 = (∏ I ⟨{τ (β_{j1} ), . . . , τ (β_{js} )}, α⟩^{(−1)i1+...+in} �s_{ΔI} m,K^{(s)} )_{(−1)}^{(n}�^{s)(n+s+1)}2

≈ ω ( (−1)^{(n}

�s)(n+s+1)

2 +1 ∑ I (−1)^{i1 +...+in}�^s Δ_I × 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζt_1 . . . t_{s−1} log α Dlog({τ (β_{j1} ), . . . , τ (β_{js} )}) ))

= ω ( − 1 p^m R_K(s)_{/k0} ( ζt_1 . . . t_{s−1} log α Dlog β )) , qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

Sledstvie 3.2. Predpoloßim, qto poslednee pole vyqetov K ko-

neqno. Pust~ α ∈ U_K(s) (2p^{m−1}), β ∈ K^{top}_n (K). Togda spravedliva obobwennaØ formula Ivasavy

(β, α)_m = ζ^{− 1pm RK(s) /}Q^{p(ζt1...ts}�^{1 log α Dlog β)}, (20)

gde R_K(s)_/Q_p := Tr_{k0/}Q_p ∘R_K(s)_{/k0} .

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo (20) analogiqno dokazatel~-

stvu (16), no vmesto [1, teorema 2.2] nado primenit~ [1, sledstvie 2.3]. �

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ professoru S. V. Vostokovu za postanovku zadaqi i cennye zameqaniØ.

Literatura

1. A. N. Zinov~ev, Obobwennye formuly Artina-Hasse i Ivasavy dlØ simvola Gil~berta v mnogomernom polnom pole. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 233–259.

2. S. V. Vostokov, Sparivanie na K-gruppah mnogomernyh polnyh poleæ. — Trudy S.-Peterb. mat. obw. 3 (1995), 140–184.

3. S. V. Vostokov, Sparivanie Gil~berta v polnom mnogomernom pole. — Trudy MIAN im. V. A. Steklova 208 (1995), 80–92.

4. I. B. ȷukov, A. I. Madunc, Mnogomernye polnye polØ: topologiØ i drugie osnovnye ponØtiØ. — Trudy S.-Peterb. mat. obw. 3 (1995), 4–46.

5. I. B. Fesenko, Sekvencial~nye topologii i faktory milnorovskih Kgrupp mnogomernyh lokal~nyh poleæ. — Algebra i analiz 13 (2001), vyp. 3, 198–221.

6. I. B. Fesenko, Abelian local p-class field theory. — Math. Annal. 301 (1995), 561–

586.

196 A. N. ZINOV^EV

Zinoviev A. N. Generalized Artin–Hasse and Iwasawa formulas for the Hilbert symbol in a higher local field. II.

In this paper we consider the generalized Hilbert symbol in a higher local field of charactersitic 0 with the first residue field of characteristic 0 as well and with perfect last residue field of positive characteristic p which comes from higher local p-class field theory developed by I. Fesenko. Using the descent to a subfield of mixed characteristic we deduce from the generalized Artin–Hasse and Iwasawa formulas proved in a previous paper the corresponding Artin–Hasse and Iwasawa explicit reciprocity laws in the case under consideration.

Postupilo 23 dekabrØ 2004

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: zinoviev@pdmi.ras.ru