Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

N. V. Durov

VYQISLENIE GRUPPY GALUA MNOGOQLENA S RACIONAL^NYMI KO�FFICIENTAMI. II

NastoØwaØ publikaciØ zaverxaet stat~¸ [10].

4. Virtual~nye podgruppy simmetriqeskoæ gruppy 4.1. Haraktery simmetriqeskoæ gruppy

Cel~¸ fftogo punkta ØvlØetsØ izloßenie osnovnyh svoæstv predstavleniæ simmetriqeskih grupp S_n, svoæstv ih harakterov i izloßenie algoritma vyqisleniØ tablicy harakterov simmetriqeskoæ gruppy. V osnovnom my budem sledovat~ knige Dßeæmsa [2]. Na protØßenii fftogo punkta my fiksiruem osnovnoe kol~- co K = C , hotØ praktiqeski dlØ vseh konstrukciæ moßno bylo by ispol~zovat~ K = Q ili daße K = Z.

Opredelenie 4.1.1. DlØ l¸bogo mnoßestva X oboznaqim qerez SX gruppu, sostoØwu¸ iz biekciæ X na sebØ, ostavlØ¸wih poqti

vse (t.e. vse, krome koneqnogo qisla) fflementy mnoßestva X nepodvißnymi. Budem nazyvat~ S_X gruppoæ podstanovok ili simmetriqeskoæ gruppoæ mnoßestva X. DlØ l¸bogo Y ⊂ X my budem otoßdestvlØt~ S_Y s podgruppoæ v S_X . DlØ l¸bogo celogo n ≥ 0 oboznaqim qerez [1, n] mnoßestvo celyh qisel ot 1 do n i oboznaqim qerez S_n gruppu podstanovok S_{[1,n]}. �lementy gruppy podstanovok my budem nazyvat~ podstanovkami.

DlØ l¸byh m, n ≥ 0 my budem otoßdestvlØt~ estestvennym obrazom S_m × S_n s podgruppoæ v S_{m+n}.

Opredelenie 4.1.2. My budem nazyvat~ razbieniem l¸bu¸ nevoz-

rasta¸wu¸ posledovatel~nost~ λ = (λ_k)_{k≥1} celyh neotricatel~- nyh qisel, vse qleny kotoroæ, naqinaØ s nekotorogo, ravny nul¸. Esli summa |λ| vseh λ_k ravna nekotoromu celomu qislu n, my budem govorit~, qto λ ØvlØetsØ razbieniem (na slagaemye) qisla n. Esli

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh issledovaniæ, grant 04-01-00082a. 90

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 91

k – naibol~xiæ indeks, dlØ kotorogo λ_k > 0, my budem zapisyvat~ razbienie λ takße v vide (λ_1, λ_2, . . . , λ_k) ili v vide λ_1+λ_2 +· · ·+λ_k; tot fakt, qto λ ØvlØetsØ razbieniem qisla n, my budem zapisyvat~ takße v vide n = λ_1 +λ_2 +· · ·+λ_k. Mnoßestvo vseh razbieniæ my oboznaqim qerez part, mnoßestvo razbieniæ celogo neotricatel~nogo qisla n my oboznaqim qerez part_n, a koliqestvo takih razbieniæ – qerez p(n).

Opredelenie 4.1.3. Pust~ X – mnoßestvo, a1, a2, . . . , an ∈ X –

n razliqnyh fflementov mnoßestva X (n ≥ 1). Oboznaqim qerez (a_1 a_2 . . . a_n) podstanovku σ ∈ X, opredelennu¸ sledu¸wim obrazom: σ(a_i) = a_{i+1} pri 1 ≤ i < n, σ(a_n) = a_1 i σ(x) = x dlØ ostal~nyh x ∈ X. My budem govorit~, qto σ ØvlØetsØ ciklom dliny n.

Zameqanie 4.1.4. Kak izvestno, l¸baØ podstanovka n-fflement-

nogo mnoßestva X odnoznaqno s toqnost~¸ do porØdka raskladyvaetsØ v proizvedenie nepereseka¸wihsØ ciklov, priqem kaßdyæ iz fflementov X vhodit rovno v odin iz fftih ciklov (dopuska¸tsØ cikly ediniqnoæ dliny). Nabor dlin fftih ciklov, uporØdoqennyæ po nevozrastani¸ i dopolnennyæ beskoneqnym koliqestvom nuleæ, obrazuet nekotoroe razbienie λ qisla n. �to razbienie nazyvaetsØ cikliqeskim tipom dannoæ podstanovki. DlØ l¸bogo λ ∈ part_n oboznaqim qerez C_λ mnoßestvo podstanovok iz S_n cikliqeskogo tipa λ. Nesloßno videt~, qto razbienie S_n = ∐ λ∈part_n Cλ pred-

stavlØet soboæ razloßenie S_n na klassy soprØßennyh fflementov.

Opredelenie 4.1.5. Nazovem diagrammoæ ınga ili prosto dia-

grammoæ koneqnoe podmnoßestvo D ⊂ N × N, oblada¸wee sledu¸- wimi svoæstvami:

1. (x + 1, y) ∈ D ⇒ (x, y) ∈ D dlØ l¸byh x, y ∈ N; 2. (x, y + 1) ∈ D ⇒ (x, y) ∈ D dlØ l¸byh x, y ∈ N.

Pary (x, y) iz D my budem nazyvat~ kletkami diagrammy D i budem govorit~, qto kletka (x, y) nahoditsØ v stroke y i v stolbce x; mownost~ mnoßestva D my budem nazyvat~ koliqestvom kletok diagrammy D. Mnoßestvo vseh diagramm ınga my oboznaqim qerez diag, a mnoßestvo diagramm, sostoØwih iz n kletok – diag_n. DlØ l¸boæ diagrammy ınga D opredelim dvoæstvennu¸ diagrammu D^′ sledu¸wim obrazom: (x, y) ∈ D^′ ⇔ (y, x) ∈ D.

92 N. V. DUROV

Opredelenie 4.1.6. DlØ l¸bogo razbieniØ λ = (λi)i≤1 opredelim

diagrammu ınga D(λ) sledu¸wim obrazom: D(λ) = {(x, y) ∈ N × N : x ≤ λ_y}. My budem govorit~, qto D(λ) ØvlØetsØ diagrammoæ, opredelennoæ razbieniem λ. ˚sno, qto λ → D(λ) ØvlØetsØ biekcieæ part na diag i part_n na diag_n, obratnaØ k kotoroæ zadaetsØ formuloæ λ_i := min{x ∈ N : (x, i) ∉ D} − 1. My budem govorit~, qto razbienie λ^′ dvoæstvenno k λ, esli diagramma D(λ^′) dvoæstvenna k D(λ).

Zameqanie 4.1.7. Obyqno diagrammy ınga izobraßa¸t v vide

diagramm iz kletok, napravlØØ pri fftom os~ absciss vpravo, a os~ ordinat vniz. Vot, naprimer, izobraßenie diagrammy, sootvetstvu¸weæ razbieni¸ 7 = 3 + 3 + 1:

Opredelenie 4.1.8. DlØ l¸bogo razbieniØ λ = (λ1, . . . , λk) qisla

n oboznaqim qerez S_λ gruppu S_{λ1} × · · · × S_{λk} , otoßdestvlennu¸ obyqnym obrazom s podgruppoæ v S_n.

Opredelenie 4.1.9. Pust~ λ – razbienie qisla n, X – n-fflement-

noe mnoßestvo. Nazovem X-tabliceæ (ınga) formy λ l¸bu¸ biekci¸ t: D(λ) → X. Esli X = [1, n], to budem nazyvat~ t prosto tabliceæ (ınga) formy λ. Opredelim deæstvie S_X na mnoßestve X-tablic formy λ obyqnym obrazom: (σt)(x, y) = σ ( t(x, y) ) dlØ l¸- byh σ ∈ S_X , (x, y) ∈ D(λ). My budem govorit~, qto podstanovka

σ ∈ SX sohranØet stroki tablicy t, esli pr_2 ∘t^{−1} ∘ σ = pr_2 ∘t^{−1},

gde pr_2: N × N → N – proekciØ na vtoru¸ komponentu; podgruppu R_t ⊂ S_X , obrazovannu¸ takimi σ, my budem nazyvat~ stroqnym stabilizatorom tablicy t. Analogiqno, my budem govorit~, qto

σ ∈ SX sohranØet stolbcy tablicy t, esli pr_1 ∘t^{−1} ∘ σ = pr_1 ∘t^{−1},

sootvetstvu¸wu¸ podgruppu v S_X my oboznaqim qerez C_t i budem nazyvat~ stolbcovym stabilizatorom tablicy t. My budem govorit~, qto dve X-tablicy t i t^′ formy λ stroqno ffkvivalentny, esli t^′ = σt dlØ nekotorogo σ ∈ R_t. Klass tablicy t otnositel~no fftogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti my budem nazyvat~ X-tabloidom formy λ, opredelennym t, i budem oboznaqat~ ego {t}. Esli X = [1, n], my budem opuskat~ upominanie ob X.

Zameqanie 4.1.9.1. ˚sno, qto dve X-tablicy t i t^′ formy λ

stroqno ffkvivalentny v tom i tol~ko tom sluqae, esli pr_2 ∘t^{−1} =

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 93

pr_2 ∘t^{′−1}, tak qto stroqnaØ ffkvivalentnost~ deæstvitel~no ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti, priqem ffto otnoxenie ffkvivalentnosti soglasovano s deæstviem S_n.

Predloßenie 4.1.10. Pust~ n ≥ 0, i pust~ Sn =^∐_{λ∈partn} Cλ –

razloßenie simmetriqeskoæ gruppy S_n na klassy soprØßennyh fflementov (sm. 4.1.1). Oboznaqim qerez d_λ koliqestvo podstanovok cikliqeskogo tipa λ, t.e. koliqestvo fflementov vo mnoßestve C_λ. Znaqenie d_λ moßet byt~ vyqisleno po formule

d_λ = n! ∏_n k=1 c_k!k^{ck} , (4.1.10.1)

gde c_k := {i : λ_i = k} – koliqestvo slagaemyh, ravnyh k, v razbienii λ. Dokazatel~stvo. Preßde vsego, rassmotrim razbieniØ mnoße-

stva [1, n] na c_1 odnofflementnyh podmnoßestv, c_2 dvuhfflementnyh podmnoßestv i t. d. Takih razbieniæ n!/ ∏ k k!^{ck} ; esli my ne hotim razliqat~ v takom razbienii ravnomownye podmnoßestva, fftu veliqinu nado ewe razdelit~ na ∏ k c_k!. Zatem nado zadat~ na kaßdom iz mnoßestv razbieniØ cikliqesku¸ podstanovku; na k-fflementnom mnoßestve est~ (k − 1)! razliqnyh cikliqeskih podstanovok, i potomu poluqennaØ veliqina umnoßaetsØ na ∏ k(k − 1)!^{ck} . V itoge poluqaem kak raz vyraßenie (4.1.10.1).

Opredelenie 4.1.11. Vvedem na mnoßestve vseh razbieniæ part

dva uporØdoqeniØ. Pust~ λ i μ – dva razbieniØ. My budem govorit~, qto μ maßoriruet λ, esli dlØ l¸bogo k ≥ 1 vypolneno neravenstvo ∑_k i=1 λ_i ≤ ∑_k i=1 μ_i; my budem zapisyvat~ ffto svoæstvo v vide λ ⪯ μ ili μ ⪰ λ. Esli, krome togo, λ ≠ μ, my budem govorit~, qto μ strogo maßoriruet λ, i zapisyvat~ ffto v vide λ ≺ μ ili μ ≻ λ.

Opredelim na part leksikografiqeskiæ porØdok sledu¸wim obrazom: λ < μ (qitaetsØ: “λ leksikografiqeski men~xe μ”), esli λ ≠ μ i pervaØ nenulevaØ raznost~ v posledovatel~nosti (μ_k −λ_k)_{k≥1} poloßitel~na. Obyqnym obrazom vvodØtsØ oboznaqeniØ λ ≤ μ, μ > λ i μ ≥ λ. Zameqanie 4.1.11.1. ˚sno, qto otnoxenie maßorirovaniØ ≺

ØvlØetsØ otnoxeniem qastiqnogo porØdka na part, a leksikografiqeskiæ porØdok < ØvlØetsØ lineænym porØdkom na part. Krome togo, iz opredeleniæ nemedlenno sleduet, qto λ ≺ μ vleqet

94 N. V. DUROV za soboæ λ < μ (i λ ⪯ μ vleqet λ ≤ μ). Na koneqnom mnoßestve part_n takße est~ dva otnoxeniØ porØdka, inducirovannye < i ≺; v qastnosti, leksikografiqeskiæ porØdok < pozvolØet odnoznaqno raspoloßit~ fflementy part_n po vozrastani¸. V dal~- neæxem, vsØkiæ raz, kogda nam nado budet lineæno uporØdoqit~ part_n (skaßem, qtoby izobrazit~ matricy so mnoßestvom indeksov part_n), my budem ispol~zovat~ imenno leksikografiqeskiæ porØdok. Naprimer, fflementy part_5 uporØdoqiva¸tsØ sledu¸- wim obrazom: (1, 1, 1, 1, 1) < (2, 1, 1, 1) < (2, 2, 1) < (3, 1, 1) < (3, 2) < (4, 1) < (5).

Opredelenie 4.1.12. DlØ l¸bogo razbieniØ λ ∈ part_n opredelim

sledu¸wim obrazom K-S_n-modul~ M_λ: ffto svobodnyæ K-modul~, bazisom kotorogo ØvlØ¸tsØ vsevozmoßnye tabloidy {t} formy λ, a

Sn deæstvuet na fflementah fftogo bazisa soglasno 4.1.9. Obozna-

qim qerez ψ_λ ∈ X(S_n) harakter fftogo modulØ.

Zameqanie 4.1.12.1. ˚sno, qto Sn tranzitivno deæstvuet na

mnoßestve vseh tabloidov formy λ i qto stabilizator l¸bogo tabloida soprØßen s podstanovoqnoæ podgruppoæ S_λ ⊂ S_n (sm. 4.1.8 i 4.1.9). Takim obrazom, M_λ ∼= K^(S^{n/}S^{λ)} i ψ_λ = χS_{n/}S_λ (sm. 3.5.1). Tem samym my uße postroili nekotorye virtual~- nye podgruppy v S_n.

Ukaßem, kakim obrazom moßno vyqislit~ znaqeniØ haraktera ψ_λ na klasse soprØßennyh fflementov C_μ dlØ l¸byh λ, μ ∈ part_n. Preßde vsego, esli n = 0, to λ = μ = () (pustoe razbienie, kotoroe moßno oboznaqit~ takße (0) ili (0, 0, . . .)), i ψ_{(0)}(C_{(0)}) = 1. DlØ b&ol~xih n znaqeniØ ψ_λ(C_μ) posledovatel~no vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ sledu¸wego predloßeniØ:

Predloßenie 4.1.13. Pust~ λ = (λ1, . . . , λk) i μ = (μ1, . . . , μl) –

razbieniØ odnogo i togo ße qisla n > 0. Togda

ψ_λ(C_μ) = l∑ i=1 ψ_{λ1,... ,λi−μ1,... ,λk} (C_{μ2 ,... ,μl} ). (4.1.13.1) Zapis~ ψ_{λ1,... ,λi−μ1 ,... ,λk} ponimaetsØ sledu¸wim obrazom: esli λ_i − μ_1 < 0, to slagaemoe, sootvetstvu¸wee dannomu indeksu i, opuskaetsØ v summe 4.1.13.1; v protivnom sluqae my uporØdoqivaem nabor (λ_1, . . . , λ_i − μ_1, . . . , λ_k) v porØdke nevozrastaniØ, dopolnØem beskoneqnym qislom nuleæ, i rassmatrivaem ψ_λ′ dlØ poluqennogo takim obrazom razbieniØ λ^′ ∈ part_{n−μ1} .

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 95

Dokazatel~stvo. Vyberem kaku¸-nibud~ podstanovku σ cikli-

qeskogo tipa μ. Togda ψ_λ(C_μ) = ψ_λ(σ) est~ qislo tabloidov formy λ, osta¸wihsØ nepodvißnymi pod deæstviem σ (sm. 3.5.1.1), t.e. koliqestvo tabloidov {t} formy λ, oblada¸wih tem svoæstvom, qto l¸boæ cikl podstanovki σ soderßitsØ v odnoæ stroke {t}. Inaqe govorØ, nam nado raspredelit~ cikly podstanovki σ po strokam tak, qtoby v i-oæ stroke okazalos~ rovno λ_i qisel. Rassmotrim pervyæ cikl podstanovki σ (t.e. tot samyæ cikl, kotoromu sootvetstvuet slagaemoe μ_1 cikliqeskogo tipa μ podstanovki σ). On stoit v kakoæ-to stroke {t}, naprimer, v i-oæ; esli my ego vykinem iz i-oæ stroki, my poluqim v toqnosti nabor, koliqestvo kotoryh zadaetsØ i-ym slagaemym summy (4.1.13.1); prosummirovav po vsem i ot 1 do l, poluqaem formulu (4.1.13.1).

Sledstvie 4.1.14. Esli ψλ(Cμ) ≠ 0, to μ ⪯ λ i μ ≤ λ. Inaqe go-

vorØ, matrica ( ψ_λ(C_μ) ) λ,μ∈part_n ØvlØetsØ nißnetreugol~noæ ma-

triceæ, sostoØweæ iz celyh neotricatel~nyh qisel. Pri fftom diagonal~nye fflementy fftoæ matricy ne ravny nul¸.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po n = |λ| = |μ| s ispol~zovaniem

formuly (4.1.13.1).

Opredelenie 4.1.15. DlØ l¸boæ tablicy t formy λ ∈ part_n obo-

znaqim qerez κ_t fflement gruppovoæ algebry Z[S_n], opredelennyæ ravenstvom κ_t := ∑ σ∈R_t (sgn σ)σ, gde Rt – stroqnyæ stabilizator

t (sm. 4.1.9), a sgn σ = ±1 – znak podstanovki σ.

˚sno, qto dlØ l¸boæ podstanovki τ ∈ S_n κ_{τt} = ∑ σ∈R_{τt} (sgn σ)σ = ∑ σ∈τR_t τ^{−1} (sgn σ)σ = τ κ_tτ^{−1}.

Opredelenie 4.1.16. DlØ l¸bogo razbieniØ λ ∈ part_n opredelim

modul~ Xpehta S_λ ⊂ M_λ kak K-S_n-podmodul~ v M_λ, poroßdennyæ kak K-modul~ fflementami vida κ_t{t} dlØ vsevozmoßnyh tablic t formy λ (ffto deæstvitel~no K-S_n-modul~, poskol~ku τ κ_t{t} = κ_{τt}{τ t}). Oboznaqim qerez χ_λ harakter K-S_n-modulØ S_λ.

Zameqanie 4.1.17. V deæstvitel~nosti proverØetsØ (sm. [2]),

qto dlØ l¸bogo polØ K nulevoæ harakteristiki K-S_n-modul~ S_λ prost, qto moduli Xpehta, sootvetstvu¸wie razliqnym λ, poparno neizomorfny i potomu (t.k. ih koliqestvo ravno koliqestvu klassov soprØßennyh fflementov gruppy S_n) obrazu¸t polnoe semeæstvo predstaviteleæ klassov prostyh K-S_n-moduleæ.

96 N. V. DUROV Inaqe govorØ, (χ_λ)_{λ∈partn} – ffto v toqnosti mnoßestvo vseh neprivodimyh harakterov gruppy S_n. Krome togo, v razloßenii M_λ v summu prostyh moduleæ vstreqa¸tsØ tol~ko S_μ s μ ⪰ λ (i, sledovatel~no, μ ≥ λ), priqem S_λ vhodit rovno odin raz. Inaqe govorØ, matrica M := (m_{λμ})_{λ,μ∈partn} , opredelennaØ ravenstvom ψ_λ = ∑ μ m_{λμ}χ_λ, ØvlØetsØ verhneæ unitreugol~noæ matriceæ, sostoØweæ iz celyh neotricatel~nyh qisel. Ots¸da nemedlenno sleduet, qto vse znaqeniØ χ_λ(C_μ) ØvlØ¸tsØ celymi qislami. Poskol~ku proizvol~nyæ harakter χ ØvlØetsØ celoqislennoæ kombinacieæ (χ_λ), vse ego znaqeniØ takße ØvlØ¸tsØ celymi qisla- mi. Zameqanie 4.1.18. Pokaßem, kakim obrazom moßno, pol~zuØs~

izloßennymi vyxe faktami, vyqislit~ tablicu harakterov gruppy S_n. Preßde vsego, my pereqislØem v leksikografiqeskom porØdke vse razbieniØ λ ∈ part_n, i vyqislØem dlØ kaßdogo iz nih d_λ = |C_λ| po formule (4.1.10.1). Teper~ my moßem vyqislit~ skalØrnoe proizvedenie (φ_1, φ_2) dvuh proizvol~nyh harakterov φ_1 i φ_2 po formule (φ_1, φ_2) =^1_{n!} ∑ σ∈Sn^φ1^{(σ)φ}2^{(σ) =} 1 n! ∑ μ∈part_n dμφ1(Cμ)φ2(Cμ) = 1 n! ∑ μ∈part_n dμφ1(μ)φ2(μ) (poslednee

ravenstvo verno, poskol~ku vse znaqeniØ vseh harakterov S_n leßat v Z; krome togo, my oboznaqili φ_1(C_μ) qerez φ_1(μ) i analogiqno dlØ φ_2). Vyqislim haraktery (t.e. tablicu znaqeniæ harakterov) (ψ_λ)_{λ∈partn} po formule (4.1.13.1); zameqanie 4.1.17 pokazyvaet, qto ortonormirovannyæ bazis (χ_λ) unitarnogo prostranstva Cen(S_n, C ) poluqaetsØ iz bazisa (ψ_λ) processom ortogonalizacii Grama–Xmidta otnositel~no porØdka, protivopoloßnogo leksikografiqeskomu. Inaqe govorØ, my perebiraem λ ∈ part_n v porØdke, obratnom leksikografiqeskomu, vyqislØem kofffficienty m_{λμ} := (ψ_λ, χ_μ) dlØ vseh μ > λ i zatem polagaem χ_λ := ψ_λ − ∑ μ>λ m_{λμ}χ_μ. Pomimo tablicy harakterov (χ_λ(μ)), my takim obrazom vyqislØem verhn¸¸ unitreugol~nu¸ matricu (m_{λμ}).

Izloßennyæ vyxe metod (ØvlØ¸wiæsØ nekotorym uproweniem metoda, izloßennogo v knige [2]) horox tem, qto on legko realizuetsØ na komp~¸tere.

Zameqanie 4.1.19. Pust~ χ – proizvol~nyæ virtual~nyæ ha-

rakter gruppy S_n (t.e. fflement kol~ca harakterov X(S_n)). My moßem zadat~ χ s pomow~¸ l¸bogo iz treh naborov celyh

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 97 qisel (x_λ), (y^′_μ), (z_ν ), opredelennyh formulami χ = ∑ λ x_λχ_λ, y^′_μ = χ(C_μ) = χ(μ), χ = ∑ ν z_ν ψ_ν. Ukaßem, kakim obrazom perehodit~ ot odnogo takogo zadaniØ k l¸bomu drugomu. Preßde vsego, tablica harakterov (χ_λ(μ)) pozvolØet perehodit~ ot (x_λ) k (y^′_μ) i naoborot po formulam y^′_μ = ∑ λ x_λχ_λ(μ) i x_λ = (χ, χ_λ) = 1 n! ∑ μ d_μy^′_μχ_λ(μ). My moßem takße pereæti ot (x_λ) k (z_ν ) i naoborot po formule x_λ = z_λ + ∑ ν<λ m_{νλ}z_ν i ot (z_ν ) k (y^′_μ) i naoborot po formule y^′_μ = ∑ ν≥μ z_ν ψ_ν (μ) (zdes~ my pol~zuemsØ treugol~nost~¸ matric (m_λμ) i (ψ_λ(μ)); sm. 4.1.17 i 4.1.14).

4.2. Poisk virtual~nyh podgrupp v Sn: metody (a) i (c)

Pust~ G = S_n – simmetriqeskaØ gruppa, H ⊂ G – proizvol~naØ ee podgruppa, χ = χ_{G/H} – sootvetstvu¸waØ virtual~- naØ podgruppa (sm. 3.5.4). Soglasno 3.5.9, virtual~naØ podgruppa χ polnost~¸ zadaetsØ s pomow~¸ l¸bogo iz naborov celyh qisel (x_λ)_{λ∈Λ}, (y_μ)_{μ∈M} , (y^′_μ)_{μ∈M} , ili s pomow~¸ funkcii p_H : M → [0, 1], gde Λ – mnoßestvo, indeksiru¸wee neprivodimye kompleksnye haraktery S_n, a M – mnoßestvo klassov soprØßennyh fflementov gruppy S_n. Soglasno 4.1.4 i 4.1.17, my moßem vzØt~ Λ = M = part_n, qto my i sdelaem. Krome togo, u nas po- ØvlØetsØ ewe odin sposob zadaniØ virtual~noæ podgruppy v S_n, a imenno, s pomow~¸ nabora celyh qisel (z_ν )_{ν∈partn} , takih, qto χ = ∑ ν z_ν ψ_ν; sm. 4.1.19. Formuly 3.5.9 i 4.1.19 pozvolØ¸t legko perehodit~ ot odnogo iz fftih opisaniæ virtual~noæ podgruppy k l¸bomu drugomu.

Napomnim, qto naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ postroenie dlØ vseh nebol~xih n (skaßem, n ≤ 10) nekotoryh mnoßestv harakterov gruppy S_n, kotorye by zavedomo soderßali vsevozmoßnye virtual~nye podgruppy, t.e. haraktery vida χS_{n/H} dlØ nekotoryh podgrupp H ⊂ S_n. Pri fftom my hotim, qtoby ffti mnoßestva harakterov soderßali kak moßno men~xe “nesuwestvennyh fflementov”, t.e. harakterov, ne sootvetstvu¸wih nikakoæ podgruppe. My vvedem sledu¸wu¸, neskol~ko nelogiqnu¸, terminologi¸: ffti haraktery my budem takße nazyvat~ virtual~nymi podgruppami, no budem govorit~, qto oni nesuwestvenny, ili qto oni ne sootvetstvu¸t ni odnoæ “nastoØweæ” podgruppe S_n.

Kakie u nas est~ kriterii dlØ opredeleniØ nesuwestvennyh virtual~nyh podgrupp? Pomimo sootnoxeniæ iz 3.5.9, u nas est~ τ -kriteriæ 3.6.6 i ego razliqnye modifikacii (sm. 3.6.6.3). Krome togo, moßno pridumat~ neskol~ko teoretiko-gruppovyh

98 N. V. DUROV testov, osnovannyh na tom, qto τ -kriteriæ daet neobhodimoe uslovie togo, qto odna podgruppa soderßitsØ v drugoæ, v terminah sootvetstvu¸wih virtual~nyh podgrupp (sm. 3.6.9). Tak, vsØkaØ podgruppa porØdka 48 v S_6 dolßna soderßat~ neku¸ podgruppu porØdka 16 (a imenno, svo¸ silovsku¸ 2-podgruppu); pofftomu, esli my obnarußivaem virtual~nu¸ podgruppu porØdka 48 (napomnim, qto porØdok i indeks virtual~noæ podgruppy korrektno opredeleny; sm. 3.5.6), kotoraØ ne moßet soderßat~ nikaku¸ virtual~nu¸ podgruppu porØdka 16 (v smysle kriteriØ 3.6.9), to ffta virtual~naØ podgruppa porØdka 48 ØvlØetsØ nesuwestvennoæ.

Osnovnoæ ideeæ naxego postroeniØ spiska virtual~nyh podgrupp S_n ØvlØetsØ ispol~zovanie uße postroennyh spiskov dlØ vseh men~xih znaqeniæ n dlØ postroeniØ spiska dlØ dannogo znaqeniØ n – svoego roda postroenie po indukcii (baza n = 0 trivial~na).

V dannom podrazdele my rassmotrim dva metoda postroeniØ virtual~nyh podgrupp S_n, kotorye my nazovem metodom (a) i metodom (c). Grubo govorØ, pervyæ iz fftih metodov zakl¸qaetsØ v tom, qto S_{n−1} otoßdestvlØetsØ s podgruppoæ v

Sn, i potomu vsØkaØ podgruppa H ⊂ Sn−1 moßet rassmatri-

vat~sØ i kak podgruppa S_n; nado tol~ko zapisat~ ffto v terminah sootvetstvu¸wih virtual~nyh podgrupp. Soglasno 3.5.5,g), dlØ l¸boæ podgruppy H ⊂ S_{n−1} vypolneno ravenstvo χS_{n/H} = Ind(i, C )(χS_{n−1 /H} ), gde i: S_{n−1} → S_n – kanoniqeskoe vloßenie, a Ind(i, C ): Cen(S_{n−1}, C) → Cen(S_n, C ) – inducirovannoe im otobraßenie central~nyh funkciæ. Takim obrazom, dlØ realizacii metoda (a) nam nußno nauqit~sØ vyqislØt~ harakter Ind(i, C )(χ) po harakteru χ; sledu¸wee predloßenie ob¨ØsnØet, kak ffto moßno sdelat~:

Predloßenie 4.2.1. Pust~ f ∈ Cen(Sn−1, C) – central~naØ funk-

ciØ, i: S_{n−1} → S_n – kanoniqeskoe vloßenie, f^′ := Ind(i, C )(f ) ∈ Cen(S_n, C). Oboznaqim qerez Z S_n-mnoßestvo {1, 2, . . . , n} s estestvennym deæstviem S_n, i pust~ χ_Z – sootvetstvu¸wiæ harakter (sm. 3.5.1); takim obrazom, dlØ l¸boæ podstanovki σ ∈ S_n znaqenie χ_Z (σ) est~ qislo nepodvißnyh toqek podstanovki σ, a dlØ l¸bogo razbieniØ λ ∈ part_n znaqenie χ_Z (C_λ) est~ koliqestvo ediniqnyh slagaemyh v razbienii λ.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 99 Togda dlØ l¸bogo razbieniØ λ ∈ part_n vypolneno ravenstvo

f^′(C_λ) = { 0, esli χ_Z (C_λ) = 0,

χ_Z(C_λ)f(C_λ′ ), esli λ = λ^′ ∨ (1) i χ_Z (C_λ) > 0. (4.2.1.1) Zdes~ qerez λ^′ ∨ (1) oboznaqeno razbienie qisla n, poluqennoe dobavleniem ediniqnogo slagaemogo k razbieni¸ λ^′ qisla n − 1. Otmetim, qto λ^′ odnoznaqno opredelØetsØ iz ravenstva λ = λ^′ ∨ (1), i qto suwestvovanie takogo λ^′ ravnosil~no χ_Z (C_λ) > 0, t.e. naliqi¸ ediniqnyh slagaemyh v λ; takim obrazom, formula, privedennaØ vyxe, korrektna.

Dokazatel~stvo. Poloßim τk := (k n) ∈ Sn dlØ vseh k ot 1 do

n. Togda τ_k obrazu¸t polnu¸ sistemu predstaviteleæ S_n/S_{n−1}, i potomu dlØ l¸bogo σ ∈ C_λ ⊂ S_n vypolneno ravenstvo f^′(σ) = ∑ τ_kστ^{−1}_k ∈S_{n−1} f(τkστ −1 k ). Zametim, qto τ_kστ^{−1}_k popadaet v S_{n−1} togda i tol~ko togda, kogda ffta podstanovka ostavlØet nepodvißnym fflement n, t.e. togda i tol~ko togda, kogda σ(k) = k. Pofftomu, esli u σ net nepodvißnyh toqek, t.e. esli χ_Z(σ) = 0, to i f^′(σ) = 0; tem samym dokazana pervaØ qast~ formuly (4.2.1.1). Predpoloßim teper~, qto χ_Z (σ) > 0, t.e. qto λ = λ^′ ∨ (1) dlØ nekotorogo λ^′ ∈ part_{n−1}. Togda koliqestvo teh k, dlØ kotoryh τ_kστ^{−1}_k ∈ S_{n−1}, ravno qislu nepodvißnyh toqek σ, t.e. χ_Z (σ); dlØ vseh fftih k podstanovka τ_kστ^{−1}_k ∈ S_{n−1} imeet cikliqeskiæ tip λ^′, tak qto f(τ_kστ^{−1}_k ) = f(C_λ′ ); takim obrazom, my poluqaem summu χ_Z(C_λ) slagaemyh, ravnyh f(C_λ′ ), qto i zaverxaet proverku pravil~nosti formuly (4.2.1.1).

Obsudim teper~ metod (c). Ego sut~ zakl¸qaetsØ v tom, qto ishodØ iz podgrupp H ⊂ S_n i K ⊂ S_m moßno postroit~ podgruppu H × K ⊂ S_n × S_m ⊂ S_{n+m} (sm. zameqanie posle 4.1.1). Nam nado teper~ izloßit~ fftu konstrukci¸ v terminah sootvetstvu¸wih virtual~nyh podgrupp. DlØ fftogo my vvedem sledu¸wu¸ operaci¸: dlØ l¸byh dvuh koneqnyh grupp G i G^′ i l¸byh dvuh central~nyh funkciæ f ∈ Cen(G, C) i f^′ ∈ Cen(G^′, C ) opredelim f ∗ f^′ formuloæ (f ∗ f^′)(g, g^′) = f(g)f^′(g^′). Iz opredeleniæ nemedlenno sleduet, qto esli f i f^′ – haraktery kompleksnyh predstavleniæ grupp G i G^′, to f ∗ f^′ est~ harakter ih tenzornogo proizvedeniØ, rassmatrivaemogo kak predstavlenie gruppy G × G^′. Krome togo, esli Z – G-mnoßestvo, Z^′ – G^′-mnoßestvo, to na Z × Z^′ est~ estestvenno opredelennaØ struktura G × G^′-mnoßestva, i

100 N. V. DUROV

χ_{Z×Z}′ = χ_Z ∗ χ_Z′ . V qastnosti, esli H ⊂ G i H^′ ⊂ G^′ – proizvol~nye podgruppy, to (G×G^′)/(H ×H^′) ∼= G/H ×G^′/H^′, i potomu χ_{(G×G}′_{)/(H×H}′_) = χ_{G/H} ∗ χ_G′_{/H}′ . Primenitel~no k naxeæ situacii vse ffto oznaqaet, qto

χSn+m /(H×K)^{= Ind(j,} C^{)(χ}Sn /H^{∗ χ}Sm/K^), gde^{j:} Sn^× Sm^→ Sn+m

– kanoniqeskoe vloßenie. OkazyvaetsØ, qto fftot harakter legko vyqislØetsØ v terminah kofffficientov (z_ν ), opredelennyh v 4.1.19.

Predloßenie 4.2.2. Pust~ j: Sn × Sm → Sn+m – kanoniqeskoe

vloßenie. Togda:

a) DlØ l¸byh dvuh razbieniæ λ ∈ part_n i μ ∈ part_m vypolneno ravenstvo Ind(j, C)(ψ_λ ∗ ψ_μ) = ψ_{λ∨μ}, gde ψ_λ, ψ_μ – haraktery, opredelennye v 4.1.12, a λ ∨ μ – razbienie qisla n + m, poluqennoe ob¨edineniem razbieniæ λ i μ; inaqe govorØ, my rassmatrivaem posledovatel~nost~, obrazovannu¸ pripisyvaniem k posledovatel~nosti nenulevyh komponent λ posledovatel~nosti nenulevyh komponent μ, zatem uporØdoqivaem fflementy poluqivxeæsØ posledovatel~nosti v porØdke nevozrastaniØ i dopolnØem beskoneqnym qislom nuleæ.

b) Esli χ_1 = ∑ λ∈part_n z (1) λ ψ_λ i χ_2 = ∑ μ∈part_m z (2) μ ψ_μ – dva haraktera grupp S_n i S_m sootvetstvenno, to

Ind(j, C )(χ_1 ∗ χ_2) = ∑ ν∈part_{m+n} z_ν ψ_ν , gde z_ν = ∑ λ∨μ=ν z^{(1)}_λ z^{(2)}_μ .

Dokazatel~stvo. a) My znaem, qto ψλ = χS_{n/}S_λ , gde Sλ = Sλ_1 ×· · ·×Sλ_k ⊂ Sn (sm. 4.1.8 i 4.1.12.1). Krome togo, my uße vy-

Øsnili, qto Ind(j, C)(χS_{n /}S_λ ∗ χS_{m /}S_μ ) = χS_{n+m /(}S_{λ×}S_{μ)}; ostalos~ zametit~, qto podgruppa S_λ × S_μ ⊂ S_{n+m} sovpadaet s podgrup-

poæ Sλ∨μ s toqnost~¸ do perenumeracii fflementov mnoßestva

{1, 2, . . . , n + m}, t.e. s toqnost~¸ do soprØßeniØ v S_{n+m}; pofftomu ih haraktery sovpada¸t.

b) Oqevidnoe sledstvie punkta a) vvidu bilineænosti operacii (χ_1, χ_2) → Ind(j, C )(χ_1 ∗ χ_2).

Zameqanie 4.2.3. Esli provodit~ vyqisleniØ ne dlØ (y^′_μ) (rav-

nyh znaqeniØm virtual~noæ podgruppy χS_{n/H} na klassah soprØßennyh fflementov), a dlØ nabora y_μ = |C_μ ∩ H| (sm. 3.5.9), to vyqisleniØ ewe uprowa¸tsØ: nesloßno videt~, qto esli H ⊂ S_{n−1}

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 101 zadaetsØ naborom (y^{(1)}_μ′ )_μ′_{∈partn−1} , to H kak podgruppa S_n zadaetsØ naborom (y_μ)_{μ∈partn} , takim, qto y_μ′_{∨(1)} = y^{(1)}_μ′ i y_μ = 0, esli χ_Z (μ) = 0 (t.e. esli μ ne predstavlØetsØ v vide μ^′ ∨ (1)). �ti formuly sohranØ¸t silu, esli daße ne predpolagat~, qto rassmatrivaemye virtual~nye podgruppy sootvetstvu¸t kakim-to “nastoØwim” podgruppam, a opredelØt~ (y_μ) ishodØ iz (y^′_μ) po formulam 3.5.9.

4.3. Poisk virtual~nyh podgrupp v Sn: metod (b)

V fftom punkte my rassmatrivaem sposob opredeleniØ virtual~nyh podgrupp S_n, kotoryæ my nazovem metodom (b). Suwnost~ fftogo metoda zakl¸qaetsØ primerno v sledu¸wem: dlØ proizvol~noæ podgruppy H ⊂ S_n my moßem rassmotret~ svØznoe

Sn-mnoßestvo X := Sn/H; my moßem takße rassmotret~ X kak Sn−1-mnoßestvo, kotoroe my oboznaqim qerez i^∗X (gde i: Sn−1 → Sn – kanoniqeskoe vloßenie; sm. 3.1.3). Togda i^∗X raspadetsØ v

summu ne bolee qem n komponent svØznosti (t.e. orbit), kaßdaØ iz kotoryh imeet vid S_{n−1}/H_j, t.e. i^∗X ∼= S_{n−1}/H_1⊔. . .⊔S_{n−1}/H_s. Ots¸da Cen(i, C )(χS_{n /H} ) = Cen(i, C )(χ_X ) = χ_i∗_X = ∑ j χSn−1/Hj (sm. 3.5.3,c) i b)). Teper~ moßno predloßit~ sledu¸wiæ plan deæstviæ:

1. Perebrat~ vsevozmoßnye podhodØwie nabory virtual~- nyh podgrupp (χS_{n−1/Hj} )_{1≤j≤k} (my uße postroili vse virtual~nye podgruppy v S_{n−1}, tak qto nam ffto nesloßno sdelat~; krome togo, estestvennye ograniqeniØ na porØdki i koliqestvo H_j takovy, qto ne pridetsØ perebirat~ slixkom mnogo variantov).

2. DlØ kaßdogo takogo nabora opredelit~ Cen(i, C )(χ) kak summu vseh χS_{n−1 /Hj} ; opredelit~ ots¸da y_{μ∨(1)} = χ ( μ ∨ (1) ) = ( Cen(i, C )(χ) ) (μ) dlØ vseh μ ∈ part_{n−1} (sm. 3.4.7; my pol~zuemsØ tem, qto i^{−1}(C_{μ∨(1)}) = C_μ).

3. Proizvesti perebor vozmoßnyh znaqeniæ (y_μ) dlØ teh μ ∈ part_n, kotorye ne zapisyva¸tsØ v vide μ^′ ∨ (1) (takih μ ne oqen~ mnogo, a usloviØ 1)–12) iz 3.5.9 pozvolØ¸t sil~no sokratit~ perebor).

4. Proverit~ usloviØ 1)–12) iz 3.5.9 (v deæstvitel~nosti celoqislennost~ kofffficientov (x_λ), ili, qto ravnosil~no, (z_ν ), moßno proverØt~ po hodu perebora, proizvodimogo v predyduwem punkte, poskol~ku soglasno 4.1.19

102 N. V. DUROV

z_ν zavisit tol~ko ot y_μ s μ ⪰ ν; ffto pozvolØet otsekat~ po hodu zavedomo nepodhodØwie vetvi perebora).

5. Proverit~, udovletvorØet li poluqennaØ virtual~naØ gruppa τ -kriteri¸ 3.6.6. Esli da, to dobavit~ ee v spisok virtual~nyh podgrupp S_n.

DlØ zaverxeniØ opisaniØ metoda (b) nam sleduet izuqit~, kakie mogut byt~ porØdki podgrupp H_j ⊂ S_{n−1}, v zavisimosti ot porØdka H ⊂ S_n.

Predloßenie 4.3.1. Pust~ G – koneqnaØ gruppa, G0 ⊂ G – pod-

gruppa, i: G_0 → G – kanoniqeskoe vloßenie, Z = G/G_0 – Goperatornoe mnoßestvo, n := |Z| = (G : G_0). Pust~ H ⊂ G – ewe odna podgruppa G, X := G/H, i^∗X – G_0-operatornoe mnoßestvo, poluqennoe iz X sußeniem gruppy operatorov (sm. 3.1.3). Togda:

a) Suwestvuet estestvennaØ biekciØ meßdu mnoßestvom komponent svØznosti (t.e. G_0-orbit) G_0-mnoßestva i^∗X i mnoßestvom komponent svØznosti G-mnoßestva i_!i^∗X ∼= X × Z (sm. 3.1.11.2). Toqnee, esli i∗X = X′_1 ⊔ . . . ⊔ X′_k ØvlØetsØ razloßeniem i^∗X na komponenty svØznosti, to X × Z ∼= i_!i^∗X = i_!X^′_1 ⊔ . . . ⊔ i_!X^′_k ØvlØetsØ razloßeniem X × Z na komponenty svØznosti.

b) Suwestvuet estestvennaØ biekciØ meßdu mnoßestvom H-orbit Z i mnoßestvom G-orbit (t.e. komponent svØznosti) X × Z.

c) Pust~ Z_j – H-orbita Z, sootvetstvu¸waØ X^′_j otnositel~no kompozicii biekciæ, rassmotrennyh v punktah a) i b). Poloßim ν_j := |Z_j |. Togda (G : G_0)|X^′_j| = |i_!X^′_j | = (G : H)|Z_j | i |X^′_j | = (G : H)ν_j/n; krome togo, ∑_k j=1 ν_j = n.

d) Vyberem v kaßdom X^′_j proizvol~nyæ fflement x_j i poloßim H_j := Stab_{G0} (x_j ). Togda i^∗(G/H) = i^∗X ∼= G_0/H_1 ⊔ . . .⊔ G_0/H_k, (G_0 : H_j) = |X^′_j | = (G : H)ν_j/n i |H_j| = |H|/ν_j.

e) Vypolneny sootnoxeniØ 1 ≤ ν_j ≤ n i ∑_k j=1 ν_j = n, vse ν_j delØt porØdok gruppy H i delØtsØ na n/ gcd ( n, (G : H) ) . f) Gruppa H tranzitivno deæstvuet na Z togda i tol~ko togda, kogda k = 1 i ν_1 = n; v fftom sluqae |H_1| = |H|/n i (G : H) = (G_0 : H_1).

g) Podgruppa H ⊂ G soderßitsØ v nekotoroæ podgruppe, soprØßennoæ s G_0, v tom i tol~ko tom sluqae, esli H imeet

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 103 nepodvißnu¸ toqku na Z, t.e. esli ν_j =1 dlØ nekotorogo j.

Dokazatel~stvo. a) Suwestvovanie kanoniqeskogo izomorfizma

G-mnoßestv i_!i^∗X ∼= X × Z ustanovleno v 3.1.11.2; krome togo, soglasno 3.1.10,a), b) funktor i_! sohranØet summy i perevodit nepustye svØznye ob¨ekty v nepustye svØznye ob¨ekty; ots¸da nemedlenno poluqaem utverßdenie punkta a).

b) �tot punkt nemedlenno poluqaetsØ iz punkta a), esli pomenØt~ rolØmi G_0 s H (a znaqit, i Z s X).

c) Otobraßenie i: G_0 → G in¨ektivno, i potomu soglasno 3.1.10.1 |i_!X^′_j | = (G : G_0)|X^′_j |; menØØ rolØmi G_0 i H, kak v dokazatel~stve punkta b), poluqaem |i_!X^′_j | = (G : H)|Z_j |. Poskol~ku (G : G_0) = n i |Z_j | = ν_j, ots¸da sleduet |X^′_j| = (G : H)ν_j/n. Krome togo, n = |Z| = ∑ j |Z_j| = ∑ j ν_j. d) Vse, krome poslednego ravenstva, uße dokazano v c), poskol~ku |X^′_j| = (G_0 : H_j). Ostalos~ zametit~, qto |H_j| = |G_0|/(G_0 : H_j) = n|G_0|/ ( (G : H)ν_j ) = n|G_0||H|/(|G|ν_j) = |H|/ν_j, poskol~ku n = (G : H).

e) My uße znaem, qto ν_j = |Z_j | ≥ 1 i qto ∑ j ν_j = n. Krome togo, soglasno d), qisla (G : H)ν_j/n i |H|/ν_j ØvlØ¸tsØ celymi; ots¸da sledu¸t poslednie dva utverßdeniØ punkta.

f) Deæstvitel~no, tranzitivnost~ deæstviØ H na Z kak raz i oznaqaet, qto Z sostoit rovno iz odnoæ orbity, t.e. qto k = 1; ostal~nye utverßdeniØ sledu¸t togda iz d) i e).

g) Deæstvitel~no, H ostavlØet nepodvißnoæ nekotoru¸ toqku gG_0 ∈ Z = G/G_0 togda i tol~ko togda, kogda H soderßitsØ v stabilizatore Stab_G(gG_0) = gG_0g^{−1}. S drugoæ storony, ponØtno, qto H-nepodvißnye toqki Z – ffto v toqnosti odnofflementnye H-orbity Z_j , sootvetstvu¸wie ν_j = 1.

Nam ostaetsØ tol~ko primenit~ ffto predloßenie v sluqae

G = Sn, G0 = Sn−1. Otmetim, qto my moßem sffkonomit~ mno-

go usiliæ, rassmatrivaØ tol~ko te razbieniØ ν = (ν_j) qisla n = (S_n : S_{n−1}), v kotoryh vse ν_j ≥ 2, poskol~ku esli nekotoroe ν_j = 1, to po punktu g) tol~ko qto dokazannogo predloßeniØ H soprØßena s nekotoroæ podgruppoæ S_{n−1}, a vse takie podgruppy uße naædeny metodom (a), izloßennym v predyduwem podrazde- le. Krome togo, my moßem opredelit~, kakie iz postroennyh virtual~nyh podgrupp S_n mogut sootvetstvovat~ (ili obØzatel~no

104 N. V. DUROV sootvetstvu¸t) tranzitivnym (t.e. tranzitivno deæstvu¸wim na Z = {1, 2, . . . , n} ∼= S_n/S_{n−1}) podgruppam H ⊂ S_n: ffto te virtual~nye podgruppy, kotorye byli poluqeny metodom (b) dlØ razbieniØ ν = (n) hotØ by odin raz (ili byli poluqeny tol~ko metodom (b) i tol~ko dlØ takogo razbieniØ).

Otmetim, qto nekotorye virtual~nye podgruppy mogut byt~ poluqeny metodom (b) neskol~ko raz dlØ raznyh razbieniæ (ν_j) i virtual~nyh podgrupp χS_{n−1 /Hj} .

Qitatel~ moßet pointeresovat~sØ, a zaqem voobwe nußen metod (c)? Metod (b) i tak pozvolØet poluqit~ vse virtual~nye podgruppy S_n, a metod (a) po suwestvu ispol~zuetsØ tol~ko dlØ optimizacii metoda (b), qtoby ne perebirat~ razbieniØ (ν_j), v kotoryh ν_j = 1 dlØ nekotorogo j. PoluqaetsØ, qto bez metoda (c) moßno bylo by sovsem oboætis~. . . Otvet zdes~ sledu¸wiæ: metod (c) daet vozmoßnost~ poluqit~ dopolnitel~nu¸ informaci¸ o poluqa¸wihsØ virtual~nyh podgruppah. Tak, esli nekotoraØ virtual~naØ podgruppa χ byla poluqena metodom (c) iz virtual~nyh podgrupp χ^′ i χ^{′′} i nam izvestno, qto ffti virtual~nye podgruppy suwestvenny (t.e. sootvetstvu¸t kakim-to real~nym podgruppam H^′ ⊂ S_n i H^{′′} ⊂ S_m), to i χ ØvlØetsØ suwestvennoæ, poskol~ku χ sootvetstvuet H^′ × H^{′′} ⊂ S_{n+m}. Metod (a) takße stroit iz suwestvennyh virtual~nyh podgrupp suwestvennye, qego nel~zØ skazat~ o metode (b).

5. Nahoßdenie razbieniØ λ^{(p)}

Teper~ dlØ l¸bogo mnogoqlena F ∈ Q(T ) stepeni n i l¸bogo prostogo qisla p ∈ P my hotim nauqit~sØ bystro opredelØt~, ØvlØetsØ li p iskl¸qitel~nym dlØ F (t.e. delitelem znamenatelØ kakogo-libo iz kofffficientov F ili delitelem diskriminanta F ), i v sluqae otricatel~nogo otveta (t.e. regulØrnosti p) nahodit~ razbienie λ = λ^{(p)} ∈ part_n, obrazovannoe stepenØmi neprivodimyh somnoßiteleæ redukcii F po modul¸ p.

Poskol~ku opredelit~, vhodit ili net p v razloßenie znamenateleæ kofffficientov mnogoqlena F , oqen~ prosto (po suwestvu ffta proverka proishodit sama soboæ pri vyqislenii redukcii F po modul¸ p), my moßem predpolagat~, qto p ne delit ni odin iz znamenateleæ, tak qto opredelena redukciØ F̄ ∈ F_p [T ] mnogoqlena F po modul¸ p; krome togo, my sqitaem, qto p ne delit starxiæ kofffficient F , tak qto F̄ takße ØvlØetsØ mno-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 105 goqlenom stepeni F . Takße moßno sqitat~, qto F̄ – unitarnyæ mnogoqlen stepeni n, pri neobhodimosti razdeliv F̄ na starxiæ kofffficient.

Takim obrazom, nam ostalos~ rexit~ sledu¸wu¸ zadaqu: proverit~ separabel~nost~ dannogo unitarnogo mnogoqlena F ∈ k[T ] stepeni n, i v sluqae poloßitel~nogo otveta naæti razbienie λ, obrazovannoe stepenØmi neprivodimyh somnoßiteleæ F . Zdes~

k = Fq – proizvol~noe koneqnoe pole harakteristiki p, q = p^t.

Nas, koneqno ße, v pervu¸ oqered~ interesuet sluqaæ q = p, odnako vse naxi metody rabota¸t dlØ proizvol~nogo koneqnogo polØ kofffficientov, qto moßet prigodit~sØ, naprimer, dlØ vyqisleniØ gruppy Galua mnogoqlena s kofffficientami v F_q (T ).

Pereformuliruem postavlennu¸ zadaqu sledu¸wim obrazom. Rassmotrim n-mernu¸ k-algebru A := k[T ]/(F ); Øsno, qto separabel~nost~ F ravnosil~na separabel~nosti, ili, qto v dannom sluqae odno i to ße, privedennosti A. Krome togo, esli A separabel~na, to ona predstavlØetsØ v vide A ∼= F_qλ_1 × · · · × F_qλs , gde λ_1, . . . , λ_s – ffto v toqnosti stepeni neprivodimyh somnoßiteleæ mnogoqlena F .

My rassmotrim dva sposoba proverki separabel~nosti A i nahoßdeniØ razbieniØ λ = (λ_1, . . . , λ_s). Oba oni osnovany na rassmotrenii stepeneæ ffndomorfizma Frobeniusa Frob_A k-algebry A, opredelennogo, kak obyqno, formuloæ Frob_A: x → x^q, pofftomu my opixem, kakim obrazom vyqislit~ matricu ffndomorfizma Frobeniusa. Preßde vsego, oboznaqim qerez θ obraz T v A = k[T ]/(F ); togda fflementy (θ^j )_{0≤j≤n−1} obrazu¸t k-bazis A, otnositel~no kotorogo my budem vyqislØt~ matricu Frob_A. Zametim, qto sloßenie i vyqitanie fflementov A, zapisannyh v fftom bazise, proizvoditsØ pokomponentno i trebuet O(n) operaciæ sloßeniØ i vyqitaniØ v koneqnom pole k = F_q . Umnoßenie fflementov A proizvoditsØ posredstvom peremnoßeniØ sootvetstvu¸wih mnogoqlenov iz k[T ] stepeni ≤ n − 1 s posledu¸wim vzØtiem ostatka ot deleniØ na F ; vse ffto trebuet O(n^2) operaciæ sloßeniØ, vyqitaniØ i umnoßeniØ v k. Obyqnyæ “dvoiqnyæ” algoritm vozvedeniØ v stepen~ (osnovannyæ na ravenstvah a^1 = a, a^{2k} = (a^k)^2 i a^{2k+1} = a^{2k} · a) pozvolØet vyqislit~ θ^q za O(log q) operaciæ umnoßeniØ v A, t.e. za O(n^2 log q) arifmetiqeskih operaciæ v k. Zatem moßno, posledovatel~no umnoßaØ na θ^q , naæti vse θ^{qj} pri 0 ≤ j ≤ n − 1; vse ffto potrebuet O(n) operaciæ umno-

106 N. V. DUROV ßeniØ v A, t.e. O(n^3) operaciæ v pole k. Ostalos~ zametit~, qto j-yæ stolbec matricy Φ ffndomorfizma Frobeniusa Frob_A otnositel~no rassmatrivaemogo bazisa sostoit kak raz iz koordinat θ^{qj} otnositel~no fftogo bazisa. V itoge my naxli matricu Φ za O(n^3 + n^2 log q) operaciæ v pole k.

Rassmotrim teper~ po otdel~nosti naxi dva metoda.

5.1. Metod, osnovannyæ na vyqislenii rangov

Preßde vsego, zametim, qto separabel~nost~, ili, qto odno i to ße, privedennost~ A ravnosil~na trivial~nosti Ødra Frob_A, t.e. nevyroßdennosti matricy Φ, ili, qto ravnosil~no, uslovi¸ rank Φ = n. OstaetsØ zametit~, qto rang matricy vyqislØetsØ metodom Gaussa s pomow~¸ O(n^3) operaciæ v k, iz nih O(n) operaciæ deleniØ.

Predpoloßim teper~, qto A separabel~na i qto A ∼= F_qλ_1 × · · · × F_qλs ; my hotim opredelit~ λ = (λ_1, . . . , λ_s), ili, qto odno i to ße, nabor celyh neotricatel~nyh qisel c_k = card{i : λ_i = k}. ˚sno, qto ∑ k≥1 kc_k = n, tak qto c_k = 0 pri k > n. Vyqislim dlØ proizvol~nogo m ≥ 1 rang matricy Φ^m − E, dopolnenie kotorogo do n my oboznaqim qerez a_m. DlØ fftogo my rassmotrim bazis A, sostavlennyæ iz normal~nyh bazisov F_qλ_i nad F_q , i zametim, qto Frob_A perestavlØet fflementy fftogo bazisa kak nekotoraØ podstanovka σ cikliqeskogo tipa λ. Ots¸da nemedlenno sleduet, qto a_m = n − rank(Φ^m − E) = n − rank(Frob^m_A −1_A) sovpadaet s koliqestvom ciklov v podstanovke σ^m, t.e.

a_m = s∑ i=1 gcd(λ_i, m) = ∑ k≥1 c_k gcd(k, m). Zdes~ my vospol~zovalis~ tem faktom, qto cikl dliny k posle vozvedeniØ v m-u¸ stepen~ raspadaetsØ na gcd(k, m) ciklov odinakovoæ dliny.

DlØ l¸bogo m ≥ 1 poloßim b_m := ∑ k≥1 c_{km}. Zametim, qto v deæstvitel~nosti ffta summa koneqna, poskol~ku c_k = 0 pri k > n, i b_m = 0 pri m > n po toæ ße priqine. Vyrazim teper~ (a_m) qerez (b_m): a_m = ∑ k≥1 c_k gcd(k, m) = ∑ k≥1 c_k ∑ d| gcd(k,m) φ(d) = ∑ k≥1 ∑ d|k,d|m φ(d)ck = ∑ d|m φ(d) ∑ k^′≥1 ck^′d = ∑ d|m φ(d)b_d, gde φ(n) – funkciØ �ælera; v fftoæ cepoqke ravenstv my vospol~zovalis~ tem faktom, qto ∑ d|n φ(d) = n dlØ l¸bogo n ≥ 1. Zametim teper~, qto ravenstva a_m = ∑ d|m φ(d)b_d i b_m = ∑ k≥1 c_{km} pozvolØ¸t od-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 107 noznaqno opredelit~ (c_k)_{1≤k≤n} po (a_m)_{1≤m≤n}; poskol~ku c_k = 0 pri k > n, ffto oznaqaet, qto λ odnoznaqno opredelØetsØ naborom (a_m)_{1≤m≤k}. My moßem Øvno vyrazit~ (b_m) qerez (a_m) i (c_k) qerez (b_m), vospol~zovavxis~ formulami obraweniØ Mebiusa: poluqaem b_m =^1_{φ(m)} ∑ d|m μ(m/d)a_d i c_m = ∑ k≥1 μ(k)b_{km}, gde μ – funkciØ Mebiusa. �ti formuly deæstvitel~no opredelØ¸t vse (b_m), vse (c_k) i λ po a_1, a_2, . . . , a_n, poskol~ku my znaem, qto zavedomo b_m = 0 i c_m = 0 pri m > n.

Itak, my vidim, qto pervye n qlenov posledovatel~nosti a_m = n − rank(Φ^m − E) odnoznaqno opredelØ¸t λ, qto daet nam vozmoßnost~ naæti λ s pomow~¸ O(n^4 + n^2 log q) operaciæ, poskol~ku dlØ nahoßdeniØ Φ nußno O(n^3 + n^2 log q) operaciæ, i zatem dlØ posledovatel~nogo vyqisleniØ Φ^2, Φ^3, . . . , Φ^n i rangov matric Φ^m − E nußno kaßdyæ raz ewe O(n^3) operaciæ.

V deæstvitel~nosti qasto moßno sffkonomit~ qast~ fftih operaciæ, poskol~ku obyqno λ uße opredelØetsØ neskol~kimi pervymi qlenami posledovatel~nosti (a_m). �to pozvolØet zaranee postroit~ “derev~Ø raspoznavaniØ” i ispol~zovat~ ih dlØ vyqisleniØ λ. PoØsnim skazannoe primerom dlØ n = 5:

λ a = (a_1, a_2, . . . ) prefiks raspoznavaniØ (1, 1, 1, 1, 1) (5, 5, 5, 5, 5, . . .) (5, . . . ) (2, 1, 1, 1) (4, 5, 4, 5, 4, . . .) (4, . . . ) (2, 2, 1) (3, 5, 3, 5, 3, . . .) (3, 5, . . .) (3, 1, 1) (3, 3, 5, 3, 3, . . .) (3, 3, . . .) (3, 2) (2, 3, 4, 3, 2, . . .) (2, ∗, 4, . . .) (4, 1) (2, 3, 2, 5, 2, . . .) (2, ∗, 2, . . .) (5) (1, 1, 1, 1, 5, . . .) (1, . . . )

Ukaßem lix~, qto pri praktiqeskoæ realizacii na komp~¸tere udobno hranit~ derev~Ø poiska v strukture dannyh, kotoraØ nazyvaetsØ trie.

5.2. Metod, osnovannyæ na vyqislenii sledov

V otliqie ot predyduwego metoda, fftot metod primenim tol~- ko v tom sluqae, esli harakteristika p polØ kofffficientov bol~xe stepeni n mnogoqlena F . �to delaet ego osobenno podhodØwim dlØ raznoharakteristiqeskogo sluqaØ (skaßem, dlØ vyqisleniØ gruppy Galua mnogoqlena s racional~nymi kofffficientami), poskol~ku my moßem vykinut~ koneqnoe qislo prostyh

108 N. V. DUROV qisel, i poqti polnost~¸ neprigodnym v ravnoharakteristiqeskom sluqae.

Sut~ predlagaemogo metoda zakl¸qaetsØ v opredelenii λ po sledam stepeneæ ffndomorfizma Frobeniusa: t_m := Tr Frob^m_A = Tr Φ^m. OkazyvaetsØ, qto v sluqae p > n nabor (t_m)_{1≤m≤n} odnoznaqno opredelØet λ i k tomu ße pozvolØet ustanovit~, ØvlØetsØ li algebra A separabel~noæ.

Pust~ n – nil~radikal k-algebry A, A_{red} := A/n – privedennaØ algebra, associirovannaØ s A. Poskol~ku p > n, n sovpadaet s Ødrom ffndomorfizma Frobeniusa; ots¸da nemedlenno sleduet, qto Tr Frob^m_A = Tr Frob^m_{Ared} dlØ vseh m ≥ 1. Rassmotrim razloßenie privedennoæ algebry A_{red} ∼= F_qλ_1 × · · · × F_qλs dlØ nekotorogo razbieniØ λ qisla n^′ = dim A_{red} ≤ n. Rassmotrim bazis A_{red}, sostavlennyæ iz normal~nyh bazisov F_qλ_i nad k = F_q ; avtomorfizm Frobeniusa Frob_{Ared} deæstvuet na fftom bazise kak nekotoraØ podstanovka σ ∈ S_n′ cikliqeskogo tipa λ; ots¸da poluqaem, qto t_m = Tr Frob^m_{Ared} sovpadaet s obrazom v prostom podpole F_p ⊂ F_q koliqestva nepodvißnyh toqek t^′_m podstanovki σ^m. Poskol~ku 0 ≤ t^′_m ≤ n^′ ≤ n < p, my moßem odnoznaqno vosstanovit~ t^′_m po t_m = t^′_m mod p.

Poloßim c_k := card{i : λ_i = k}; togda ∑ k≥1 kc_k = |λ| = n^′ ≤ n, tak qto c_k = 0 pri k > n. Krome togo, t^′_m = ∑ i:λ_i|m λi = ∑ d|m dc_d, otkuda po formule obraweniØ Mebiusa poluqaem c_m = 1 m ∑ d|m μ(m/d)t^′_d. �to pokazyvaet, qto znanie nabora (t^′_m)_{1≤m≤n}, ili, qto ravnosil~no, znanie nabora (t_m)_{1≤m≤n} pozvolØet opredelit~ vse c_k (poskol~ku c_k = 0 pri k > m), a znaqit, i λ, a takße n^′ = ∑ k≥1 kc_k. Pri fftom separabel~nost~ algebry A takße proverØetsØ takim sposobom, poskol~ku ffta separabel~nost~ ravnosil~na ravenstvu n^′ = n.

�to pokazyvaet, qto dannyæ metod bolee ffffektiven, qem predyduwiæ, poskol~ku on ispol~zuet tol~ko umnoßenie matric n × n i vyqislenie ih sledov, hotØ asimptotiqeski qislo ispol~zuemyh operaciæ est~ O(n^4 +n^2 log q), kak i dlØ predyduwego metoda.

Krome togo, kak i dlØ predyduwego metoda, qasto separabel~- nost~ algebry A i razbienie λ (kotoroe nas interesuet tol~ko v separabel~nom sluqae) opredelØ¸tsØ uße pervymi neskol~kimi qlenami posledovatel~nosti sledov (t^′_m). �to pozvolØet stroit~ derev~Ø poiska, v kotorye vkl¸qa¸tsØ vse razbieniØ λ qisla n,

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 109 a takße vse razbieniØ μ = (μ_1, . . . , μ_s) qisel n^′ < n, takie, qto n = c_1μ_1+· · ·+c_sμ_s dlØ nekotorogo nabora natural~nyh qisel (c_k) (moßno oboætis~ tol~ko takimi μ, poskol~ku μ – ffto nabor stepeneæ razliqnyh neprivodimyh somnoßiteleæ mnogoqlena F (T ), i potomu takie qisla c_k dolßny suwestvovat~ – moßno vzØt~ kratnosti sootvetstvu¸wih somnoßiteleæ); pri fftom v dereve poiska takie μ ne razliqa¸tsØ, a tol~ko pomeqaetsØ, qto oni sootvetstvu¸t neseparabel~nomu sluqa¸. Vot primer takogo dereva poiska dlØ n = 5:

t^′ = (t^′_1, t^′_2, . . .) v λ (0, 0, . . .) 7 (5) (0, 2, . . .) 5 (3, 2) (1, 1, 1, 1, . . .) −1 (1, 1, 1, 5, . . .) 6 (4, 1) (1, 1, 4, . . .) −1 (1, 3, . . .) −1 (1, 5, . . .) 3 (2, 2, 1) (2, 2, 2, . . .) −1 (2, 2, 5, . . .) 4 (3, 1, 1) (2, 4, . . .) −1 (3, 3, . . .) −1 (3, 5, . . .) 2 (2, 1, 1, 1) (4, . . . ) −1 (5, . . . ) 1 (1, 1, 1, 1, 1)

Zdes~ v – ffto −1 dlØ neseparabel~noæ algebry A ili nomer razbieniØ λ pri leksikografiqeskom uporØdoqenii vseh razbieniæ qisla n; Øsno, qto pri rabote na komp~¸tere udobnee imet~ delo ne s λ, a s v.

Otmetim, qto suwestvuet takße metod, kotoryæ ispol~zuet snaqala metod Gaussa dlØ proverki separabel~nosti, kak ffto delalos~ v metode, osnovannom na vyqislenii rangov, a zatem vyqislØet sledy stepeneæ avtomorfizma Frobeniusa dlØ opredeleniØ razbieniØ λ qisla n; pri fftom nußno vyqislØt~ men~xee koliqestvo stepeneæ avtomorfizma Frobeniusa, poskol~ku uße izvestna separabel~nost~ A. Vot voznika¸wee derevo raspoznavaniØ dlØ n = 5:

110 N. V. DUROV

t^′ = (t^′_1, t^′_2, . . .) v λ (0, 0, . . .) 7 (5) (0, 2, . . .) 5 (3, 2) (1, 1, . . .) 6 (4, 1) (1, 5, . . .) 3 (2, 2, 1) (2, . . . ) 4 (3, 1, 1) (3, . . . ) 2 (2, 1, 1, 1) (5, . . . ) 1 (1, 1, 1, 1, 1)

6. Statistiqeskiæ analiz rezul~tatov

My hotim teper~ obsudit~, posle kakogo koliqestva proanalizirovannyh prostyh qisel my moßem opredelit~ iskomu¸ gruppu Galua (toqnee, sootvetstvu¸wu¸ virtual~nu¸ podgrup-

pu Sn). DlØ fftogo my rassmotrim sledu¸wu¸ dovol~no bliz-

ku¸ statistiqesku¸ zadaqu. Predpoloßim, qto my hotim opredelit~ nekotoryæ neizvestnyæ parametr η, prinadleßawiæ nekotoromu zaranee fiksirovannomu koneqnomu mnoßestvu H (v naxem sluqae H – mnoßestvo vseh virtual~nyh podgrupp S_n, a η sootvetstvuet iskomoæ gruppe Galua). DlØ fftogo my provodim seri¸ ffksperimentov ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_j, . . . (ispytaniæ regulØrnyh prostyh qisel), rezul~tat ξ_j kaßdogo iz kotoryh prinadleßit nekotoromu zaranee izvestnomu koneqnomu mnoßestvu Ξ (u nas Ξ = part_n – mnoßestvo vseh razbieniæ qisla n, a ξ_j – ffto razbienie λ^{(p)}, sootvetstvu¸wee oqerednomu prostomu qislu p). Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo h ∈ H nam izvestna funkciØ raspredeleniØ veroØtnosteæ p_h: Ξ → [0, 1] (t.e. takaØ funkciØ, qto P (ξ_j = x|η = h) = p_h(x)), i qto razliqnym h sootvetstvu¸t razliqnye p_h (inaqe nam nikak ne razliqit~ takie h ≠ h^′, qto p_h = p_h′ ). Krome togo, my sqitaem, qto esli p_h(x) = 0, to ξ_j ne moßet prinimat~ znaqenie x pri η = h (v naxem sluqae ffto uslovie vypolneno, poskol~ku esli podgruppa Galua G simmetriqeskoæ gruppy S_n ne soderßit podstanovok nekotorogo cikliqeskogo tipa λ, to ni pri kakom regulØrnom p ravenstvo λ^{(p)} = λ nevozmoßno, tak kak ono oznaqalo by, qto sootvetstvu¸wiæ fflement Frobeniusa Frob_p ∈ G ⊂ S_n ØvlØetsØ podstanovkoæ cikliqeskogo tipa λ). Ewe odno predpoloßenie, kotoroe my delaem, zakl¸qaetsØ v tom, qto rezul~taty razliqnyh ffksperimentov nezavisimy (my ewe obsudim, qto ffto oznaqaet v naxeæ situacii).

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 111 Zafiksiruem nekotoroe maloe poloßitel~noe ε (naprimer, ε = 10^{−6}) i zadadimsØ sledu¸wim voprosom: moßem li my po N uße prodelannym ffksperimentam opredelit~ η s veroØtnost~¸ oxibki, men~xeæ ε, v sluqae poloßitel~nogo otveta opredelit~ η, a v sluqae otricatel~nogo otveta naæti primernoe koliqestvo ffksperimentov, kotorye nado ewe sdelat~ dlØ opredeleniØ η. Pust~ N – koliqestvo uße prodelannyh ffksperimentov, m_x := card{1 ≤ j ≤ N : ξ_j = x} – koliqestvo ffksperimentov, v kotoryh byl poluqen rezul~tat x ∈ Ξ. Sostavim podmnoßestvo H^′ ⊂ H, obrazovannoe temi h ∈ H, dlØ kotoryh p_h(x) > 0 dlØ vseh x ∈ Ξ, takih, qto m_x > 0. ˚sno, qto zavedomo η ∈ H^′ (napomnim, qto my predpolagaem, qto pri η = h veliqina ξ_j ne moßet prinimat~ znaqeniØ x, dlØ kotoryh p_h(x) = 0). Rassmotrim uslovnye veroØtnosti P_h := P (A|η = h) poluqeniØ dannogo nabora (m_x) pri uslovii η = h. ˚sno, qto P_h = ∏ x∈Ξ p_h(x)^{mx} i log P_h = ∑ x∈Ξ m_x log p_h(x). Esli (Q_h)_{h∈H} – nekotoroe apriornoe raspredelenie veroØtnosteæ togo, qto η = h (t.e. Q_h = P (η = h); my predpolagaem, qto vse Q_h > 0; koneqno ße, ∑ h∈H Q_h = 1), to po formule Baæesa

P (η = h_0|A) =

P (A|η = h_0)P (η = h_0) ∑ h∈H P (A|η = h)P (η = h) = P_{h0} Q_{h0} ∑ h∈H P_hQ_h . My hoteli by poluqit~ uslovie suwestvovaniØ takogo h_0 ∈ H, qto P (η = h_0|A) > 1−ε; vmesto fftogo my budem izuqat~ poqti ravnosil~noe uslovie P (η = h|A)/P (η = h_0|A) < ε pri vseh h ≠ h_0 (na samom dele iz fftogo usloviØ sleduet, qto P (η = h_0|A) > 1 − ε · |H|; my sqitaem, qto ε oqen~ malo, a vo mnoßestve H gorazdo men~- xe fflementov, qem ε^{−1}). Po formule Baæesa P (η = h|A)/P (η = h_0|A) = P_hQ_h/(P_{h0} Q_{h0} ); logarifmiruØ, poluqaem uslovie ∑ x∈Ξ m_x log p_h(x) − ∑ x∈Ξ m_x log p_{h0} < log ε + log Q_{h0} − log Q_h.

Poskol~ku pro znaqeniØ Q_h nam niqego ne izvestno, estestvenno v fftom vyraßenii zamenit~ log Q_{h0} − log Q_h na nul~. Vot nekotoroe obosnovanie takogo xaga: esli vse Q_h > δ > 0 (skaßem, δ = 10^{−3}), to zavedomo log Q_h − log Q_{h0} < − log δ, i potomu, esli levaØ qast~ rassmotrennogo neravenstva men~xe log ε + log δ, to ona men~xe i log ε + log Q_{h0} − log Q_h; pofftomu moßno, zameniv pri

112 N. V. DUROV neobhodimosti ε na εδ, rassmatrivat~ uslovie ∑ x∈Ξ m_x log p_h(x) − ∑ x∈Ξ m_x log p_{h0} < log ε.

Poloßim V_h := ∑ x m_x · ( − log p_h(x) ) , M := − log ε; togda poluqennoe uslovie moßno perepisat~ v vide V_{h0} < V_h − M .

Itak, predlagaemyæ metod rexeniØ postavlennoæ zadaqi takov: vyqislØem dlØ vseh h ∈ H (a na samom dele tol~ko dlØ h ∈ H^′) V_h := ∑ x m_x · ( − log p_h(x) ) , M := − log ε (qto-to vrode 20), vybiraem indeksy h_0 i h_1 ≠ h_0 iz H, takie, qto V_{h0} ≤ V_{h1} ≤ V_h dlØ vseh h ∈ H, otliqnyh ot h_0 i h_1, i proverØem uslovie V_{h1} − V_{h0} > M . Esli ffto uslovie vypolneno, vozvrawaem h_0 v kaqestve znaqeniØ η; esli ße net, proizvodim ewe porØdka N · ( M/(V_{h1} − V_{h0} ) − 1 ) ffksperimentov (luqxe vsego umnoßit~ ffto qislo na kaku¸-nibud~ konstantu, b&ol~xu¸ edinicy, skaßem, 1.2, i dobavit~ nebol~xoe qislo vrode pØti; krome togo, esli poluqaetsØ slixkom mnogo— skaßem, bol~xe 2N – to my delaem tol~ko 2N ffksperimentov). Zatem my snova analiziruem poluqennye dannye, pri neobhodimosti snova delaem dopolnitel~nye ffksperimenty, i tak do teh por, poka my ne smoßem opredelit~ η s nußnoæ stepen~¸ uverennosti.

My moßem ocenit~ qislo ffksperimentov, neobhodimoe dlØ opredeleniØ η v sluqae η = h_0, sledu¸wim obrazom. Zamenim m_x na ego matematiqeskoe oßidanie N p_{h0} (x); togda V_h = N ∑ x p_{h0} (x) · − log p_h(x), i uslovie V_{h0} < V_h − M pri vseh h okazyvaetsØ ravnosil~nym uslovi¸ N > N_0 = ( min_{h≠h0} ∑ x p_{h0} (x) · (− log p_h(x)) − ∑ x p_{h0} (x) · (− log p_{h0} (x)) )_{−1} . Interesno, qto ocenki qisla ffksperimentov (t.e. regulØrnyh prostyh qisel), neobhodimyh dlØ opredeleniØ gruppy Galua mnogoqlena stepeni n ≤ 10 s veroØtnost~¸ oxibki ≤ 10^{−6}, vyqislennye po ukazannoæ vyxe formule s pomow~¸ uße postroennoæ tablicy virtual~nyh podgrupp S_n, n ≤ 10, okazyva¸tsØ na udivlenie nebol~ximi – porØdka 100–200, a naibol~xee znaqenie ravno 513.7. �to pokazyvaet, naskol~ko vaßno dlØ rassmatrivaemogo metoda predvaritel~noe opredelenie spiska vseh vozmoßnyh virtual~nyh podgrupp, poskol~ku bez takogo spiska potrebovalos~ by astronomiqeskoe koliqestvo ffksperimentov – porØdka 10! · (10^6)^2.

DlØ primeneniØ rassmotrennogo metoda analiza rezul~tatov

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 113 k zadaqe opredeleniØ gruppy Galua sleduet sdelat~ ewe neskol~ko dopolneniæ. Vo-pervyh, kak luqxe vsego vybirat~ prostye qisla p dlØ ffksperimentov? PredlagaetsØ vybirat~ ih podrØd, naqinaØ s nekotoroæ nißneæ granicy, bol~xeæ n (qtoby moßno bylo pol~zovat~sØ metodom iz razdela 5.2); takoe predloßenie, pomimo svoeæ prostoty, osnovano na izvestnyh svoæstvah analitiqeskoæ plotnosti mnoßestv prostyh qisel iz teoremy plotnosti Qebotareva.

Krome togo, predlagaetsØ sledu¸waØ optimizaciØ. VsØkiæ raz, kogda my poluqaem rezul~tat ffksperimenta (t.e. razbienie λ), nikogda ne poluqavxiæsØ ranee, my prosmatrivaem spisok virtual~nyh podgrupp S_n, kotorye mogut okazat~sØ iskomoæ gruppoæ Galua, i vykidyvaem iz nego vse fflementy h s p_h(λ) = 0, poskol~ku takie virtual~nye podgruppy zavedomo ne mogut byt~ iskomoæ gruppoæ Galua. Esli v kakoæ-to moment v fftom spiske ostaetsØ rovno odin fflement (im moßet okazat~sØ tol~ko simmetriqeskaØ gruppa S_n), my ego srazu vydaem v kaqestve otveta. Krome togo, znaqeniØ vyraßeniæ V_h my vyqislØem tol~ko dlØ h iz fftogo spiska, qto pozvolØet sffkonomit~ mnogo usiliæ.

Ewe odin moment: moßet tak poluqit~sØ, qto vse rassmatrivaemye prostye qisla okazyva¸tsØ iskl¸qitel~nymi. Esli proizvedenie vseh rassmotrennyh iskl¸qitel~nyh qisel bol~- xe nekotoroæ ocenki sverhu modulØ diskriminanta mnogoqlena F (T ), ffto oznaqaet, qto ishodnyæ mnogoqlen F ne byl separabel~nym, na qem vyqislenie gruppy Galua moßno prekratit~. Vmesto fftogo avtor sqitaet, qto esli pervye sto rassmotrennyh prostyh qisel okazalis~ iskl¸qitel~nymi, to F neseparabelen; v tom sluqae, esli kofffficienty F (T ) otnositel~no nebol~xie, takoæ podhod opravdan; esli ße ffto ne tak, neobhodimu¸ granicu koliqestva iskl¸qitel~nyh prostyh qisel sleduet opredelØt~ ishodØ iz razmera kofffficientov mnogoqlena.

Kakoe minimal~noe koliqestvo prostyh qisel sleduet rassmotret~? Inaqe govorØ, kakova iznaqal~naØ ocenka na qislo ffksperimentov N ? RassußdeniØ, analogiqnye privedennym vyxe, pokazyva¸t, qto iskomaØ granica zavisit ot razmera kofffficientov mnogoqlena primerno tak ße, kak granica koliqestva iskl¸qitel~nyh prostyh qisel, rassmotrennaØ tol~ko qto (pri fftom polezno rassmotret~ mnogoqlen F (T ) = T^2 − (p_1p_2 · · · p_N +1), gde p_1, . . . , p_N – pervye N rassmotrennyh prostyh qisel). Po-

114 N. V. DUROV fftomu avtor predlagaet iznaqal~no ispol~zovat~ N = 100 dlØ mnogoqlenov s otnositel~no nebol~ximi kofffficientami, a koliqestvo dopolnitel~nyh ffksperimentov rassqityvat~ po metodike, izloßennoæ vyxe.

Posledniæ vopros, kotoryæ nam sleduet obsudit~, takov: v kakoæ stepeni statistiqeskaØ model~, privedennaØ vyxe, sootvetstvuet situacii, voznika¸weæ pri naxem metode vyqisleniØ gruppy Galua? Bolee tonkiæ analiz pokazyvaet, qto vmesto nezavisimosti ξ_j dostatoqno trebovat~, qtoby dispersiØ m_x ocenivalas~ lineænoæ funkcieæ ot N , t.e., grubo govorØ, qtoby m_x = N p_{h0} (x) + O(N^{1/2}). Pri fftom teorema plotnosti Qebotareva na samom dele utverßdaet, qto esli ζ-funkciØ Rimana ne imeet nuleæ v polose Re z ≥ 1−ε, to moßno napisat~ ocenku vida m_x = N p_{h0} (x) + O(N^{1−ε}); esli gipoteza Rimana verna, to moßno brat~ ε skol~ ugodno blizkim k 1/2, qto praktiqeski polnost~¸ obosnovyvaet proizvedennu¸ vyxe zamenu ishodnoæ zadaqi na statistiqesku¸ zadaqu.

Takim obrazom, proizvedennye ocenki koliqestva regulØrnyh qisel, neobhodimyh dlØ opredeleniØ gruppy Galua, na samom dele verny, tol~ko esli gipoteza Rimana verna. �to ne oznaqaet, qto nax metod vyqisleniØ gruppy Galua osnovan na gipoteze Rimana: on budet rabotat~ i bez gipotezy Rimana, tol~ko gorazdo dol~xe. Vproqem, praktika pokazyvaet, qto dlØ opredeleniØ gruppy Galua mnogoqlena stepeni ≤ 10 obyqno deæstvitel~no dostatoqno rassmotreniØ dvuhsot prostyh qisel, qto, v obwem, moßet rassmatrivat~sØ kak ewe odno podtverßdenie (vproqem, dovol~no kosvennoe) istinnosti gipotezy Rimana.

A. Tablicy

A.1. Tablicy harakterov Sn pri n ≤ 6

DlØ kaßdogo znaqeniØ n ot 1 do 6 my privodim dve tablicy, vyqislennye s pomow~¸ metoda, opisannogo v 4.1.18. PervaØ iz nih – ffto tablica harakterov S_n. Ee stroki sootvetstvu¸t prostym harakteram χ_λ, a stolbcy – klassam soprØßennyh fflementov C_μ, gde λ i μ – razbieniØ qisla n. Kak obyqno, my raspolagaem vse razbieniØ qisla n v leksikografiqeskom porØdke. Pomimo znaqeniæ χ_λ(C_μ), dlØ kaßdogo klassa soprØßennyh fflementov ukazano koliqestvo fflementov v nem – d_μ = card C_μ. VtoraØ tablica sostoit iz kofffficientov m_{λμ} = (ψ_λ, χ_μ) (sm. 4.1.18). DlØ

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 115 n = 5 i 6 my ispol~zuem sokrawennye oboznaqeniØ dlØ zapisi razbieniæ, sootvetstvu¸wih stolbcam tablicy. 1. d_μ 1 χ_λ(C_μ) (1) (1) 1 m_{λμ} (1) (1) 1 2. d_μ 1 1 χ_λ(C_μ) (1, 1) (2) (1, 1) 1 −1 (2) 1 1 m_{λμ} (1, 1) (2) (1, 1) 1 1 (2) 0 1 3. d_μ 1 3 2 χ_λ(C_μ) (1, 1, 1) (2, 1) (3) (1, 1, 1) 1 −1 1 (2, 1) 2 0 −1 (3) 1 1 1 m_{λμ} (1, 1, 1) (2, 1) (3) (1, 1, 1) 1 2 1 (2, 1) 0 1 1 (3) 0 0 1 4. d¯ 1 6 3 8 6

χ˘(C¯) (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)

(1, 1, 1, 1) 1 �1 1 1 �1 (2, 1, 1) 3 �1 �1 0 1 (2, 2) 2 0 2 �1 0 (3, 1) 3 1 �1 0 �1

(4) 1 1 1 1 1

m˘¯ (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)

(1, 1, 1, 1) 1 3 2 3 1 (2, 1, 1) 0 1 1 2 1 (2, 2) 0 0 1 1 1 (3, 1) 0 0 0 1 1

(4) 0 0 0 0 1

116 N. V. DUROV 5. d¯ 1 10 15 20 20 30 24

χ˘(C¯) (1^5) (2, 1^3) (2^2, 1) (3, 1^2) (3, 2) (4, 1) (5)

(1, 1, 1, 1, 1) 1 �1 1 1 �1 �1 1 (2, 1, 1, 1) 4 �2 0 1 1 0 �1 (2, 2, 1) 5 �1 1 �1 �1 1 0 (3, 1, 1) 6 0 �2 0 0 0 1 (3, 2) 5 1 1 �1 1 �1 0 (4, 1) 4 2 0 1 �1 0 �1

(5) 1 1 1 1 1 1 1

m˘¯ (15) (2, 13) (23, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5) (1, 1, 1, 1, 1) 1 4 5 6 5 4 1 (2, 1, 1, 1) 0 1 2 3 3 3 1 (2, 2, 1) 0 0 1 1 2 2 1 (3, 1, 1) 0 0 0 1 1 2 1 (3, 2) 0 0 0 0 1 1 1 (4, 1) 0 0 0 0 0 1 1

(5) 0 0 0 0 0 0 1

6.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 117

A.2. Virtual~nye podgruppy Sn pri n ≤ 6

My privodim spisok vseh virtual~nyh podgrupp S_n pri n ≤ 6, vyqislennyæ s pomow~¸ metodov (a), (b) i (c) iz razdelov 4.2 i 4.3. �ti spiski mogut soderßat~ lixnie fflementy, t.e. nesuwestvennye virtual~nye podgruppy; avtor namerenno ostavil nekotorye zavedomo nesuwestvennye virtual~nye podgruppy vrode virtual~noæ podgruppy #76, qtoby prodemonstrirovat~ suwestvovanie takih virtual~nyh podgrupp. Temi ße metodami vyqislØetsØ spisok vseh virtual~nyh podgrupp S_n pri n ≤ 10, priqem dlØ vyqisleniØ potrebovalos~ okolo 15 minut raboty komp~¸tera Pentium III-850. �tot spisok ne privoditsØ zdes~ tol~ko po priqine svoego bol~xogo razmera – v nego vhodit 4587 virtual~nyh podgrupp! Tem ne menee, avtor gotov predostavit~ fftot spisok v fflektronnom vide.

Virtual~nye podgruppy uporØdoqeny po vozrastani¸ n, a dlØ odinakovyh n – po vozrastani¸ porØdka. Virtual~nye podgrup-

py Sn odnogo i togo ße porØdka uporØdoqiva¸tsØ po leksiko-

grafiqeskomu ubyvani¸ vektora y = (y_μ).

KaßdaØ virtual~naØ podgruppa H predstavlena tabliceæ sledu¸wego vida:

#33: porØdok 12, indeks 10; − (30); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 4/10 3/15 2/20 2/20 0/30 0/24 y^′_μ 10 4 2 1 1 0 0 x_λ 0 0 0 0 1 1 1 razl. 1 ⟨b⟩ 3(13) + 2(16) razl. 2 ⟨c⟩ 3(8) + 2(4) podgr. 24, 28, 29, 30

Snaqala ukazyvaetsØ porØdkovyæ nomer virtual~noæ podgruppy v obwem spiske, ee porØdok i indeks (napomnim, qto porØdok i indeks virtual~noæ podgruppy korrektno opredeleny). Zatem dlØ poloßitel~nyh (t.e. soderßawihsØ v znakoperemennoæ gruppe A_n ⊂ S_n) virtual~nyh podgrupp zapisyvaetsØ znak “+”, a dlØ otricatel~nyh zapisyvaetsØ “− (v)”, gde v – nomer virtual~noæ podgruppy, sootvetstvu¸weæ H ∩A_n. PervaØ stroka zaverxaetsØ pereqisleniem izvestnyh svoæstv dannoæ virtual~- noæ podgruppy, kaßdoe iz kotoryh kodiruetsØ dvumØ bukvami:

Ex Virtual~naØ podgruppa suwestvenna (t.e. sootvetstvuet

kakoæ-to nastoØweæ podgruppe S_n).

118 N. V. DUROV

Un Virtual~naØ podgruppa sootvetstvuet ne bolee odnoæ nasto-

Øweæ podgruppe.

Cy Virtual~naØ podgruppa sootvetstvuet cikliqeskoæ pod-

gruppe (kotoraØ v fftom sluqae odnoznaqno opredelena).

Pe Virtual~naØ podgruppa imeet vid S_λ dlØ nekotorogo raz-

bieniØ λ ∈ part_n (sm.4.1.8).

Tr Virtual~naØ podgruppa moßet sootvetstvovat~ tranzitiv-

noæ podgruppe v S_n.

No Virtual~naØ podgruppa sootvetstvuet normal~noæ podgrup-

pe. Sledu¸wie tri stroki soderßat znaqeniØ y_μ = |H ∩C_μ| (v vide y_μ/d_μ, gde d_μ = |C_μ|), y^′_μ = χS_{n/H} (C_μ) i x_λ = (χS_{n/H} , χ_λ) (sm.3.5.9); pri fftom stolbcy tablicy sootvetstvu¸t razbieniØm qisla n, raspoloßennym v leksikografiqeskom porØdke.

Dalee sledu¸t neskol~ko strok, pereqislØ¸wie“razloßeniØ” H. Po suwestvu, kaßdaØ stroka otraßaet odin iz puteæ postroeniØ dannoæ podgruppy s pomow~¸ metodov (a), (b) ili (c). DlØ metoda (a) zapis~ vyglØdit tak: ⟨a⟩ (v), gde v – nomer virtual~noæ podgruppy H^′ v S_{n−1}, iz kotoroæ byla poluqena H (sm. opisanie metoda (a) v 4.2). DlØ metoda (b) zapis~ ustroena sledu¸wim obrazom: ⟨b⟩ ν_1(v_1) + · · ·+ ν_s(v_s), gde ν – razbienie qisla n, a v_j – nomera sootvetstvu¸wih virtual~nyh podgrupp H_j v

Sn−1 (sm. opisanie metoda (b) v 4.3). Nakonec, dlØ metoda (c) za-

pis~ ustroena tak: ⟨c⟩ n_1(v_1) + n_2(v_2), gde n_1 i n_2 – natural~nye qisla, takie, qto n_1 + n_2 = n, v_1 i v_2 – nomera virtual~nyh podgrupp H_1 v S_{n1} i H_2 v S_{n2} , takih, qto H = H_1 × H_2 (sm. opisanie metoda (c) v 4.2).

PoslednØØ stroka pereqislØet vse virtual~nye podgruppy H_j ≠ H, kotorye mogut soderßat~sØ v H soglasno τ -kriteri¸ 3.6.9. Poskol~ku fftot spisok slixkom velik, my ukazyvaem tol~- ko ego maksimal~nye fflementy; ostal~nye podgruppy moßno uznat~, esli prosmotret~ spisok podgrupp dlØ kaßdoæ iz H_j, dlØ kaßdoæ iz fftih podgrupp snova prosmotret~ spisok podgrupp i t.d.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 119

Virtual~nye podgruppy S0:

#1: porØdok 1, indeks 1; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 y^′_μ 1 x_λ 1

Virtual~nye podgruppy S1:

#2: porØdok 1, indeks 1; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 y^′_μ 1 x_λ 1

Virtual~nye podgruppy S2:

#3: porØdok 1, indeks 2; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/1 y^′_μ 2 0 x_λ 1 1

#4: porØdok 2, indeks 1; − (3); svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 1/1 y^′_μ 1 1 x_λ 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 2(2) podgr. 3

Virtual~nye podgruppy S3:

#5: porØdok 1, indeks 6; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/3 0/2 y^′_μ 6 0 0 x_λ 1 2 1

120 N. V. DUROV #6: porØdok 2, indeks 3; − (5); svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 1/3 0/2 y^′_μ 3 1 0 x_λ 0 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(4) podgr. 5

#7: porØdok 3, indeks 2; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/3 2/2 y^′_μ 2 0 2 x_λ 1 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 3(3) podgr. 5

#8: porØdok 6, indeks 1; − (7); svoæstva: Ex, Un, Pe, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 3/3 2/2 y^′_μ 1 1 1 x_λ 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 3(4) podgr. 6, 7

Virtual~nye podgruppy S4:

#9: porØdok 1, indeks 24; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/6 0/3 0/8 0/6 y^′_μ 24 0 0 0 0 x_λ 1 3 2 3 1

#10: porØdok 2, indeks 12; − (9); svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 1/6 0/3 0/8 0/6 y^′_μ 12 2 0 0 0 x_λ 0 1 1 2 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(6) razl. 2 ⟨c⟩ 2(4)+2(3) podgr. 9

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 121 #11: porØdok 2, indeks 12; +; svoæstva: Ex, Un, Cy.

y_μ/d_μ 1/1 0/6 1/3 0/8 0/6 y^′_μ 12 0 4 0 0 x_λ 1 1 2 1 1 razl. 1 ⟨b⟩ 2(5)+2(5) podgr. 9

#12: porØdok 3, indeks 8; +; svoæstva: Ex, Un, Cy.

y_μ/d_μ 1/1 0/6 0/3 2/8 0/6 y^′_μ 8 0 0 2 0 x_λ 1 1 0 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(7) podgr. 9

#13: porØdok 4, indeks 6; − (11); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 2/6 1/3 0/8 0/6 y^′_μ 6 2 2 0 0 x_λ 0 0 1 1 1 razl. 1 ⟨b⟩ 2(6)+2(6) razl. 2 ⟨c⟩ 2(4)+2(4) podgr. 10, 11

#14: porØdok 4, indeks 6; +; svoæstva: Ex, Un, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/6 3/3 0/8 0/6 y^′_μ 6 0 6 0 0 x_λ 1 0 2 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 4(5) podgr. 11

#15: porØdok 4, indeks 6; − (11); svoæstva: Ex, Un, Cy, Tr.

y_μ/d_μ 1/1 0/6 1/3 0/8 2/6 y^′_μ 6 0 2 0 2 x_λ 0 1 1 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 4(5)

122 N. V. DUROV #16: porØdok 6, indeks 4; − (12); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 3/6 0/3 2/8 0/6 y^′_μ 4 2 0 1 0 x_λ 0 0 0 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(8) podgr. 10, 12

#17: porØdok 8, indeks 3; − (14); svoæstva: Ex, Un, Tr.

y_μ/d_μ 1/1 2/6 3/3 0/8 2/6 y^′_μ 3 1 3 0 1 x_λ 0 0 1 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 4(6) podgr. 13, 14, 15

#18: porØdok 12, indeks 2; +; svoæstva: Ex, Un, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/6 3/3 8/8 0/6 y^′_μ 2 0 2 2 0 x_λ 1 0 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 4(7) podgr. 12, 14

#19: porØdok 24, indeks 1; − (18); svoæstva: Ex, Un, Pe, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 6/6 3/3 8/8 6/6 y^′_μ 1 1 1 1 1 x_λ 0 0 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 4(8) podgr. 16, 17, 18

Virtual~nye podgruppy S5:

#20: porØdok 1, indeks 120; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 0/15 0/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 120 0 0 0 0 0 0 x_λ 1 4 5 6 5 4 1

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 123 #21: porØdok 2, indeks 60; − (20); svoæstva: Ex, Un, Cy, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 1/10 0/15 0/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 60 6 0 0 0 0 0 x_λ 0 1 2 3 3 3 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(10) podgr. 20

#22: porØdok 2, indeks 60; +; svoæstva: Ex, Un, Cy.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 1/15 0/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 60 0 4 0 0 0 0 x_λ 1 2 3 2 3 2 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(11) podgr. 20

#23: porØdok 3, indeks 40; +; svoæstva: Ex, Un, Cy.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 0/15 2/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 40 0 0 4 0 0 0 x_λ 1 2 1 2 1 2 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(12) razl. 2 ⟨c⟩ 3(7) + 2(3) podgr. 20

#24: porØdok 4, indeks 30; − (22); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 2/10 1/15 0/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 30 6 2 0 0 0 0 x_λ 0 0 1 1 2 2 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(13) podgr. 21, 22

#25: porØdok 4, indeks 30; +; svoæstva: Ex.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 3/15 0/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 30 0 6 0 0 0 0 x_λ 1 1 2 0 2 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(14) podgr. 22

124 N. V. DUROV #26: porØdok 4, indeks 30; − (22); svoæstva: Ex, Un, Cy.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 1/15 0/20 0/20 2/30 0/24 y^′_μ 30 0 2 0 0 2 0 x_λ 0 1 2 1 1 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(15) podgr. 22

#27: porØdok 5, indeks 24; +; svoæstva: Ex, Un, Cy, Tr.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 0/15 0/20 0/20 0/30 4/24 y^′_μ 24 0 0 0 0 0 4 x_λ 1 0 1 2 1 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 5(9) podgr. 20

#28: porØdok 6, indeks 20; − (23); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 3/10 0/15 2/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 20 6 0 2 0 0 0 x_λ 0 0 0 1 1 2 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(16) razl. 2 ⟨c⟩ 3(8) + 2(3) podgr. 21, 23

#29: porØdok 6, indeks 20; − (23); svoæstva: Ex, Un, Cy.

y_μ/d_μ 1/1 1/10 0/15 2/20 2/20 0/30 0/24 y^′_μ 20 2 0 2 2 0 0 x_λ 0 1 0 1 1 1 1 razl. 1 ⟨b⟩ 3(10) + 2(12) razl. 2 ⟨c⟩ 3(7) + 2(4) podgr. 21, 23

#30: porØdok 6, indeks 20; +; svoæstva: Ex.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 3/15 2/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 20 0 4 2 0 0 0 x_λ 1 1 1 0 1 1 1 razl. 1 ⟨b⟩ 3(11) + 2(12) podgr. 22, 23

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 125 #31: porØdok 8, indeks 15; − (25); svoæstva: Ex, Un.

y_μ/d_μ 1/1 2/10 3/15 0/20 0/20 2/30 0/24 y^′_μ 15 3 3 0 0 1 0 x_λ 0 0 1 0 1 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(17) podgr. 24, 25, 26

#32: porØdok 10, indeks 12; +; svoæstva: Tr.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 5/15 0/20 0/20 0/30 4/24 y^′_μ 12 0 4 0 0 0 2 x_λ 1 0 1 0 1 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 5(11) podgr. 22, 27

#33: porØdok 12, indeks 10; − (30); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 4/10 3/15 2/20 2/20 0/30 0/24 y^′_μ 10 4 2 1 1 0 0 x_λ 0 0 0 0 1 1 1 razl. 1 ⟨b⟩ 3(13) + 2(16) razl. 2 ⟨c⟩ 3(8) + 2(4) podgr. 24, 28, 29, 30

#34: porØdok 12, indeks 10; +; svoæstva: Ex.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 3/15 8/20 0/20 0/30 0/24 y^′_μ 10 0 2 4 0 0 0 x_λ 1 1 0 0 0 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(18) podgr. 23, 25

#35: porØdok 15, indeks 8; +; svoæstva: Tr.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 0/15 5/20 0/20 0/30 9/24 y^′_μ 8 0 0 2 0 0 3 x_λ 1 0 0 1 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 5(12) podgr. 23, 27

126 N. V. DUROV #36: porØdok 20, indeks 6; − (32); svoæstva: Tr.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 5/15 0/20 0/20 10/30 4/24 y^′_μ 6 0 2 0 0 2 1 x_λ 0 0 1 0 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 5(15) podgr. 26, 32

#37: porØdok 24, indeks 5; − (34); svoæstva: Ex, Pe.

y_μ/d_μ 1/1 6/10 3/15 8/20 0/20 6/30 0/24 y^′_μ 5 3 1 2 0 1 0 x_λ 0 0 0 0 0 1 1 razl. 1 ⟨a⟩ 1(19) podgr. 28, 30, 31, 34

#38: porØdok 60, indeks 2; +; svoæstva: Ex, Un, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 0/10 15/15 20/20 0/20 0/30 24/24 y^′_μ 2 0 2 2 0 0 2 x_λ 1 0 0 0 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 5(18) podgr. 30, 32, 34

#39: porØdok 120, indeks 1; − (38); svoæstva: Ex, Un, Pe, Tr, No.

y_μ/d_μ 1/1 10/10 15/15 20/20 20/20 30/30 24/24 y^′_μ 1 1 1 1 1 1 1 x_λ 0 0 0 0 0 0 1 razl. 1 ⟨b⟩ 5(19) podgr. 33, 35, 36, 37, 38

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 127

Virtual~nye podgruppy S6:

128 N. V. DUROV

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 129

130 N. V. DUROV

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 131

132 N. V. DUROV

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 133

134 N. V. DUROV

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 135

Literatura

1. ȷ.-P. Serr, Lineænye predstavleniØ koneqnyh grupp. — Mir, M. (1970). 2. G. Dßeæms, TeoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp. — Mir, M.

(1982).

3. Dß. Kassels, A. Frœlih, AlgebraiqeskaØ teoriØ qisel. — Mir, M. (1969). 4. J. Dieudonné, A. Grothendieck, Eléments de Géométrie Algèbrique: Le language

des schémas. — Publ. Math. IHES, No. 4 (1960).

5. J. Dieudonné, A. Grothendieck, Eléments de Géométrie Algèbrique: Étude locale

des schémas et des morphismes de schémas. — Publ. Math. IHES, No. 20 (1964), No. 24 (1965), No. 28 (1966), No. 32 (1967).

6. A. Grothendieck et al., Revêtements étales et Groupe Fondamental. — Lecture

Notes in Math., 224, Springer-Verlag, Heidelberg (1971).

7. M. Artin, A. Grothendieck, J. L. Verdier et al., Théorie des Topos et Cohomologie

Étale des Schémas. — Lecture Notes in Math., 269, 270, 305, Springer-Verlag, Heidelberg (1972–1973).

8. P. Berthelot, L. Illusie et al., Théorie des Intersections et Théorème de Riemann–

Roch. — Lecture Notes in Math., 225, Springer-Verlag, Heidelberg (1971).

9. N. Burbaki, Algebra. Gl. X. GomologiqeskaØ algebra. Nauka, M. (1987). 10. N. V. Durov, Vyqislenie gruppy Galua mnogoqlena s racional~nymi kofffficientami. I. — Zap. nauqn. semin. POMI 319 (2004), 117–198. Durov N. V. Computation of the Galois group of a polynomial with rational coefficients, II.

A new method, which enables us to compute rather efficiently the Galois group of a polynomial over Q, respectively, over Zis presented. Reductions of this polynomial with respect different prime modules are studied, and the information obtained is used for the calculation of the Galois group of the initial polynomial. This method uses an original modification of the Chebotarev density theorem and it is in essence a probability method. The irreducibility of the polynomial under consideration is not assumed. The appendix to this paper contains tables which enable one to find the Galois group of polynomials of degree less than or equal to 10 as a subgroup of the symmetric group.

Here the final part of the paper is published. The first part is contained in the previous issue (see Vol. 319 (2004)).

Postupilo 25 i¸nØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet