Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

A. I. Generalov, M. A. Kaqalova

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA

Vvedenie

Pust~ R – samoin¨ektivnaØ bazisnaØ algebra nad algebraiqeski zamknutym polem, ime¸waØ koneqnyæ tip predstavleniØ. Stabil~nyæ AR-kolqan takoæ algebry moßno opisat~ s pomow~¸ nekotorogo associirovannogo dereva, kotoroe dolßno sovpadat~ s odnoæ iz shem Dynkina A_n, D_n, E_6, E_7 ili E_8 (sm. [1]). V [2] dokazano, qto esli dlØ algebry R ffto associirovannoe derevo imeet tip A_n, to R stabil~no ffkvivalentna libo nekotoroæ polucepnoæ samoin¨ektivnoæ algebre, libo tak nazyvaemoæ “algebre Mœbiusa” vida R = k [Q] /I, gde Q – sledu¸wiæ kolqan:

gde n, t ∈ N, t > 2, a I – ideal v algebre puteæ k [Q] kolqana Q, poroßdœnnyæ

a) vsemi putØmi dliny t + 1;

Rabota podderßana grantom RFFI 05-01-00674. 36

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 37 b) putØmi vida a_{rt}a_{(r+n)t−1} i a_{(r+n)t}a_{rt−1} (zdes~ i dalee kofffficienty rassmatriva¸tsØ po modul¸ 2nt, krome togo, dlØ kratkosti my inogda opuskaem indeksy v oboznaqeniØh strelok, – bolee podrobnye oboznaqeniØ obyqno legko vosstanavliva¸tsØ iz konteksta);

v) vyraßeniØmi vida a_{(n+r)t−1}a_{(n+r)t−2} . . . a_{(n+r−1)t} + a_{rt−1}a_{rt−2} . . . a_{(r−1)t}, 1 ≤ r ≤ n. V fftom sluqae ispol~zuem takße oboznaqenie R = R_{n,t}. V [3] vyqisleno kol~co kogomologiæ Hohxil~da HH^∗(R) dlØ polucepnyh samoin¨ektivnyh algebr, gde byl ispol~zovan tot fakt, qto dlØ polucepnyh algebr vtoraØ sizigiØ izomorfna ishodnoæ algebre, podkruqennoæ pri pomowi nekotorogo eœ avtomorfizma koneqnogo porØdka. S ispol~zovaniem toæ ße tehnologii skruqennyh bimoduleæ v [4] vyqisleno podkol~co HH^{∗r} (R), poroßdœnnoe odnorodnymi fflementami, stepen~ kotoryh delitsØ na r, gde r = 2t − 1.

OstaœtsØ nerexœnnoæ zadaqa o strukture vsego kol~ca kogomologiæ Hohxil~da dlØ algebry Mœbiusa. My nadeemsØ osuwestvit~ otliqnyæ ot [3, 4], bolee prØmoæ sposob vyqisleniØ kol~ca kogomologiæ.

V dannoæ rabote my opisyvaem minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu Q_• = Q_•(_ΛR) dlØ algebry Mœbiusa R, rassmatrivaemoæ kak modul~ nad svoeæ obœrtyva¸weæ algebroæ Λ. Tak kak

HH^∗(R) = H^∗(Hom(Q_•, R)), to strukturu kol~ca kogomologiæ Hoh-

xil~da moßno budet naæti pri pomowi fftoæ rezol~venty, qto my i predpolagaem sdelat~ v posledu¸wih publikaciØh. Ranee analogiqnyæ podhod byl ispol~zovan nami dlØ vyqisleniØ algebry `onedy algebry Mœbiusa (sm. [5]).

§1. Formulirovka osnovnogo rezul~tata

Pust~ R = R_{n,t}, Λ = R^e = R ⊗_k R^{op} – obœrtyva¸waØ algebra algebry R. Togda R–R-bimoduli moßno rassmatrivat~ kak levye Λ-moduli. DlØ Λ-modulØ M qerez Q_•(M ) → M oboznaqim ego minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu, Ω^m(M ) – ego m-u¸ sizigi¸.

38 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

Qerez e_i, i ∈ Z_{2nt} = {0, 1, . . ., 2nt − 1}, oboznaqaem idempotenty algebry k [Q], sootvetstvu¸wie verxinam kolqana Q (pri fftom

e_{rt} = e_{(r+n)t} ∀ 0 ≤ r < n – odna i ta ße verxina), a_i – strelka,

iduwaØ iz i-oæ verxiny kolqana v (i + 1)-¸, to est~ a_i = e_{i+1}a_ie_i. Obraz puti ω ∈ k [Q] v R oboznaqaem takße qerez ω.

Moduli P_{i,j} = R(e_i ⊗ e_j )R = Λ(e_i ⊗ e_j ), i, j ∈ Z_{2nt}, sostavlØ¸t polnoe mnoßestvo (poparno neizomorfnyh) nerazloßimyh proektivnyh Λ-moduleæ. Umnoßenie sprava na fflement w ∈ Λ induciruet gomomorfizm levyh Λ-moduleæ w^∗: Λ → Λ; pri fftom, esli w ∈ (e_i ⊗ e_j )Λ(e_r ⊗ e_s), to w^∗ induciruet gomomorfizm w^∗: P_{i,j} → P_{r,s}. Zameqanie 1. V dal~neæxem gomomorfizm umnoßeniØ sprava na

w takße oboznaqaem qerez w.

Vvedœm avtomorfizm σ : R → R algebry R, deæstvu¸wiæ sledu¸wim obrazom:

σ(e_j ) = { e_{j+t}2 , esli j delitsØ na t,

e_{j+t(t+n)} v protivnom sluqae;

σ(a_j ) = −a_{j+t(t+n)}, esli j = st − 1 ili j = st dlØ s = 0, 1, . . ., n − 1, a_{j+t(t+n)} v ostal~nyh sluqaØh.

V [4] dokazano, qto σ – avtomorfizm koneqnogo porØdka, pri fftom, esli n > 1, to fftot porØdok raven 2n/NOD(n, t) za iskl¸- qeniem sluqaØ, kogda char k = 2 i (n + t)/NOD(n, t) qœtno; v fftom sluqae porØdok raven n/NOD(n, t).

Budem stroit~ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu ΛmodulØ R v sledu¸wem vide: 0 ←− R^ε←− Q_0^{d0}←− Q_1^{d1}←− Q_2^{d2}←− Q_3 ←− . . . . Vvedœm Q_i (i 6 2t − 1).

Q_{2m} = (_{n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m)t,it} ) ⊕ t−m−1 ⨁ j=1

2n−1⨁

i=0 P_{(i+m)t+j+m,it+j} ⊕

⊕ t−1⨁ j=t−m

2n−1⨁

i=0 P_{(i+m−1+n)t+j+m+1,it+j} , 0 6 m 6 t − 1, (1)

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 39

Q_{2m+1} = (_{2n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m)t+m+1,it} ) ⊕

⊕ t−m−2 ⨁ j=1

2n−1⨁

i=0 P_{(i+m)t+j+m+1,it+j} ⊕

⊕ (_{2n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m+1)t,it+t−m−1} ) ⊕

⊕ t−1⨁ j=t−m

2n−1⨁

i=0 P_{(i+m+n)t+j+m+1,it+j} , 0 6 m 6 t − 2, (2)

Q_{2t−1} = (_{n−1} ⨁ i=0 P_{(i+t)t,it} ) ⊕ t−1⨁ j=1

2n−1⨁

i=0 P_{(i+t+n)t+j,it+j} . (3) Teper~ opixem differencialy d_l dlØ l 6 2t − 2. Otmetim, qto dlØ kratkosti inogda vmesto idempotentov my pixem puti dliny nul~ (naprimer, put~ vida a_{i−1} . . . a_i oznaqaet put~ dliny nul~ iz i-oæ verxiny v i-u¸, to est~ e_i). Tak kak Q_i – prØmye summy, to ih fflementy moßno rassmatrivat~ kak vektory-stolbcy, a togda differencialy opisyva¸tsØ nekotorymi matricami (kotorye umnoßa¸tsØ sprava na vektor-stolbec). Opixem pokomponentno matricy differencialov, pri fftom my ispol~zuem uprowennye oboznaqeniØ, ukazannye v zameqanii 1.

Zameqanie 2. Numeraci¸ strok i stolbcov v matricah diffe-

rencialov vs¸du naqinaem s nulØ.

Oboznaqenie. DlØ a ∈ Z, n ∈ N qerez (a)n oboznaqim nai-

men~xiæ neotricatel~nyæ vyqet a po modul¸ n (v qastnosti,

0 6 (a)n 6 n − 1).

Opisanie d2m (0 6 m 6 t − 2).

Q_{2m} = (_{n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m)t,it} ) ⊕ t−m−1 ⨁ j1=1

2n−1⨁

i1=0 P_{(i1+m)t+j1 +m,i1t+j1} ⊕

40 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA ⊕ t−1⨁ j1=t−m

2n−1⨁

i1=0 P_{(i1+m−1+n)t+j1+m+1,i1t+j1} d^{2m}←−

Q_{2m+1} = (_{2n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m)t+m+1,it} ) ⊕

⊕ t−m−2 ⨁ j2=1

2n−1⨁

i2=0 P_{(i2+m)t+j2 +m+1,i2t+j2} ⊕

⊕ (_{2n−1} ⨁ i2=0 P_{(i2+m+1)t,i2t+t−m−1} ) ⊕

⊕ t−1⨁ j2=t−m

2n−1⨁

i2=0 P_{(i2+m+n)t+j2 +m+1,i2t+j2} .

Esli 0 6 j 6 2n − 1, to

(d_{2m})_{ij} =

=

−a_{(j+m)t+m}a_{(j+m)t+m−1} . . . a_{(j+m)t} ⊗ e_{jt}, esli i = (j)_n; e_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt}, esli i = n + j; a_{(j+m)t+m}a_{(j+m)t+m−1} . . . a_{(j+m−1)t+j1+m+1} ⊗ ⊗a_{(j+n)t+j1−1} . . . a_{(j+n)t}, esli i = n + 2n(j_1 − 1) + (j + n)_{2n}, t − m 6 j_1 6 t − 1;

0 v protivnom sluqae.

Esli 2n 6 j 6 2n(t − m − 1) − 1 i

j = 2nj_2 + i_2, gde i_2, j_2 ∈ Z, 0 6 i_2 < 2n, (4) to

(d_{2m})_{ij} = −a_{(i2+m)t+j2 +m} ⊗ e_{i2t+j2} , esli i = j − n; e_{(i2 +m)t+j2+m+1} ⊗ a_{i2t+j2} , esli i = j + n;

0 v protivnom sluqae.

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 41 Esli 2n(t − m − 1) 6 j 6 2n(t − m) − 1 i i_2 iz (4), to

(d_{2m})_{ij} =

=

−e_{(i2+m+1)t} ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{(i2+1)t−m−1}, esli i = (i_2 + 1)_n; a_{(i2+m+1)t−1} ⊗ e_{i2t+t−m−1}, esli i = j − n; a_{(i2+m+1+n)t−1} . . . a_{(i2+m−1+n)t+j1+m+1} ⊗ ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+t−m−1}, esli i = n + 2n(j_1 − 1) + i_2, t − m 6 j_1 6 t − 1;

0 v protivnom sluqae.

Esli 2n(t − m) 6 j 6 2nt − 1 i i_2, j_2 iz (4), to

(d_{2m})_{ij} =

=

−a_{(i2+m+n)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1+n)t}⊗ ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = (i_2 + 1)_n; a_{(i2+m+n)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m−1+n)t+j1+m+1} ⊗ ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = n + 2n(j_1 − 1) + i_2, j_2 6 j_1 6 t − 1; a_{(i2+m+n)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+n)t+j1 +m+1} ⊗ ⊗ a_{(i2+1)t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = n + 2n(j_1 − 1) + (i_2 + 1)_{2n}, t − m 6 j_1 6 j_2;

0 v protivnom sluqae.

Opisanie d2m+1 (0 6 m 6 t − 2).

Q_{2m+1} = (_{2n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m)t+m+1,it} ) ⊕

⊕ t−m−2 ⨁ j1=1

2n−1⨁

i1=0 P_{(i1+m)t+j1 +m+1,i1t+j1} ⊕

42 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA ⊕ (_{2n−1} ⨁ i1=0 P_{(i1+m+1)t,i1t+t−m−1} ) ⊕

⊕ t−1⨁ j1=t−m

2n−1⨁

i1=0 P_{(i1+m+n)t+j1 +m+1,i1t+j1} d^{2m+1}←−

Q_{2m+2} = (_{n−1} ⨁ i=0 P_{(i+m+1)t,it} ) ⊕

⊕ t−m−2 ⨁ j2=1

2n−1⨁

i2=0 P_{(i2+m+1)t+j2 +m+1,i2t+j2} ⊕

⊕ t−1⨁ j2=t−m−1

2n−1⨁

i2=0 P_{(i2+m+n)t+j2 +m+2,i2t+j2} .

Esli 0 6 j 6 n − 1, to

(d_{2m+1})_{ij} =

= a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ e_{jt}, esli i = j; a_{(j+m+1+n)t−1} . . . a_{(j+m+n)t+m+1} ⊗ e_{jt}, esli i = j + n; a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+j1 +m+1} ⊗ a_{jt+j1−1} . . . a_{jt}, esli i = 2nj_1 + j, 1 6 j_1 6 t − m − 2; a_{(j+m+1+n)t−1} . . . a_{(j+m+n)t+j1 +m+1} ⊗ ⊗ a_{(j+n)t+j1−1} . . . a_{(j+n)t}, esli i = 2nj_1 + j + n, 1 6 j 6 t − m − 2; −e_{(j+m+1)t} ⊗ a_{jt+t−m−2} . . . a_{jt}, esli i = 2n(t − m − 1) + j; −e_{(j+m+1)t} ⊗ a_{(j+n)t+t−m−2} . . . a_{(j+n)t}, esli i = 2n(t − m − 1) + j + n;

0 v protivnom sluqae.

Esli n 6 j 6 2n(t − m − 2) + n − 1 i

j + n = 2nj_2 + i_2, gde i_2, j_2 ∈ Z, 0 6 i_2 < 2n, (5)

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 43 to (d_{2m+1})_{ij} =

= a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1)t+m+1} ⊗ ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = (i_2 + 1)_{2n};

a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m)t+j1 +m+1} ⊗ ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = 2nj_1 + i_2, j_2 6 j_1 6 t − m − 2;

a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1)t+j1 +m+1} ⊗ ⊗ a_{(i2+1)t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} , esli

i = 2nj_1 + (i_2 + 1)_{2n}, 1 6 j_1 6 j_2; −a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1)t}⊗ ⊗ a_{i2t+t−m−2} . . . a_{i2t+j2} , esli i = 2n(t − m − 1) + i_2;

0 v protivnom sluqae.

Esli 2n(t − m − 2) + n 6 j 6 n(2t − 1) − 1 i i_2, j_2 iz (5), to

(d_{2m+1})_{ij} =

= e_{(i2 +m+1+n)t+m+1} ⊗ a_{i2t+t−1}, esli i = (i_2 + n + 1)_{2n}, j_2 = t − 1; −a_{(i2+m+1+n)t} ⊗ e_{i2t+t−m−1}, esli i = 2n(t − m − 1) + i_2, j_2 = t − m − 1;

−a_{(i2+m+n)t+j2 +m+1} ⊗ e_{i2t+j2} , esli i = 2nj_2 + i_2 , j_2 > t − m − 1;

e_{(i2 +m+n)t+j2+m+2} ⊗ a_{i2t+j2} , esli i = 2n(j_2 + 1) + i_2, j_2 < t − 1;

0 v protivnom sluqae.

Opisanie d2t−2.

Q_{2t−2} = (_{n−1} ⨁ i=0 P_{(i+t−1)t,it} ) ⊕ t−1⨁ j1=1

2n−1⨁

i1=0 P_{(i1+t−1+n)t+j1,i1t+j1} d^{2t}�^2←−

44 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

Q_{2t−1} = (_{n−1} ⨁ i=0 P_{(i+t)t,it} ) ⊕ t−1⨁ j2=1

2n−1⨁

i2=0 P_{(i2+t+n)t+j2,i2t+j2} . Esli 0 6 j 6 n − 1, to

(d_{2t−2})_{ij} =

=

−a_{(j+t)t−1} . . . a_{(j+t−1)t} ⊗ e_{jt}, esli i = j; e_{(j+t)t} ⊗ a_{(j+1)t−1} . . . a_{jt} esli i = (j + 1)_n; −a_{(j+n+t)t−1} . . . a_{(j+t−1+n)t+j1} ⊗ a_{jt+j1−1} . . . a_{jt}, esli i = n + 2n(j_1 − 1) + j, 1 6 j_1 6 t − 1; a_{(j+t)t−1} . . . a_{(j+t−1)t+j1} ⊗ a_{(j+n)t+j1−1} . . . a_{(j+n)t}, esli i = 2nj_1 + j, 1 6 j_1 6 t − 1;

0 v protivnom sluqae.

(6)

Esli n 6 j 6 n(2t − 1) − 1 i i_2, j_2 iz (5), to

(d_{2t−2})_{ij} =

=

−a_{(i2+t+n)t+j2−1} . . . a_{(i2+t+n)t}⊗ ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = (i_2 + 1)_n; a_{(i2+t+n)t+j2−1} . . . a_{(i2+t−1+n)t+j1}⊗ ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = n + 2n(j_1 − 1) + i_2, j_2 6 j_1 6 t − 1; a_{(i2+t+n)t+j2−1} . . . a_{(i2+t+n)t+j1} ⊗ ⊗ a_{(i2+1)t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} , esli i = n + 2n(j_1 − 1) + (i_2 + 1)_{2n}, 1 6 j_1 6 j_2;

0 v protivnom sluqae.

Zameqanie 3. Esli n = 1, to usloviØ i = j i i = (j + 1)n iz

(6) vypolnØ¸tsØ odnovremenno, i potomu v fftom sluqae sootvetstvu¸waØ qast~ opredeleniØ v (6) prinimaet vid: pri i = j (d_{2t−2})_{ij} = −a_{(j+t)t−1} . . . a_{(j+t−1)t} ⊗ e_{jt} + e_{(j+t)t} ⊗ a_{(j+1)t−1} . . . a_{jt}. Osnovnoæ rezul~tat raboty – sledu¸waØ

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 45

Teorema 1. Pust~ R = Rn,t – algebra Mœbiusa. Togda minimal~naØ

proektivnaØ rezol~venta Λ-modulØ R imeet vid:

0 ←− R^ε←− Q_0^{d0}←− Q_1^{d1}←− Q_2^{d2}←− Q_3 ←− . . . , (7)

gde ε – otobraßenie umnoßeniØ (ε(a ⊗ b) = ab); Q_r (r 6 2t − 1) i d_r (r 6 2t − 2) opisany vyxe; dalee Q_{(2t−1)l+r}, gde l ∈ N i 0 6

r 6 2t − 2, poluqaetsØ iz Qr zamenoæ kaßdogo prØmogo slagaemogo

P_{i,j} na P_σl_{(i),j} sootvetstvenno (zdes~ σ(i) = j, esli σ(e_i) = e_j ), a differencial d_{(2t−1)l+r} poluqaetsØ iz d_r primeneniem σ^l ko vsem levym komponentam tenzorov iz sootvetstvu¸weæ matricy.

§2. Moduli iz proektivnoæ rezol~venty Pust~ B – bazisnaØ k-algebra, togda B–B-bimoduli – ffto to ße, qto i (levye) B^e = B ⊗_k B^{op} -moduli. Pust~ P_1, . . . , P_l – vse (poparno neizomorfnye) nerazloßimye proektivnye B-moduli,

S_1, . . . , S_l – sootvetstvu¸wie prostye moduli. Nerazloßimye

proektivnye B^e-moduli ime¸t vid P_{i,j} = Λ(e_i ⊗ e_j ) (1 6 i, j 6 l), a S_{i,j} = P_{i,j}/ Rad P_{i,j} – ffto sootvetstvu¸wie prostye B^e-moduli.

Lemma 2 (sm. [6]). Pust~ · · · → R_m → R_{m−1} → · · · → R_1 → R_0 → B → 0 – minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta B nad B^e . Togda R_m ∼= ⨁ i,j P^{dim ExtmB (Sj ,Si)} i,j . Zameqanie 4. V formulirovke i dokazatel~stve fftoæ lemmy my

ispravlØem netoqnost~, soderßawu¸sØ v [6, str. 110].

Dokazatel~stvo. Zametim, qto Si,j ≃ Homk(Sj , Si). Deæstvitel~-

no, dlØ l¸byh φ ∈ Hom_k(S_j , S_i) i x ∈ S_j imeem:

((e_i ⊗ e_j )φ)(x) = e_iφ(e_j x) = φ(x).

Dalee dokazatel~stvo zaverxaetsØ tak ße, kak v [6]. � Takim obrazom, lemma 2 pozvolØet naæti moduli Q_m iz (7), esli my znaem razmernosti grupp rasxireniæ Ext^m_R (S_j , S_i) dlØ prostyh R-moduleæ.

DlØ udobstva qitatelØ privedem sledu¸wiæ rezul~tat, poluqennyæ v [5] (sr. takße [4, lemmy 2.2 i 2.3]).

46 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

Predloßenie 3. Pust~ R = Rn,t.

a) Esli i ≢ 0, t − 1 (mod t), to naqalo minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty Q_•(S_i) imeet vid · · · −→ P_{i+t+1}^{at}−→ P_{i+1}^a−→ P_i −→ S_i −→ 0. Pri fftom Ω^2(S_i) ≃ S_{i+t+1}.

b) Naqalo minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty Q_•(S_{rt−1}) modulØ S_{rt−1}, 1 6 r 6 2n, imeet vid · · · −→ P_{(r+n+1)t+1}^{at}−→ P_{(r+n)t+1}^a−→ P_{rt}^a−→ P_{rt−1} −→ S_{rt−1} −→ 0. Pri fftom Ω^3(S_{rt−1}) ≃ S_{(r+n+1)t+1} .

v) Naqalo minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty Q_•(S_{rt}), 1 6

r 6 n, imeet vid: · · · −→ P_{(r+t)t}^{at}−→ P_{(r+t−1)t} (^a�_a) −→ P_{(r+t−1)t−1} ⊕ P_{(r+n+t−1)t−1} −→ (a^t�1 a^t�1) −→ P_{(r+t−2)t} −→ · · · −→ P_{(r+2)t} (^{at}�^2�_at�2) −→ P_{(r+1)t+2} ⊕ P_{(r+n+1)t+2}

(a2 a2) −→ P_{(r+1)t} (^{at}�^1�_at�1) −→ P_{rt+1} ⊕ P_{(n+r)t+1}^{(a a)}−→ P_{rt} −→ S_{rt} −→ 0. Pri fftom Ω^{2t−1}(S_{rt}) ≃ S_{(r+t)t}.

Sledstvie 4. Pust~ R = Rn,t, ν = 2n/NOD(t + n, 2n).

a) Predpoloßim, qto i = rt + p, gde r, p ∈ Z, 0 < p < t. Togda gruppy Ext^l_R(S_i, S_j) nenulevye, esli i tol~ko esli troæka (i, j, l) imeet vid

libo ( i, i+mt+m+qt(t+n), 2m+q(2t−1)+sν(2t−1) ) , 1 6 m < t−p; libo ( i, i + mt + m + 1 + qt(t + n), 2m + 1 + q(2t − 1) + sν(2t − 1) ) , 0 6 m < t − p; libo ( i, t(r + t − p + n + m) + m + 1 + qt(t + n), 2(t−p+m)+q(2t−1)+sν(2t−1) ) , 0 6 m 6 p−1;

libo ( i, t(r + t − p + n + m + 1) + m + 1 + qt(t + n), 2(t−p+m)+1+q(2t−1)+sν(2t−1) ) , 0 6 m 6 p−1,

gde 0 6 q < k, s ∈ N_0.

b) Predpoloßim, qto i = rt, gde r ∈ Z. Togda gruppy

Ext^l_R(S_{rt}, S_j) nenulevye, esli i tol~ko esli para (j, l) imeet vid libo ((r + m − 1)t + m + qt^2, 2m − 1 + q(2t − 1) + sν(2t − 1));

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 47 libo ((r + m − 1 + n)t + m + qt^2, 2m − 1 + q(2t − 1) + sν(2t − 1)); libo ((r + m)t + qt^2, 2m + q(2t − 1) + sν(2t − 1)); libo (qt^2 + rt, q(2t − 1) + sν(2t − 1)), gde 1 6 m 6 t − 1, 0 6 q < k, s ∈ N_0.

Pri fftom vse razmernosti nad polem k ukazannyh nenulevyh grupp ravny 1.

Predloßenie 5. Minimal~naØ proektivnaØ bimodul~naØ rezol~-

venta R imeet vid (7), gde moduli Q_r dlØ 0 6 r 6 2t − 2 vyqislØ¸tsØ po formulam (1)–(3), a dalee modul~ Q_{r+(2t−1)l}, gde l ∈ N,

0 6 r 6 2t − 2, poluqaetsØ iz Qr s pomow~¸ zameny kaßdogo iz

slagaemyh P_{i,j} modulØ Q_r na P_σl_{(i),j} sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ predloßenie 3, rassmotrim sledu-

¸wee otobraßenie na mnoßestve prostyh R-moduleæ:

Φ(S_i) =

Ω^2(S_i) = S_{i+t+1}, esli i ≢ 0, t − 1 (mod t), Ω^3(S_i) = S_{i+(n+1)t+2}, esli i ≡ t − 1 (mod t), Ω^{2t−1}(S_i) = S_{i+t}2 , esli i ≡ 0 (mod t).

Esli j ≢ 0 (mod t), to (t−1)-kratnaØ iteraciØ fftogo otobraßeniØ daet

Φ^{t−1}(S_j ) = Ω^N (S_j ) = S_i,

gde N = 2(t − 2) + 3 = 2t − 1, i = j + (t − 2)(t + 1) + (n + 1)t + 2 =

j + t(t + n). Krome togo, vvidu predloßeniØ 3, v) dlØ j ≡ 0 (mod t)

imeem Ω^{2t−1}(S_j ) = S_{j+t}2 . Pofftomu dlØ l¸byh i, j ∈ Z_{2nt} i l¸bogo m ∈ N ∪ {0} Ext^{m+2t−1}

R (S_j , S_{σ(i)}) ≃ Hom_R(Ω^{m+2t−1}(S_j ), S_{σ(i)}) ≃ Hom_R(Ω^m(S_j ), Ω^{−(2t−1)}(S_{σ(i)})) ≃ Hom_R(Ω^m(S_j ), S_i) ≃ Ext^m_R (S_j , S_i).

Sledovatel~no, esli Q_m = ⨁ i,j P^{di,j}_{i,j} , to vvidu lemmy 2 imeem Q_{m+2t−1} = ⨁ i,j P^{di,j}_{σ(i),j}, otkuda vytekaet trebuemoe utverßdenie.

�

48 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA §3. Dokazatel~stvo toqnosti naqal~nogo otrezka kompleksa Dalee vs¸du my predpolagaem, qto n > 1. DlØ sluqaØ, kogda

n = 1, v naxih posledu¸wih rassußdeniØh trebu¸tsØ minimal~-

nye izmeneniØ, i my predostavlØem ffto sdelat~ qitatel¸.

V fftom paragrafe my snaqala ubedimsØ, qto v posledovatel~- nosti (7) imeem d_md_{m+1} = 0 dlØ m < 2t − 2. Zatem dokazyvaetsØ toqnost~ fftoæ posledovatel~nosti v qlenah Q_m dlØ m 6 2t − 2.

Xag 1. Dokaßem, qto d_{2m}d_{2m+1} = 0 dlØ 0 6 m 6 t − 2. Nado peremnoßit~ dve matricy differencialov (otnositel~no fiksirovannyh prØmyh razloßeniæ moduleæ Q_m iz (1), (2), (3)). Oboznaqim qerez A matricu differenciala d_{2m}, qerez B matricu d_{2m+1}. Razob¨œm A i B na bloki sledu¸wim obrazom:

A_{11} A_{12} A_{13} A_{14} n A_{21} A_{22} A_{23} A_{24} 2n(t − m − 2)

A = A^{31} A^{32} A^{33} A^{34} 2n A_{41} A_{42} A_{43} A_{44} 2mn 2n 2n(t−m−2) 2n 2mn

B_{11} B_{12} B_{13} B_{14} 2n B_{21} B_{22} B_{23} B_{24} 2n(t − m − 2)

B = B^{31} B^{32} B^{33} B^{34} 2n B_{41} B_{42} B_{43} B_{44} 2n n 2n(t−m−2) 2n 2mn (sprava i snizu podpisany razmery blokov).

Iz opisaniØ matric differencialov poluqaem, qto A_{12} =

A_{23} = A_{24} = A_{34} = A_{42} = B_{23} = B_{24} = B_{34} = B_{41} = B_{42} = 0.

Dalee, peremnoßaØ matricy, poluqim

AB = C_{11} C_{12} C_{13} C_{14} C_{21} C_{22} C_{23} C_{24} C_{31} C_{32} C_{33} C_{34} C_{41} C_{42} C_{43} C_{44}

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 49 gde C_{11} = A_{11}B_{11} + A_{13}B_{31}; C_{12} = A_{11}B_{12} + A_{13}B_{32};

C_{13} = A_{11}B_{13} + A_{13}B_{33} + A_{14}B_{43}; C_{14} = A_{11}B_{14} + A_{14}B_{44};

C_{21} = A_{21}B_{11} + A_{22}B_{21}; C_{22} = A_{21}B_{12} + A_{22}B_{22};

C_{23} = A_{21}B_{13}; C_{24} = A_{21}B_{14};

C_{31} = A_{31}B_{11} + A_{32}B_{21} + A_{33}B_{31}; C_{32} = A_{31}B_{12} + A_{32}B_{22} + A_{33}B_{32};

C_{33} = A_{31}B_{13} + A_{33}B_{33}; C_{34} = A_{31}B_{14};

C_{41} = A_{41}B_{11} + A_{43}B_{31}; C_{42} = A_{41}B_{12} + A_{43}B_{32};

C_{43} = A_{41}B_{13} + A_{43}B_{33} + A_{44}B_{43}; C_{44} = A_{41}B_{14} + A_{44}B_{44}.

Proverim, qto C_{11} = A_{11}B_{11} + A_{13}B_{31} = 0. Rassmotrim kaßdoe slagaemoe otdel~no.

(a) Vyqislim A_{11}B_{11}.

i-aØ stroka podmatricy A_{11} soderßit sledu¸wie nenulevye komponenty: i-u¸ −a_{(i+m)t+m}a_{(i+m)t+m−1} . . . a_{(i+m)t} ⊗ e_{it}, (i + n)-u¸ −a_{(i+m+n)t+m}a_{(i+m+n)t+m−1} . . . a_{(i+m+n)t} ⊗ e_{it}; j-yæ stolbec v B_{11} soderßit sledu¸wie nenulevye komponen- ty: j-u¸ a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ e_{jt}, (j + n)-u¸ a_{(j+m+1+n)t−1} . . . a_{(j+m+n)t+m+1} ⊗ e_{jt}. Poluqaem, qto, esli i ≠ j, to i-aØ stroka A_{11}, domnoßennaØ na j-yæ stolbec B_{11}, daœt nul~, tak kak nenulevye slagaemye u nih na raznyh poziciØh; esli i = j, to i-aØ stroka A_{11}, domnoßennaØ na i-yæ stolbec B_{11}, daœt −a_{(i+m+1)t−1} . . . a_{(i+m)t} ⊗ e_{it} −

a_{(i+m+1+n)t−1} . . . a_{(i+m+n)t} ⊗ e_{it} = 0, tak kak summa parallel~nyh

puteæ – nul~.

Takim obrazom, A_{11}B_{11} = 0. (b) Vyqislim A_{13}B_{31}.

i-aØ stroka podmatricy A_{13} soderßit sledu¸wie nenulevye komponenty: k-u¸ −e_{(k+m+1)t} ⊗ a_{(k+1)t−1} . . . a_{(k+1)t−m−1}, (k + n)-u¸ −e_{(k+m+1)t} ⊗ a_{(k+1+n)t−1} . . . a_{(k+1+n)t−m−1} (gde k = (i − 1)_n);

j-yæ stolbec v B_{31} soderßit sledu¸wie nenulevye komponen- ty: j-u¸ −e_{(j+m+1)t} ⊗ a_{jt+t−m−2} . . . a_{jt},

50 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA (j + n)-u¸ −e_{(j+m+1)t} ⊗ a_{(j+n)t+t−m−2} . . . a_{(j+n)t}. Poluqaem, qto, esli k ≠ j, to i-aØ stroka A_{13}, domnoßennaØ na j-yæ stolbec B_{31}, daœt nul~, tak kak nenulevye slagaemye u nih na raznyh poziciØh; esli k = j, to i-aØ stroka A_{13}, domnoßennaØ na j-yæ stolbec B_{31}, daœt −e_{(k+m+1)t} ⊗a_{(k+1)t−1} . . . a_{kt} −e_{(k+m+1)t} ⊗

a_{(k+1+n)t−1} . . . a_{(k+n)t} = 0, tak kak summa parallel~nyh puteæ –

nul~.

Takim obrazom, A_{13}B_{31} = 0. Iz (a) i (b) sleduet, qto C_{11} = 0.

Analogiqno dokazyvaetsØ qto vse ostal~nye C_{ij} ravny nul¸ (sootvetstvu¸wie vyqisleniØ moßno naæti v [7]).

Xag 2: d_{2m+1}d_{2m+2} = 0 dlØ vseh m takih, qto 0 6 m 6 t − 3. Oboznaqim qerez A matricu differenciala d_{2m+1}, qerez B matricu d_{2m+2}. Razob¨œm A i B na bloki sledu¸wim obrazom:

A_{11} A_{12} A_{13} 2n A_{21} A_{22} A_{23} 2n(t − m − 3)

A = A^{31} A^{32} A^{33} 2n A_{41} A_{42} A_{43} 2n A_{51} A_{52} A_{53} 2mn n 2n(t−m−2) 2n(m + 1)

B_{11} B_{12} B_{13} B_{14} B_{15} n

B = B^{21} B^{22} B^{23} B^{24} B^{25} 2n(t − m − 2) B_{31} B_{32} B_{33} B_{34} B_{35} 2n(m + 1) 2n 2n(t−m−3) 2n 2n 2mn (sprava i snizu podpisany razmery blokov).

Iz opisaniØ matric differencialov poluqaem, qto A_{23} =

A_{33} = A_{51} = A_{52} = B_{12} = B_{24} = B_{25} = B_{32} = 0. Dalee, perem-

noßaØ matricy, poluqim

AB = C_{11} C_{12} C_{13} C_{14} C_{15} C_{21} C_{22} C_{23} C_{24} C_{25} C_{31} C_{32} C_{33} C_{34} C_{35} C_{41} C_{42} C_{43} C_{44} C_{45} C_{51} C_{52} C_{53} C_{54} C_{55}

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 51 gde C_{11} = A_{11}B_{11} + A_{12}B_{21} + A_{13}B_{31}; C_{12} = A_{12}B_{22}; C_{13} = A_{11}B_{13} + A_{12}B_{23} + A_{13}B_{33}; C_{14} = A_{11}B_{14} + A_{13}B_{34}; C_{15} = A_{11}B_{15} + A_{13}B_{35}; C_{21} = A_{21}B_{11} + A_{22}B_{21}; C_{22} = A_{22}B_{22}; C_{23} = A_{21}B_{13} + A_{22}B_{23}; C_{24} = A_{21}B_{14}; C_{25} = A_{21}B_{15}; C_{31} = A_{31}B_{11} + A_{32}B_{21}; C_{32} = A_{32}B_{22}; C_{33} = A_{31}B_{13}; C_{34} = A_{31}B_{14};

C_{35} = A_{31}B_{15}; C_{41} = A_{41}B_{11} + A_{42}B_{21} + A_{43}B_{31}; C_{42} = A_{42}B_{22}; C_{43} = A_{41}B_{13} + A_{42}B_{23} + A_{43}B_{33}; C_{44} = A_{41}B_{14} + A_{43}B_{34}; C_{45} = A_{41}B_{15} + A_{43}B_{35}; C_{51} = A_{53}B_{31}; C_{52} = 0; C_{53} = A_{53}B_{33}; C_{54} = A_{53}B_{34}; C_{55} = A_{53}B_{35}.

Teper~ analogiqno rassußdeniØm xaga 1 dokazyvaetsØ, qto

C_{ij} = 0 dlØ vseh i, j (sm. [7]).

Xag 3: d_{2t−3}d_{2t−2} = 0.

Oboznaqim qerez A matricu differenciala d_{2t−3}, qerez B matricu d_{2t−2}. Razob¨œm A i B na bloki sledu¸wim obrazom:

A_{11} A_{12} n A = A^{21} A^{22} n A_{31} A_{32} 2n A_{41} A_{42} 2n(t − 2) n 2n(t−1)

B = B^{11} B^{12} n B_{21} B_{22} 2n(t − 1) n 2n(t−1) (sprava i snizu podpisany razmery blokov).

52 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

Iz opisaniØ matric differencialov poluqaem, qto A_{41} = 0. Dalee, peremnoßaØ matricy, poluqim

AB = C_{11} C_{12} C_{21} C_{22} C_{31} C_{32} C_{41} C_{42} C_{51} C_{52} gde C_{11} = A_{11}B_{11} + A_{12}B_{21}; C_{12} = A_{11}B_{12} + A_{12}B_{22}; C_{21} = A_{21}B_{11} + A_{22}B_{21}; C_{22} = A_{21}B_{12} + A_{22}B_{22}; C_{31} = A_{31}B_{11} + A_{32}B_{21}; C_{32} = A_{31}B_{12} + A_{32}B_{22}; C_{41} = A_{42}B_{21}; C_{42} = A_{42}B_{22}.

Teper~ analogiqno rassußdeniØm xaga 1 dokazyvaem, qto vse bloki C_{ij} nulevye.

Xag 4. Dokaßem toqnost~ kompleksa

0 ←− R^ε←− Q_0^{d0}←− Q_1^{d1}←− Q_2^{d2}←− . . .^{d2t}�^3←− Q_{2t−2}^{d2t}�^2←− Q_{2t−1}.

Vvedem oboznaqeniØ: r = dim_k R, r_0 = dim_k Q_{2m} (0 6 m 6 t − 1), r_1 = dim_k Q_{2m+1} (0 6 m 6 t − 2). Iz opisaniØ R i Q_l legko poluqit~, qto r = 2n(t^2 + t − 1), r_0 = 2n(t^3 + 3t^2 − t − 1), r_1 =

2n(t + 1)(t^2 + 3t − 2).

My dokaßem indukcieæ po l, qto

Im d_l = Ker d_{l−1}. (8)

Esli (8) uße dokazano dlØ vseh l 6 l_0 dlØ nekotorogo l_0 takogo, qto 0 6 l_0 6 2t − 2, to legko videt~, qto dlØ 2s − 2 6 l_0, s ∈ N, imeem dim_k Im d_{2s−2} = sr_0 − (s − 1)r_1 − r, a dlØ 2s − 1 6 l_0, s ∈ N imeem dim_k Im d_{2s−1} = s(r_1 − r_0) + r. Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto esli l_0 qœtno: l_0 = 2m − 2, to

dim_k Im d_{2m−2} > mr_0 − (m − 1)r_1 − r, (9)

a esli l_0 neqœtno: l_0 = 2m − 1, to

dim_k Im d_{2m−1} > m(r_1 − r_0) + r. (10)

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 53 Deæstvitel~no, esli (9) uße dokazano, to

dim_k Ker d_{2m−3} = dim_k Q_{2m} − dim_k Im d_{2m−3} = r_0 − ((m − 1)(r_1 − r_0) + r) = mr_0 − (m − 1)r_1 − r 6 dim_k Im d_{2m−2}.

Analogiqno rassußdaem, esli l_0 = 2m − 1 i vypolnØetsØ (10).

Xag 4.1. Dokaßem, qto pri 0 6 m 6 t − 2

dim_k Im d_{2m} > (m + 1)r_0 − mr_1 − r = 2n(t^3 + 2t^2 − 2t − mt^2 − 2mt + m).

Iz opisaniØ d_{2m} vidim, qto Im d_{2m} poroßdaetsØ kak Λ-modul~ fflementami: A^{(ev)}_j = −a_{(j+m)t+m}a_{(j+m)t+m−1} . . . a_{(j+m)t} ⊗ e_{jt} + e_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt} + t−1∑ j1=t−m a_{(j+m)t+m}a_{(j+m)t+m−1} . . . a_{(j+m−1)t+j1+m+1} ⊗ a_{(j+n)t+j1−1} . . . a_{(j+n)t} (0 6 j 6 2n − 1); (11) B^{(ev)}_{i2,j2} = −a_{(i2 +m)t+j2+m} ⊗ e_{i2t+j2} + e_{(i2 +m)t+j2+m+1} ⊗ a_{i2t+j2} (12)

(0 6 i2 6 2n − 1, 1 6 j2 6 t − m − 2);

C^{(ev)}_{i2} = −e_{(i2 +m+1)t} ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{(i2+1)t−m−1} + a_{(i2+m+1)t−1} ⊗ e_{i2t+t−m−1} + t−1∑ j1=t−m a_{(i2+m+1+n)t−1} . . . a_{(i2+m−1+n)t+j1+m+1} ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+t+m−1} (0 6 i_2 6 2n − 1); (13) D_{i2,j2} = −a_{(i2 +m+n)t+j2+m} . . . a_{(i2+m+1+n)t} ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{i2t+j2} + j2∑ j1=t−m a_{(i2+m+n)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+n)t+j1 +m+1} ⊗ a_{(i2+1)t+j1−1} . . . a_{i2t+j2}

+ t−1∑ j1=j2 a_{(i2+m+n)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m−1+n)t+j1 +m+1} ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} (14)

54 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

(0 6 i2 6 2n − 1, t − m 6 j2 6 t − 1).

Postroim otobraßenie τ : Λ −→ Z_{2nt} ⊗ Z_{2nt} sledu¸wim obrazom: tenzoru a ⊗ b ∈ Λ sopostavim paru (i, j), gde i – nomer verxiny, v kotoroæ naqinaetsØ put~ a, a j – verxina, v kotoroæ zakanqivaetsØ b. Zametim, qto esli τ (a ⊗ b) ≠ τ (c ⊗ b), to a ⊗ b i c⊗d lineæno nezavisimy. Takße Øsno, qto τ (a⊗b) = τ ((c⊗d)(a⊗b)), esli (c ⊗ d)(a ⊗ b) ≠ 0.

(a) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy podmodulØ modulØ

Q_{2m}, poroßdœnnogo fflementami vida (12).

Kaßdyæ fflement vida (12) daœt nenulevoæ fflement posle umnoßeniØ na tenzor, levaØ komponenta kotorogo – put~, naqina¸wiæsØ v verxine (i_2 + m)t + j_2 + m + 1, a pravaØ – put~, zakanqiva¸wiæsØ v verxine i_2t + j_2, priqœm summa dlin pravogo i levogo puteæ men~xe, qem 2t. Oboznaqim takoæ tenzor {r, l}_{i2,j2} (l – dlina levogo puti, r – pravogo). Vsego tenzorov takogo vida

(t + 1)^2 − 1 = t^2 + 2t. Znaqit, iz vseh puteæ vida (12) domnoße-

niem na sootvetstvu¸wie tenzory, poluqaem 2n(m + 1)(t^2 + 2t) nenulevyh fflementov. Teper~ nado vydelit~ sredi nih lineæno nezavisimye. DlØ fftogo nado naæti vse minimal~nye lineænye kombinacii vida^s ∑ i=1 α_it_iw_i (α_i ∈ k, t_i – tenzor, w_i – fflement vida

(12)), kotorye ravny nul¸.

DlØ s = 2 lineænye kombinacii ime¸t vid {t, t − 1}_{i2,j2} B^{(ev)}_{i2,j2} + {t − 1, t}_{i2,j2+1}B^{(ev)}_{i2,j2+1}; – vsego takih kombinaciæ 2n(t − m − 3).

DlØ s = 3 lineænye kombinacii ime¸t vid {t, t − 2}_{i2,j2} B^{(ev)}_{i2,j2} + {t − 1, t − 1}_{i2,j2+1}B^{(ev)}_{i2,j2+1} + {t − 2, t}_{i2,j2+2}B^{(ev)}_{i2,j2+2}; – vsego takih kombinaciæ 2n(t − m − 4), i t. d.

Takim obrazom, poluqaem

2n(t − m − 2)(t^2 + 2t) − n(t − m − 3)(t − m − 2) (15)

lineæno nezavisimyh fflementov.

Tak kak B^{(ev)}_{i2,j2} – lineænaØ kombinaciØ dvuh tenzorov, dlØ kotoryh znaqeniØ τ ravny ((i_2 + m)t + j_2 + m, i_2t + j_2) ili ((i_2 +

m)t + j_2 + m + 1, i_2t + j_2 + 1)), to vse poluqennye lineæno ne-

zavisimye fflementy sostoØt iz tenzorov, dlØ kotoryh τ ravno

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 55

((i_2 + m)t + j_2 + m, i_2t + j_2) ili ((i_2 + m)t + j_2 + m + 1, i_2t + j_2 + 1))

(0 6 i2 6 2n − 1, 1 6 j2 6 t − m − 2, 0 6 m 6 t − 2).

(b) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy podmodulØ modulØ

Q_{2m}, poroßdœnnogo fflementami vida (11) i (12). Sredi fflemen-

tov vida (11) vydelim sledu¸wie fflementy (kak obyqno, pustoæ put~ otoßdestvlØetsØ s podhodØwim idempotentom): ( a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r} ) A^{(ev)}_j (16)

(0 6 l 6 t − m − 2, 0 6 r 6 t); ( a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A^{(ev)}_j (17)

(0 6 l 6 t − m − 2, 1 6 r 6 t − 1);

F^1_{j,r} = ( a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r} ) A^{(ev)}_j , (18)

F^2_{j,r} = ( a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A^{(ev)}_j , (19) gde 0 6 r 6 t (zdes~, kak obyqno, indeks j opredelen po modul¸ 2n); ( a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r} ) A^{(ev)}_j , (20)

gde t − m 6 l 6 t, r 6 m + 1; ( a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A^{(ev)}_j , (21)

gde t − m 6 l 6 t, l + r < t.

�lementy vida (16) i (17) lineæno nezavisimy po modul¸ lineænoæ oboloqki L_1 fflementov, ukazannyh v p. (a), tak kak kaßdyæ iz nih soderßit slagaemoe (poluqennoe iz pervogo tenzora) a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r}, dlØ kotorogo τ ravno

((j + m)t, jt), a sredi fflementov iz p. (a) slagaemyh s takim zna-

qeniem τ ne vstreqaetsØ. Takim obrazom, iz (16), (17) poluqaem dopolnitel~no 4nt(t − m − 1) fflementov vida.

Dalee, esli r > m + 2, to fflementy F^1_{j,r} i F^2_{j+n,r} lineæno zavisimy po modul¸ L_1:

F^1_{j,r} + F^2_{j+n,r} = − t−r∑ k=0 {t − m − 2 − k, r + k}_{j,k}B^{(ev)}_{j,k} .

56 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA S drugoæ storony, F^1_{j,r} ∉ L_1, poskol~ku fftot fflement soderßit slagaemoe a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r}. Po fftim ße priqinam F^2_{j,r} ∉ L_1 . No u F^1_{j,r} i F^2_{j+n,r} pervye slagaemye sovpada¸t. Ostalos~ pokazat~, qto

F^1_{j,r} + F^2_{j+n,r} ∉ L_1 (22)

pri r < m − 2. �lement F^1_{j,r} soderßit slagaemoe a_{(j+m+1)t−1}

. . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt} . . . a_{jt−r}, i dlØ dokazatel~stva (22) dosta-

toqno pokazat~, qto a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt} . . . a_{jt−r} ∉ L_1. Esli m + 3 6 t, to fftot tenzor vstreqaetsØ v kaqestve slagaemogo v {t − m − 2, r + 1}_{j,1}B^{(ev)}_{j,1} , no togda zdes~ est~ i slagaemoe

a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+2} ⊗ a_{jt+1} . . . a_{jt−r} (poskol~ku r < t). Esli m + 4 6 t, to poslednee slagaemoe vstreqaetsØ v {t − m − 3, r + 2}_{j,2}B^{(ev)}_{j,2} , no tam est~ ewœ odno slagaemoe. RassußdaØ tak dalee,

poluqim, qto esli t − m − 2 + r + 1 < t + 1, to deæstvitel~no

a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{jt} . . . a_{jt−r} ∉ L_1. Takim obrazom, po-

luqaem dopolnitel~no 2n(2m + 3) + n(2t − 2m − 3) lineæno nezavisimyh fflementov vida (18) i (19).

�lement vida (20) soderßit tenzor a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t+m+1}

⊗a_{jt} . . . a_{jt−r}, kotoryæ, kak ffto sleduet iz predyduwego rassu-

ßdeniØ, ne prinadleßit L_1, esli t − m − 2 + r + 1 < t + 1. Sledovatel~no, poluqaem ewœ 2n(m + 1)(m + 2) lineæno nezavisimyh fflementov.

Nakonec, fflementy vida (21) soderßat slagaemye, dlØ kotoryh znaqeniØ funkcii τ ravny ((j +m−1)t+j_1 +m+1, (j +n)t+j_1 ), i na rassmotrennyh vyxe fflementah takie znaqeniØ τ ne prinima¸tsØ. Sledovatel~no, poluqaem dopolnitel~no ewe nm(m + 1) fflementov.

Takim obrazom, sredi fflementov vida (16)–(21) my ukazali dopolnitel~no 4nt(t−m−1)+2n(2m+3)+n(2t−2m−3)+2n(m+1)(m+2)+nm(m+1) = n(4t^2 − 4mt − 2t + 3m^2 + 9m + 7) (23)

lineæno nezavisimyh fflementov.

(v) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy podmodulØ v Q_{2m}, poroßdœnnogo fflementami vida (11), (12) i (13).

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 57 Sredi fflementov vida (13) vydelim sledu¸wie fflementy: ( a_{(i2+m+1)t+l−1} . . . a_{(i2+m+1)t} ⊗ a_{(i2+1)t−m−2} . . . a_{(i2+1)t−m−1−r} ) C^{(ev)}_{i2} (24)

(0 6 l 6 m, 0 6 r 6 t − m − 2); ( a_{(i2+m+1+n)t+l−1} . . . a_{(i2+m+1+n)t} ⊗ a_{(i2+1)t−m−2} . . . a_{(i2+1)t−m−1−r} ) C^{(ev)}_{i2} (25)

(1 6 l 6 m, 0 6 r 6 t − m − 2);

G^1_{i2,l} = ( a_{(i2+m+1)t+l−1} . . . a_{(i2+m+1)t} ⊗ a_{(i2+1)t−m−2} . . . a_{i2t} ) C^{(ev)}_{i2} , (26)

G^2_{i2,l} = ( a_{(i2+m+1+n)t+l−1} . . . a_{(i2+m+1+n)t} ⊗ a_{(i2+1)t−m−2} . . . a_{i2t} ) C^{(ev)}_{i2} , (27)

gde 0 6 l 6 m; ( a_{(i2+m+1)t+l−1} . . . a_{(i2+m+1)t} ⊗a_{(i2 +1)t−m−2} . . . a_{(i2+1)t−m−1−r} ) C^{(ev)}_{i2} , (28)

gde l > m + 1, r 6 t − m − 2, l + r < t.

�lementy vida (24) i (25) lineæno nezavisimy po modul¸ lineænoæ oboloqki vseh fflementov, poluqennyh v pp. (a) i (b), tak kak na pervyh slagaemyh fflementov iz (24), (25) funkciØ τ prinimaet znaqeniØ vida ((i_2 +m+1)t, (i_2 +1)t), pri fftom dlina levoæ komponenty men~xe m + 1, a dlina pravoæ komponenty men~xe t. Takim obrazom, dopolnitel~no poluqaem 2n(2m + 1)(t − m − 1) fflementov.

Dalee, fflementy G^1_{i2,l} i G^2_{i2+n,l} lineæno zavisimy po modul¸ fflementov iz pp. (a) i (b):

G^1_{i2,l} + G^2_{i2+n,l} = ( a_{(i2+m+1)t+l−1} . . . a_{(i2+m)t+m+1} ⊗ e_{i2t} ) A^{(ev)}_{i2} + t−m−2 ∑ k=1 {t + l − m − 1 − k, k}_{i2,k}B^{(ev)}_{i2,k} . Togda iz mnoßestva fflementov vida (26), (27) moßno vydelit~

n(2m + 1) fflementov tak, qto oni budut lineæno nezavisimy po

58 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA modul¸ vseh poluqennyh do fftogo fflementov, poskol~ku znaqeniØ τ na pervyh slagaemyh fflementov iz (26), (27) ravny ((i_2 + m +

1)t, (i_2 + 1)t), pri fftom dlina levoæ komponenty men~xe m + 1, a

dlina pravoæ komponenty ravna t (otmetim, qto u G^1_{i2,l} i G^2_{i2+n,l} imenno ffti pervye slagaemye sovpada¸t).

�lementy vida (28) soderßat slagaemye a_{(i2+m+1)t+l−1} . . . a_{(i2+m+1)t−1} ⊗ a_{(i2+1)t−m−2} . . . a_{(i2+1)t−m−1−r}, na kotoryh znaqeniØ τ ravny ((i_2 + m + 1)t − 1, (i_2 + 1)t − m − 1). Takie znaqeniØ τ vstreqa¸tsØ tol~ko na slagaemyh iz {l + 1, r −

1}_{i2,t−m−2}B_{i2,t−m−2}. Takim obrazom, pri l + 1 + r < t + 1 fflementy

vida (28) lineæno nezavisimy po modul¸ vseh ranee poluqennyh fflementov.

Takim obrazom, sredi fflementov vida (24)–(28) my ukazali dopolnitel~no

2n(2m + 1)(t − m − 1) + n(2m + 1) + n(t − m)(t − m − 1)

= n(t^2 + 2mt + t − 3m^2 − 3m − 1)

(29)

lineæno nezavisimyh fflementov.

(g) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy vsego modulØ

Im d_{2m}. Sredi fflementov vida (14) vydelim sledu¸wie fflemen-

ty: ( e_{(i2 +m+n)t+j2+m+1} ⊗ a_{i2t+j2−1} . . . a_{i2t+j2−r} ) D_{i2,j2} , (30)

gde 0 6 r 6 j_2 − t + m. Poluqaem nm(m + 1) fflementov, kotorye lineæno nezavisimy vmeste so vsemi ranee vydelennymi fflementami. Deæstvitel~no, znaqeniØ funkcii τ na pervyh slagaemyh fflementov iz (30) ravny ((i_2 + m + 1)t, (i_2 + 1)t), pri fftom dlina pravoæ komponenty men~xe m + 1.

Itak, my naxli v Im d_{2m}

2n(t^3 + 2t^2 − 2t − mt^2 − 2mt + m)

lineæno nezavisimyh fflementov (sm. (15), (23), (29)), i, sledovatel~no, dim_k Im d_{2m} > 2n(t^3 + 2t^2 − 2t − mt^2 − 2mt + m).

Xag 4.2. Dokaßem, qto pri 0 6 m 6 t − 2

dim_k Im d_{2m+1} > (m + 1)(r_1 − r_0) + r = 2n(m(t^2 + 2t − 1) + 2t^2 + 3t − 2).

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 59 Iz opisaniØ d_{2m+1} vidim, qto Im d_{2m+1} poroßdaetsØ kak Λmodul~ fflementami: A^{(od)}_j = a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ e_{jt} + a_{(j+m+1+n)t−1} . . . a_{(j+m+n)t+m+1} ⊗ e_{jt} + t−m−2 ∑ j1=1 (a_{(j+m+1)t−1} . . . a_{(j+m)t+j1+m+1} ⊗ a_{jt+j1−1} . . . a_{jt} + a_{(j+m+1+n)t−1} . . . a_{(j+m+n)t+j1+m+1} ⊗ a_{(j+n)t+j1−1} . . . a_{(j+n)t}) − e_{(j+m+1)t} ⊗ a_{jt+t−m−2} . . . a_{jt} − e_{(j+m+1)t} ⊗ a_{(j+n)t+t−m−2} . . . a_{(j+n)t} (31) (0 6 j 6 n − 1);

B^{(od)}_{i2,j2} = a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1)t+m+1} ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{i2t+j2} + t−m−2 ∑ j1=j2 a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m)t+j1 +m+1} ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+j2}

+ j2∑ j1=1

a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1)t+j1 +m+1} ⊗ a_{(i2+1)t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} − a_{(i2+m+1)t+j2 +m} . . . a_{(i2+m+1)t} ⊗ a_{i2t+t−m−2} . . . a_{i2t+j2} (32) (0 6 i2 6 2n − 1, 1 6 j2 6 t − m − 2);

C^{(od)}_{i2,j2} = e_{(i2+m+n)t+j2 +m+2} ⊗a_{i2t+j2} −a_{(i2+m+n)t+j2 +m+1} ⊗e_{i2t+j2} (33)

(0 6 i2 6 2n − 1, t − m − 1 6 j2 6 t − 1).

Kak i na xage 4.1 dokazatel~stva, my vydelim sredi fflementov vida (31)–(33) podhodØwee mnoßestvo fflementov, no radi kratkosti opustim nekotorye detali dokazatel~stva lineænoæ nezavisimosti fftogo mnoßestva, poskol~ku sootvetstvu¸wie rassußdeniØ analogiqny provedennym na xage 4.1.

(a) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy podmodulØ modulØ

Q_{2m+1}, poroßdœnnogo fflementami vida (33).

Kaßdyæ fflement vida (33) daœt nenulevoæ fflement posle umnoßeniØ na tenzor, levaØ komponenta kotorogo – put~, naqina¸wiæsØ v verxine (i_2 + m + n)t + j_2 + m + 2, a pravaØ – put~,

60 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA zakanqiva¸wiæsØ v verxine i_2t + j_2, priqœm summa dlin pravogo i levogo puteæ men~xe, qem 2t. Vsego tenzorov takogo tipa

(t + 1)^2 − 1 = t^2 + 2t. Znaqit, iz vseh puteæ vida (33) umnoße-

niem na sootvetstvu¸wie tenzory, poluqaem 2n(m + 1)(t^2 + 2t) nenulevyh fflementov. Teper~ nado vydelit~ sredi nih lineæno nezavisimye. DlØ fftogo nado naæti vse minimal~nye lineænye kombinacii vida^s ∑ i=1 α_it_iw_i (α_i ∈ k, t_i – tenzor, w_i – fflement vida

(33)), kotorye ravny nul¸.

DlØ s = 2 lineænye kombinacii ime¸t vid {t, t − 1}_{i2,j2} C^{(od)}_{i2,j2} + {t − 1, t}_{i2,j2+1}C^{(od)}_{i2,j2+1} – vsego takih kombinaciæ 2nm.

DlØ s = 3 lineænye kombinacii ime¸t vid {t, t − 2}_{i2,j2} C^{(od)}_{i2,j2} + {t − 1, t − 1}_{i2,j2+1}C^{(od)}_{i2,j2+1} + {t − 2, t}_{i2,j2+2} C^{(od)}_{i2,j2+2} – vsego takih kombinaciæ 2n(m − 1), i t. d. Takim obrazom, poluqaem 2n(m+1)(t^2 +2t)−mn(m+1) lineæno nezavisimyh fflementov.

(b) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy podmodulØ modulØ

Q_{2m+1}, poroßdœnnogo kak Λ-modul~ fflementami vida (31) i (33).

Sredi fflementov vida (31) vydelim sledu¸wie fflementy: ( a_{(j+m+1)t+l−1} . . . a_{(j+m+1)t} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r} ) A^{(od)}_j , (34) ( a_{(j+m+1+n)t+l−1} . . . a_{(j+m+1+n)t} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A^{(od)}_j , (35)

gde 0 6 r, l 6 t − 1 i r + l 6 t + m + 1; ( a_{(j+m+1)t+l−1} . . . a_{(j+m+1)t} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A^{(od)}_j , (36) ( a_{(j+m+1+n)t+l−1} . . . a_{(j+m+1+n)t} ⊗ a_{jt−1} . . . a_{jt−r} ) A^{(od)}_j , (37)

1 6 r, l 6 t − 1, r + l 6 m + 1; a takße ( a_{(j+m+2)t−1} . . . a_{(j+m+1)t} ⊗ e_{jt} ) A^{(od)}_j . (38)

Mnoßestvo fflementov vida (34) i (35) lineæno nezavisimo po modul¸ fflementov, vydelennyh v p. (a). Deæstvitel~no, esli

m ≠ t−2, to kaßdyæ fflement iz (34) ili (35) imeet hotØ by odno

slagaemoe, na kotorom funkciØ τ ravna ((j +m)t+j_1 +m+1, jt+j_1) ili ((j + m + n)t + j_1 + m + 1, (j + n)t + j_1), gde 0 6 m < t −

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 61

2, 0 6 j 6 n − 1, 1 6 j_1 6 t − m − 2. No fflementy, poluqennye

v p. (a), ne ime¸t v sostave tenzorov s takimi znaqeniØmi τ . Esli ße m = t − 2, to v fflementah vida (34), (35) moßno naæti slagaemye, dlØ kotoryh znaqeniØ τ takovy ße, kak dlØ nekotoryh slagaemyh v podhodØwih fflementah C_{i2,j2} . No, kak legko videt~, sami sootvetstvu¸wie slagaemye ne sovpada¸t. Takim obrazom, iz fflementov (34), (35) vydeleno dopolnitel~no n(t^2 + t(2m + 5) −

(m + 2)(m + 3) − 1) lineæno nezavisimyh fflementov.

Teper~ dokaßem lineænu¸ nezavisimost~ fflementov vida (36) po modul¸ vseh poluqennyh do fftogo fflementov (takoe ße utverßdenie dlØ fflementov vida (37) dokazyvaetsØ analogiqno). LineænaØ nezavisimost~ s fflementami iz (34), (35) Øsna. Dalee, slagaemoe a_{(j+m+1)t+l−1} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} (39) iz fflementa (36) vstreqaetsØ takße v C^{(od)}_{j+n−1,t−1}, umnoßennom na tenzor tipa {t + l − m − 1, r − 1}_{j+n−1,t−1}. DlØ fflementa (39) summa dlin pravogo i levogo puteæ men~xe t + 1, i pofftomu fftot fflement ne leßit v lineænoæ oboloqke L_2 fflementov, poluqennyh v p. (a). S drugoæ storony, {t + l − m − 1, r − 1}_{j+n−1,t−1}C^{(od)}_{j+n−1,t−1} daœt lineænu¸ zavisimost~ s tenzorom, u kotorogo dlina levogo puti na edinicu men~xe, a pravogo na edinicu bol~xe. Sledovatel~no, fflement (39) moßno po modul¸ fflementov, ukazannyh v p. (a), zamenit~ na fflement, u kotorogo dlina levogo puti men~xe, a u vtorogo slagaemogo dlina levogo puti bol~xe, qem u pervogo, i t. d. Ots¸da vytekaet lineænaØ nezavisimost~ fflementov iz (36) po modul¸ L_2. Takim obrazom, poluqaem dopolnitel~no

nm(m + 1) lineæno nezavisimyh fflementov.

Nakonec, fflement vida (38) raven −a_{(j+m+2)t−1} . . . a_{(j+m+1)t} ⊗ a_{jt+t−m−2} . . . a_{jt} −a_{(j+m+2)t−1} . . . a_{(j+m+1)t} ⊗ a_{(j+n)t+t−m−2} . . . a_{(j+n)t}, (40) i Øsno, qto oba takih slagaemyh lineæno nezavisimy po modul¸ L_2. Ots¸da legko poluqaem, qto fflementy iz (38) lineæno nezavisimy po modul¸ vseh ranee ukazannyh fflementov. Takim obrazom, sredi fflementov vida (34)–(38) my ukazali dopolnitel~no n(t^2 + 2mt + 5t − 4m − 6) lineæno nezavisimyh fflementov.

62 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

(v) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy vsego modulØ

Im d_{2m+1}. Sredi fflementov vida (32) vydelim sledu¸wie ffle-

menty ( e_{(i2+m+1)t+j2 +m+1} ⊗ a_{i2t+j2−1} . . . a_{i2t+j2−r} ) B^{(od)}_{i2,j2} , (41)

gde 0 6 r 6 j_2 − 1.

Zametim, qto znaqenie funkcii τ na pervom slagaemom iz B^{(od)}_{i2,j2} ravno ((i_2 + m + 1)t + m + 1, (i_2 + 1)t). Vse slagaemye v A^{(od)}_j s takim ße znaqeniem τ ime¸t levyæ put~ dliny t − m − 1, a dlØ fflementov iz (41) dlina levogo puti men~xe t − m − 1. Znaqit, pervoe slagaemoe v fflemente vida (41) ne moßet vstretit~- sØ sredi slagaemyh fflementov podmodulØ, poroßdœnnogo fflementami A^{(od)}_j . V fflementah C^{(od)}_{i2,j2} takße net slagaemyh so znaqeniem τ , ravnym ((i_2 + m + 1)t + m + 1, (i_2 + 1)t), qto zaverxaet dokazatel~stvo lineænoæ nezavisimosti mnoßestva vseh vvedennyh vyxe fflementov iz Im d_{2m+1}. Ots¸da sleduet, qto

dim_k Im d_{2m+1} > 2n(m(t^2 + 2t − 1) + 2t^2 + 3t − 2).

Xag 4.3. Dokaßem, qto

dim_k Im d_{2t−2} > dim_k R = 2n(t^2 + t − 1).

Iz opisaniØ d_{2t−2} vidim, qto Im d_{2t−2} poroßdaetsØ kak Λmodul~ fflementami: A_j = −a_{(j+t)t−1} . . . a_{(j+t−1)t} ⊗ e_{jt} + e_{(j+t)t} ⊗ a_{(j+1)t−1} . . . a_{jt} + t−1∑ j1=1 (a_{(j+t)t−1} . . . a_{(j+t−1)t+j1} ⊗ a_{(j+n)t+j1−1} . . . a_{(j+n)t} − a_{(j+n+t)t−1} . . . a_{(j+t−1+n)t+j1} ⊗ a_{jt+j1−1} . . . a_{jt}) (42) (0 6 j 6n − 1); B_{i2,j2} = −a_{(i2+t+n)t+j2−1} . . . a_{(i2+t+n)t} ⊗ a_{(i2+1)t−1} . . . a_{i2t+j2} + j2∑ j1=1 a_{(i2+t+n)t+j2−1} . . . a_{(i2+t+n)t+j1} ⊗ a_{(i2+1)t+j1−1} . . . a_{i2t+j2}

+ t−1∑ j1=j2 a_{(i2+t+n)t+j2−1} . . . a_{(i2+t−1+n)t+j1} ⊗ a_{i2t+j1−1} . . . a_{i2t+j2} (43)

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 63

(0 6 i2 6 2n − 1, 1 6 j2 6 t − 1).

(a) Naædœm lineæno nezavisimye fflementy podmodulØ v Q_{2t−2}, poroßdœnnogo fflementami vida (42).

Sredi fflementov takogo vida vydelim sledu¸wie fflementy: ( a_{(j+t)t+l−1} . . . a_{(j+t)t} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A_j, (44) ( a_{(j+m)t+m+l} . . . a_{(j+m)t+m+1} ⊗ a_{(j+n)t−1} . . . a_{(j+n)t−r} ) A_j , (45)

gde 0 6 l, r 6 t − 1, l + r 6 t; a takße ( a_{(j+t+1)t−1} . . . a_{(j+t)t} ⊗ e_{jt} ) A_j. (46)

Analogiqno predyduwim xagam dokazatel~stva proverØetsØ lineænaØ nezavisimost~ fflementov iz (44)–(46), i, takim obrazom, poluqaem

n(t^2 + 3t − 3) + n = n(t^2 + 3t − 2)

lineæno nezavisimyh fflementov.

(b) Nakonec, ukaßem lineæno nezavisimye fflementy vsego modulØ Im d_{2t−2}. Sredi fflementov vida (43) vydelim sledu¸wie fflementy: ( e_{(i2+t+n)t+j2} ⊗ a_{i2t+j2−1} . . . a_{i2t+j2−r} ) B_{i2,j2} , (47)

gde 0 6 r 6 j_2 − 1.

Analogiqno predyduwemu dokazyvaetsØ, qto fflementy iz (47) lineæno nezavisimy po modul¸ fflementov, ukazannyh v p. (a).

Itak, v Im d_{2t−2} naædeno

n(t^2 + 3t − 2) + nt(t − 1) = 2n(t^2 + t − 1)

lineæno nezavisimyh fflementov, i, sledovatel~no, dim_k Im d_{2t−2}

> 2n(t^2 + t − 1).

§4. Skruqennye bimoduli

V fftom paragrafe my privodim nezavisimoe ot [4] dokazatel~stvo togo, qto sizigiØ Ω^{2t−1}(_ΛR) = Im d_{2t−2} izomorfna skruqennomu bimodul¸_1R_σ (sr. [4, teorema 3.5]), i ffto pozvolit zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 1.

64 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA

Pust~ λ, μ – nekotorye avtomorfizmy algebry R. DlØ RbimodulØ M skruqennym bimodulem nazovem lineænoe prostranstvo M , na kotorom levoe i pravoe deæstviØ algebry R (oboznaqaemye zvezdoqkoæ) zadany sledu¸wim obrazom: r ∗ m ∗ s = λ(r) · m · μ(s) dlØ r, s ∈ R i m ∈ M. Takoæ skruqennyæ bimodul~ oboznaqaem qerez_λM_μ.

DlØ avtomorfizma λ algebry R sqitaem, qto on deæstvuet i na verxinah kolqana algebry R tak, qto λ(i) = λ(e_i). Vvedem oboznaqenie ~λ = λ ⊗ 1 dlØ avtomorfizma algebry Λ = R^e =

R ⊗ R^{op}, inducirovannogo deæstviem λ na pervom somnoßitele.

Esli φ: P_{i,j} → P_{r,s} – gomomorfizm umnoßeniØ (sprava) na fflement

w ∈ (e_i ⊗ e_j )Λ(e_r ⊗ e_s), to umnoßenie na ~λ(w) zadaet gomomorfizm φ^{(λ)}: P_{λ(i),j} → P_{λ(r),s}. Pust~ d: U → V – gomomorfizm meßdu proektivnymi ΛmodulØmi, gde U = ⨁ i,j P^{li,j}_{i,j} , V = ⨁ r,s P^{ml,s}_{r,s} . (48) Moßno sqitat~, qto komponenty matricy gomomorfizma d otnositel~no prØmyh razloßeniæ iz (48) – ffto fflementy algebry Λ (toqnee, ffto gomomorfizmy umnoßeniØ na sootvetstvu¸wie fflementy). Postroim gomomorfizm

d^{(λ)}: ⨁ i,j P^{li,j}_{λ(i),j} → ⨁ r,s P^{ml,s}_{λ(r),s}, matrica kotorogo (otnositel~no ukazannyh vyxe prØmyh razloßeniæ) poluqena iz matricy gomomorfizma d primeneniem avtomorfizma ~λ k kaßdoæ eœ komponente.

Lemma 6. SohranØØ predyduwie oboznaqeniØ, imeem

Coker d^{(λ)} ≃_λ�1 (Coker d)_1 .

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto otobraßenie ρ: P_{λ(i),j} →

λ�1 (P_{i,j})_1 , takoe, qto ρ(p) = ~λ^{−1}(p) dlØ p ∈ P_{λ(i),j}, ØvlØetsØ izomorfizmom bimoduleæ. Sledovatel~no,

λ�1 U_1 ≃ ⨁ i,j P^{li,j}_{λ(i),j},_λ�1 V_1 ≃ ⨁ r,s P^{mr,s}_{λ(r),s},

BIMODUL^NA˚ REZOL^VENTA ALGEBRY M´BIUSA 65 otkuda vytekaet, qto Coker d^{(λ)} ≃_λ�1 (Coker d)_1 . � Poskol~ku

A_j = (e_{(j+t)t} ⊗ e_{jt})A_j , B_{i2,j2} = (e_{(i2+t+n)t+j2} ⊗ e_{i2t+j2} )B_{i2,j2} , (a_{(j+t)t} ⊗ e_{jt})A_j = (e_{(j+t)t+1} ⊗ a_{(j+n)t})B_{j+n,1}, (a_{(j+n+t)t} ⊗ e_{jt})A_j = −(e_{(j+n+t)t+1} ⊗ a_{jt})B_{j,1}, (e_{(j+t)t} ⊗ a_{jt−1})A_j = −(a_{(j+n+t)t−1} ⊗ e_{jt−1})B_{j−1,t−1}, (e_{(j+t)t} ⊗ a_{(j+n)t−1})A_j = (a_{(j+t)t−1} ⊗ e_{(j+n)t−1})B_{j+n−1,t−1} dlØ 0 6 j 6 n − 1, 0 6 i_2 6 2n − 1, 0 6 j_2 6 t − 1, a takße

(a_{(i2+t+n)t+j2} ⊗ e_{i2t+j2} )B_{i2,j2} = (e_{(i2 +t+n)t+j2+1} ⊗ a_{i2+j2} )B_{i2,j2+1}

dlØ 0 6 i_2 6 2n − 1, 1 6 j_2 6 t − 2, to moßno postroit~ Λgomomorfizm

f: Im d_{2t−2} →_1R_σ,

takoæ, qto

f(A_j ) = σ(e_{jt}), 0 6 j 6 t − 1, f(B_{i2,j2} ) = σ(e_{i2t+j2} ), 0 6 i_2 6 2n − 1, 1 6 j_2 6 t − 1.

˚sno, qto f – izomorfizm.

Krome togo, kak legko proverit~, imeetsØ izomorfizm skruqennyh R-bimoduleæ

g:_1R_σ →_σ�1 R_1,

takoæ, qto g(r) = σ^{−1}(r) dlØ r ∈ R.

Takim obrazom, Im d_{2t−2} ≃_σ�1 R_1, i primenenie lemmy 6 zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1.

Literatura 1. C. Riedtmann, Algebren, Darstellungsköcher,^¨Uberlagerungen und zurück. —

Comment. Math. Helv. 55 (1980), 199–224.

2. C. Riedtmann, Representation-finite selfinjective algebras of class An. — Lect.

Notes Math. 832 (1980), 449–520.

3. K. Erdmann, T. Holm, Twisted bimodules and Hochschild cohomology for self-

injective algebras of class An. — Forum Math. 11 (1999), 177–201.

4. K. Erdmann, T. Holm, N. Snashall, Twisted bimodules and Hochschild cohomol-

ogy for self-injective algebras of class An, II. — Algebras and Repr. Theory 5 (2002), 457–482.

66 A. I. GENERALOV, M. A. KAQALOVA 5. A. I. Generalov, M. A. Kaqalova, Algebra `onedy algebry Mœbiusa. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 90–112.

6. D. Happel, Hochschild cohomology of finite-dimensional algebras. — Lect. Notes

Math. 1404 (1989), 108–126.

7. A. I. Generalov, M. A. Kaqalova, Bimodul~naØ rezol~venta algebry Mœ-

biusa. — http://www.mathsoc.spb.ru/ preprint/2005/index.html#03.

Generalov A. I., Kachalova M. A. Bimodule resolution of Möbius algebra.

The minimal projective bimodule resolution of Möbius algebras that form a class of self-injective algebras of finite representation type is constructed.

Postupilo 20 ØnvarØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet