Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

V. A. Rovskiæ

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II

Vvedenie

Obyqnoe dlØ teorii veroØtnosteæ prenebreßenie sobytiØmi nulevoæ veroØtnosti i otoßdestvlenie “poqti sovpada¸- wih” podmnoßestv prostranstva fflementarnyh ishodov (Ω, F, P) vo mnogom svØzano s tem, qto qasto prihoditsØ imet~ delo ne s sobytiØmi, a so sluqaænymi veliqinami, raspredeleniØ kotoryh ne menØ¸tsØ pri perehode k sootvetstvennym sluqaænym veliqinam na proizvol~noæ “mod 0-versii” samogo veroØtnostnogo prostranstva (Ω, F, P). Bolee togo, sovokupnost~ sovmestnyh koneqnomernyh raspredeleniæ vseh sluqaænyh veliqin ili daße proizvol~nogo poroßda¸wego F semeæstva sluqaænyh veliqin, pozvolØet pri estestvennom dopuwenii, qto rassmatrivaemoe veroØtnostnoe prostranstvo (Ω, F, P) obladaet svoæstvom Lebega– Rohlina, odnoznaqno vosstanovit~ prostranstvo (Ω, F, P) s toqnost~¸ do mod 0-izomorfizma.

Kogda req~ zahodit o raspredeleniØh P (naprimer, gaussovskih), opredelenie i struktura kotoryh opira¸tsØ na nekotorye dopolnitel~nye struktury prostranstva Ω (struktury lineænogo prostranstva dlØ gaussovskih raspredeleniæ), vero- Øtnostnye raspredeleniØ moßno zadavat~, operiruØ s nekotorym prostranstvom sluqaænyh veliqin ili, qto to ße samoe, s prostranstvom F izmerimyh funkciæ na (Ω, F, P), takih kak

L^0(Ω, F, P), L^2(Ω, F, P), nadelØ¸wihsØ strukturami “soglasovan-

noæ sistemy koneqnomernyh raspredeleniæ”, kotorye konkretno mogut byt~ zadany, naprimer s pomow~¸ harakteristiqeskogo funkcionala χ : L^0(Ω, F, P) → C. Pri fftom izomorfizm dvuh prostranstv F_0 i F_1 s opisannymi tol~ko qto strukturami vleqet izomorfizm bulevyh algebr (ffkvivalentnyh) sobytiæ i, v predpoloßenii, qto ffti veroØtnostnye prostranstva oblada¸t svoæstvom Lebega–Rohlina (LR-svoæstvom), ih kanoniqeskiæ mod 0- izomorfizm. 129

130 V. A. ROVSKI`

Gaussovskie mnogomernye i osobenno beskoneqnomernye raspredeleniØ moßno opisyvat~ v terminah prostranstva F vseh lineænyh izmerimyh funkcionalov na lineænom prostranstve E s gaussovskoæ meroæ. Pri fftom mnogie vaßnye voprosy, naprimer kriteriæ ffkvivalentnosti ili singulØrnosti dvuh centrirovannyh gaussovskih mer na odnom lineænom prostranstve E, udobno vyraßa¸tsØ v terminah sootnoxeniØ sootvetstvu¸wih dvuh gil~bertovyh norm na prostranstve F .

Opixem bolee akkuratno, qto v dal~neæxem budem ponimat~ pod gaussovskoæ centrirovannoæ meroæ. Pust~ F – proizvol~noe separabel~noe gil~bertovo prostranstvo, so skalØrnym proizvedeniem (· , ·)_F i normoæ ‖ · ‖_F , soprØßennoe s gil~bertovym prostranstvom E. Na prostranstve F rassmotrim poloßitel~- no opredelennyæ funkcional χ : F → C, χ(f) = exp (1 2 ‖f‖^2_F ) . �tot harakteristiqeskiæ funkcional ØvlØetsØ harakteristiqeskim funkcionalom slabogo gaussovskogo raspredeleniØ na F , qasto nazyvaemogo belym xumom. Kak izvestno, sootvetstvu¸- wee fftomu harakteristiqeskomu funkcionalu gaussovskoe vero- Øtnostnoe raspredelenie γ moßet byt~ poluqeno kak veroØtnostnoe raspredelenie v ^E – popolnenii gil~bertova prostranstva E po kakoæ-nibud~ suwestvenno bolee slaboæ gil~bertovoæ norme, nastol~ko bolee slaboæ, qto operator vloßeniØ E → ^E ØvlØetsØ operatorom Gil~berta–Xmidta v normah E i ^E. Pri fftom gil~bertova norma ‖ · ‖_F okazyvaetsØ, oqevidno, sledom L^2(γ)- normy na prostranstve F . HotØ gil~bertovost~ prostranstva ^E ne obØzatel~na, my budem ograniqivat~sØ imenno fftim sluqaem. Prostranstvo E nazyvaetsØ Ødrom voznika¸weæ gaussovskoæ mery. Esli my stroim popolnenie gil~bertova prostranstva E po dvum razliqnym gil~bertovym normam, to voznika¸wie lineænye prostranstva s gaussovskoæ meroæ okazyva¸tsØ kanoniqeski

mod 0-izomorfnymi, i fftot mod 0-izomorfizm voznikaet kak pro-

dolßenie toßdestvennogo otobraßeniØ id : E → E.

Takim obrazom, zadanie gaussovskoæ centrirovannoæ mery oznaqaet zadanie gil~bertova prostranstva E.

Nas interesuet para centrirovannyh vzaimno absol¸tno nepreryvnyh gaussovskih mer γ_0 i γ_1 na odnom prostranstve. Esli prostranstva F_0 i F_1 lineænyh izmerimyh funkcionalov ne sovpada¸t, takie gaussovskie mery singulØrny, i naxe vnimanie

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II131 budet sosredotoqeno na tom sluqae, kogda ffti prostranstva sovpada¸t po zapasu fflementov. V silu gil~bertovosti, L^2-normy

‖ · ‖_0 i ‖ · ‖_1, sootvetstvu¸wie naxim meram γ_0 i γ_1, ffkviva-

lentny, no (dlØ nesovpada¸wih mer) razliqny. Kriteriæ ffkvivalentnosti prost (on ustanavlivaetsØ, naprimer, s pomow~¸ teoremy Kakutani o kriterii ffkvivalentnosti ili singulØrnosti dlØ beskoneqnyh proizvedeniæ): mery γ_0 i γ_1 ffkvivalentny, esli spektr otnoxeniØ {σ^2_k} sootvetstvu¸wih kvadratiqnyh form (kvadratov gil~bertovyh norm) diskreten, i shoditsØ

rØd^∞ ∑ k=1 (σ^2_k − 1)^2.

V statistiqeskoæ zadaqe razliqeniØ dvuh veroØtnostnyh mer (po vyborke ob¨ema edinica) rexenie opredelØetsØ po znaqeni¸ otnoxeniØ pravdopodobiØ v vyboroqnoæ toqke. Esli otnoxenie pravdopodobiØ po nekotoroæ norme na prostranstve s dvumØ ffkvivalentnymi gaussovskimi merami nepreryvno, to my budem govorit~, qto zadaqa razliqeniØ dannyh dvuh gaussovskih gipotez v fftoæ norme korrektna. Koneqno, qem slabee norma v prostranstve ^E, na kotorom sosredotoqeny dve naxi gaussovskie mery, tem men~xe xansov, qto proizvodnaØ Radona–Nikodima (opredelØemaØ v principe s ispol~zovaniem tol~ko pary voznika¸wih gil~bertovyh struktur na prostranstve F vseh izmerimyh lineænyh funkcionalov) okaßetsØ po takoæ norme nepreryvnoæ. S drugoæ storony, neobhodimoe uslovie gil~bertxmidtovosti vloßeniØ E ⊂ ^E oznaqaet, qto norma prostranstva ^E ne dolßna byt~ slixkom sil~noæ. Vsegda li moßno podobrat~ taku¸ normu, na prostranstve E, popolnenie po kotoroæ ØvlØlos~ by lineænym nositelem obeih rassmatrivaemyh gaussovskih mer, no otnositel~no kotoroæ zadaqa razliqeniØ dvuh rassmatrivaemyh gaussovskih gipotez byla by korrektno postavlennoæ?

Otvet na fftot vopros otricatel~nyæ. Takim obrazom, dve gaussovskie mery na odnom beskoneqnomernom lineænom prostranstve ili singulØrny, ili ffkvivalentny, no ne mogut byt~ korrektno razliqimy, po kraæneæ mere – s ispol~zovaniem gil~- bertovyh norm, ili ße ffkvivalentny i suwestvuet gil~bertova norma, kotoraØ obespeqivaet ih korrektnoe razliqenie.

132 V. A. ROVSKI`

Postanovka zadaqi

Smenim oboznaqeniØ i korotko sformuliruem zadaqu. Pust~ na nekotorom lineænom prostranstve E zadany dve (ffkvivalentnye) gil~bertovy normy, pozvolØ¸wie rassmatrivat~ ffti gil~- bertovy prostranstva kak Ødra H_{γ0} i H_{γ1} nekotoryh dvuh ffkvivalentnyh gaussovskih mer γ_0 i γ_1, opredelennyh na podmnoßestvah nekotorogo nadprostranstva naxego lineænogo prostranstva E. Iz usloviØ ffkvivalentnosti mer sleduet, qto Ødra sovpada¸t po zapasu fflementov, a sootvetstvu¸wie gil~bertovy normy ffkvivalentny.

Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo, poluqennoe popolneniem Ødra po bolee slaboæ, qem norma Ødra, (pred)gil~bertovoæ norme. Nas budet interesovat~ vopros, kogda dlØ pary gil~bertovyh norm na Ødre suwestvuet takoe gil~bertovo prostranstvo

H ⊃ H_{γ0} , qto

1. H – lineænyæ nositel~ mer γ_i, i, v qastnosti, l¸boæ xar imeet poloßitel~nu¸ meru;

2. dγ^1dγ_0 – otnoxenie pravdopodobiØ naxih mer imeet versi¸,

nepreryvnu¸ v norme H.

Vvedem opredelenie:

Opredelenie. Budem govorit~, qto statistiqeskaØ zadaqa raz-

liqeniØ dvuh ffkvivalentnyh gaussovskih mer γ_0 i γ_1 korrektna, esli suwestvuet takoe gil~bertovo prostranstvo H, qto vypolnØ¸tsØ svoæstva 1 i 2, ukazannye vyxe.

Sledu¸waØ teorema daet kriteriæ korrektnoæ razliqimosti gipotez. Dokazatel~stvo teoremy budet dano v konce raboty.

Teorema 1. Pust~ γ0 i γ1 – dve ffkvivalentnye gaussovskie mery

so srednimi znaqeniØmi 0 i s (obwimi po zapasu fflementov) Ødrami H_{γ0} i H_{γ1} . Pust~ (τ^2_k ) – spektral~nyæ tip otnoxeniØ kvadratiqnyh form, sootvetstvu¸wih kvadratam gil~bertovyh norm na H_{γ0} i H_{γ1} (t.k. mery ffkvivalentny, to spektr diskreten). DlØ togo qtoby zadaqa razliqeniØ naxih mer byla korrektnoæ neobho-

dimo i dostatoqno, qtoby^∞ ∑ k=1 |τ_k − 1| < ∞. Zameqanie 1. Na samom dele, dlØ sluqaØ^{∞∑}_{k=1} |τk − 1| = ∞ budet

dokazano bolee sil~noe utverßdenie: nikakaØ versiØ otnoxeniØ

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II133 pravdopodobiØ ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ ni v odnoæ toqke gil~- bertova prostranstva polnoæ mery, v kotorom l¸boæ xar imeet poloßitel~nu¸ meru. �

Zameqanie 2. Uslovie ffkvivalentnosti dvuh centrirovannyh

gaussovskih mer pozvolØet realizovat~ obwee po zapasu fflementov Ødro fftih mer kak gil~bertovo prostranstvo posledovatel~nosteæ l^2 ⊂ R^∞ s ffkvivalentnymi gil~bertovymi vesovymi normami na nem, a sami mery – kak prodakt-mery v R^∞, odna iz kotoryh standartnaØ – γ_0 =^∞⊗_{k=1} N(0, 1), a vtoraØ imeet vid

γ_1 =^∞⊗_{k=1} N(0, σ^2_k), priqem {σ_k} udovletvorØ¸t uslovi¸ ∞∑ k=1 (σ_k − 1)^2 < ∞.

Togda kvadratiqnye formy na Ødre H_{γ0} = l^2, sootvetstvu¸wie dvum gaussovskim meram, ime¸t vid

Q_0(x, x) = ∞∑ k=1 x^2_k i Q_0(x, x) = ∞∑ k=1 x^2_k σ^2_k . Budem sqitat~ “osnovnoæ” metriku na Ødre, poroßdennu¸ kvadratiqnoæ formoæ Q_0 i zapisyvat~ skalØrnoe proizvedenie

Q_0(x, y) v vide (x, y). �

Zameqanie 3. Spektral~nyæ tip {τ^2_k } otnoxeniØ kvadratiqnyh

form Q_0 i Q_1 svØzan s dispersiØmi {σ^2_k} sledu¸wim obrazom:

τ^2_k = 1 σ^2_k . Pri fftom, v silu ffkvivalentnosti mer, rØdy^∞ ∑ k=1 |τ_k|1 − 1| i ∞∑ k=1 |σ_k −1| shodØtsØ ili rashodØtsØ odnovremenno. �

134 V. A. ROVSKI`

Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Ukaßem strukturu gil~bertovyh prostranstv, kotorye my budem rassmatrivat~ v kaqestve nositeleæ naxih mer. Napomnim opredelenie Ødernogo operatora v gil~bertovom prostranstve (sm., naprimer, [5, str. 311]):

Opredelenie. Pust~ H – separabel~noe gil~bertovo prostran-

stvo. Lineænyæ nepreryvnyæ operator A : H → H nazyvaetsØ Ødernym, esli √ AA^∗ obladaet ortonormirovannym bazisom iz sobstvennyh vektorov, otveqa¸wih sobstvennym qislam α_n, pri-

qem^∞ ∑ n=1 α_n < ∞. Lemma 1. Pust~ γ0 =^∞⊗_{k=1} N(0, 1) – standartnaØ gaussovskaØ mera

v R^∞ i H_{γ0} – Ødro fftoæ mery. DlØ togo qtoby gil~bertovo prostranstvo H bylo prostranstvom polnoæ mery, v kotorom l¸- boæ xar imeet poloßitel~nu¸ meru, a H^′_{γ0} identificirovalos~ kak prostranstvo lineænyh izmerimyh funkcionalov na H, razdelØ¸wih toqki H, neobhodimo i dostatoqno, qtoby H bylo poluqeno popolneniem Ødra H_{γ0} po norme ‖x‖^2_A = (Ax, x), poroßdennoæ nekotorym poloßitel~nym samosoprØßennym Ødernym operatorom A v H_{γ0} . Pri fftom popolnenie H_{γ0} moßno proizvesti za sqet fflementov R^∞.

Dokazatel~stvo. Pervu¸ qast~ utverßdeniØ moßno dokazat~,

naprimer, s pomow~¸ teoremy Kolmogorova o treh rØdah. Pofftomu srazu pereædem ko vtoroæ qasti.

Pokaßem, qto popolnenie H_{γ0} ⊂ R^∞ po norme ‖·‖_A moßno proizvesti za sqet fflementov R^∞. �to v toqnosti oznaqaet, qto l¸- baØ fundamental~naØ v H_{γ0} posledovatel~nost~ dolßna shoditsØ pokoordinatno, t.e. koordinatnye funkcionaly dolßny byt~ nepreryvny v norme ‖·‖_A. �to, v svo¸ oqered~, ffkvivalentno pokoordinatnoæ ograniqennosti ediniqnogo v norme ‖ · ‖_A xara.

Pust~ U = {x ∈ H_{γ0} : (Ax, x) 6 1} – ediniqnyæ xar v norme ‖ · ‖_A, sostoØwiæ iz fflementov H_{γ0} . Pokaßem, qto on pokoordinatno ograniqen. Pust~, kak i vyxe, {e_k} – ortonormirovannyæ bazis v prostranstve H_{γ0} , A_{ij} = (Ae_i, e_j); Pr_k = (· , e_k)e_k – operator proektirovaniØ na k-u¸ os~. Oboznaqiv qerez x^k = (I − Pr_k)x, moßem zapisat~

‖x‖^2_A = A_{kk}x^2_k + 2x_k · (Ax^k, e_k) + (Ax^k, x^k).

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II135 Pust~ x ∈ U . Togda A_{kk}x^2_k + 2x_k · (Ax^k, e_k) + (Ax^k, x^k) 6 1 i iz fftogo sleduet: −(Ax^k, e_k) − √ (Ax^k, e_k)^2 + A_{kk} · (1 − (Ax^k, x^k)) A_{kk} 6 x_k 6

6^{−(Axk, ek) +}

√ (Ax^k, e_k)^2 + A_{kk} · (1 − (Ax^k, x^k)) A_{kk} . Takim obrazom, dlØ k-oæ koordinaty toqki iz xara my poluqaem ocenku: |x_k| 6 2 · (Ax^k, e_k) + √ A_{kk} · (1 − (Ax^k, x^k)) A_{kk} 6

6^{2 · (Axk, xk) 12 · (Aek, ek) 12 + A}

1 2 kk A_{kk} 6 3 · A^{12}_{kk},

i, znaqit, ediniqnyæ xar pokoordinatno ograniqen. Lemma dokazana. �

Pust~ γ_0 =^∞⊗_{k=1} N(0, 1) i γ_1 =^∞⊗_{k=1} N(0, σ^2_k), kak i preßde dve

vzaimno absol¸tno nepreryvnye gaussovskie mery. Rassmotrim plotnost~ dvuh mer^{dγ1}_{dγ0} , odna iz versiæ kotoroæ moßet byt~ zadana s pomow~¸ beskoneqnogo proizvedeniØ:

ρ(x) := dγ_1 dγ_0 (x) = ∞∏ k=1 1 σ_k · exp ( − x^2_k 2 · 1 − σ^2_k σ^2_k )

v teh toqkah iz R^∞, gde ρ(x) shoditsØ. FunkciØ ρ odnoznaqno opredelena i koneqna na mnoßestve mery 1 po kaßdoæ iz mer γ_0 i γ_1. V ostal~nyh toqkah ρ(x) opredelØetsØ proizvol~no.

Zameqanie 4. Vezde, gde ne ogovoreno inoe, frazy “poqti vs¸-

du”, “polnoæ mery”, “mery nul~”, “s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti” nado ponimat~ v smysle mery γ_0.

Pod versieæ funkcii f na prostranstve s meroæ (M, μ) ponimaetsØ funkciØ, zadannaØ v kaßdoæ toqke M i poqti vs¸du ravnaØ f. � Rassmotrim funkci¸ s(x) = ∞∑ k=1 β_k(x^2_k − 1), p.v. x ∈ R^∞. (2)

136 V. A. ROVSKI` gde β_k = σ_k − 1. �ta funkciØ ØvlØetsØ kvadratiqeskim funkcionalom (po terminologii [4, str. 419]) ili gaussovskim haosom porØdka 2 [sm., naprimer, 5, str. 84]. Nesloßno proverit~, qto

s(x) opredelena i koneqna poqti vs¸du po meram γ_0 i γ_1 v R^∞.

�to vytekaet iz teoremy Kolmogorova o treh rØdah i togo, qto

v silu ffkvivalentnosti dvuh mer^∞ ∑ k=1 β^2_k < ∞.

Zameqanie 5. V dal~neæxem, my budem qetko ogovarivat~, ime-

em li my delo s funkcieæ, zadannoæ v prostranstve s meroæ, ponimaemoæ s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti, ili kakoæ-nibud~ iz ee vs¸du opredelennyh versiæ. � Kak pokazyvaet sledu¸waØ lemma, korrektnaØ razliqimost~ mer γ_0 i γ_1 ffkvivalentna vypolneni¸ nekotorogo usloviØ dlØ funkcii (2).

Lemma 2. DlØ togo qtoby byla korrektnoæ zadaqa razliqeniØ

mer γ_0 i γ_1, neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovalo gil~- bertovo prostranstvo H ⊂ R^∞ polnoæ mery i versiØ funkcii s, opredelennaØ na H, v kotorom ffta versiØ nepreryvna.

Dokazatel~stvo. Nam potrebuetsØ vvesti neskol~ko norm, po-

fftomu my ih budem numerovat~: ‖ · ‖_1, ‖ · ‖_2, ‖ · ‖_3, ‖ · ‖_4.

Neobhodimost~ Pust~ zadaqa razliqeniØ mer korrektna. �to znaqit, qto suwestvuet versiØ plotnosti ρ(x), kotoraØ nepreryvna v nekotorom gil~bertovom prostranstve (H, ‖ · ‖) polnoæ mery. Rassmotrim logarifm plotnosti:

ln ρ(x) = ∞∑ k=1 ( − ln σ_k + x^2_k 2 · σ^2_k − 1

σ^2_k ) , p.v. x ∈ R^∞. (3)

i ewe dve funkcii:

p_1(x) = ∞∑ k=1 ( − (σ_k − 1) + x^2_k ·

(σ^2_k − 1) 2σ^2_k ) ,

p_2(x) = ∞∑ k=1 ( (σ_k − 1) 2 · (x^2_k − 1) ) , p.v. x ∈ R^∞

koneqnye poqti vs¸du (po mere γ_0). Zametim, qto ln ρ i p_1 otliqa¸tsØ na konstantu i pofftomu nepreryvny odnovremenno:

ln ρ(x) − p_1(x) = ∑ ((σ_k − 1) − ln σ_k) = const < ∞, p.v. x ∈ R^∞.

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II137 Pokaßem, qto naædetsØ gil~bertovo prostranstvo (H_1, ‖ · ‖_1) polnoæ mery, v kotorom funkcii p_1 i p_2 nepreryvny. Rassmotrim raznost~ fftih funkciæ:

p_1(x) − p_2(x) = = ∞∑ k=1 ( (x^2_k − 1)(σ_k − 1) 2 − (σ_k − 1)^2 2σ_k · x^2_k −

(σ_k − 1)^2(σ_k + 1) 2σ^2_k · x^2_k ) , p.v. x ∈ R^∞ (4)

i vvedem dve normy

‖x‖^2 := ∞∑ k=1 (σ_k − 1)^2 2σ_k · x^2_k

‖x‖^2_3 := ∞∑ k=1 (σ_k − 1)^2(σ_k + 1) 2σ^2_k · x^2_k. V kaqestve gil~bertovoæ normy ‖ · ‖_1, otnositel~no kotoroæ, v popolnennom po fftoæ norme Ødre, budut nepreryvny funkcii p_1 i p_2, voz~mem sledu¸wu¸:

‖x‖^2_1 := ‖x‖^2 + ‖x‖^2 + ‖x‖^2_3.

NovaØ norma ne slabee kaßdoæ iz treh norm ‖ · ‖, ‖ · ‖_2 i ‖ · ‖_3, a popolnennoe po fftoæ norme Ødro mery γ_0 prevrawaetsØ v gil~- bertovo prostranstvo (H_1, ‖·‖_1) polnoæ mery. Tak kak norma ‖·‖_1 ne slabee ‖·‖, to H_1 ⊂ H. V kaqestve versii logarifma plotnosti my voz~mem neposredstvenno voznika¸wu¸ (sm. 3):

∀ x ∈ H_1 ln ρ(x) = ∞∑ k=1 ( − ln σ_k + x^2_k 2 · σ^2_k − 1 σ^2_k ) . Nesloßno proverit~, qto ffta funkciØ opredelena vs¸du na H_1 i nepreryvna v fftom prostranstve. FunkciØ p_1 takße zadana vs¸- du na H_1 i, kak bylo pokazano vyxe, nepreryvna vmeste s ln ρ(x). Nepreryvnost~ p_2 v prostranstve (H_1, ‖ · ‖_1) vytekaet iz ravenstva

2 · p_2(x) = p_1(x) + ‖x‖^2 + ‖x‖^2_3, x ∈ H_1, (5)

poluqennogo iz (4) i togo, qto kaßdoe slagaemoe v (5) opredeleno i nepreryvno vs¸du v (H_1, ‖ · ‖_1). Kak nesloßno videt~, funkciØ

2 · p_2 i est~ vvedennaØ ranee funkciØ s.

138 V. A. ROVSKI`

Dostatoqnost~. Pust~ teper~ (H_1, ‖ · ‖_1) – gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery, i s(x) – nepreryvnaØ v (H_1, ‖ · ‖_1) versiØ funkcii (2). Snova rassmotrim funkcii ‖ · ‖_2 i ‖ · ‖_3, vvedennye pri dokazatel~stve neobhodimosti. Pust~

‖x‖^2_4 := ‖x‖^2_1 + ‖x‖^2 + ‖x‖^2_3. (6)

Rassmotrim popolnenie Ødra po predgil~bertovoæ norme ‖ · ‖_4:

(H_4, ‖ · ‖_4). �to prostranstvo imeet polnu¸ meru. Opredelim

(sm. 4)

p_1(x) = s(x) − ‖x‖^2 − ‖x‖^2_3, x ∈ H_4,

gde s(x) – nepreryvnaØ v (H_1, ‖ · ‖_1) versiØ (2). Togda p_1 – takße nepreryvna, poskol~ku kaßdoe slagaemoe (6) opredeleno i nepreryvno vs¸du v (H_4, ‖ · ‖_4). V kaqestve versii ln ρ(x) voz~- mem funkci¸ ln ρ(x) = p_1(x) +^∞ ∑ k=1 ((σ_k − 1) − ln σ_k), x ∈ H_4. Ona

nepreryvna v (H_4, ‖ · ‖_4). Takim obrazom, naxlos~ gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery i versiØ plotnosti, nepreryvnaØ v nem. Lemma dokazana. � Pereædem k voprosu nepreryvnosti plotnosti.

Predloßenie 1. Pust~ γ0 =^∞⊗_{k=1} N(0, 1) i γ1 =^∞⊗_{k=1} N(0, σ^2_k) dve

ffkvivalentnye gaussovskie mery (t.e.^∞ ∑ k=1 (σ_k − 1)^2 < ∞). Esli ∞∑ k=1 |σ_k − 1| < ∞, to zadaqa razliqeniØ mer γ_0 i γ_1 korrektna. V kaqestve gil~bertova prostranstva H, na kotorom zadaqa razliqeniØ gipotez korrektna, moßno vzØt~ l¸boe popolnenie Ødra H_{γ0} po norme, kotoraØ ne slabee, qem ‖x‖^2 :=^∞ ∑ k=1 |σ_k − 1| · x^2_k, no takaØ, qto H – lineænyæ nositel~ mer γ_0 i γ_1 i l¸boæ xar v H imeet poloßitel~nu¸ γ_0-meru. V kaqestve nepreryvnoæ versii plotnosti moßno vzØt~ estestvenno voznika¸wu¸: ρ(x) = ∞∏ k=1 1 σ_k · exp ( − x^2_k 2 · 1 − σ^2_k σ^2_k ) , x ∈ H. Dokazatel~stvo. Dostatoqnoe uslovie korrektnoæ razliqimo-

sti gipotez bylo dano v [3]. Dokaßem vtoru¸ qast~ utverßdeniØ. Pust~ (H, ‖ · ‖) gil~bertovo prostranstvo s normoæ ‖x‖^2 :=

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II139 ∞∑ k=1 |σ_k −1|·x^2_k. Nesloßno proverit~, qto funkciØ s(x) nepreryvna

v fftoæ norme i opredelena vs¸du v H ⊂ R^∞. Po lemme 2 suwestvuet gil~bertovo prostranstvo, v kotorom nepreryvna funkciØ ρ(x). �to prostranstvo – rezul~tat popolneniØ Ødra mery

γ_0 po norme, ne slabee, qem norma ‖ · ‖ prostranstva H (sm. do-

kazatel~stvo lemmy 2). DlØ postroeniØ iskomogo prostranstva ispol~zovalis~ normy

‖x‖^2 := ∞∑ k=1 (σ_k − 1)^2 2σ_k x^2_k i ‖x‖^2_3 := ∞∑ k=1 (σ_k − 1)^2(σ_k + 1) 2σ^2_k x^2_k,

i sozdavalas~ novaØ:

‖x‖^2_1 := ‖x‖^2 + ‖x‖^2 + ‖x‖^2_3.

Zatem, Ødro popolnØlos~ po norme ‖ · ‖_1. No poskol~ku norma

‖x‖^2 :=^∞ ∑ k=1 |σ_k − 1| · x^2_k ne slabee kaßdoæ iz norm ‖ · ‖_2 i ‖ · ‖_3, to

plotnost~ budet nepreryvna uße v (H, ‖ · ‖). Tem samym predloßenie 1 dokazano. �

Kak budet pokazano niße, korrektnoe razliqenie gipotez vozmoßno tol~ko pri uslovii^∞ ∑ k=1 |σ_k − 1| < ∞. DlØ dokazatel~stva

togo, qto ne suwestvuet nepreryvnoæ versii plotnosti v situacii kogda^∞ ∑ k=1 |σ_k −1| = ∞ sformuliruem i dokaßem ewe neskol~ko

utverßdeniæ.

Pust~ s_m oboznaqaet qastiqnu¸ summu:

s_m(x) = m∑ k=1 β_k(x^2_k − 1), x ∈ R^∞.

S pomow~¸ fftih funkciæ dadim opisanie (ponimaemyh s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti) mnoßestv vida {x : s(x) > t}, kotorye nam ponadobØtsØ pri dokazatel~stve nepreryvnosti s(x):

140 V. A. ROVSKI`

Lemma 3. Pust~ s(x) – nekotoraØ versiØ funkcii (2), oprede-

lennaØ na vsem R^∞. Oboznaqim F (t) = {x ∈ R^∞ : s(x) > t},

G(t) =^∞ ⋃ k=1 ∞⋂ n=1 ∞⋃ m=n { x ∈ R^∞ : s_m(x) > t + 1 k } . Togda suwestvuet

mnoßestvo N γ_0-mery nul~ takoe, qto ∀t F (t)ΔG(t) ⊂ N (Δ – simmetriqeskaØ raznost~ mnoßestv).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku s(x) – nekotoraØ versiØ lim sm(x),

to mnoßestvo N := {x ∈ R^∞ : s_m(x) ↛ s(x)} imeet meru nul~.

Pust~ x ∈ (_∞⋂ n=1 ∞⋃ m=n { s_m(x) > t + 1 k }) \ N , dlØ nekotorogo k.

Togda, oqevidno, s(x) > t +^1_k , t.e. ( ∞⋂ n=1 ∞⋃ m=n { s_m(x) > t + 1 k }) \ N ⊂ { s(x) > t + 1 k } \ N . Pust~ teper~ x ∈ {s(x) > t +^1_k } \ N . Togda dlØ vsØkogo n suwestvuet m, m > n takoe, qto s_m(x) > t +^1_k , t.e. { s(x) > t + 1 k } \ N ⊂ (^∞⋂ n=1 ∞⋃ m=n { s_m(x) > t + 1 k }) \ N . Takim obrazom, vypolnØ¸tsØ sledu¸wie vkl¸qeniØ: { s(x) > t + 1 k } \ N ⊂ ⊂ (^∞⋂ n=1 ∞⋃ m=n { s_m(x) > t + 1 k }) \ N ⊂ { s(x) > t + 1 k } \ N . (7) Zametim, qto ( ∞⋃ k=1 { s(x) > t + 1 k }) \ N =

= (^∞⋃ k=1 { s(x) > t + 1 k }) \ N = {s(x) > t} \ N , pofftomu, ob¨edinØØ kaßdoe iz mnoßestv v (7) po vsem k, poluqaem ßelaemoe ravenstvo: {s(x) > t} \ N = (^∞⋃ k=1 ∞⋂ n=1 ∞⋃ m=n { s_m(x) > t + 1 k }) \ N .

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II141 Lemma dokazana. �

Dalee, my budem rabotat~ s dopolneniØmi mnoßestv {s(x) > t}, t.e. s mnoßestvami vida {s(x) 6 t}.

Nam ponadobitsØ ewe odna nesloßnaØ lemma, privodimaØ bez dokazatel~stva:

Lemma 4. Pust~ an > 0, rØd^{∞∑}_{n=1} an rashoditsØ, i pust~ Sn = a1 +

K + a_n. Togda rØd^∞ ∑ n=1 a_n S_n takße rashoditsØ.

Dokazatel~stvo teoremy 1

Itak, nas budet interesovat~ sluqaæ, kogda^∞ ∑ k=1 |β_k| = ∞. Na-

xa cel~ – dokazat~, qto ni v kakom gil~bertovom prostranstve polnoæ mery, v kotorom xary ime¸t poloßitel~nu¸ meru, ne suwestvuet nepreryvnoæ versii funkcii s(x). Snaqala sdelaem odno zameqanie.

Zameqanie 6. SituaciØ, kogda ne vse βk = σk − 1 odnogo zna-

ka, ne sil~no usloßnØet delo. Deæstvitel~no, predpoloßim, qto ∞∑ k:β_k>0 β_k = ∞. Togda prostranstvo R^∞ s merami γ_0 =^∞⊗_{k=1} N(0, 1) i

γ_1 =^∞⊗_{k=1} N(0, σ^2_k) moßno predstavit~ v vide

(R^∞, γ_0) = (( R^∞

)_+ × ( R^∞ )_− , γ^+_0 ⊗ γ^−_0 ) , (R^∞, γ_1) = (( R^∞

)_+ × ( R^∞ )_− , γ^+_1 ⊗ γ^−_1 ) , gde ( R^∞

)_+ = ×_{k:βk>0}R_k, ( R^∞ )_− = ×_{k:βk}6_0R_k,

γ^+_0 = ⊗_{k:βk>0} N(0, 1), γ^−_0 = ⊗_{k:βk}6_0 N(0, 1),

γ^+_1 = ⊗_{k:βk>0} N(0, σ^2_k), γ^−_0 = ⊗_{k:βk}6_0 N(0, σ^2_k).

Togda plotnost~, sootvetstvenno, budet ravna: ρ(x) = dγ_1 dγ_0 (x) = dγ^+_1 dγ^+_0

(x^+) · dγ^−_1 dγ^−_0 (x^−) =: ρ^+(x^+) · ρ^−(x^−),

142 V. A. ROVSKI`

dlØ γ^+_0 -p.v. x^+ ∈ (R^∞)^+ i γ^−_0 -p.v. x^− ∈ (R^∞)^−,

priqem x ∈ R^∞ otoßdestvlØetsØ s uporØdoqennoæ paroæ (x^+, x^−)

∈ (R^∞)^+ × (R^∞)^−. Pust~, k primeru, ∑ k:β_k>0 β_k = ∞. Togda k pro-

stranstvu s merami ((R^∞)^+, γ^+_0 , γ^+_1 ) primenim vopros o korrektnosti zadaqi razliqeniØ mer γ^+_0 i γ^+_1 : po teoreme 2 ne suwestvuet gil~bertova prostranstva (H^+, ‖ · ‖^+), H^+ ⊂ (R^∞)^+ polnoæ γ^+_0 -mery, v kotorom nekotoraØ versiØ plotnosti ρ^+ byla by nepreryvna. Iz fftogo, v svo¸ oqered~, sleduet, qto ne moßet suwestvovat~ gil~bertova prostranstva (H, ‖ · ‖), H ⊂ (R^∞) polnoæ γ_0-mery i nepreryvnoæ versii plotnosti ρ v nem, tak kak inaqe, rassmatrivaØ (R^∞)^+ kak podprostranstvo R^∞, poluqili by gil~bertovo prostranstvo H^+ := H ∩ (R^∞)^+ s normoæ ‖x‖^+ := ‖x‖ | H+ i ρ^+(x) := ρ | H+ (x) – versi¸ plotnosti^{dγ+1}_{dγ+0} ,

oqevidno nepreryvnu¸ v (H^+, ‖ · ‖^+). �to protivoreqit teoreme 2. Pofftomu, situaciØ s raznymi znakami qisel β_k svoditsØ k situacii, kogda vse β_k poloßitel~ny i my budem sqitat~, qto^∞ ∑ k=1 β_k = ∞. �

Pereædem k formulirovke i dokazatel~stvu utverßdeniØ, kotoroe vmeste s lemmoæ 2 i predloßeniem 1, dokazyvaet teoremu 1.

Teorema 2. Pust~ (H, ‖ · ‖) – gil~bertovo prostranstvo polnoæ

γ_0-mery, udovletvorØ¸wee usloviØm lemmy 1, i s(x) – funkciØ, opredelennaØ formuloæ (2). Esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

∀ k β_k > 0, (8) ∞∑ k=1 β_k = ∞, (9) ∞∑ k=1 β^2_k < ∞, (10)

to ne suwestvuet versii s(x) zadannoæ na vsem H i nepreryvnoæ v fftom prostranstve. Bolee togo, ni dlØ kakoæ toqki H ne suwestvuet versii s(x), nepreryvnoæ v fftoæ toqke.

Dokazatel~stvo. Po lemme 1 suwestvuet poloßitel~nyæ samo-

soprØßennyæ Ødernyæ operator A v H_{γ0} , pri pomowi kotorogo

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II143 norma v H svØzana s normoæ na Ødre: ‖x‖^2 = (Ax, x), x ∈ H_{γ0} . Napomnim, qto (·, ·) – ffto skalØrnoe proizvedenie v H_{γ0} .

Pust~ s(x) – kakaØ-nibud~ versiØ funkcii (2). My pokaßem, qto ffta funkciØ ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ ni v kakoæ toqke H i ne moßet byt~ sdelana takovoæ za sqet pereopredeleniØ na mnoßestve mery nul~. Dokazatel~stvo provedem v neskol~ko xagov. Na pervom xage dadim neobhodimoe uslovie nepreryvnosti s(x) v toqke. Na vtorom i tret~em xagah pokaßem, qto s(x) ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ v nule. Na qetvertom – pokaßem, qto neobhodimoe uslovie nepreryvnosti v toqke ne vypolnØetsØ v kaßdoæ toqke iz vs¸du plotnogo v H mnoßestva, a na pØtom – zaverxim dokazatel~stvo dlØ vsego H.

Xag 1. Pust~ a ∈ H – nekotoraØ toqka i |s(a)| < ∞. �to uslovie moßno vsegda obespeqit~ dlØ mnoßestva toqek a mery nul~. Esli

s(x) nepreryvna v toqke a, to dlØ l¸bogo t > s(a) mnoßestvo {x : s(x) < t} dolßno soderßat~ otkrytu¸ okrestnost~ toqki a: ∀ t : t > s(a) ⇒ ∃ε > 0 : U_ε(a) ⊂ {s(x) < t}, (11) gde U_ε(a) – otkrytyæ xar v H s centrom v toqke a i radiusom √ ε: U_ε(a) = {x ∈ H : (Ax, x) < ε}. Iz (11) sleduet, qto ∀ t : t > s(a) ⇒ ∃ε > 0 : U_ε(a) ⊂ {s(x) 6 t}. Po lemme 3, mnoßestva {s(x) 6 t} i^∞ ⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n { s_m(x) 6 t +^1_k } sovpada¸t s toqnost~¸ do nekotorogo mnoßestva mery nul~, ne zavisØwego ot t. Kak i preßde, budem oboznaqat~ ffto mnoßestvo simvolom N . Togda dolßno vypolnØt~sØ sledu¸wee: ∀ t : t > s(a) ⇒ ∃ε > 0 : U_ε(a) ⊂ (^∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n { s_m(x) 6 t + 1 k }) ∪ N . (12)

Esli (12) ne vypolnØetsØ ni dlØ kakogo N mery nul~, to s(x) ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ v toqke a. Krome togo, ne moßet byt~ nepreryvnoæ i l¸baØ ee modifikaciØ, tak kak izmenenie s(x) na nekotorom mnoßestve mery nul~ oznaqaet prisoedinenie fftogo nul~-mnoßestva k mnoßestvu N v pravoæ qasti vkl¸qeniØ (12).

144 V. A. ROVSKI`

Xag 2. Pust~ a = 0, U_ε = U_ε(0) – okrestnost~ nulØ. Pokaßem, snaqala, qto ne suwestvuet takogo ε > 0, qto U_ε ⊂ ∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n C_{m,k,t}, (13) gde C_{m,k,t} = { s_m(x) 6 t + 1 k } . Predpoloßim protivnoe: pust~ suwestvuet ε, pri kotorom vypolnØetsØ (13). Togda dlØ kaßdogo k suwestvuet n takoe, qto U_ε ⊂^∞ ⋂ m=n C_{m,k,t}, t.e. U_ε ⊂ C_{m,k,t} dlØ vseh m, m > n. Mnoße-

stvo C_{m,k,t} – ffto cilindriqeskoe mnoßestvo s m-mernym ffllipsoidom {_m∑ l=1 β_lx^2_l 6 t + 1 k +^m ∑ l=1 β_l } v osnovanii. DlØ togo qtoby

U_ε = {(Ax, x) < ε} soderßalos~ v C_{m,k,t} neobhodimo, qtoby pro-

ekciØ xara U_ε na j-u¸ os~ v H_{γ0} soderßalas~ v proekcii ffllipsoida C_{m,k,t} na tu ße os~. Dolßno vypolnØt~sØ sledu¸wee: {x : A_{jj}x^2_j < ε} ⊂ { x : β_j x^2_j 6 t + 1 k + m∑ l=1 β_l } , 1 6 j 6 m. (14)

Qerez (A_{ij}) oboznaqeno matriqnoe predstavlenie operatora A v ortonormirovannom bazise v H_{γ0} .

Vkl¸qenie (14) ravnosil~no tomu, qto ε A_{jj} 6 t +^1_k +^m ∑ l=1 β_l β_j , 1 6 j 6 m. Pofftomu, radius ε, pri kotorom xar U_ε soderßitsØ v C_{m,k,t}, dolßen byt~ zavedomo men~xe, qem

ε_m = ( t + 1 k + m∑ l=1 β_l ) · min 16j6m A_{jj} β_j . Oboznaqim r(m) indeks j, 1 6 j 6 m, na kotorom dostigaetsØ minimum^{Ajj}_{βj} : A_{r(m)} β_{r(m)} = min 16j6m A_{jj} β_j .

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II145 Zdes~ i dalee A_i dlØ kratkosti budet oboznaqat~ A_{ii}. Pofftomu vmesto A_{r(m),r(m)} pixem A_{r(m)}.

Poskol~ku my predpoloßili, qto U_ε ⊂^∞ ⋂ m=n C_{m,k,t}, to radius

ε, pri kotorom ffto vkl¸qenie vozmoßno, dolßen byt~ men~xe, qem inf_m¿_n ε_m. Pokaßem, qto inf_m¿_n ε_m = 0.

Snaqala pokaßem, qto inf_m¿_n ε_m < ∞. Deæstvitel~no, poskol~ku A_{r(m)} β_{r(m)} ·^m ∑ l=1 β_l 6^m ∑ l=1 (A_l β_l β_l ) =^m ∑ l=1 A_l, to

ε_m = A_{r(m)} β_{r(m)} · ( t + 1 k ) + A_{r(m)} β_{r(m)} · m∑ l=1 β_l 6

6^{Ar(m)}_{βr(m)} ·^(t +^1_k^) +^{m∑}_{l=1} Al −→_{m→∞}^{m∑}_{l=1} Al < ∞.

RØd^m ∑ l=1 A_l shoditsØ, tak kak operator A – Ødernyæ. Sledovatel~-

no, inf_m¿_n ε_m < ∞.

Itak, inf_m¿_n ε_m = inf_m¿_n [( t + 1 k +^m ∑ l=1 β_l ) · A_{r(m)} β_{r(m)} ] . Nam nußno prove-

rit~, qto inf_m¿_n ε_m = 0. Slagaemoe ( t + 1 k ) · A_{r(m)} β_{r(m)} s rostom

m mono-

tonno ubyvaet k nul¸. Pokaßem, qto A_{r(m)} β_{r(m)} ·^m ∑ l=1 β_l takße stremitsØ

k nul¸ pri m → ∞.

Poskol~ku A_{r(m)} β_{r(m)} 6 A_m β_m , to A_{r(m)} β_{r(m)} · m∑ l=1 β_l 6 A_m β_m · m∑ l=1 β_l i dostatoqno dokazat~, qto A_m β_m · m∑ l=1 β_l −→_{m→∞} 0. Predpoloßim protivnoe, pust~ A^m β_m ·^m ∑ l=1 β_l > α > 0 dlØ nekotoroæ

146 V. A. ROVSKI` postoØnnoæ α. Togda A_m > α · β^m_m∑ l=1 β_l . No, iz togo, qto operator A

Ødernyæ sleduet, qto^∞ ∑ m=1 A_m < ∞. Znaqit, rØd^∞ ∑ m=1 ( β_m m∑ l=1 β_1 ) dol-

ßen shodit~sØ. Odnako po lemme 4 fftot rØd rashoditsØ. Sledovatel~no, predpoloßenie, qto A_m β_m ∞∑ l=1 β_l > α > 0 neverno i pofftomu, ε = inf_m¿_n ε_m = 0. Pofftomu,

U_ε ⊄ ∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n C_{m,k,t}, ∀ ε > 0. Xag 3. Pust~ a = 0. Pokaßem teper~, qto ne suwestvuet mnoßestva N mery nul~, takogo, qto dlØ nekotorogo ε > 0 U_ε ⊂ (^∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n C_{m,k,t} ) ∪ N . (15)

Raskryv skobki, (15) moßno perepisat~: U_ε ⊂ ∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n ( C_{m,k,t} ∪ N ) . Na xage 2 pokazano, qto nezavisimo ot k dlØ vsØkogo n naædetsØ

m > n takoe, qto U_ε ⊄ C_{m,k,t}. Toqnee, dlØ nekotorogo j, 1 6 j 6 m

Pr_j U_ε = { x : A_{jj}x^2_j < ε } ⊄ { x : β_j x^2_j 6 t + 1 k + m∑ l=1 β_l } = Pr_j C_{m,k,t}. Sledovatel~no, Pr_j U_ε \Pr_j C_{m,k,t} ne pusto i soderßit otkrytoe v j-æ osi podmnoßestvo, kotoroe my oboznaqim kak G. Oqevidno, Pr^{−1}_j (G) ∩ C_{m,k,t} = ?. V to ße vremØ

Pr^{−1}_j (G) ∩ U_ε ≠ ?

i otkryto v H, a sledovatel~no imeet nenulevu¸ γ-meru. Pofftomu U_ε \ C_{m,k,t} takße imeet poloßitel~nu¸ meru. Takim obrazom my poluqili, qto dlØ vsØkogo n, suwestvuet m > n, qto U_ε \C_{m,k,t}

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II147 ne mery nul~. �to v toqnosti oznaqaet, qto (15) ni pri kakom mnoßestve N nulevoæ mery vypolnØt~sØ ne moßet.

Takim obrazom, dokazano, qto s(x) ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ v nule.

Xag 4. Pokaßem, qto funkciØ s(x) razryvna v kaßdoæ toqke iz vs¸du plotnogo mnoßestva v H.

Pust~ a ∈ c_0 – lineænoe mnoßestvo finitnyh posledovatel~- nosteæ, plotnoe v H, i a = (a_1, a_2, . . . , a_N , 0, 0, . . .). Oboznaqim

L_N = {x ∈ R^∞ : x_k = 0, k > N }. Togda a ∈ L_N . Pust~ U_ε(a) = {x : (A(x − a), x − a) < ε} – okrestnost~ toqki a v H.

Pokaßem, qto (12) ne vypolnØetsØ ni dlØ kakogo mnoßestva mery nul~ N . Rassmotrim mnoßestva:

U^{LN}_ε = Pr^{−1}_L?_N U_ε(a) i C^{LN}_{m,k,t} = Pr^{−1}_L?_N C_{m,k,t}. V koordinatnom vide ih moßno perepisat~ tak:

U^{LN}_ε = { x : ∞∑ i,j=N+1 A_{ij}x_ix_j < ε }

i C^{LN}_{m,k,t} = { x : m∑ l=N+1 β_lx^2_l 6 t + 1 k + m∑ l=1 β_l } . DlØ fftih mnoßestv primenimy te ße rassußdeniØ, qto i na xage 2 i 3. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo n suwestvuet m > n, qto

U^{LN}_ε \C^{LN}_{m,k,t} imeet poloßitel~nu¸ meru. Togda U_ε(a)\C^{LN}_{m,k,t} takße

ne mery nul~, poskol~ku U^{LN}_ε \ C^{LN}_{m,k,t} soderßit otkrytoe cilindriqeskoe mnoßestvo, pereseqenie kotorogo s U_ε(a), oqevidno, nepusto.

Xag 5. Na dannyæ moment my pokazali, qto s(x) razryvna v l¸boæ toqke iz vs¸du plotnogo v H mnoßestva c_0. Zdes~ my pokaßem, qto s(x) ne ØvlØetsØ nepreryvnoæ takße ni v kakoæ drugoæ toqke H.

148 V. A. ROVSKI`

Predpoloßim, qto s(x) nepreryvna v toqke a ∈ H. Togda ∀ t : t > s(a) ⇒ ∃ε > 0 : U_ε(a) ⊂ (^∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n { s_m(x) 6 t + 1 k }) ∪ N , (16)

dlØ nekotorogo mnoßestva N mery nul~. Zafiksiruem okrestnost~ U_ε(a) toqki a i rassmotrim posledovatel~nost~ toqek

a^{(n)} ∈ c_0, shodØwiesØ k a v H. NaqinaØ s nekotorogo nomera n

vse a^{(n)} prinadleßat U_ε(a), i, sledovatel~no, s(a^{(n)}) < t. Poskol~ku a^{(n)} – vnutrennØØ toqka U_ε(a), to suwestvuet V (a^{(n)}) – okrestnost~ toqki a^{(n)} – celikom soderßawaØsØ v U_ε(a). No dlØ

V (a^{(n)}) iz xaga 4 izvestno, qto mnoßestvo

V (a^{(n)}) \ (( ∞⋂ k=1 ∞⋃ n=1 ∞⋂ m=n C_{m,k,t} ) ∪ N )

nepusto i imeet poloßitel~nu¸ meru. Sledovatel~no (16) neverno ni dlØ kakogo mnoßestva N mery nul~. Tem samym teorema dokazana. �

NekotoraØ konkretnaØ situaciØ, navodØwaØ na mysl~ o vozmoßnom troæstvennom otvete na vopros o korrektnosti razliqeniØ dvuh gaussovskih gipotez, upominaetsØ v stat~e A. M. Verxika i V. N. Sudakova [1] (po soobweni¸ V. N. Sudakova, ffta situaciØ byla zameqena A. M. Verxikom).

Avtor blagodarit V. N. Sudakova za postanovku zadaqi i podderßku.

Literatura

1. A. M. Verxik, V. N. Sudakov, VeroØtnostnye mery v beskoneqnomernyh prostranstvah. — Zap. nauqn. semin. LOMI 12 (1969), 7–67.

2. V. N. Sudakov, Gaussian measures. A brief survey. — Rendiconti dell’instituto di matematica dell’universita di Trieste XXVI (1994), 289–325.

3. V. A. Rovskiæ, O korrektnom razliqenii gaussovskih gipotez. — Zap.

nauqn. semin. POMI 298 (2003), 155–160.

4. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov, T. 1. Nauka, M. (1971).

5. V. I. Bogaqev, Gaussovskie mery. Nauka, M. (1997).

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSSOVSKIH GIPOTEZ. II149 Rovsky V. A. Correct discrimination of the Gaussian hypotheses. II. For a pair of equivalent Gaussian distributions a notion of their correct discrimination is introduced, which means the existence of a continuous version of their likelyhood ratio on some Hilbert support of these measures. Not every pair of equivalent Gaussian measures can be correctly discriminated.

Postupilo 25 dekabrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet