Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

N. A. Kolodiæ

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` SV˚ZANNYH SO STOHASTIQESKIMI INTEGRALAMI PO SIL^NYM MARTINGALAM

1. Vvedenie

�lementy R^2_+ budem oboznaqat~ bukvami x, y, z, u, v, priqem, esli v odnom i tom ße vyraßenii prisutstvuet z i prisutstvuet z_1 i (ili) z_2, to vsegda polagaem, qto z_1 – pervaØ komponenta, a z_2 – vtoraØ komponenta vektora z (analogiqno dlØ x, y). Strukturnye operacii x∧z, x∨z i neravenstva x < y i x 6 y opredelØ¸tsØ pokomponentno (naprimer, x∧z = (x_1 ∧z_1, x_2 ∧z_2), neravenstvo x < y ffkvivalentno sisteme neravenstv x_1 < y_1 i x_2 < y_2). Dalee ]x, y] oboznaqaet prØmougol~nik ]x, y] = {u : x < u 6 y} (pustoæ, esli ne vypolneno uslovie x < y); R^2_0 = {z ∈ R^2_+ : z_1 = 0 ili z_2 = 0}. Prirawenie funkcii g(·) : R^2_+ → R na nepustom prØmougol~nike ]x, y] opredelim ravenstvom g(]x, y]) = g(y) − g(x_1, y_2) − g(y_1, x_2) + g(x). Esli ]x, y] = ∅, to g(]x, y]) polagaem ravnym nul¸. Qerez D_0 budem oboznaqat~ prostranstvo vseh takih funkciæ g(·) : R^2_+ → R, qto lim_x!_{zz} 6x g(x) = g(z) i suwestvu¸t predely lim_x!_{zz} 16x_1 , x_2<z_2 g(x), lim_x!_z

x1^{<z}1^{, z}26^x2 g(x), lim_x!_{zx<z} g(x) i g(z) = 0 dlØ z ∈ R^2_0.

Pust~ (Ω, F, F = (F_z, z ∈ R^2_+), P) – veroØtnostnoe prostranstvo s dvuparametriqeskoæ fil~tracieæ, udovletvorØ¸wee “obyqnym” usloviØm: F_x ⊂ F_z ⊂ F dlØ l¸byh x 6 z; F = F^P i F_0 soderßit vse P-nulevye fflementy F; F_x = ⋂ x<z Fz dlØ vseh x; Fx i Fz uslovno nezavisimy otnositel~no Fx∧z dlØ vseh x i z (uslovie

Kairoli i Uolxa). Opredelim F^∗_z = ( ⋁ z2¿0 F^z ) ⋁ ( ⋁ z1¿0 F^z ) . Dalee T i P oboznaqa¸t σ-algebry F-progressivno izmerimyh i F-predskazuemyh podmnoßestv R^2_+ × Ω (sm. [1]); M^S_2 oboznaqaet prostranstvo vseh kvadratiqeski integriruemyh sil~- nyh F-martingalov (sm. [2, 4, 8]), t.e. M^S_2 – prostranstvo F- 80

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 81 soglasovannyh sluqaænyh poleæ (μ(x), x ∈ R^2_+) s traektoriØmi v D_0 , udovletvorØ¸wih usloviØm: Eμ^2(x) < ∞ dlØ l¸bogo x ∈ R^2_+ i

E{μ(]x, x^′]) |F^∗_x} = 0 dlØ l¸byh x 6 x^′. Otmetim, qto prostranstvo

M^S_2 s metrikoæ

r^S_2 (μ, ν) =^{∞∑}_{n=1} 2^{−n[}1 ∧^(E sup_{x∈]0,(n,n)]} |μ(x) − ν(x)|^{2)1/2]}

ØvlØetsØ polnym.

Semeæstvo prØmougol~nikov δ = { δ_{i,j} =]u(i, j), u(i + 1, j + 1)] | | u(i, j) = (u^′_i, u^{′′}_j ), i, j ∈ {0, 1, . . .}; u(0, 0) = 0, u_{i,j} < u_{i+1,j+1}, u^′_i ↑ +∞, u^{′′}_j ↑ +∞ } budem nazyvat~ razbieniem prostranstva R^2_+; δ^{v,x}_{i,j} = δ_{i,j}∩]v, x], |δ| = sup_{i,j} |u(i, j) − u(i + 1, j + 1)|. PrimenØØ rezul~taty raboty [2] (suwestvovanie kvadratiqeskoæ variacii i neravenstva dlØ momentov dvuparametriqeskogo sil~nogo martingala), svoæstva stohastiqeskih integralov ot predskazuemyh processov po sil~nym dvuparametriqeskim martingalam i metody dokazatel~stv suwestvovaniØ izmerimyh po parametru harakteristik martingalov i stohastiqeskih integralov iz raboty [7], poluqaem sledu¸wie dva utverßdeniØ.

Lemma 1.1. Pust~ (Θ, G) – izmerimoe prostranstvo, μ(θ; x, ω) – G⊗T-izmerimaØ deæstvitel~naØ funkciØ, μ(θ, ·) ∈ M^S_2 dlØ kaßdo-

go θ ∈ Θ.

Togda suwestvuet takaØ G ⊗ T-izmerimaØ funkciØ μ(θ; x, ω) so znaqeniØmi v R_+, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo θ ∈ Θ sluqaænoe pole μ(θ, ·) ØvlØetsØ kvadratiqeskoæ variacieæ martingala μ(θ, ·): μ(θ, x) = P- lim_{|δ|→0} ∑ i,j ( μ(θ, δ^{0,x}_{i,j} ) )_2 p.n. dlØ l¸byh x ∈ R^2_+, θ ∈ Θ.

Lemma 1.2. Pust~ (Θ, G) – izmerimoe prostranstvo, β(θ; x, ω) i

μ(θ; x, ω) – G ⊗ P-izmerimaØ i G ⊗ T-izmerimaØ deæstvitel~nye

funkcii, μ(θ, ·) ∈ M^S_2 dlØ kaßdogo θ ∈ Θ, E^x ∫ 0 β^2(θ, u)μ(θ, du) < ∞

82 N. A. KOLODI` dlØ l¸byh x ∈ R^2_+, θ ∈ Θ. Togda suwestvuet takaØ G⊗P-izmerimaØ deæstvitel~naØ funkciØ J(θ; x, ω), qto:

1) J(θ, x) ØvlØetsØ stohastiqeskim integralom na prØmougol~-

nike ]0, x] ot P-izmerimoæ funkcii β(θ, ·) po kvadratiqeski integriruemomu sil~nomu martingalu μ(θ, ·): J(θ, x) = x∫ 0 β(θ, u) μ(θ, du) p.n. dlØ l¸byh x ∈ R^2_+, θ ∈ Θ;

2) dlØ kaßdogo fiksirovannogo θ ∈ Θ sluqaænoe pole J(θ, ·) ØvlØetsØ fflementom prostranstva M^S_2 , kvadratiqeskaØ variaciØ

J(θ, ·) na prØmougol~nike ]0, x] ravna^{x∫}_0 β^2(θ, u)μ(θ, du);

3) esli E ( x∫ 0 β^2(θ, u)μ(θ, du) )_{p/2} < ∞ dlØ nekotorogo p > 2, to

E sup_{u∈]0,x]} | |J(θ, u)^|^p 6 CpE^( x∫ 0 β^2(θ, x)μ(θ, dx) )_{p/2} . (1)

gde konstanta C_p zavisit tol~ko ot p;

4) esli dlØ kaßdogo θ ∈ Θ traektorii μ(θ, ·) p.n. nepreryvny,

to J(θ, ·) takße p.n. nepreryven.

V dal~neæxem budem primenØt~ kak neravenstvo (1), tak i neravenstvo E | | x∫ 0 β(θ, u) μ(θ, du) | |^p 6 CpE (^x∫ 0 β^2(θ, u)μ(θ, du) )_{p/2} , (2)

vyteka¸wee iz neravenstva (1) i spravedlivoe pri teh ße usloviØh.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ issledovanie svoæstv stohastiqeskogo integrala η(z) = z∫ 0 β(z, x) μ(z, dx), z ∈ R^2_+, (3) gde β(z; x, ω) i μ(z; x, ω) – B(R^2_+)⊗P-izmerimaØ i B(R^2_+)⊗T-izme-rimaØ deæstvitel~nye funkcii, μ(z, ·) ∈ M^S_2 dlØ kaßdogo z ∈ R^2_+.

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 83 Tak kak v integrale (3) podyntegral~naØ funkciØ i martingal zavisØt ot predelov integrirovaniØ, to, v obwem sluqae, pole η ne obladaet martingal~nymi svoæstvami. Glavnym obrazom nas interesu¸t usloviØ suwestvovaniØ nepreryvnoæ sprava i ne ime¸weæ razryvov vtorogo roda modifikacii polØ η, i neravenstva dlØ momentov ravnomernoæ normy η. Odnovremenno s integralom (3) budem rassmatrivat~ sluqaænye polØ ϑ(z) = z∫ 0 β(x, x)μ(x, dx),

ξ(z) = z∫ 0 β(z, x)μ(z, dx) + z∫ 0 β(x, x)μ(x, dx)−

− z∫ 0 β((z_1, x_2), x)μ((z_1, x_2), dx) − z∫ 0 β((x_1, z_2), x)μ((x_1, z_2), dx),

ζ_1(z) = z∫ 0 β((z_1, x_2), x)μ((z_1, x_2), dx) − z∫ 0 β(x, x)μ(x, dx),

ζ_2(z) = z∫ 0 β((x_1, z_2), x)μ((x_1, z_2), dx) − z∫ 0 β(x, x)μ(x, dx) (summa kotoryh ravna η). OpredeleniØ stohastiqeskih integralov, vhodØwih v ffti polØ, budut dany v sledu¸wem razdele. Spravedlivost~ formuliruemyh dalee utverßdeniæ dlØ integrala (3) budet sledovat~ iz sootvetstvu¸wih svoæstv sluqaænyh poleæ ϑ, ξ, ζ_1 i ζ_2, sredi kotoryh samostoØtel~noe znaqenie ime¸t neravenstva dlØ momentov moduleæ nepreryvnosti poleæ ξ, ζ_1 i ζ_2. Svoæstva stohastiqeskih integralov vida (3) i svØzannyh s nimi sluqaænyh poleæ primenØ¸tsØ v issledovanii stohastiqeskih uravneniæ Vol~terra na ploskosti [6].

2. Integraly

V fftom razdele opredelØ¸tsØ stohastiqeskie integraly, vhodØwie v sluqaænye polØ ϑ, ξ, ζ_1, ζ_2, i stohastiqeskie integraly, voznika¸wie v processe issledovaniØ fftih sluqaænyh poleæ.

84 N. A. KOLODI`

Lemma 2.1. Pust~ (z; x, ω) → –(z; x, ω) ∈ B(R^2_+) ⊗ C^| B(R), gde C

– odna iz σ-algebr: T ili P. Togda: (x, ω) → –(x; x, ω) ∈ C

| B(R);

(t; x, ω) → –((t, x_2); x, ω) ∈ B(R_+) ⊗ C

| B(R).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto {(x, ω) : (x, x, ω) ∈ A} ∈ C i

{(t, x, ω) : ((t, x_2), x, ω) ∈ A} ∈ B(R_+)⊗C dlØ l¸bogo A ∈ B(R^2_+)⊗C. Pofftomu dlØ l¸bogo B ∈ B(R) {(x, ω) : –(x, x, ω) ∈ B} = ={(x, ω) : (x, x, ω) ∈ {(z, x, ω) : –(z, x, ω) ∈ B}} ∈ C, {(t, x, ω) : –((t, x_2), x, ω) ∈ B} = ={(t, x, ω) : ((t, x_2), x, ω) ∈ {(z, x, ω) : –(z, x, ω) ∈ B}} ∈ B(R_+) ⊗ C. Lemma dokazana.

DlØ proizvol~nyh funkciæ h(z, y, x) : R^2_+ ×R^2_+ ×R^2_+ → R, g(z, x) : R^2_+ × R^2_+ → R i razbieniØ δ opredelim S^δ_1(g, ]v, x]) =^∑_{i,j} g(u(i, j), δ^{v,x}_{i,j} ), S^δ_2(g, t, ]v, x]) =^∑_{i,j} g((u^′_i, t), δ^{v,x}_{i,j} ), S^δ_3(h, t, ]v, x]) =^∑_{i,j} h((u^′_i, t), u(i, j), δ^{v,x}_{i,j} ), S^δ_4(h, z, ]v, x]) =^∑_{i,j} h(z, (u^′_i, z2), δ^{v,x}_{i,j} ), S^δ_5(h, t, s, ]v, x]) =^∑_{i,j} h((u^′_i, t), (u^′_i, s), δ^{v,x}_{i,j} ). Opredelim sluqaænoe pole μ^′(z, y, x) = μ(z, x) − μ(y, x) i zametim, qto suwestvuet takaØ B(R^2_+)⊗B(R^2_+)⊗T-izmerimaØ funkciØ ^μ(·) : R^2_+ ×R^2_+ ×R^2_+ ×Ω → R_+, qto dlØ fiksirovannyh z, y ∈ R^2_+ sluqaænoe pole ^μ(z, y, ·) ØvlØetsØ kvadratiqeskoæ variacieæ sil~nogo kvadratiqno integriruemogo martingala μ^′(z, y, ·).

Dalee budem predpolagat~, qto sluqaænoe pole μ udovletvorØet uslovi¸: suwestvuet takaØ vozrasta¸waØ funkciØ ϱ(·) : R_+ → R_+ i takaØ izmerimaØ funkciØ λ(z, x, ω) : R^2_+ ×R^2_+ ×Ω → R_+, qto: lim_{t→0} ϱ(t) = 0; 0 6 λ(y, ]u, v], ω) 6 λ(z, ]u, v], ω) dlØ l¸byh u < v,

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 85

y 6 z; Eλ(z, ]0, z]) < ∞ dlØ l¸bogo z ∈ R^2_+; ^μ(z, y, ]u, v]) 6 λ(z∨y, ]u, v])ϱ(|z − y|) (4) dlØ l¸byh u < v.

Ne umalØØ obwnosti budem sqitat~, qto odnovremenno s neravenstvom (4) vypolneny neravenstva: μ(z, ]u, v]) 6 λ(z, ]u, v]); (5) |μ(z, ]u, v]) − μ(y, ]u, v])| 6 λ(z∨y, ]u, v])ϱ(|z − y|); (6) |^μ(z^′, x^′, ]u, v]) − ^μ(z, x, ]u, v])| 6

6 λ(z^′ ∨z ∨x^′ ∨x, ]u, v])^(ϱ(|z^′ − z|) + ϱ(|x^′ − x|)^). (7)

Deæstvitel~no, esli (4) vypolnØetsØ, to uqityvaØ sootnoxeniØ μ(z, ]u, v]) = ^μ(z, 0, ]u, v]), |μ(z, ]u, v]) − μ(y, ]u, v])| 6

6^{(√}μ(z, ]u, v]) +^√μ(y, ]u, v])^{)√}^μ(z, y, ]u, v]),

|^μ(z, x, ]u, v]) − ^μ(y, x, ]u, v])| 6

6^{(√}^μ(z, x, ]u, v]) +^√^μ(y, x, ]u, v])^{)√}^μ(z, y, ]u, v]),

poluqaem, qto vypolnØ¸tsØ vse neravenstva (4)–(7) pri zamene preßnego polØ λ(z, x) i funkcii ϱ(t) na 2λ(z, x)(1 + ϱ(|z|))(1 + √ ϱ(|z|)) i ϱ(t) + √ ϱ(t). Teorema 2.1. Suwestvu¸t takie funkcii A^μ_1 (B, ω), A^μ_2 (t, B, ω),

Ab^μ_3 (t, B, ω), Ab^μ_4 (z, B, ω) i Ab^μ_5 (t, s, B, ω) argumentov B ∈ B(R^2_+), z ∈ R^2_+, t, s ∈ R_+, ω ∈ Ω, qto:

1) funkcii mnoßestv A^μ_1 (·, ω), A^μ_2 (t, ·, ω), Ab^μ_3 (t, ·, ω), Ab^μ_4 (z, ·, ω) i Ab^μ_5 (t, s, ·, ω) ØvlØ¸tsØ σ-koneqnymi merami dlØ l¸byh fiksirovannyh t, s ∈ R_+, z ∈ R^2_+, ω ∈ Ω;

86 N. A. KOLODI`

2) s veroØtnost~¸ 1 dlØ l¸byh t, s ∈ R_+, z, v, x, ∈ R^2_+

A^μ_1 (]v, x]) = lim_{|δ|→0} S^δ_1(μ, ]v, x]),

A^μ_2 (t, ]v, x]) = lim_{|δ|→0} S^δ_2(μ, t, ]v, x]),

Ab^μ_3 (t, ]v, x]) = lim_{|δ|→0} S^δ_3(^μ, t, ]v, x]),

Ab^μ_4 (z, ]v, x]) = lim_{|δ|→0} S^δ_4(^μ, z, ]v, x]), Ab^μ_5 (t, s, ]v, x]) = lim_{|δ|→0} S^δ_5(^μ, t, s, ]v, x]), 3) sluqaænoe pole (x, ω) → A^μ_1 (]0, x], ω) ØvlØetsØ progressivno izmerimym; polØ (t; x, ω) → A^μ_2 (t, ]0, x], ω) i (t; x, ω) → Ab^μ_3 (t, ]0, x], ω)

B(R+) ⊗ T-izmerimy; polØ (z; x, ω) → A^{bμ}_4 (z, ]0, x], ω) i (t, s; x, ω) →

Ab^μ_5 (t, s, ]0, x], ω) B(R^2_+) ⊗ T-izmerimy; kak funkcii ot x oni ØvlØ- ¸tsØ fflementami prostranstva D_0 .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva razbieniØ prostranstva R^2_+: δ = {δ_{i,j} =]u(i, j), u(i + 1, j + 1)]} i ^δ = {^δ_{i,j} =]^u(i, j), ^u(i + 1, j + 1)]}, svØzanye sootnoxeniem δ ⊂ ^δ v tom smysle, qto l¸boæ prØmougol~nik razbieniØ δ moßet byt~ predstavlen v vide ob¨edineniØ prØmougol~nikov razbieniØ ^δ. Togda dlØ l¸byh t, s ∈ R_+, v, x ∈ R^2_+, v 6 x, uqityvaØ uslovie (7), imeem | |S^δ_5(^μ, t, s, ]v, x]) − S^{bδ}_5(^μ, t, s, ]v, x])^| = | | ∑ i,j ( ^μ((u^′_i, t), (u^′_i, s), δ^{v,x}_{i,j} )−

− ∑ u(i,j)6bu(r,k)<u(i+1,j+1) ^μ((^u^′_r, t), (^u^′_r, s), ^δ^{v,x}_{r,k} ) )| | 6

6^∑_{i,j}^∑

u(i,j)6bu(r,k)<u(i+1,j+1) | |^μ((u^′_i, t), (u^′_i, s), ^δ^{v,x}_{r,k} )−

−^μ((^u^′_r , t), (^u^′_r, s), ^δ^{v,x}_{r,k} ) | | 6 2λ(x, ]v, x])ϱ(|δ|). Pofftomu lim_{ε→0} sup δ,δ0_{: |δ|∨|δ}0_{|<ε} | |S^δ_5(^μ, t, s, ]v, x]) − S^δ0_5 (^μ, t, s, ]v, x])^| = 0 i, znaqit, suwestvuet A^μ_5 (t, s, ]v, x]) = lim_{|δ|→0} S^δ_5(^μ, t, s, ]v, x]). Bolee to-

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 87 go, lim_{ε→0} sup δ,δ0_{: |δ|∨|δ}0_{|<ε}^{sup}_{x∈[0,z]} | |S^δ_5(^μ, t, s, ]0, x]) − S^δ0_5 (^μ, t, s, ]0, x])^| = 0. Pofftomu (t, s; x, ω) → Ab^μ_5 (t, s, ]0, x], ω) – B(R^2_+) ⊗ T-izmerimoe pole s x-traektoriØmi v D_0 .

DlØ l¸byh t, s ∈ R_+ i dlØ P-poqti vseh ω ∈ Ω otobraßenie ]v, x] → Ab^μ_5 (t, s, ]v, x], ω) ØvlØetsØ poloßitel~noæ, σ-koneqnoæ, additivnoæ i σ-poluadditivnoæ funkcieæ mnoßestv, opredelennoæ na polukol~ce prØmougol~nikov {]v, x] : v, x ∈ R^2_+, v 6 x}, i, znaqit, imeet edinstvennoe prodolßenie do σ-koneqnoæ mery Ab^μ_5 (t, s, ·, ω) na B(R^2_+).

Analogiqno poluqaem dokazatel~stva ostal~nyh utverßdeniæ teoremy.

V dal~neæxem budem primenØt~ sledu¸wie estestvennye oboznaqeniØ dlØ integralov ot izmerimyh sluqaænyh poleæ (α(x), x ∈ R^2_+) po meram A^μ_1 (·), A^μ_2 (t, ·), Ab^μ_3 (t, ·), Ab^μ_4 (z, ·) i Ab^μ_5 (t, s, ·): y∫ 0 α(x)μ(x, dx) = y∫ 0 α(x)A^μ_1 (dx), y∫ 0 α(x)μ((x_1, t), dx) = y∫ 0 α(x)A^μ_2 (t, dx), y∫ 0 α(x)^μ((x_1, t), x, dx) = y∫ 0 α(x)Ab^μ_3 (t, dx), y∫ 0 α(x)^μ(z, (x_1, z_2), dx) = y∫ 0 α(x)Ab^μ_4 (z, dx), y∫ 0 α(x)^μ((x_1, t), (x_1, s), dx) = y∫ 0 α(x)Ab^μ_5 (t, s, dx). Teorema 2.2. Suwestvu¸t takie funkcii M^μ_1 (x, ω) ∈ T^| B(R),

M^μ_2 (t, x, ω) ∈ B(R_+) ⊗ T

| B(R), M^μ0_3 (t, x, ω) ∈ B(R+) ⊗ T^| B(R),

M^μ0_4 (z, x, ω) ∈ B(R^2_+)⊗T

| B(R), M^μ0_5 (t, s, x, ω) ∈ B(R^2_+)⊗T^| B(R),

qto dlØ l¸byh fiksirovannyh t, s ∈ R_+, z ∈ R^2_+ sluqaænye polØ

88 N. A. KOLODI` M^μ_1 (·), M^μ_2 (t, ·), M^μ0_3 (t, ·), M^μ0_4 (z, ·) i M^μ0_5 (t, s, ·) ØvlØ¸tsØ fflementami

M^S_2 s kvadratiqeskimi variaciØmi A^μ_1 (]0, ·]), A^μ_2 (t, ]0, ·]), A^{bμ}_3 (t, ]0, ·]),

Ab^μ_4 (z, ]0, ·]) i Ab^μ_5 (t, s, ]0, ·]) sootvetstvenno i M^μ_1 (·) = lim_{|δ|→0} S^δ_1(μ, ]0, ·]), M^μ_2 (t, ·) = lim_{|δ|→0} S^δ_2(μ, t, ]0, ·]), M^μ0_3 (t, ·) = lim_{|δ|→0} S^δ_3(μ^′, t, ]0, ·]), M^μ0_4 (z, ·) = lim_{|δ|→0} S^δ_4(μ^′, z, ]0, ·]), M^μ0_5 (t, s, ·) = lim_{|δ|→0} S^δ_5(μ^′, t, s, ]0, ·])

v topologii prostranstva (M^S_2 , r^S_2 ).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto dlØ kaßdogo t ∈ R+ sluqaænoe

pole S^δ_2(μ, t, ]0, ·]) ØvlØetsØ fflementom prostranstva M^S_2 s kvadratiqeskoæ variacieæ S^δ_2(μ, t, ]0, ·]). Esli razbieniØ δ i ^δ prostranstva R^2_+ svØzany sootnoxeniem δ ⊂ ^δ, to

S^δ_2(μ, t, ]0, x]) − S^{bδ}_2(μ, t, ]0, x]) = = ∑ i,j ( μ((u^′_i, t), δ^{0,x}_{i,j} ) − ∑ u(i,j)6bu(r,k)<u(i+1,j+1) μ((^u^′_r , t), ^δ^{0,x}_{r,k} ) ) =

= ∑ i,j ∑ u(i,j)6bu(r,k)<u(i+1,j+1) μ^′((u^′_i, t), (^u^′_r, t), ^δ^{0,x}_{r,k} ). Sledovatel~no, ( S^δ_2(μ, t, ]0, x]) − S^{bδ}_2(μ, t, ]0, x]), x ∈ R^2_+^) ∈ M^S_2 s

kvadratiqeskoæ variacieæ ( ∑ i,j ∑ u(i,j)6bu(r,k)<u(i+1,j+1) ^μ((u^′_i, t), (^u^′_r, t), ^δ^{0,x}_{r,k} ), x ∈ R^2_+ ) . PrimenØØ neravenstvo Kairoli [8] i uslovie (4), poluqaem, qto E sup_{x∈]0,z]} | |S^δ_2(μ, t, ]0, x]) − S^{bδ}_2(μ, t, ]0, x])^|^2 6

6 16Eλ(z, ]0, z])ϱ(|δ|) → 0 pri |δ| → 0.

Takim obrazom,

lim_{ε→0} sup δ,δ0_{: |δ|∨|δ}0_{|<ε}^{E sup}_{x∈]0,z]} | |S^δ_2(μ, t, ]0, x]) − S^δ0_2 (μ, t, ]0, x])^|^2 = 0

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 89 dlØ kaßdogo z ∈ R^2_+.

Sledovatel~no, suwestvuet predel M^μ_2 (t, ·) = lim_{|δ|→0} S^δ_2(μ, t, ·) v topologii prostranstva M^S_2 , i kvadratiqeskaØ variaciØ martingala M^μ_2 (t, ·) ravna A^μ_2 (t, ]0, ·]).

Dokazatel~stva ostal~nyh utverßdeniæ teoremy mogut byt~ poluqeny analogiqno.

V dal~neæxem budem primenØt~ sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ integralov ot predskazuemyh sluqaænyh poleæ (α(x), x ∈ R^2_+) po sil~nym martingalam M^μ_1 (·), M^μ_2 (t, ·), M^μ0_3 (t, ·), M^μ0_4 (z, ·) i M^μ0_5 (t, s, ·): y∫ 0 α(x)μ(x, dx) = y∫ 0 α(x)M^μ_1 (dx), y∫ 0 α(x)μ((x_1, t), dx) = y∫ 0 α(x)M^μ_2 (t, dx), y∫ 0 α(x)μ^′((x_1, t), x, dx) = y∫ 0 α(x)M^μ0_3 (t, dx), y∫ 0 α(x)μ^′(z, (x_1, z_2), dx) = y∫ 0 α(x)M^μ0_4 (z, dx), y∫ 0 α(x)μ^′((x_1, t), (x_1, s), dx) = y∫ 0 α(x)M^μ0_5 (t, s, dx). 3. Modifikacii i neravenstva Soglasno teoreme 2.2 i lemme 1.2 sluqaænoe pole ϑ ØvlØetsØ fflementom prostranstva M^S_2 i

E sup_{x∈]0,z]} | |ϑ(x) | |^p 6 CpE (^z∫ 0 β^2(x, x)μ(x, dx) )_{p/2} , p > 2. DlØ proizvol~noæ funcii h(·) : R^k_+ → R i izmerimogo sluqaænogo polØ γ(·, ·) : R^k_+ × Ω → R opredelim: Φ_a(p, ε, γ) = sup { (E|γ(a^′) − γ(a^{′′})|^p)^{1/p} : a^′, a^{′′} ∈ [0, a]; |a^′ − a^{′′}| 6 ε } ,

90 N. A. KOLODI` Δ(a, f, ε) = sup{|f(a^′) − f(a^{′′})| : a^′, a^{′′} ∈ [0, a]; |a^′ − a^{′′}| 6 ε}, ε > 0, p > 1, a ∈ R^k_+.

DlØ issledovaniØ poleæ ξ, ζ_1 i ζ_2 budem primenØt~ sledu¸wee utverßdenie, vyteka¸wee iz rezul~tatov rabot [3] i [5].

Lemma 3.1. Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo p > 1 sup a0_{∈[0,a]}^{E|γ(a′)|p < ∞ i} 1∫ 0 s^{−1−k/p}Φ_a(p, s, γ)ds < ∞.

Togda suwestvuet nepreryvnaØ modifikaciØ γ sluqaænogo polØ γ i

(E sup a0_{∈[0,a]}^{|γ(a′)|p)1/p} 6^{Ck,p,a} { sup a0_{∈[0,a]}^{(E|γ(a′)|p)1/p +} 1∫ 0 Φ_a(p, s, γ) s^{1+k/p} ds } ,

(EΔ^p(a, ε, γ))^{1/p} 6 C_{k,p,a} { ε^{−k/p}Φ_a(p, ε, γ) + ε∫ 0 Φ_a(p, s, γ) s^{1+k/p} ds }

dlØ l¸byh a ∈ R^k_+ i ε ∈]0, 1].

Opredelim β^′(z, y, x) = β(z, x) − β(y, x) i rassmotrim uslovie: (H) suwestvuet takoe qislo p > 2, vozrasta¸waØ poloßitel~- naØ funkciØ (φ(t))_t¿_0 i izmerimoe sluqaænoe pole β(z, x), qto: 1∫ 0 φ(s) ds s^{1+2/p} < ∞; 0 6 β(z, x) 6 β(z^′, x) dlØ z 6 z^′; ^μ(z, z^′, ]x, y]) 6 λ(z ∨ z^′, ]x, y])φ^2(|z − z^′|) dlØ x 6 y; |β^′(z, y, x)| 6 β(z ∨ y, x)φ(|z − y|); B_p(z) , E (^z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} < ∞.

(8)

Ne umalØØ obwnosti budem sqitat~, qto odnovremenno s neravenstvom (8) vypolneno neravenstvo |β(z, x)| 6 β(z, x).

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 91

Teorema 3.1. Predpoloßim, qto uslovie (H) vypolneno. Togda:

1) sluqaænoe pole ξ imeet nepreryvnu¸ modifikaci¸, polØ η, ζ_1 i ζ_2 ime¸t modifikacii s traektoriØmi v D_0 ;

2) dlØ l¸bogo fiksirovannogo z_2 > 0 process (ζ_1(z_1, z_2))_{z1}¿_0 imeet nepreryvnye traektorii; dlØ l¸bogo fiksirovannogo z_1 > 0 process (ζ_1(z_1, z_2))_{z2}¿_0 ØvlØetsØ odnoparametriqeskim kvadratiqno integriruemym (F_{(z1,z2)})_{z2}¿_0-martingalom;

3) dlØ l¸bogo fiksirovannogo z_1 > 0 process (ζ_2(z_1, z_2))_{z2}¿_0 imeet nepreryvnye traektorii; dlØ l¸bogo fiksirovannogo z_2 > 0 process (ζ_2(z_1, z_2))_{z1}¿_0 ØvlØetsØ odnoparametriqeskim kvadratiqno integriruemym (F_{(z1,z2)})_{z1}¿_0-martingalom;

4) spravedlivy neravenstva: E sup_{x∈[0,z]} |η(x)|^p 6 C_{p,φ,z}E (^z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} ,

EΔ^p(z, ξ, ε) + EΔ^p(z_1, ζ_1(·, z_2), ε) + EΔ^p(z_2, ζ_2(z_1, ·), ε) 6

6 Cp,φ,z,εE^(

z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} ,

gde C_{p,φ,z,ε} → 0 pri ε → 0. Dokazatel~stvo. Zametim, qto pri y 6 z imeet mesto ravenstvo

ξ(z) − ξ(y) = J_1(z, y) − J_2(z, y) − J_3(z, y) + J_4(z, y) + J_5(z, y), gde J1(z, y) = y∫ 0 β(z, x)μ^′(z, y, dx) + y∫ 0 β^′(z, y, x)μ(y, dx), J2(z, y) = y∫ 0 β((z_1, x_2), x)μ^′((z_1, x_2), (y_1, x_2), dx)+

+ y∫ 0 β^′((z_1, x_2), (y_1, x_2), x)μ((y_1, x_2), dx),

92 N. A. KOLODI`

J3(z, y) = y∫ 0 β((x_1, z_2), x)μ^′((x_1, z_2), (x_1, y_2), dx)+

+ y∫ 0 β^′((x_1, z_2), (x_1, y_2), x)μ((x_1, y_2), dx),

J4(z, y) = = z∫ (0,y2) [ β(z, x)μ^′(z, (z_1, x_2), dx) + β^′(z, (z_1, x_2), x)μ((z_1, x_2), dx) ] −

− z∫ (0,y2) [ β((x_1, z_2), x)μ^′((x_1, z_2), x, dx) − β^′((x_1, z_2), x, x)μ(x, dx) ] ,

J5(z, y) = = (z1,y2)∫

(y1,0) [ β(z, x)μ^′(z, (x_1, z_2), dx) + β^′(z, (x_1, z_2), x)μ((x_1, z_2), dx) ] −

− (z1,y2)∫

(y1,0) [ β((z_1, x_2), x)μ^′((z_1, x_2), x, dx) − β^′((z_1, x_2), x, x)μ(x, dx) ] .

PrimenØØ neravenstvo (2) imeem E|J1(z, y)|^p 6 2^{p−1}CpE {(^y∫ 0 |β(z, x)|^2^μ(z, y, dx) )_{p/2} +

+ (^y∫ 0 |β^′(z, y, x)|^2μ(y, dx) )_{p/2}}

6 2^pCpφ^p(|z − y|)Bp(z);

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 93 E|J2(z, y)|^p 6

6 2^{p−1}CpE^{{(}

y∫ 0 |β((z_1, x_2), x)|^2^μ((z_1, x_2), (y_1, x_2), dx) )_{p/2} +

+ (^y∫ 0 |β^′((z_1, x_2), (y_1, x_2), x)|^2μ((y_1, x_2), dx) )_{p/2}}

                         6
6 2^pCpφ^p(|z1 − y1|)Bp(z);

E|J3(z, y)|^p 6 2^pCpφ^p(|z2 − y2|)Bp(z); E|J4(z, y)|^p 6 4^{p−1}CpE {(^z∫ (0,y2) |β(z, x)|^2^μ(z, (z_1, x_2), dx) )_{p/2} +

+ (^z∫ (0,y2) |β^′(z, (z_1, x_2), x)|^2μ((z_1, x_2), dx) )_{p/2} +

+ (^z∫ (0,y2) |β((x_1, z_2), x)|^2^μ((x_1, z_2), x, dx) )_{p/2} +

+ (^z∫ (0,y2) |β^′((x_1, z_2), x, x)|^2μ(x, dx) )_{p/2}}

6 4^pCpφ^p(|z2 − y2|)Bp(z);

E|J5(z, y)|^p 6 4^pCpφ^p(|z1 − y1|)Bp(z). Sledovatel~no, Φ_z(p, s, ξ) 6 C^′_pφ(s) ( B_p(z) )_{1/p} . Snova primenØØ neravenstvo (2), imeem E|ξ(z)|^p 6 C^{′′}_p B_p(z).

Soglasno lemme 3.1 sluqaænoe pole ξ imeet nepreryvnu¸ modifikaci¸ dlØ kotoroæ spravedlivy neravenstva: E sup_{x∈[0,z]} |ξ(x)|^p 6 C^′_{p,φ,z}E (^z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} , (9)

EΔ^p(z, ξ, ε) 6 C^′_{p,φ,z,ε}E (^z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} ,

94 N. A. KOLODI` gde C^′_{p,φ,z,ε} → 0 pri ε → 0. Zametim dalee, qto pri y 6 z

ζ_1(z_1, y_2) − ζ_1(y_1, y_2) = (y1,y2)∫

0 ( β^′((z_1, x_2), (y_1, x_2), x)μ((z_1, x_2), dx)+

+ β((y_1, x_2), x)μ^′((z_1, x_2), (y_1, x_2), dx) ) +

+ (z1,y2)∫

(y1,0) ( β^′((z_1, x_2), x, x)μ((z_1, x_2), dx) + β(x, x)μ^′((z_1, x_2), x, dx) ) . Pofftomu

E|ζ_1(z_1, y_2) − ζ_1(y_1, y_2)|^p 6

6 4^{p−1}CpE^{{(}

(y1,y2)∫

0 |β^′((z_1, x_2), (y_1, x_2), x)|^2μ((z_1, x_2), dx) )_{p/2} +

+ (^{(y1,y2)}∫ 0 |β((y_1, x_2), x)|^2^μ((z_1, x_2), (y_1, x_2), dx) )_{p/2} +

+ (^{(z1,y2)}∫ (y1,0) |β^′((z_1, x_2), x, x)|^2μ((z_1, x_2), dx) )_{p/2} +

+ (^{(z}1^{,y}2^)∫ (y1,0) |β(x, x)|^2^μ((z_1, x_2), x, dx) )_{p/2}}

6 4^pCpφ^p(|z1 − y1|)Bp(z),

i, sledovatel~no, Φ_{z1} (p, s, ζ_1(·, z_2)) 6 C^′_pφ(s) ( B_p(z) )_{1/p} . Krome togo, E|ζ_1(z)|^p 6 C^{′′}_p B_p(z). PrimenØØ lemmu 3.1 poluqaem, qto ( E sup y1∈[0,z1] |ζ_1(y_1, z_2)|^p )_{1/p}

6 C^′_{p,φ,z}E^(

z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} , (10)

( EΔ^p(z_1, ζ_1(·, z_2), ε) )_{1/p}

6 C^′_{p,φ,z,ε}E^(

z∫ 0 β^2(z, x)λ(z, dx) )_{p/2} ,

NEKOTORYE SVO`STVA SLUQA`NYH POLE` 95 gde C^′_{p,φ,z,ε} → 0 pri ε → 0. DlØ kaßdogo z_1 > 0 process ( ζ_1(z_1, y_2) − ζ_1(y_1, y_2) ) y2¿0 ØvlØetsØ nepreryvnym sprava odnoparametriqeskim kvadratiqno integriruemym (F_{(z1,y2)})_{y2}¿_0-martingalom. PrimenØØ uslovie Kairoli–Uolxa poluqaem, qto ( Δ(z_1, ζ_1(·, y_2), ε) ) y2¿0 –^(F^{(z1,y2))y2}¿^0- submartingal.

Pofftomu dlØ separabel~noæ modifikacii sluqaænogo polØ ζ_1(·) imeem sootnoxenie

E sup_{y2}

6z2^Δ

p(z_1, ζ_1(·, y_2), ε) 6 ( p p − 1 )_p EΔ^p(z_1, ζ_1(·, z_2), ε).

Tak kak dlØ kaßdogo z_1 > 0 process ( ζ_1(z_1, y_2) ) y2¿0 p.n. nepreryven, to (ζ_1(z), z ∈ R^2_+) imeet modifikaci¸ s traektoriØmi v D_0 .

Tak kak ( sup y16z1^{|ζ1(y1, y2)|} ) y2¿0 –^(F^{(z1,y2))y2}¿^0-submartingal, to

E sup_{y∈]0,z]} |ζ_1(y)|^p = E sup_{y2} 6z2 ( sup y16z1^{|ζ1(y1, y2)|} )_p

               6

6^{( p}_{p − 1}^{)p}E sup_{y1}6_{z1} |ζ1(y1, z2)|^p,

qto vmeste s neravenstvom (10) vleqet neravenstvo (9) s zamenoæ bukvy ξ na ζ_1.

Ispol~zuØ ravenstvo

ζ_2(y_1, z_2) − ζ_2(y_1, y_2) = (y1,y2)∫

0 ( β^′((x_1, z_2), (x_1, y_2), x)μ((x_1, z_2), dx)+

+β((x_1, y_2), x)μ^′((x_1, z_2), (x_1, y_2), dx) ) +

+ (y1,z2)∫

(0,y2) ( β^′((x_1, z_2), x, x)μ((x_1, z_2), dx) + β(x, x)μ^′((x_1, z_2), x, dx) )

dlØ y 6 z, i provodØ rassußdeniØ, analogiqnye tem, qto primenØlis~ pri issledovanii polØ ζ_1, poluqaem utverßdeniØ teoremy dlØ polØ ζ_2.

96 N. A. KOLODI`

UqityvaØ oqevidnoe ravenstvo η(z) = ϑ(z) + ξ(z) + ζ_1(z) + ζ_2(z), ubeßdaemsØ v spravedlivosti vseh utverßdeniæ teoremy. Teorema dokazana.

Literatura 1. A. A. Guwin, K obweæ teorii sluqaænyh poleæ na ploskosti. — Usp.

mat. nauk 372, vyp. 6 (1982), 53–74.

2. A. A. Guwin, ı. S. Mixura, Neravenstva Devisa i razloßenie Gandi

dlØ dvuparametriqeskih sil~nyh martingalov. 1. — Teor. veroØtn. i

matem. stat. vyp. 42 (1990), 27–35.

3. I. A. Ibragimov, Ob usloviØh gladkosti traektoriæ sluqaænyh funkciæ.

— Teor. veroØtn. i ee primen., 28, vyp. 2 (1983), 229–250.

4. M. Dozzi, Twoparameter stochastic processes. — Mathematical Research 61 (1991), 17–43.

5. A. M. Kolodii, On existence of continuous modifications of random processes. — Theory of Stochastic Processes 6(22), Nos. 1–2 (2000), 54–57.

6. N. A. Kolodii, Existence theorems and limit theorems for stochastic Volterra equations on the plane. — Abstracts of Communications of Conference “Kolmogorov and Contemporary Mathematics,” Moscow (2003), 473–474.

7. C. Stricker, M. Yor, Calcul stochastique d’ependant d’un parametre. — Z.

Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 45 (1978), 109–133.

8. J. B. Walsh, Martingales with a multidimensional parameter and stochastic integrals in the plane. — Lect. Notes Math. 1215 (1986), 329–491.

Kolodii N. A. Some properties of random fields connected with stochastic integrals with respect to strong martingales.

We investigate properties of the random fields connected with stochastic intergals with respect to a two-parameter strong square-integrable martingale in the case where the martingale and integrands depend on bounds of integration. We prove inequalities for the moments of uniform norm and modulus of continuity of trajectories of modifications of such fields.

Postupilo 25 i¸nØ 2004 g. Volgogradskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: nkolodii@mail.ru