Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

A. N. Borodin

RASPREDELENI˚ SPECIAL^NYH NEODNORODNYH FUNKCIONALOV

1. Special~nyæ klass neodnorodnyh funkcionalov. V ra-

bote rassmatrivaetsØ zadaqa o vyqislenii raspredeleniæ neodnorodnyh funkcionalov special~nogo vida ot brounovskogo processa. Pust~ W (s) – process brounovskogo dvißeniØ. Funkcional_t ∫ 0 f(s, W (s))ds (1.1) ØvlØetsØ neodnorodnym integral~nym funkcionalom ot brounovskogo dvißeniØ W . Klassiqeskiæ metod vyqisleniØ raspredelniæ takih funkcionalov baziruetsØ na rexeniØh differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh. V Øvnom vide takie zadaqi, kak pravilo, ne rexa¸tsØ. �to obstoØtel~stvo ØvlØetsØ principial~nym, i kak to izbeßat~ ego v skol~-nibud~ obwih sluqaØh nevozmoßno.

Osnovy metoda vyqisleniØ matematiqeskih oßidaniæ funkciæ ot znaqeniæ diffuzionnyh processov byli zaloßeny v rabote A. N. Kolmogorova [1]. M. Kac v rabotah [2] i [3] rasprostranil fftot metod na vyqisleniØ preobrazovaniæ Laplasa neotricatel~nyh integral~nyh funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ. Rezul~tat, pozvolØ¸wiæ vyqislØt~ raspredeleniØ funkcionalov ot diffuzionnyh processov, ostanovlennyh v moment vyhody na granicu intervala, byl poluqen R. Z. Has~minskim [4].

DlØ nekotoryh qastnyh sluqaev funkcii f(s, x) rexenie zadaqi o raspredelenii funkcionalov (1.1) moßet byt~ osnovano na rexeniØh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka, qto pozvolØet poluqat~ Øvnye rexeniØ. �to budet

NastoØwaØ rabota qastiqno podderßivalas~ grantami RFFI-NNIO 04-01-04000, RFFI 02-01-00265, INTAS 03-51-5018 i NX 2258.2003.1. 5

6 A. N. BORODIN spravedlivo, naprimer, dlØ special~nogo klassa takih funkcionalov, kogda f(s, x) ØvlØetsØ stupenqatoæ funkcieæ peremennoæ s s koneqnym qislom intervalov postoØnstva. V rabote rassmatrivaetsØ lix~ sluqaæ dvuhstupenqatoæ funkcii, poskol~ku on uße v polnoæ mere otraßaet sut~ predlagaemogo podhoda. Polo- ßim f̄_r(t, x) = 1I_{[0,r)}(t)f_1(x) + 1I_{[r,∞)}(t)f_2(x).

Funkcional (1.1) nami budet rassmatrivat~sØ tol~ko dlØ takih funkciæ. Oboznaqim fftot funkcional

A_r (t) := t∫ 0 f̄_r (s, W (s))ds (1.2)

On zavisit ot dvuh parametrov, r – momenta, harakterizu¸wego granicu neodnorodnosti po vremeni, i t – momenta vremeni, do kotorogo rassmatriva¸tsØ traektorii processa.

DlØ takih funkcionalov voznikaet celyæ krug zadaq. DlØ togo, qtoby vyqislit~ raspredeleniØ v fiksirovannye momenty r i t, snaqala nußno rassmotret~ nezavisimye ffksponencial~no raspredelennye momenty vmesto fiksirovannyh, a zatem obratit~ preobrazovaniØ Laplasa, otveqa¸wie takim momentam. Pust~ τ_1 i τ – nezavisimye drug ot druga i ot brounovskogo dvißeniØ {W (s), s ≥ 0} sluqaænye momenty ostanovki s pokazatel~nymi raspredeleniØmi s parametrami λ_1 > 0, λ > 0, sootvetstvenno, t. e. P(τ_1 ¿ t) = e^{−λ1t}, P(τ ¿ t) = e^{−λt}.

Vmesto fiksirovannyh momentov vremeni r i t moßno vzØt~ razliqnye sluqaænye momenty ostanovki. V kaqestve takih momentov moßno vybrat~ H_{a,b} = min{s : W (s) /∈ (a, b)} – moment pervogo vyhoda na granicu intervala, i

ν(t) := min { s : s∫ 0 g(W (v))dv > t }

– moment, obratnyæ k neotricatel~nomu integral~nomu funkcionalu. Krome togo, s pomow~¸ operaciæ minimuma i maksimuma moßno iz uße upomØnutyh momentov obrazovyvat~ novye momenty. V rabote predstavleny rezul~taty, pozvolØ¸wie vyqislØt~

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 7 raspredeleniØ special~nyh neodnorodnyh funkcionalov, harakterizuemyh dvumØ intervalami postoØnstva so sluqaænymi koncami. Rassmotreny primery primeneniØ poluqennyh rezul~tatov dlØ vyqisleniØ konkretnyh raspredeleniæ.

DlØ proizvol~nyh sluqaænoæ veliqiny μ i sobytiØ Q oboznaqenie E{μ; Q} slußit kompaktnoæ zapis~¸ dlØ E{μ1I_Q}. Budem dlØ kratkosti oboznaqat~ P_x i E_x veroØtnost~ i matematiqeskoe oßedanie po brounovskomu dvißeni¸ W (·) pri uslovii

W (0) = x.

Zameqanie 1.1. Rexenie differencial~nye uravneniØ vida U^{′′}(x) − h(x)U (x) = −q(x), x ∈ (a, b), (1.3) gde h(x) i q(x) – kusoqno nepreryvnye funkcii ponimaetsØ sledu¸wim obrazom: na intervalah nepreryvnosti funkciæ h i q ono udovletvorØet (1.3), a v toqkah razryva funkciæ h i q rexenie i ego pervaØ proizvodnaØ polaga¸tsØ nepreryvnymi.

Zameqanie 1.2. Esli v dopolnenie k uravneni¸ (1.3) nakla-

dyvaetsØ uslovie na skaqok pervoæ proizvodnoæ vida U^′(z+) − U^′(z−) = −2λ, z ∈ (a, b), (1.4) to pri x ≠ z rexenie ponimaetsØ soglasno zameqani¸ 1.1, a v toqke z narØdu s (1.4) nalagaetsØ uslovie nepreryvnosti rexeniØ.

Zameqanie 1.3. Esli a i b koneqny, to zada¸tsØ graniqnye

usloviØ v fftih toqkah, a esli, libo a = −∞, libo b = ∞, to sootvetstvu¸wee graniqnoe uslovie zamenØetsØ na uslovie ograniqennosti funkcii U (x) pri x → −∞ ili x → ∞.

DlØ neotricatel~nyh funkciæ h(x) i ograniqennyh q(x) udovletvorØ¸wie fftim trebovaniØm rexeniØ ØvlØ¸tsØ edinstvennymi.

2. Pokazatel~no raspredelennye momenty vremeni. Pust~

f_l(x), l = 1, 2, – neotricatel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii.

Tak kak rassmatriva¸tsØ lix~ neotricatel~nye integral~- nye funkcionaly A, to osoboe znaqenie v vyqislenii raspredeleniæ ime¸t preobrazovaniØ Laplasa raspredeleniæ A. Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ raspredelenie funkcionala A_r(t).

8 A. N. BORODIN

Teorema 2.1. Pust~ Fl(x), fl(x), l = 1, 2, – kusoqno nepreryvnye

funkcii. Pust~ F_l(x) – ograniqeny, a f_l(x) – neotricatel~ny. Poloßim F̄_r(t, x) = 1I_{[0,r)}(t)F_1(x) + 1I_{[r,∞)}(t)F_2(x). Togda

M (x) := E_x {¯ F_{τ1} (τ, W (τ ))e^{−Aτ1 (τ)} } = M_1(x) + ∞∫ −∞ M_2(z)G_x(z)dz, (2.1) gde funkciØ G_x(z) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ_1 + λ + f_1(z))G(z) = 0, z ≠ x, (2.2)

G^′(x + 0) − G^′(x − 0) = −2λ_1, (2.3)

a funkcii M_l(x), l = 1, 2, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi ograniqennymi rexeniØmi uravneniæ 1 2 M^{′′}_1 (x) − (λ_1 + λ + f_1(x))M_1(x) = −λF_1(x), x ∈ R, (2.4) 1 2 M^{′′}_2 (x) − (λ + f_2(x))M_2(x) = −λF_2(x), x ∈ R. (2.5)

Zameqanie 2.1. FunkciØ M (x) ØvlØetsØ edinstvennym ogra-

niqennym rexeniem uravneniØ 1 2 M^{′′}(x) − (λ_1 + λ + f_1(x))M (x) = −λ_1M_2(x) − λF_1(x), x ∈ R,

gde M_2(x) – edinstvennoe ograniqennoe rexenie uravneniØ (2.5).

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. DlØ fiksirovannogo r imeem

E_x {¯ F_r(τ, W (τ ))e^{−Ar (τ)} } = = E_x { F_1(W (τ )) exp ( − τ∫ 0 f_1(W (s))ds ) ; τ 6 r^}+ + ∞∫ −∞ E_x { F_2(W (τ )) exp ( − r∫ 0 f_1(W (s))ds ) ×

× exp ( − τ∫ r f_2(W (s))ds ) ; W (r) ∈ dz, r < τ } =

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 9

= E_x { F_1(W (τ )) exp ( − τ∫ 0 f_1(W (s))ds ) ; τ 6 r^}+ + ∞∫ −∞ E_z { F_2(~W (τ )) exp ( − τ∫ 0 f_2(~W (s))ds )} ×

× E_x { exp ( − r∫ 0 (λ + f_1(W (s))ds ) ; W (r) ∈ dz } . V poslednem ravenstve my vospol~zovalis~ nezavisimost~¸ momenta τ ot brounovskogo dvißeniØ W (s). �to pozvolilo sdelat~ zamenu τ − r na τ . V svØzi s fftim poØvilos~ slagaemoe λ pered funkcieæ f_1 v pokazatele pervoæ ffksponenty. Process ~W (s) = W (s + r) − W (r) + z snova ØvlØetsØ brounovskim dvißeniem, ne zavisØwim ot W (v) do momenta r. Domnoßiv pravu¸ i levu¸ qasti poluqennogo sootnoxeniØ na λ_1e^{−λ1r} , a zatem prointegrirovav po r, poluqim (2.1), gde

M_1(x) = E_x { F_1(W (τ )) exp ( − τ∫ 0 (λ_1 + f_1(W (s))ds )} ,

M_2(z) = E_z { F_2(W (τ )) exp ( − τ∫ 0 f_2(W (s))ds )} ,

G_x(z) = d dz E_x { exp ( − τ1∫ 0 (λ + f_1(W (s))ds ) ; W (τ_1) < z } . Po teoreme 2.3 gl. 2 iz [5] funkciØ G_x(z) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi (2.2), (2.3), a po teoreme 2.2 gl. 2 iz [5] funkcii M_1(x)i M_2(z) ØvlØ¸tsØ edinstvennymi ograniqennymi rexeniemi uravneniæ (2.4) i (2.5) sootvetstvenno. Teorema dokazana.

3. Sovmestnoe raspredelenie integral~nyh funkcionalov i funkcionalov infimuma i supremuma. Rassmotrim funkci-

onal A_r (t), opredelennyæ v predyduwem paragrafe, pri ograniqenii r < t. Oboznaqim t = r + u, gde u > 0. Pri takom ograniqenii, narØdu s funkcionalom A_r(r + u) estestvenno rassmotret~ funkcionaly infimuma i supremuma ot brounovskogo dvißeniØ.

10 A. N. BORODIN

�tot paragraf posvØwen rezul~tatam, kotorye pozvolØ¸t vyqislØt~ sovmestnoe raspredelenie funkcionalov A_r (r + u), inf_{0≤s≤r} W (s), inf_{r≤s≤r+u} W (s), sup_{0≤s≤r} W (s), sup_{r≤s≤r+u} W (s). Kak uße otmeqalos~, vmesto fiksirovannyh momentov r, u, nußno snaqala rassmotret~ pokazatel~no raspredelennye momenty τ_l,

l = 1, 2, s parametrami λ_1, λ_2 sootvetstvenno.

Teorema 3.1. Pust~ f1(z), z ∈ [a, b], f2(z), z ∈ [c, h], – neotrica-

tel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda pri a < x < b

E_x { e^{−Aτ1 (τ1+τ2 )}; a < inf_{0≤s≤τ1}W (s), sup_{0≤s≤τ1}W (s) < b, c < inf_{τ1≤s≤τ1+τ2}W (s),

sup τ1 ≤s≤τ1+τ2 W (s) < h } = b∧h∫ a∨c G_x(z)M (z)dz, (3.1) gde funkciØ G_x(z) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ_1 + f_1(z))G(z) = 0, z ∈ (a, b) \ {x}, (3.2)

G^′(x + 0) − G^′(x − 0) = −2λ_1, (3.3)

G(a + 0) = 0, G(b − 0) = 0, (3.4)

a M (z) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 M^{′′}(z) − (λ_2 + f_2(z))M (z) = −λ_2, z ∈ (c, h), (3.5)

M (c + 0) = 0, M (h − 0) = 0. (3.6)

Zameqanie 3.1. DlØ togo, qtoby vyqislit~ raspredeleniØ

dlØ fiksirovannyh momentov r, u, dostatoqno obratit~ dva preobrazovaniØ Laplasa po parametram λ_1, λ_2:

E_x { e^{−Ar (r+u)}, a < inf_{0≤s≤r} W (s), sup_{0≤s≤r} W (s) < b, c < inf r≤s≤r+u W (s), sup r≤s≤r+u W (s) < h } =

= L^{−1}_{λ1} L^{−1}_{λ2}

(_1 λ1λ2 b∧h∫ a∨c G_x(z)M (z)dz ) = b∧h∫ a∨c L^{−1}_{λ1} ( G_{x(}z_) λ1 ) L^{−1}_{λ2} ( M_(z_) λ2 ) dz.

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 11 Zdes~ ispol~zovalos~ oboznaqenie L^{−1}_λ dlØ obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po parametru λ.

Zameqanie 3.2. Qasto pri praktiqeskih vyqisleniØh prowe

vzØt~ dva obratnyh preobrazovaniØ Laplasa ot vyxeprivedennogo integrala, qem vyqislit~ integral ot dvuh obratnyh preobrazovaniæ Laplasa.

Dokazatel~stvo teoremy 3.1 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.1.

Primer 3.1. Vyqislim raspredelenie poloßeniØ maksimuma

brounovskogo dvißeniØ, t.e. raspredelenie veliqiny v(t), opredelØemoæ ravenstvom

W (v(t)) = max_{0≤s≤t} W (s). (3.7)

DlØ brounovskogo dvißeniØ i dlØ drugih diffuziæ takaØ veliqina s veroØtnost~¸ edinica edinstvenna. O rezul~tatah, svØzannyh s fftoæ veliqinoæ, moßno uznat~ iz [7].

DlØ preobrazovaniØ Laplasa takoæ veliqiny, kogda maksimum rassmatrivaetsØ na sluqaænom intervale [0, τ ], P(τ ¿ t) =

e^{−λt}, imeem

E_xe^{−γv(τ)} = λ ∞∫ 0 e^{−λt} ∞∫ 0 e^{−γs}dP_x(v(t) < s)dt =

= λγ ∞∫ 0 e^{−λt} ∞∫ 0 e^{−γs}P_x(v(t) < s)dsdt =

= λγ ∞∫ 0 (^s∫ 0 e^{−λt−γs}dt + ∞∫ s e^{−λt−γs}P_x(v(t) < s)dt ) ds =

= λ λ + γ + λγ ∞∫ 0 ∞∫ 0 e^{−(λ+γ)s−λu}P_x(v(u + s) < s)duds = = λ λ + γ + γ λ + γ Px (v(τ + τ_1) < τ_1). (3.8)

Zdes~ τ_1 – nezavisØwiæ ot processa W i ot τ , sluqaænyæ moment s ffksponencial~nym raspredeleniem: P_x(τ_1 ¿ t) = e^{−(λ+γ)t}, λ > 0,

γ > 0. VeroØtnost~, stoØwaØ v pravoæ qasti (3.8), moßet byt~

12 A. N. BORODIN vyraßena sledu¸wim obrazom:

P_x(v(τ + τ_1) < τ_1) = ∞∫ x P_x ( sup 0≤s≤τ1 W (s) ∈ dh, sup τ1≤s≤τ1+τ W (s) < h ) . (3.9) Primenim teoremu 3.1 dlØ f_l(z) = 0, l = 1, 2, a = c = −∞, h 6 b. Togda soglasno fftomu rezul~tatu

P_x ( sup 0≤s≤τ1 W (s) < b, sup τ1≤s≤τ1 +τ W (s) < h ) = h∫ −∞ G_x(z)M (z)dz, (3.10) gde funkciØ G_x(z) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ + γ)G(z) = 0, z ∈ (−∞, b) \ {x}, (3.11) G^′(x + 0) − G^′(x − 0) = −2(λ + γ), (3.12)

G(b − 0) = 0, (3.13)

a funkciØ M (z) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 M^{′′}(z) − λM (z) = −λ, z ∈ (−∞, h), (3.14) M (h − 0) = 0. (3.15)

Rexenie zadaqi (3.14), (3.15) imeet vid M (z) = 1 − e^{(z−h)} √ 2λ, z ≤ h. (3.16) Zadaqa (3.11)–(3.13) takße moßet byt~ legko rexena. Nußno prinØt~ vo vnimanie, qto uslovie (3.12) garantiruetsØ naliqiem slagaemogo √ 2λ + 2γ e^{−|z−x|} √ 2λ+2γ . Togda nesloßno poluqit~

G_x(z) =

p_{λ + γ} p_2 e^{−|z−x|√2λ+2γ} − p_{λ + γ} p_2 e^{(z+x−2b)√2λ+2γ}. (3.17)

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 13 PodstavlØØ (3.16), (3.17) v (3.10) i primenØØ (3.9), poluqaem γ λ + γ Px (v(τ + τ_1) < τ_1)

= γ ∞∫ 0 dh h∫ −∞ dz2e^{(z+x−2h)√2λ+2γ} ( 1 − e^{(z−h)} √ 2λ) =

= 2γp_{2λ + 2γ} 0∫ −∞ e^{u√2λ+2γ} ( 1 − e^u √ 2λ) du = p_λ p_{λ + γ} −^λ_{λ + γ} .

�to sovmestno s (3.8) vleqet

E_xe^{−γv(τ)} =

p_λ p_{λ + γ} . (3.18)

ObrawaØ prebrazovanie Laplasa po γ, imeem d du P_x(v(τ ) < u) =

p_λ p_{πu} e^{−λu}, u > 0. DelØ obe qasti fftogo sootnoxeniØ na λ i obrawaØ prebrazovanie Laplasa po λ, my okonqatel~no poluqaem

P_x(v(t) < u) =^2π arctg ( p_u p_t �_u^), 0 ≤ u ≤ t.

PonØtno, qto v silu prostranstvennoæ invariantnosti brounovskogo dvißeniØ, raspredelenie poloßeniØ maksimuma ne dolßno zavisit~ ot naqal~noæ toqki x.

V silu svoæstva simmetrii brounovskogo dvißeniØ, naqina¸- wegosØ iz nulØ, raspredelenie poloßeniØ minimuma budet imet~ toqno takoæ ße vid.

V sluqae, kogda rexaetsØ vopros o raspredelenii funkcionala A ot brounovskogo mosta, to nußno rexit~ zadaqu vyqisleniØ sovmestnyh raspredeleniæ funkcionala A_{τ1} (τ_1 + τ_2) i poloßeniØ brounovskogo processa W v moment τ_1 + τ_2. DlØ fftogo moßno ispol~zovat~ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3.2. Pust~ f1(z), z ∈ [a, b], f2(z), z ∈ [c, h], – neotri-

catel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda pri a < x < b i c < y < h d dy E_x{e^{−Aτ1 (τ1+τ2 )}; a < inf_{0≤s≤τ1}W (s), sup_{0≤s≤τ1}W (s)<b, c< inf_{τ1 ≤s≤τ1+τ2}W (s),

14 A. N. BORODIN sup τ1≤s≤τ1+τ2 W (s) < h, W (τ_1 + τ_2) < y} = b∧h∫ a∨c G^{(1)}_x (z)G^{(2)}_z (y)dz,

gde funkciØ G^{(1)}_x (z), z ∈ (a, b), ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ_1 + f_1(z))G(z) = 0, z ∈ (a, b) \ {x}, (3.19)

G^′(x + 0) − G^′(x − 0) = −2λ_1, (3.20)

G(a + 0) = 0, G(b − 0) = 0, (3.21)

i funkciØ G^{(2)}_z (y), y ∈ (c, h), ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}_z (y) − (λ_2 + f_2(y))G_z (y) = 0, y ∈ (c, h) \ {z}, (3.22)

G^′_z(z + 0) − G^′_z(z − 0) = −2λ_2, (3.23)

G_z(c + 0) = 0, G_z(h − 0) = 0. (3.24)

Dokazatel~stvo teoremy 3.2 analogiqno dokazatel~stvu teorem 2.1 i 3.1. Nußno vospol~zovat~sØ markovskim svoæstvom brounovskogo dvißeniØ, i zatem dvaßdy primenit~ teoremu 2.3 gl. 2 iz [5].

4. Moment pervogo vyhoda na granicu intervala. Rassmo-

trim process brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennyæ v moment pervogo vyhoda na granicu intervala: H_{a,b} = min{s : W (s) /∈ (a, b)}. Togda

A_r (H_{a,b}) = H_{a,b}∫

0 (1I_{[0,r)}(s)f_1(W (s)) + 1I_{[r,∞)}(s)f_2(W (s)))ds.

Kak obyqno, τ – moment, nezavisØwiæ ot brounovskogo dvißeniØ W i ime¸wiæ pokazatel~noe raspredelenie P(τ ¿ t) = e^{−λt},

λ > 0. Vmesto fiksirovannogo momenta r snaqala nußno rassmo-

tret~ sluqaænyæ moment τ . Vopros o raspredelenii dlØ fiksirovannogo r rexaetsØ s pomow~¸ obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po parametru λ.

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 15

Teorema 4.1. Pust~ fl(x), x ∈ [a, b], l = 1, 2, – neotricatel~nye

kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda

E_x{e^{−Aτ (Ha,b)}; W (H_{a,b}) = b} = H_1(x) + b∫ a G_x(z)H_2(z) dz, (4.1)

gde funkcii H_l(x), l = 1, 2, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi rexeniØmi zadaq 1 2 H^{′′}_1 (x) − (λ + f_1(x))H_1(x) = 0, x ∈ (a, b), (4.2)

H_1(a + 0) = 0, H_1(b − 0) = 1, (4.3) 1 2 H^{′′}_2 (x) − f_2(x)H_2(x) = 0, x ∈ (a, b), (4.4)

H_2(a + 0) = 0, H_2(b − 0) = 1, (4.5)

i funkciØ G_x(z) dlØ l¸bogo fiksirovannogo x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}_x(z) − (λ + f_1(z))G_x(z) = 0, z ∈ (a, b) \ {x}, (4.6)

G^′_x(x + 0) − G^′_x(x − 0) = −2λ, (4.7)

G_x(a + 0) = 0, G_x(b − 0) = 0. (4.8)

Zameqanie 4.1. V levoæ qasti sootnoxeniØ (4.1) vmesto mno-

ßestva W (H_{a,b}) = b moßno vzØt~ mnoßestvo W (H_{a,b}) = a, togda graniqnye usloviØ v (4.3), (4.5) budut sledu¸wimi H_l(a + 0) = 1 i H_l(b − 0) = 0, l = 1, 2. Esli rassmotret~ analogiqnyæ rezul~tat bez usloviæ na konec traektorii, to graniqnye usloviØ v (4.3), (4.5) budut imet~ vid H_l(a + 0) = 1, H_l(b − 0) = 1, l = 1, 2.

Zameqanie 4.2. DlØ togo, qtoby vyqislit~ matematiqeskoe

oßidanie E_x{e^{−Ar (Ha,b)}; W (H_{a,b}) = b} nußno obratit~ obratnoe preobrazovanie Laplasa po parametru λ ot pravoæ qasti (4.1), delennoæ na λ.

Dokazatel~stvo teoremy 4.1. DlØ togo, qtoby ne zagromo-

ßdat~ izloßenie, dokaßem variant teoremy 4.1, kogda uslovie

W (H_{a,b}) = b otsutstvuet. �tot sluqaæ ukazan v zameqanii 4.1.

16 A. N. BORODIN Ispol~zuØ odnorodnost~ i markovost~ brounovskogo dvißeniØ, poluqim E_xe^{−Aτ (Ha,b)} = E_x{e^{−Aτ (Ha,b)}; H_{a,b} 6 τ } + E_x{e^{−Aτ (Ha,b)}; H_{a,b} > τ } =

= E_x { exp ( − H_{a,b}∫

0 f_1(W (s))ds ) ; H_{a,b} 6 τ } + b∫ a E_x { exp ( − τ∫ 0 f_1(W (s))ds ) ;

a < inf_{0≤s≤τ} W (s), sup_{0≤s≤τ} W (s) < b, W (τ ) ∈ dz } E_z exp ( − H_{a,b}∫

0 f_2(W (s))ds ) =

= E_x exp ( − H_{a,b}∫

0 (λ + f_1(W (s)))ds ) + b∫ a G_x(z)H_2(z) dz. Po teoreme 2.3 gl. 2 iz [5] funkciØ G_x(z) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi (4.6)–(4.8), a po teoreme 2.4 gl. 2 iz [5] pervoe slagaemoe v pravoæ qasti, oboznaqennoe H_1(x), i funkciØ H_2(z) ØvlØ¸tsØ edinstvennymi rexeniemi uravneniæ (4.2), (4.4) s usloviØmi H_l(a + 0) = 1 i H_l(b − 0) = 1, l = 1, 2. Teorema dokazana.

5. Momenty obratnye k integral~nym funkcionalam. Ras-

smotrim neodnorodnyæ funkcional A_r (t) pri r < t. V fftom slu- qae A_r(t) = r∫ 0 f_1(W (s))ds + t∫ r f_2(W (s))ds, gde f_l(x), l = 1, 2, – neotricatel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii. Pust~

ν_l(t) := min { s : s∫ 0 g_l(W (v))dv > t } , l = 1, 2, – momenty, obratnye k neotricatel~nomu integral~nomu funkcionalu. PredpolagaetsØ, qto g_l(x), l = 1, 2, – neotricatel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii.

Rassmotrim zadaqu o sovmestnom raspredelenii veliqiny

A_{ν1(t1)∧ν2(t2)}(ν_1(t_1) ∨ ν_2(t_2)), infimuma i supremuma brounovskogo

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 17 dvißeniØ na intervalah [0, ν_1(t_1) ∧ ν_2(t_2)], [ν_1(t_1) ∧ ν_2(t_2), ν_1(t_1) ∨

ν_2(t_2)].

DlØ togo, qtoby vyqislit~ raspredeleniØ v fiksirovannye momenty t_1 i t_2 snaqala nußno rassmotret~ nezavisimye ffksponencial~no raspredelennye momenty τ_l, l = 1, 2, vmesto fiksirovannyh momentov, a zatem obratit~ preobrazovaniØ Laplasa, otveqa¸wie takim momentam.

DlØ kratkosti budem pisat~ ν_l vmesto ν_l(τ_l), l = 1, 2. Minimum iz dvuh sluqaænyh momentov moßet realizovat~sØ na kaßdom iz fftih momentov, t. e. vse ishody razbiva¸tsØ na dva diz~¸nktnyh sobytiØ ν_1 ∧ν_2 = ν_1 i ν_1 ∧ν_2 = ν_2. VeroØtnost~ togo, qto momenty

ν_1 i ν_2 sovpada¸t, kak budet ustanovleno dalee, ravna nul¸.

Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda ν_1 ∧ν_2 = ν_1, t. e. kogda ν_1 6 ν_2.

Teorema 5.1. Pust~ fl(x), gl(x), x ∈ [a∧c, b∨h], – neotricatel~nye

kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda pri a < x < b E_x{e^{−Aν1 (ν2)}; a < inf_{0≤s≤ν1} W (s), sup_{0≤s≤ν1} W (s) < b, c < inf_{ν1≤s≤ν2} W (s),

sup ν1≤s≤ν2 W (s) < h, ν_1 6 ν_2} = b∧h∫ a∨c G^{(1)}_z (x)U^{(2)} (z)dz,

gde funkciØ G^{(1)}_z (x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f_1(x))G(x) = 0, x ∈ (a, b) \ {z}, (5.1)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ_1g_1(z), (5.2)

G(a + 0) = 0, G(b − 0) = 0, (5.3)

i funkciØ U^{(2)}(z) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 U^{′′}(z) − (λ_2g_2(z) + f_2(z))U (z) = −λ_2g_2(z), z ∈ (c, h), (5.4)

U (c + 0) = 0, U (h − 0) = 0. (5.5)

Zameqanie 5.1. V sluqae, kogda ν2 6 ν1 spravedliv takoæ ße

rezul~tat. Nußno prosto indeksy 1 i 2 pomenØt~ mestami.

Zameqanie 5.2. DlØ togo, qtoby poluqit~ rezul~tat bez ogra-

niqeniØ na realizaci¸ momenta ν_1 ∧ ν_2, nußno prosto sloßit~

18 A. N. BORODIN rezul~taty, otveqa¸wie sluqaØm, kogda minimum realizuetsØ na kaßdom iz momentov. V rezul~tate imeem

E_x{exp(−A_{ν1 ∧ν2} (ν_1 ∨ ν_2)); a < inf_{0≤s≤ν1∧ν2} W (s), sup_{0≤s≤ν1∧ν2} W (s) < b,

c < inf ν1∧ν2≤s≤ν1∨ν2 W (s), sup ν1∧ν2 ≤s≤ν1∨ν2 W (s) < h} =

= b∧h∫ a∨c G^{(1)}_z (x)U^{(2)}(z)dz + b∧h∫ a∨c G^{(2)}_z (x)U^{(1)}(z)dz.

Dokazatel~stvo teoremy 5.1. DlØ togo, qtoby ne zagromo-

ßdat~ izloßeniØ, dokaßem teoremu 5.1 dlØ sluqaØ a = −∞,

b = ∞, c = −∞ i h = ∞ (sm. zameqanie 1.3). �to principi-

al~nogo znaqeniØ ne imeet i skazyvaetsØ lix~ na graniqnyh usloviØh (5.3), (5.5). Opredelim F_{ν1} – σ-algebru sobytiæ, poroßdennu¸ brounovskim dvißeniem W do momenta vremeni ν_1. V silu strogo markovskogo svoæstva brounovskogo dvißeniØ, process ~W (s) = W (s + ν_1) − W (ν_1) + z, s ¿ 0, snova budet brounovskim dvißeniem, naqina¸wimsØ v toqke z, i ne zavisØwim ot F_{ν1} . Matematiqeskoe oßidanie po takomu brounovskomu dvißeni¸ budem oboznaqat~ ~E_z vmesto obyqnogo oboznaqeniØ E.

Poloßim

ν̃_2(t) := min { s : s∫ 0 g_2(~W (v))dv > t } .

Opredelenie momenta ν̃_2(t) sovpadaet s opredeleniem ν_2(t), tol~- ko vmesto W beretsØ brounovskoe dvißenie ~W .

Sobytie ν_1 6 ν_2 zapixem v sledu¸wem vide^{ν1} ∫ 0 g_2(W (v)) dv 6 τ_2.

DlØ ishodov fftogo sobytiØ polagaem

ν̃_2 := ν̃_2 ( τ_2 − ν1∫ 0 g_2(W (v)) dv ) .

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 19 Togda

E_x{e^{−Aν1 (ν2)}; ν_1 6 ν_2} = ∞∫ −∞ E_x { exp ( − ν1∫ 0 f_1(W (v)) dv ) ×

× 1I_{[0,τ2 ]} (^{ν1}∫ 0 g_2(W (v)) dv ) exp ( − ν2−ν1∫

0 f_2(~W (v)) dv ) ; W (ν_1) ∈ dz } . Na mnoßestve ishodov {ν_1 6 ν_2} pri uslovii W (ν_1) = z spravedlivo

ν_2 = min { s : s∫ ν1 g_2(W (v))dv > τ_2 − ν1∫ 0 g_2(W (v)) dv } =

= ν_1 + min { s : s∫ 0 g_2(~W (v))dv > τ_2 − ν1∫ 0 g_2(W (v)) dv } = ν_1 + ν̃_2,

t. e. ν_2 − ν_1 = ν̃_2.

Moment τ_2 vhodit v opredelenie ν̃_2 i v funkci¸ indikatora, i ne zavisit ot drugih sluqaænyh veliqin. Ispol~zuØ teoremu Fubini, po τ_2 moßno otdel~no vyqislit~ matematiqeskoe oßidanie, a zatem vzØt~ matematiqeskoe oßidanie po ostal~nym sluqaænym veliqinam. V ν̃_2 moment τ_2 vhodit tol~ko qerez raznost~

τ_2 − ν1∫ 0 g_2(W (v)) dv, pofftomu matematiqeskoe oßidanie po τ_2 moßno

vyqislit~ sledu¸wim obrazom: dlØ proizvol~noæ ograniqennoæ izmerimoæ funkcii Q(x)

λ_2 ∞∫ 0 e^{−λ2t2} 1I_{[0,t2]} (^{ν1}∫ 0 g_2(W (v)) dv ) Q ( t_2 − ν1∫ 0 g_2(W (v)) dv ) dt_2 =

= exp ( − λ_2 ν1∫ 0 g_2(W (v)) dv ) λ_2 ∞∫ 0 e^{−λ2t}Q(t) dt. Ispol~zuØ odnorodnost~ i strogo markovskoe svoæstvo brounov-

20 A. N. BORODIN skogo dvißeniØ, poluqim

E_x{e^{−Aν1 (ν2)}; ν_1 6 ν_2} = = ∞∫ −∞ E_x { exp ( − ν1∫ 0 (f_1(W (v)) + λ_2g_2(W (v))) dv ) ; W (ν_1) ∈ dz } ×

× ~E_z exp ( − ν̃2(τ2)∫

0 f_2(~W (v)) dv ) =: ∞∫ −∞ G^{(1)}_z (x)U^{(2)}(z)dz. (5.6)

Soglasno teoreme 2.1 iz [6], pri F (x) = 1, funkciØ U^{(2)}(z), vhodØwaØ v pravu¸ qast~ (5.6), ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ (5.4), a po teoreme 5.1 iz [6], pri

a = −∞ i b = ∞, funkciØ G^{(1)}_z (x) ØvlØetsØ edinstvennym ograni-

qennym rexeniem zadaqi (5.1), (5.2). Teorema dokazana.

VernemsØ k voprosu ob utverßdenii, qto spravedlivo ravenstvo P_x(ν_1 = ν_2) = 0. Soglasno teoreme 5.1 i zameqani¸ 1.3, pri

f_1 = 0, f_2 = 0, a = c = −∞ i b = h = ∞,

P_x(ν_1 6 ν_2) = ∞∫ −∞ G^{(1)}_z (x)U^{(2)}(z)dz, (5.7)

gde funkcii G^{(1)}_z (x), U^{(2)} (z) ØvlØ¸tsØ edinstvennymi ograniqennymi rexeniemi zadaq 1 2 G^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x))G(x) = 0, x ≠ z,

(5.8)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ_1g_1(z), (5.9)

i_1

2 U^{′′}(z) − λ_2g_2(z)U (z) = −λ_2g_2(z). (5.10)

Edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ (5.10) na vseæ prØmoæ ØvlØetsØ funkciØ toßdestvenno ravnaØ edinice, t. e.

U^{(2)} (z) = 1. Poskol~ku funkciØ G^{(1)}_z (x) ØvlØetsØ funkcieæ Gri-

na sootvetstvu¸weæ neodnorodnoæ zadaqi, to (5.7)–(5.9) prevrawaetsØ v sledu¸wee utverßdenie. FunkciØ U_1(x) := P_x(ν_1 6 ν_2) ØvlØ¸tsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ 1 2 U^{′′}_1 (x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x))U_1(x) = −λ_1g_1(x). (5.11)

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 21 Analogiqno funkciØ U_2(x) := P_x(ν_2 6 ν_1) ØvlØ¸tsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ 1 2 U^{′′}_2 (x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x))U_2(x) = −λ_2g_2(x). (5.12)

SkladyvaØ uravneniØ (5.11) i (5.12), my prihodim k uravneni¸, dlØ kotorogo edinstvennym ograniqennym rexeniem na vseæ prØmoæ ØvlØetsØ funkciØ toßdestvenno ravnaØ edinice, t. e. P_x(ν_1 6 ν_2) + P_x(ν_2 6 ν_1) = 1, a ffto vleqet P_x(ν_1 = ν_2) = 0.

DlØ rexeniØ zadaqi vyqisleniØ sovmestnyh raspredeleniæ funkcionala A_{ν1∧ν2} (ν_1 ∨ ν_2) i poloßeniØ brounovskogo processa W v moment ν_1 ∨ ν_2 moßno ispol~zovat~ sledu¸wiæ rezul~tat. Rassmotrim sluqaæ, kogda moment ν_1 ∧ν_2 realizuetsØ na momente

ν_1, t. e. kogda ν_1 6 ν_2.

Teorema 5.2. Pust~ fl(x), gl(x), x ∈ [a∧c, b∨h], – neotricatel~nye

kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda pri a < x < b, c < y < h d dy E_x{exp(−A_{ν1} (ν_2)); ν_1 6 ν_2, a < inf_{0≤s≤ν1} W (s), sup_{0≤s≤ν1} W (s) < b,

c < inf_{ν1≤s≤ν2} W (s), sup_{ν1≤s≤ν2} W (s) < h, W (ν_2) < y} = b∧h∫ a∨c G^{(1)}_z (x)G^{(2)}_y (z)dz,

gde funkciØ G^{(1)}_z (x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(x)−(λ_1g_1(x)+λ_2g_2(x)+f_1(x))G(x) = 0, x ∈ (a, b)\{z}, (5.13)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ_1g_1(z), (5.14)

G(a + 0) = 0, G(b − 0) = 0, (5.15)

i funkciØ G^{(2)}_y (z) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ_2g_2(z) + f_2(z))G(z) = 0, z ∈ (c, h) \ {z}, (5.16)

G^′(y + 0) − G^′(y − 0) = −2λ_2g_2(y), (5.17)

G(c + 0) = 0, G(h − 0) = 0, (5.18)

�tot rezul~tat dokazyvaetsØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 5.1.

Spravedlivy zameqaniØ analogiqnye privedennym vyxe. DlØ togo, qtoby poluqit~ rezul~tat bez ograniqeniØ na realizaci¸

22 A. N. BORODIN momenta ν_1 ∧ ν_2 nußno prosto sloßit~ rezul~taty, otveqa¸wie sluqaØm, kogda minimum realizuetsØ na kaßdom iz momentov.

6. Moment pervogo vyhoda i moment, obratnyæ k integral~nomu funkcionalu. Poluqim analog teoremy 5.2, kogda

vmesto momentov ν_1 i ν_2 vystupa¸t moment pervogo vyhoda

H_{a,b} = min{s : W (s) ∉ (a, b)} i moment, obratnyæ k integral~nomu

funkcionalu:

ν := ν(τ ) = min { s : s∫ 0 g(W (v))dv > τ } . Rassmotrim situaci¸, kogda moment H_{a,b} ∧ ν realizuetsØ na momente H_{a,b}. Pust~, krome togo, sam H_{a,b} realizuetsØ na H_b =

min{s : W (s) = b} – momente pervogo dostißeniØ urovnØ b snizu.

V fftom sluqae W (H_{a,b}) = b.

Teorema 6.1. Pust~ fl (x), g(x), x ∈ [a∧c, b∨h], – neotricatel~nye

kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda pri a < x < b i c < b < h d dz E_x{e^{−AHa,b}^^{ν (Ha,b∨ν)}; H_{a,b} ∧ ν = H_b, c < inf_{Ha,b∧ν≤s≤Ha,b∨ν} W (s), sup H_{a,b}∧ν≤s≤H_{a,b}∨ν W (s) < h, W (ν) < z} = H(x)G^ν_z (b), (6.1) gde funkciØ H(x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 H^{′′}(x) − (λg(x) + f_1(x))H(x) = 0, x ∈ (a, b), (6.2) H(a + 0) = 0, H(b − 0) = 1, (6.3)

i funkciØ G^ν_z (x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(x) − (λg(x) + f_2(x))G(x) = 0, x ∈ (c, h) \ {z}, (6.4) G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λg(z), (6.5) G(c + 0) = 0, G(h − 0) = 0, (6.6)

Zameqanie 6.1. Pri a → −∞ moment Ha,b dlØ x < b prevra-

waetsØ v H_b. Pri fftom teorema 6.1 ostaetsØ v sile, nußno lix~ levoe graniqnoe uslovie v (6.3) zamenit~ usloviem, qto funkciØ

H(x) ograniqena pri x stremØwimsØ k −∞.

Dokazatel~stvo teoremy 6.1. Sobytie Ha,b ∧ ν = Ha,b sovpa-

daet s sobytiem H_{a,b} 6 ν i, sledovatel~no, pri dopolnitel~nom

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 23

uslovii W (H_{a,b}) = b, sovpadaet s sobytiem^{Hb} ∫ 0 g(W (v)) dv 6 τ . Kak i pri dokazatel~stve teoremy 5.1 ispol~zuem odnorodnost~ i strogo markovskoe svoæstvo brounovskogo dvißeniØ.

Process ~W (s) = W (s + H_b) − W (H_b) + b, s ¿ 0, snova budet brounovskim dvißeniem, naqina¸wimsØ v toqke b, i ne zavisØwim ot F_{Hb} – σ-algebry sobytiæ, poroßdennoæ brounovskim dvißeniem W do momenta vremeni H_b. Matematiqeskoe oßidanie po takomu brounovskomu dvißeni¸ budem oboznaqat~ ~E_b.

Poloßim

ν̃(t) := min { s : s∫ 0 g(~W (v))dv > t } . Opredelenie momenta ν̃(t) sovpadaet s opredeleniem ν(t), tol~ko vmesto W beretsØ brounovskoe dvißenie ~W .

Na sobytii, opredelennom v naqale dokazatel~stva, polagaem

ν̃ := ν̃ ( τ − H_b∫

0 g(W (v)) dv ) . Kak i pri dokazatel~stve teoremy 5.1 proverØem, qto ν = H_b + ν̃, i, vyqislØØ snaqala matematiqeskoe oßidanie po τ , a zatem po ostal~nym sluqaænym veliqinam, ubeßdaemsØ, qto spravedlivo ravenstvo (6.1), gde

H(x) = E_x { exp ( − H_{a,b}∫

0 (f_1(W (v)) + λg(W (v))) dv ) ; W (H_{a,b}) = b } ,

G^ν_z (b) = d dz ~E_b { exp ( − ν̃(τ)∫

0 f_2(~W (v)) dv ) ; c < inf 0≤s≤ν̃(τ) ~W (s),

sup 0≤s≤ν̃(τ) ~W (s) < h, ~W (ν̃(τ )) < z } . Po teoreme 2.4 gl. 2 iz [5] funkciØ H(x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi (6.2), (6.3), a po teoreme 5.1 iz [6] funkciØ

G^ν_z (x) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi (6.4)–(6.6).

24 A. N. BORODIN

Primer 6.1. Issleduem vopros o raspredelenii momenta per-

vogo dostißeniØ urovnØ dlØ processa brounovskogo mosta W_{t,z}(s) := W (s) − s t (W (t) − z), s ∈ [0, t]. Rassmotrim moment pervogo dostißeniØ urovnØ b snizu, t.e. moment H^∘_b = min{s : W_{t,z}(s) = b}. Qerez H_b oboznaqaem analogiqnyæ moment dlØ brounovskogo dvißeniØ. Pri sup_0 6s6t^{Wt,z(s) < b} sqi-

taem, qto moment pervogo dostißeniØ urovnØ dlØ brounovskogo mosta ne nastupaet, polagaem ego ravnym ∞. VeroØtnost~ takogo sobytiØ izvestna (sm., naprimer, formulu 1.1.1.8 spravoqnika [7])

P_x ( sup 06s6t^{Wt,z(s) < b} ) = 1 − exp ( −^{(2}b � z � x^{)2} 2t + (x � z)^2_{2t}^)_.

Preobrazovanie Laplasa momenta pervogo dostißeniØ urovnØ dlØ brounovskogo mosta moßet byt~ transformirovano k vidu E_xe^{−βH} ffi_b

= E_x { e^{−βH} ffi_b ; sup 06s6t^{Wt,z(s)} ¿^b } = = E_x { e^{−βHb} ; sup_0

6s6t^{W (s)} ¿^b | W (t) = z } = = d dz E_x { e^{−βHb} ; H_b 6 t, W (t) < z }/ d dz P_x ( W (t) < z ) . Kak uße otmeqalos~, vmesto fiksirovannogo momenta t nußno snaqala rassmotret~ moment τ . Primenim teoremu 6.1 s uqetom zameqaniØ 6.1. Poloßim f_1(x) = β, f_2(x) = 0 i g(x) = 1. Togda soglasno fftomu rezul~tatu d dz E_x { e^{−βHb} ; H_b 6 τ, W (τ ) < z } = H(x)G^τ_z (b), (6.7)

gde funkciØ H(x) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi_1 2 H^{′′}(x) − (λ + β)H(x) = 0, x ∈ (−∞, b), (6.8) H(b − 0) = 1, (6.9)

i funkciØ G^τ_z (x) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi_1 2 G^{′′}(x) − λG(x) = 0, x ∈ (−∞, ∞) \ {z}, (6.10)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ. (6.11)

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 25 Nesloßno ubedit~sØ, qto rexeniØ fftih zadaq ime¸t vid H(x) = e^{−(b−x)√2λ+2β}, G^τ_z (x) = p_λ p_2 e^{−|x−z|√2λ}. Podeliv (6.7) na λ i obrativ

preobrazovaniØ Laplasa po λ i β (sm., formulu j priloßeniØ 3 iz [7]), poliqim, qto pri y ∈ [0, t] ∂ ∂z ∂ ∂y P_x ( H_b < y, W (t) < z ) = b � x 2πy3=2(t � y)1=2 e −(b−x)2/2ye−(b−z)2/2(t−y). Podeliv ffto sootnoxenie na plotnost~ raspredeleniØ veliqiny W (t), okonqatel~no poluqim, qto pri y ∈ [0, t] dlØ momenta pervogo dostißeniØ urovnØ dlØ brounovskogo mosta spravedliva formula d dy P_x ( H^∘_b < y ) = (b � x)t^{1=2} p_{2πy3=2(t} �_{y)1=2} exp^( −^{(b} �^{x)2}_{2y} −^{(b} �^{z)2}_{2(t} �_{y)} +^{(x} �^{z)2}_{2t}^).

7. Moment, obratnyæ k neodnorodnomu integral~nomu funkcionalu V fftom paragrafe rassmatriva¸tsØ metody naho-

ßdeniØ raspredeleniæ funkcionalov ot processa brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment, obratnyæ k neodnorodnomu integral~nomu funkcionalu special~nogo tipa.

�tot moment opredelØetsØ po formule

ν_r(t) := min { s : s∫ 0 ḡ_r(v, W (v))dv > t } , gde ḡ_r (t, x) = 1I_{[0,r)}(t)g_1(x) + 1I_{[r,∞)}(t)g_2(x).

Teorema 7.1. Pust~ F (x), fl(x), gl(x), x ∈ R, l = 1, 2,– kusoqno

nepreryvnye funkcii, f_l(x) ¿ 0, g_l(x) ¿ 0, a F (x) ograniqena. Togda

U_ν (x) := E_x { F (W (ν_{τ1} (τ )))e^{−Aτ1 (ντ1 (τ))} } =V_1(x) + ∞∫ −∞ G_x(z)V_2(z)dz, (7.1) gde funkciØ G_x(z) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ_1 + λg_1(z) + f_1(z))G(z) = 0, z ≠ x, (7.2)

G^′(x + 0) − G^′(x − 0) = −2λ_1, (7.3)

26 A. N. BORODIN

funkcii V_l(x), l = 1, 2, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi ograniqennymi rexeniØmi uravneniæ 1 2 V^{′′}_1 (x) − (λ_1 + λg_1(x) + f_1(x))V_1(x) = −λg_1(x)F (x), x ∈ R, (7.4) 1 2 V^{′′}_2 (x) − (λg_2(x) + f_2(x))V_2(x) = −λg_2(x)F (x), x ∈ R. (7.5)

Zameqanie 7.1. FunkciØ Uν (x) ØvlØetsØ edinstvennym ogra-

niqennymi rexeniem uravneniØ 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1 + λg_1(x) + f_1(x))U (x) = −λ_1V_2(x) − λg_1(x)F (x), x ∈ R,

gde V_2(x) – edinstvennoe ograniqennoe rexenie uravneniØ (7.5).

Zameqanie 7.2. Pri g1(x) = g2(x) = 1 fftot rezul~tat prevra-

waetsØ v teoremu 2.1 dlØ F_1(x) = F_2(x) = F (x).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto F (x) – dvaßdy

nepreryvno differenciruemaØ funkciØ s ograniqennymi proizvodnymi.

DlØ proizvol~nogo ϱ ¿ 0 oboznaqim

η(s) = F (W (s)) exp ( − s∫ 0 ( ϱ + f̄_{τ1} (v, W (v)) ) dv ) . PrimenØØ formulu stohastiqeskogo differencirovaniØ Ito, poluqim η(t)−η(0) = t∫ 0 exp ( − s∫ 0 ( ϱ+f̄_{τ1} (v, W (v)) ) dv )[ F^′(W (s))dW (s)+

+ 1 2 F^{′′}(W (s))ds − ( ϱ + f̄_{τ1} (s, W (s)) ) F (W (s))ds ] . (7.6)

Poskol~ku ḡ_{τ1} (v, x) – neotricatel~naØ funkciØ, to^s ∫ 0 ḡ_{τ1} (v, W (v))dv monotonno vozrastaet. �to obstoØtel~stvo pozvolØet dlØ momenta ν_{τ1} (t) i l¸bogo s ¿ 0 napisat~

1I_{[0,ντ1 (t)]}(s) = 1I_{[0,t]} (^s∫ 0 ḡ_{τ1} (v, W (v))dv ) .

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 27 V rezul~tate iz (7.6) dlØ momenta ν_{τ1} (t) poluqaem

η(ν_{τ1} (t)) − F (x) = = ∞∫ 0 1I_{[0,t]} (^s∫ 0 ḡ_{τ1} (v, W (v))dv ) exp ( − s∫ 0 ( ϱ + f̄_{τ1} (v, W (v)) ) dv ) × × [ F^′(W (s))dW (s) +^1_2 F^{′′}(W (s))ds − ( ϱ + f̄_{τ1} (s, W (s)) ) F (W (s))ds ] . UqityvaØ tot fakt, qto matematiqeskoe oßidanie stohastiqeskogo integrala ravno nul¸, imeem

E_xη(ν_{τ1} (t)) − F (x) =

= E_x ∞∫ 0 1I_{[0,t]} (^s∫ 0 ḡ_{τ1} (v, W (v))dv ) exp ( − s∫ 0 ( ϱ + f̄_{τ1} (v, W (v)) ) dv ) × × [_1 2 F^{′′}(W (s)) − ( ϱ + f̄_{τ1} (s, W (s)) ) F (W (s)) ] ds. Voz~mem ot obeih qasteæ ravenstva preobrazovanie Laplasa po peremennoæ t s parametrom λ > 0. Togda poluqim

E_xη(ν_{τ1} (τ )) − F (x) = λ ∞∫ 0 e^{−λt}E_xη(ν_{τ1} (t)) dt − F (x) =

= E_x ∞∫ 0 e^{−ϱs} exp ( − s∫ 0 ( λḡ_{τ1} (v, W (v)) + f̄_{τ1} (v, W (v)) ) dv ) ×

× [_1 2 F^{′′}(W (s)) − ( ϱ + f̄_{τ1} (s, W (s)) ) F (W (s)) ] ds. (7.7) NarØdu s momentami τ_1 i τ rassmotrim ne zavisØwiæ ot nih i ot brounovskogo dvißeniØ W (s), ffksponencial~no raspredelennyæ moment τ̃ , dlØ kotorogo P(τ̃ ¿ s) = e^{−ϱs}. Togda, prinimaØ vo vnimanie opredelenie momenta τ̃ , i primenØØ teoremu Fubini, predstavim ravenstvo (7.7) v vide

E_xη(ν_{τ1} (τ ))−F (x) =^1ϱ E_x {[_1 2 F^{′′}(W (τ̃ ))− ( ϱ+f̄_{τ1} (τ̃ , W (τ̃)) ) F (W (τ̃ )) ] ×

× exp ( − τ̃∫ 0 ( λḡ_{τ1} (v, W (v)) + f̄_{τ1} (v, W (v)) ) dv )} .

28 A. N. BORODIN DlØ matematiqeskogo oßidaniØ, stoØwego v pravoæ qasti fftogo ravenstva, primenima teorema 2.1. V rezul~tate my imeem

E_xη(ν_{τ1} (τ )) = F (x) + M^{(ϱ)}_1 (x) + ∞∫ −∞ M^{(ϱ)}_2 (z)G^{(ϱ)}_x (z)dz, (7.8)

gde funkciØ G^{(ϱ)}_x (z) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 G^{′′}(z) − (λ_1 + ϱ + λg_1(z) + f_1(z))G(z) = 0, z ≠ x,

G^′(x + 0) − G^′(x − 0) = −2λ_1,

funkcii M^{(ϱ)}_l (x), l = 1, 2, x ∈ R, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi ograniqennymi rexeniØmi uravneniæ 1 2 M^{′′}_1 (x) − (λ_1 + ϱ + λg_1(x) + f_1(x))M_1(x) = −^1_2 F^{′′}(x) + (ϱ + f_1(x))F (x), 1 2 M^{′′}_2 (x) − (ϱ + λg_2(x) + f_2(x))M_2(x) = −^1_2 F^{′′}(x) + (ϱ + f_2(x))F (x).

FunkciØ E_xη(ν_{τ1} (τ )) pri ϱ = 0 prevrawaetsØ v funkci¸ U_ν (x).

Poloßim U_1(x) = F (x) + M^{(0)}_1 (x), V_2(x) = F (x) + M^{(0)}_2 (x). Togda

U_ν (x) = U_1(x) − ∞∫ −∞ F (z)G_x(z) dz + ∞∫ −∞ V_2(z)G_x(z) dz, (7.9)

gde G_x(z) = G^{(0)}_x (z) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (7.2), (7.3), funkciØ V_2(z) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ (7.5), a funkciØ U_1(x) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1 + λg_1(x) + f_1(x))U (x) = −(λ_1 + λg_1(x))F (x).

Tak kak po formule Grina funkciØ R(x) :=^∞ ∫ −∞ F (z)G_x(z) dz ØvlØ-

etsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ 1 2 R^{′′}(x) − (λ_1 + λg_1(x) + f_1(x))R(x) = −λ_1F (x),

to funkciØ V_1(x) = U_1(x) − R(x) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ (7.4).

NEODNORODNYE FUNKCIONALY 29 Tem samym, pri predpoloßenii, qto F (x) – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ s ograniqennymi proizvodnymi, teorema dokazana.

Ot usloviØ gladkosti funkcii F (x) moßno izbavit~sØ s pomow~¸ approksimacii kusoqno nepreryvnoæ funkcii F (x) dvaßdy nepreryvno differenciruemymi funkciØmi F_n(x). Podrobno o takom predel~nom perehode sm. dokazatel~stvo teoremy 2.2, gl. 2 iz [5].

Literatura

1. A. N. Kolmogorov, Über die Analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Mathemat. Ann. 104 (1931), 415–458, russkiæ perevod: UMN,

V (1938), s. 5–41.

2. M. Kac, On distribution of certain Wiener functionals. — Trans. Amer. Math.

Soc. 65 no. 1 (1949), 1–13.

3. M. Kac, On some connections between probability theory and differential and integral equations. Proc. Second Berkley Symp. Math. Stat. Probab. (1951), pp. 189–215.

4. Has~minskiæ R. Z. Raspredelenie veroØtnosteæ dlØ funkcionalov ot traektoriæ sluqaænogo processa diffuzionnogo tipa. Dokl. Akad. Nauk SSSR, — 104, ˝ 1 (1955), 22–25.

5. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ. Trudy Matematiqeskogo in-ta im. V. A. Steklova RAN, Nauka, S.Peterburg (1994).

6. A. N. Borodin, O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment obratnyæ ko vremeni prebyvaniØ. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI, 228 (1996), 39–56.

7. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae.

Second Edition. Birkhäuser, Basel-Boston-Berlin, 2002.

Borodin A. N. On distributions of special non-homogenious functionals of Brownian motion.

In the paper we develop some methods for calculations of the distributions of special non-homogenious functionals of Brownian motion. Some interesting examples of applications of these methods are considered.

Postupilo 24 noØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: borodin@pdmi.ras.ru