Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

A. L. Smirnov

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K-TEORII

Vvedenie

V preprinte Panina i avtora [1] vvedeny aksiomy dlØ teoriæ kogomologiæ algebraiqeskih mnogoobraziæ, analogiqnye aksiomam Stinroda–�ælenberga dlØ topologiqeskih teoriæ (razumeetsØ, bez normalizacii kogomologiæ toqki), i sootvetstvu¸wie aksiomy dlØ kol~cevyh teoriæ. Pri proverke togo, qto algebraiqeskaØ K-teoriØ udovletvorØet fftim aksiomam, vyØvilos~ sledu¸wee obstoØtel~stvo: v izvestnyh istoqnikah ne udalos~ obnarußit~ dokazatel~stva pravila Leæbnica (sm. 1.3.1), opisyva¸wego vzaimodeæstvie umnoßeniØ s differencialom. Cel~ fftoæ stat~i sostoit v tom, qtoby privesti dokazatel~stvo fftogo pravila.

Differencial K(U ) → K(X, U ), kak i otnositel~naØ Kgruppa K(X, U ), vvedeny Tomasonom i Trobo [2]. Odnako privedennye v [2] svedeniØ ne pozvolili avtoru odnoznaqno identificirovat~ differencial, i prixlos~ vypisat~ ego Øvnoe opredelenie. Bolee togo, poskol~ku proverka pravila Leæbnica trebuet akkuratnoæ raboty s umnoßeniØmi, bylo rexeno (ispol~- zuØ simmetriqeskie spektry, kak bolee prisposoblennye dlØ rexeniØ mul~tiplikativnyh problem) zanovo pereopredelit~ Kteori¸ i sravnit~ rezul~tat s teorieæ iz [2]. Osnovnoæ rezul~- tat stat~i, vkl¸qa¸wiæ kak rezul~tat sravneniØ, tak i pravilo Leæbnica, sformulirovan v teoreme 2.1.1.

Plan proverki pravila Leæbnica sostoit v tom, qtoby estestvennym obrazom opredelit~ differencial v terminah podhodØweæ monoidal~noæ struktury. Pri uslovii, qto i umnoßeniØ estestvenno opredeleny v teh ße terminah, svoæstva ih vzaimodeæstviØ s differencialom ne dolßny vyzyvat~ trudnosteæ.

DlØ osuwestvleniØ fftogo plana preßde vsego sleduet vybrat~

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 03-01-00633a). 264

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 265 kategori¸, kotoraØ, pomimo udobnyh gomotopiqeskih sredstv, obladala by i sootvetstvu¸wimi mul~tiplikativnymi svoæstvami. V kaqestve takovoæ vybrana gomotopiqeskaØ kategoriØ model~noæ kategorii simmetriqeskih spektrov punktirovanyh simplicial~nyh mnoßestv.

Sledu¸wiæ xag sostoit v postroenii K-funktora so znaqeni- Ømi v vybrannoæ gomotopiqeskoæ kategorii, opisanii umnoßeniØ na nem i opisanii differenciala v terminah monoidal~- noæ struktury. Simmetriqeskiæ spektr K-teorii i sootvetstvu¸wee umnoßenie opisany v stat~e Geæssera i Hessel~hol~- ta [3], gde, odnako, vmesto simplicial~nyh mnoßestv rassmatriva¸tsØ kompaktno-poroßdennye prostranstva. Differencial voznikaet iz otoßdestvleniØ spektra K(U ) s konusom morfizma K(X, U ) → K(X) i estestvennogo differenciala iz fftogo konusa v nadstroæku ΣK(X, U ) (vozmoßnost~ takogo otoßdestvleniØ – soderßatel~nyæ fakt, dokazannyæ v [2]). Pri fftom konus i nadstroæka opredeleny v terminah pravogo deæstviØ gomotopiqeskoæ kategorii simplicial~nyh mnoßestv na gomotopiqeskoæ kategorii simplicial~nyh simmetriqeskih spektrov.

Zakl¸qitel~nyæ xag proverki svoæstv K-teorii opiraetsØ na formalizm monoidal~nyh model~nyh kategoriæ, predstavlennyæ v knige Hovi [4], i ne soderßit osobyh trudnosteæ. DlØ primeneniØ fftogo formalizma, odnako, sleduet otoßdestvit~ gomotopiqeskie gruppy simmetriqeskih spektrov K-teorii s Hom’ami v gomotopiqeskoæ kategorii i ustanovit~ neobhodimye monoidal~nye i model~nye svoæstva ispol~zuemyh kategoriæ i funktorov. Otoßdestvlenie opiraetsØ na soderßatel~nyæ fakt, a imenno na to, qto konstrukciØ Val~dhauzena privodit poqti k Ω-spektru (sm. 3.5.7). Neobhodimye model~nye i monoidal~nye svoæstva v osnovnom ustanovleny v preprinte Hovi, Xipli i Smita [5], hotØ prixlos~ utoqnit~ rØd formulirovok i proverit~ nekotorye utverßdeniØ.

Avtor blagodarit I. Panina za poleznye obsußdeniØ i M. Hovi za predostavlennye svedeniØ o model~nyh kategoriØh.

1.Predvaritel~nye svedeniØ

Zdes~ napomina¸tsØ aksiomy dlØ teorii kogomologiæ algebraiqeskih mnogoobraziæ i kol~cevoæ teorii kogomologiæ, perviqnye versii kotoryh predstavleny v [1].

266 A. L. SMIRNOV

1.1. Osnovnye kategorii.

Termin “mnogoobrazie” ispol~zuetsØ dlØ proizvol~nogo, v tom qisle i osobogo, kvaziproektivnogo mnogoobraziØ nad fiksirovannym polem k.

KategoriØ gladkih kvaziproektivnyh mnogoobraziæ oboznaqena Sm; strelki Sm, kak pravilo, nazyva¸tsØ otobraßeniØmi. KategoriØ gladkih otkrytyh par oboznaqaetsØ SmOp. Ob¨ekty SmOp – ffto pary (X, U ), gde X – gladkoe mnogoobrazie, a U otkryto v X. Morfizmom (X, U ) → (Y, V ) nazyvaetsØ otobraßenie f : X → Y , dlØ kotorogo f(U ) ⊂ V . Sqitaem, qto Sm ⊂ SmOp, otoßdestvlØØ X s (X, ∅).

DlØ pary P ∈ SmOp pust~ X_P i U_P ee pervyæ i vtoroæ fflement, a j_P : U_P → X_P i i_P : (X_P , ∅) → (X_P , U_P ) (1)

estestvennye vloßeniØ.

Na kategorii SmOp imeetsØ simmetriqeskaØ monoidal~naØ struktura: P ×Q = (X ×Y, X ×V ∪U ×Y ) dlØ P = (X, U ), Q = (Y, V ); ee ediniceæ ØvlØetsØ pt = Spec(k), a izomorfizmom perestanovki – t : (x, y) → (y, x). KategoriØ abelevyh grupp oboznaqena Ab; ee strelki nazyva- ¸tsØ operatorami.

1.2. Teorii kogomologiæ.

Privodimye niße aksiomy dlØ teorii kogomologiæ algebraiqeskih mnogoobraziæ analogiqny aksiomam Stinroda–Uaætheda dlØ topologiqeskih teoriæ. EdinstvennaØ aksioma, netrivial~no perenosØwaØsØ v algebraiqesku¸ geometri¸, ffto aksioma vyrezaniØ. NeobhodimaØ dlØ uspexnoæ gomotopiqeskoæ teorii “gibkost~” algebraiqeskih mnogoobraziæ obespeqena imenno fftoæ aksiomoæ i osobenno tem, qto ispol~zuetsØ fftal~noe vyrezanie, a ne, k primeru, vyrezanie po Zarisskomu.

1.2.1. Opredelenie. TeoriØ kogomologiæ sostoit iz kontrava-

riantnogo funktora A : SmOp → Ab i morfizma funktorov (differenciala) ∂_P : A(U_P ) → A(P ), dlØ kotoryh vypolneny nißepereqislennye svoæstva.

• LokalizaciØ: posledovatel~nost~^{jAP}→ A(U_P )^{∂P}→ A(P )^{iAP}→

A(X_P )^{jAP}→ toqna (zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (1), a re-

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 267 zul~tat primeneniØ funktora A oboznaqen s pomow~¸ verhnego indeksa).

• Vyrezanie: operator A(X, U ) → A( ~X, ~U), inducirovannyæ morfizmom e : ( ~X, ~U ) → (X, U ), ØvlØetsØ izomorfizmom, esli e : ~X → X fftalen vo vseh toqkah ~Z = ~X − ~U i induciruet izomorfizm ~Z i Z = X − U .

• GomotopiqeskaØ invariantnost~: operator A(X) → A(X ×

A^1), inducirovannyæ proekcieæ X × A^1 → X, ØvlØetsØ izo-

morfizmom.

PredpolagaetsØ, qto A ØvlØetsØ Z-graduirovannym funktorom, a ∂_P – graduirovannyæ operator stepeni (+1). Gruppa A(X, U ) moßet oboznaqat~sØ A_Z(X), gde Z = X − U , i nazyvat~sØ kogomologiØmi X s nositelØmi v Z.

1.2.2. K-teoriØ. AlgebraiqeskaØ K-teoriØ ukladyvaetsØ v op-

redelenie 1.2.1: dlØ pary P = (X, U ) rassmotrim spektr K(P ) = K^{naive}(X on Z_P ) [2, 3.1 i 1.5.2], gde Z = X−U , i poloßim A^n(P ) = π_{−n}K(P ). Morfizm K(f) opredelen s pomow~¸ funktora f^∗ [2, 3.14 i 3.16.7]. Otmetim, qto spektr K(P ) ØvlØetsØ (-1)-svØznym, to est~ π_nK(P ) = 0 dlØ n < 0 [2, 1.5.3]. Tem samym, A^n(P ) = 0 dlØ n > 0.

Krome togo, dlØ n ≤ 0 gruppa A^n(X) kanoniqeski izomorfna [2, 3.10] gruppe Kvillena K^Q_{−n}(X), qto, v qastnosti, pokazyvaet gomotopiqesku¸ invariantnost~ A dlØ gladkih X. Vyrezanie vytekaet iz [2, 3.19]. Qto kasaetsØ differenciala, to ego vybor Øvno ne zafiksirovan v [2], hotØ suwestvovanie ∂, dlØ kotorogo verna lokalizaciØ, vytekaet iz [2, 5.1] i ffpimorfnosti π_0(r_0) : K_0(X) → K_0(U ) dlØ gladkih X [6, 8.7]. Differencial fiksiruetsØ v 2.2.4 i 2.5.

V dal~neæxem budet ispol~zovana sledu¸waØ terminologiØ.

1.2.3. Opredelenie. Izomorfizm iz teorii kogomologiæ A v te-

ori¸ kogomologiæ B – ffto izomorfizm graduirovannyh funktorov A → B, perestanovoqnyæ s differencialom.

1.3. Kol~cevye teorii.

Vvodimye niße kol~cevye teorii kogomologiæ sledovalo by nazyvat~ kommutativnymi kol~cevymi teoriØmi. Rassmotrenie tol~ko kommutativnogo sluqaØ vyzvano ßelaniem uprostit~ tekst.

268 A. L. SMIRNOV

1.3.1. Opredelenie. TeoriØ kogomologiæ A nazyvaetsØ kol~ce-

voæ, esli zadan morfizm graduirovannyh funktorov (umnoßenie) A(P ) ⊗ A(Q) → A(P × Q) (a ⊗ b → a ∪ b), a kaßdoe mnogoobrazie X snabßeno fflementom (ediniceæ) 1_X ∈ A^0(X), funktorial~no zavisØwim ot X, tak, qto verno sledu¸wee:

1. neætral~nost~ edinicy: a ∪ 1_Y = p^A_1 a, 1_X ∪ b = p^A_2 b dlØ l¸byh (X, U ), (Y, V ), a ∈ A(X, U ), b ∈ A(Y, V ), gde p_1 i p_2 – proekcii X × Y na X i Y ;

2. associativnost~: (a∪b)∪c = a∪(b∪c) dlØ a ∈ A(P ), b ∈ A(Q), c ∈ A(R); 3. kommutativnost~: t^A(a ∪ b) = (−1)^{mn}b ∪ a dlØ l¸byh a ∈ A^n(P ), b ∈ A^m(Q), gde t : Q × P → P × Q – izomorfizm perestanovki;

4. pravilo Leæbnica: ∂_{X×Q}(a ∪ y) = (−1)^na ∪ ∂_Qy, ∂_{P ×Y} (x ∪ b) = ∂_P x ∪ b dlØ l¸byh P = (X, U ), Q = (Y, V ), a ∈ A^n(X), x ∈ A(U ), b ∈ A(Y ), y ∈ A(V ). 1.3.2. Vnexnee i vnutrennee umnoßenie. Naliqie umnoßeniØ

a ∪ b ravnosil~no naliqi¸ vnutrennego umnoßeniØ A(X, U ) ⊗ A(X, V ) → A(X, U ∩V ), zadannogo formuloæ a⊗b → ab = Δ^A(a∪b), gde Δ : X → X × X diagonal~. Pri fftom svoæstva a ∪ b perepisyva¸tsØ oqevidnym obrazom v sootvetstvu¸wie svoæstva umnoßeniØ ab: (1) a1_X = a = 1_X a dlØ a ∈ A(X, U ); (2) (ab)c = a(bc) dlØ l¸byh a ∈ A(X, U ), b ∈ A(X, V ), c ∈ A(X, W ); (3) ∂(ax) = (−1)^na∂x, ∂(xa) = (∂x)a dlØ l¸byh (X, U ), a ∈ A^n(X), x ∈ A(X, U ). Vnutrennee umnoßenie s fftimi svoæstvami opredelØet ∪-umnoßenie po formule a ∪ b = p^A_1 (a)p^A_2 (b), gde p_1 i p_2 – proekcii X × Y na X i Y . 1.3.3. K-teoriØ. �tot primer prodolßaet primer 1.2.2. Vnu-

trennee umnoßenie ukazano v [2, 3.15.4]. Krome togo, soglasno [2, 3.15] K(X) ØvlØetsØ “gomotopiqeskim” kol~cevym spektrom, priqem [2, 3.15] ukazannye umnoßeniØ “associativny s toqnost~¸ do soglasovannyh gomotopiæ” [2, 3.15], qto vleqet associativnost~ K-teorii.

DlØ polnogo opisaniØ teorii ostalos~ ukazat~ edinicy, a takße proverit~ kommutativnost~ umnoßeniØ i soglasovannost~ ∂ i umnoßeniØ. �to sdelano v razdele 2.

V dal~neæxem budet ispol~zovana sledu¸waØ terminologiØ.

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 269

1.3.4. Opredelenie. Izomorfizm iz kol~cevoæ teorii kogomolo-

giæ A v kol~cevu¸ teori¸ B – ffto izomorfizm iz teorii kogomologiæ A v teori¸ B (sm. 1.2.3), perevodØwiæ proizvedenie v proizvedenie i edinicu v edinicu.

2. Svoæstva K-teorii Po priqine, poØsnennoæ vo vvedenii, teoriØ iz primerov 1.2.2 i 1.3.3 niße oboznaqaetsØ K^{T T} . Zdes~ poluqen osnovnoæ rezul~- tat stat~i (sm. 2.1.1): K^{T T} -teoriØ ØvlØetsØ kol~cevoæ v smysle 1.3.1, i, v qastnosti, dlØ nee vypolnØetsØ pravilo Leæbnica.

Osnovnye deæstviØ proishodØt v kategorii HSp, t.e. v gomotopiqeskoæ kategorii simmetriqeskih spektrov, postroennoæ po kategorii punktirovannyh simplicial~nyh mnoßestv (sm. 3.5). Na HSp zadana struktura triangulirovannoæ kategorii (sm. 3.5.3) s funktorom sdviga Σ.

2.1. Formulirovka rezul~tata.

Osnovnoæ rezul~tat stat~i predstavlen sledu¸weæ teoremoæ.

2.1.1. Teorema. S parami P, Q ∈ SmOp i gladkim mnogoobrazi-

em X svØzany sledu¸wie dannye: gruppy K_n(P ) (sm. 2.2.2), funktorial~no zavisØwie ot P ; operatory ∂^l_P : K_n(U_P ) → K_{n+1}(P ) (sm. 2.4.4); umnoßenie K_r (P ) × K_s(Q) → K_{r+s}(P × Q) i fflement 1_X ∈ K_0(X) (sm. 2.3.2). UtverßdaetsØ, qto ffti dannye predstavlØ¸t soboæ kol~cevu¸ teori¸ kogomologiæ.

Takße ime¸tsØ sledu¸wie dannye: gruppy K^{T T}_n (P ) (sm. 2.2.2), funktorial~no zavisØwie ot P ; operatory ∂_P : K^{T T}_n (U ) → K^{T T}_{n+1}(P ); umnoßenie K^{T T}_r (P ) × K^{T T}_s (Q) → K^{T T}_{r+s}(P × Q) i fflement 1_X ∈ K^{T T}_0 (X). Vse ffti dannye, krome 1_X i ∂_P , predstavleny v primerah 1.2.2 i 1.3.3. Operator ∂_P : K^{T T}_n (U_P ) → K^{T T}_{n+1}(P ) opredelen kak ν ∘ ∂^l_P ∘ ν^{−1}, gde izomorfizm ν opredelen v 2.5. �lement 1_X opredelen kak ν-obraz 1_X ∈ K_0(X). UtverßdaetsØ, qto ffti dannye predstavlØ¸t soboæ kol~cevu¸ teori¸ kogomologiæ.

Krome togo, utverßdaetsØ, qto kol~cevaØ teoriØ kogomologiæ K izomorfna kol~cevoæ teorii kogomologiæ K^{T T} s pomow~¸ izomorfizma ν.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy rassredotoqeno po raznym razdelam: utverßdenie pro K-teori¸ provereno v 2.2.2 i 2.3.2; utverßdenie pro K^{T T} -teori¸ poluqaetsØ iz faktov, upomØnutyh

270 A. L. SMIRNOV v primerah 1.2.2 i 1.3.3, i dokazannyh v 2.5 i 2.4.4; utverßdenie ob izomorfizme provereno v 2.5.

2.2. Opredelenie K-teorii.

Zdes~ zanovo pereopredelØetsØ K-teoriØ i dlØ vnov~ postroennoæ versii proverØ¸tsØ vse svoæstva teorii kogomologiæ (sm. 1.2.1).

2.2.1. Gomotopiqeskie dannye dlØ K-teorii. �ti dannye so-

stoØt iz kontravariantnogo funktora K : SmOp → HSp i morfizma funktorov ∂_P : K(U_P ) → ΣK(P ) so sledu¸wimi svoæstva- mi: 1. lokalizaciØ: treugol~nik K(P )^{K(iP )}→ K(X_P )^{K(jP )}→ K(U_P )^{∂P}→ ΣK(P ) vydelen v triagulirovannoæ kategorii HSp;

2. vyrezanie: strelka K(X, U ) → K( ~X, ~U ), inducirovannaØ otobraßeniem e iz svoæstva vyrezaniØ opredeleniØ 1.2.1 ØvlØetsØ izomorfizmom;

3. gomotopiqeskaØ invariantnost~: strelka K(X) → K(X ×

A^1), inducirovannaØ proekcieæ X × A^1 → X, ØvlØetsØ izo-

morfizmom (X mnogoobrazie).

Takie dannye postroeny niße v 2.2.3 i 2.2.4. Pri fftom svoæstvo lokalizacii provereno v 2.2.4, a svoæstva vyrezaniØ i gomotopiqeskoæ invariantnosti vyteka¸t iz sravneniØ K^{T T} - teorii i K-teorii (sm. 2.5) i sootvetstvu¸wih svoæstv K^{T T} - teorii (sm. 1.2.2).

2.2.2. Postroenie K-teorii. Po dannym iz 2.2.1 poluqaem te-

ori¸ kogomologiæ:

K_n(P ) = Hom(Σ^nS, K(P )). (3)

Zdes~ S – sferiqeskiæ simmetriqeskiæ spektr, a dlØ n < 0 funktor Σ^n sleduet ponimat~ kak Ω^{−n}, gde Ω – funktor petel~ v HSp (sm. 3.5.3). Pri fftom dlØ postroeniØ ∂_P : K_n(U_P ) → K_{n−1}(P ) ispol~zuetsØ otoßdestvlenie

Hom(Σ^{n−1}S, K(P ))^∼→ Hom(Σ^nS, ΣK(P )); f → Σf, (3)

ØvlØ¸weesØ izomorfizmom v silu obratimosti funktora Σ (sm. 3.5.3).

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 271

2.2.3. Funktor K : SmOp → HSp. Na ob¨ektah K-funktor opre-

delen ravenstvom K(P ) = K(Pc(P )), (4)

gde K(Pc(P )) – simmetriqeskiæ spektr K-teorii (sm. 2.6.3) dlØ kategorii Val~dhauzena Pc(P ). �ta kategoriØ sostoit iz ograniqennyh kompleksov koneqnomernyh vektornyh rassloeniæ na X_P , acikliqnyh na U_P , a struktura Val~dhauzena takova: korassloenie – ffto poqlenno raswepimyæ monomorfizm, ffkvivalentnost~ – ffto kvaziizomorfizm. KategoriØ Pc(P ) vvedena v [2], gde ograniqennye kompleksy koneqnomernyh vektornyh rassloeniæ nazyva¸tsØ strogo soverxennymi kompleksami.

DlØ opredeleniØ K-funktora na strelke f : P → Q ispol~zuetsØ funktor obratnogo obraza f^∗ : Pc(Q) → Pc(P ). Buduqi toqnym funktorom kategoriæ Val~dhauzena (kompleksy sostoØt iz lokal~no svobodnyh O-moduleæ !), f^∗ induciruet HSp-morfizm simmetriqeskih spektrov K(f) : K(Q) → K(P ). Otmetim, qto, hotØ K(P ) i K(f) opredeleny v (dogomotopiqeskoæ) kategorii spektrov Sp (sm. 3.1), oni ne predstavlØ¸t soboæ funktor v fftu kategori¸, a stanovØtsØ funktorom, tol~ko buduqi rassmotrennymi v HSp. �to svØzano s tem, qto dlØ otobraßeniæ P^f→ Q^g→ R funktory (gf)^∗ i f^∗g^∗ izomorfny, no, voobwe govorØ, ne ravny, i, tem samym, kompoziciØ inducirovannyh Sp-morfizmov ne sovpadaet s morfizmom, inducirovannym kompozicieæ. DlØ proverki ravenstva K(gf) = K(f)∘K(g) v gomotopiqeskoæ kategorii dostatoqno po izomorfizmu (gf)^∗ ≃ f^∗g^∗ postroit~ gomotopi¸ hw (sm. 3.6.2) meßdu K(gf) i K(f) ∘ K(g) i vospol~zovat~sØ tem, qto gomotopnye morfizmy model~noæ kategorii da¸t odin i tot ße morfizm gomotopiqeskoæ kategorii [4, 1.2.10 (iii)].

2.2.4. Postroenie differenciala. Rassmotrim paru P =

(X, U ) i otobraßeniØ j = j_P i i = i_P (sm. 1.1). DlØ postroeniØ differenciala ∂_P v posledovatel~nosti

K(P )^{K(i)}→ K(X)^{K(j)}→ K(U )^{∂P}→ ΣK(P ) (5)

dopolnim (sm. 3.5.5) strelku K(i) do vydelennogo treugol~nika v HSp K(P )^{K(i)}→ K(X)^b→ Cone K(i)^∂→ ΣK(P ) (6)

272 A. L. SMIRNOV i opredelim ∂_P s pomow~¸ diagrammy K(X)^b−−−−→ Cone K(i)^∂−−−−→ ΣK(P ) = φ ∂P = ∂ ∘ φ^{−1} K(X)^{K(j)}−−−−→ K(U ), (7)

gde ostalos~ ukazat~ φ i proverit~ ego obratimost~. UqityvaØ (sm. 3.5.5), qto konus Cone K(i) – kopredel diagrammy

K(P ) ⊗^L Δ[1]_∗^{∂1}← K(P )^{K(i)}→ K(X), opredelim φ soglasovannymi morfizmami iz ee koncov: K(j) : K(X) → K(U ) i

h : K(P ) ⊗^L Δ[1]_∗ → K(U ). (8)

Zdes~ h – ffto v suwnosti nul~-gomotopiØ dlØ (ji)^∗, a toqnee, h – skvoznoæ morfizm posledovatel~nosti K(P ) ⊗^L Δ[1]_∗^q→ K(P ) ⊗

Δ[1]_∗^{hw0(f )}→ K(U ), gde f : 0 → (ji)^∗ – edinstvennyæ morfizm fftih funktorov, deæstvu¸wih iz Pc(P ) v Pc(U ). Morfizm f ØvlØetsØ slaboæ ffkvivalentnost~¸, i hw^0(f) – ego nul~-gomotopiØ (sm. 3.6.2). Strelka q – ffto morfizm sravneniØ ⊗^L- i ⊗- proizvedeniæ iz 3.5.2.

Obratimost~ φ ØvlØetsØ soderßatel~nym faktom, po suwestvu dokazannym v [2,5.1 i 5.2]. DlØ postroeniØ φ^{−1} ispol~zuetsØ kodekartovost~ kvadrata K(P )^{K(i)}−−−−→ K(X) K^{(j)} ∗ −−−−→ K(U ) i soglasovannye morfizmy b : K(X) → Cone K(i) i ∗ → Cone K(i) iz ego uglov. DlØ proverki kodekartovosti primenimy rassußdeniØ iz [2, 5.1 i 5.2] s uqetom ffpimorfnosti K_0(X) → K_0(U ) dlØ gladkih X. Pri fftom vmesto teoremy [2, 1.8], ispol~zu¸weæ ne opredelennoe v [2] ponØtie korassloennoæ posledovatel~nosti, luqxe ispol~zovat~ neposredstvenno teoremu [7, 1.6.4].

Nakonec, otmetim kommutativnost~ diagrammy (7): ona vytekaet iz opredeleniØ φ na K(X)-qasti Cone K(i). Tem samym treugol~nik (5) vydelen, buduqi izomorfnym treugol~niku (6). �to dokazyvaet svoæstvo lokalizacii iz 2.2.1.

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 273

2.3. Umnoßenie v K-teorii.

Kak i samu K-teori¸, umnoßeniØ udobno stroit~ na urovne gomotopiqeskoæ kategorii spektrov. Neobhodimye dlØ fftogo dannye opisany v 2.3.1 i pred¨Øvleny v 2.3.3. UmnoßeniØ neposredstvenno v K-gruppah ukazany v 2.3.2.

2.3.1. Gomotopiqeskie dannye dlØ umnoßeniØ. Umnoßenie v

K-teorii udobno predstavit~ s pomow~¸ troæki (K, m, α), vkl¸- qa¸weæ, pomimo kofunktora K : SmOp → HSp, morfizm bifunktorov m : K(P ) ⊗^L K(Q) → K(P × Q) (9) i strelku α : S → K(pt), gde S – sferiqeskiæ spektr (sm. 3.3.4), a ⊗^L – umnoßenie na HSp (sm. 3.5.1). Pri fftom dannye (K, m, α) dolßny udovletvorØt~ svoæstvam soglasovannosti struktury monoidal~nogo funktora [4, 4.1.2], za iskl¸qeniem togo, qto ne trebuetsØ obratimosti m i α. Toqnee govorØ, dolßny byt~ kommutativny tri diagrammy: odna iz nih sravnivaet dva perehoda ot K(P ) ⊗^L K(Q) ⊗^L K(R) k K(P × Q × R), vtoraØ sravnivaet dva perehoda ot S ⊗^L K(P ) k K(P ), tret~Ø sravnivaet dva perehoda ot K(P ) ⊗^L S k K(P ).

Umnoßenie m kommutativno, esli vypolneno svoæstvo simmetriqeskoæ monoidal~nosti (27) kofunktora K: m ∘ t = K(t) ∘ m, gde levoe t – perestanovka simmetriqeskoæ struktury HSp, a pravoe t – perestanovka v SmOp.

2.3.2. Umnoßenie v K-gruppah. PredpolagaØ, qto dannye

(K, m, α) iz 2.3.1 uße postroeny, poluqaem edinicu 1_X = p^∗(α ∘ id_S ) ∈ K_0(X), gde p – proekciØ X → pt, i umnoßenie K_r (P ) × K_s(Q) → K_{r+s}(P × Q), ispol~zuØ opredelenie (2) i monoidal~nyæ formalizm. Toqnee govorØ, pust~ a : Σ^rS → K(P ) – fflement K_r (P ) i b : Σ^sS → K(Q) – fflement K_s(Q). Proizvedenie a ∪ b opredelØetsØ kak kompoziciØ Σ^{r+s}S → Σ^rS ⊗^L Σ^sS^{a⊗Lb}→ K(P ) ⊗^L K(Q)^m→ K(P × Q), gde levaØ strelka ukazana v 3.5.4.

Neætral~nost~ 1_X i associativnost~ ∪-umnoßeniØ vyteka¸t iz ukazannyh v 2.3.1 svoæstv troæki (K, m, α), a kommutativnost~ m vleqet sootnoxenie a ∪ b = ε^{rs}b ∪ a, gde ε – avtomorfizm toßdestvennogo funktora HSp, voznika¸wiæ, vsledstvie obratimosti

274 A. L. SMIRNOV

Σ^∞S^1 , iz perestanovki t : X ⊗^L Y → Y ⊗^L X dlØ X = Y = Σ^∞S^1 . Izvestno, qto ε = −1.

2.3.3. Postroenie umnoßeniØ K-spektrov. Dannye α i m po

suwestvu opisany v [3, 6.1]: vse konstrukcii ottuda bez truda perenosØtsØ v simplicial~nu¸ oblast~ zamenoæ geometriqeskoæ realizacii na diagonal~nyæ funktor (sm. 2.6.1). Tem samym ime¸tsØ Sp-morfizmy α : S → K(pt) i μ : K(P ) ⊗ K(Q) → K(P × Q), gde μ inducirovano toqnym po kaßdomu argumentu bifunktorom Ps(P ) × Ps(Q) → Ps(P × Q), perevodØwim (E, F ) v E ⊗ F (tenzornoe proizvedenie obratnyh obrazov). DlØ dannyh (K, μ, α) v kategorii Sp vse svoæstva umnoßeniØ (vkl¸qaØ kommutativnost~) iz 2.3.1 verny s toqnost~¸ do gomotopii, qto moßno uvidet~ s pomow~¸ izomorfizmov sootvetstvu¸wih funktorov i gomotopiæ iz 3.6.

Pereædem k gomotopiqeskoæ kategorii i opredelim m kompozicieæ m : K(P ) ⊗^L K(Q)^q→ K(P ) ⊗ K(Q)^μ→ K(P × Q), (10) gde q opredeleno v 3.5.2. Dannye (K, m, α) predstavlØ¸t soboæ kommutativnoe umnoßenie v smysle 2.3.1.

2.4. Vzaimodeæstvie differenciala i umnoßeniØ.

Pust~ P = (X, U ) ∈ SmOp, a Y ∈ Sm. Pravilo Leæbnica (sm. 1.3.1) sleduet (sm. 2.4.4) iz kommutativnosti diagrammy K(Y ) ⊗^L K(U )^{1⊗L∂P}−−−−→ K(Y ) ⊗^L K(P ) ⊗^L S^1, m m⊗^L1 K(Y × U )^{∂Y ×P}−−−−→ K(Y × P ) ⊗^L S^1 , (11)

gde gorizontal~nye strelki ispol~zu¸t ravenstvo ΣA = A ⊗^L S^1 (sm. 3.5.3). Po opredeleni¸ differenciala (7) ffto svoditsØ k kommutativnosti diagrammy K(Y ) ⊗^L K(U )^1�^{L∂P}←−−−−− K(Y ) ⊗^L Cone K(i_P )^1�^{LbP}−−−−−→ K(Y ) ⊗^L K(P ) ⊗^L S^1 ? y ? y^γ ? y K(Y × U )^φ←−−−−− Cone K(i_Y �_P )^{bY ×P}−−−−−→ K(Y × P ) ⊗^L S^1, (12) gde b_P i b_{Y ×P} – ffto morfizm b iz (6) dlØ par P i Y × P , a strelka γ ukazana niße.

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 275

2.4.1. Postroenie γ. Pol~zuØs~ 3.5.6, otoßdestvim K(Y ) ⊗^L

Cone K(i_P ) s konusom Cone(K(Y ) ⊗^L i_P ) i opredelim γ morfizmom diagrammy kopredela, opredelØ¸wego fftot konus, v diagrammu, opredelØ¸wu¸ konus Cone K(i_{Y ×P} ). �tot morfizm poluqaetsØ primeneniem umnoßeniØ m v kaßdoæ verxine.

2.4.2. Kommutativnost~ levogo kvadrata iz (12). Kommutativ-

nost~ na “osnovanii” konusa Cone(K(Y )⊗^L i_P ) svoditsØ (po opredeleni¸ γ) k funktorial~nosti umnoßeniØ m. Kommutativnost~ na “konusnoæ” qasti, to est~ na K(Y ) ⊗^L K(P ) ⊗^L Δ[1]_∗, svoditsØ (po opredeleni¸ φ i γ) k estestvennosti vzaimodeæstviØ nul~- gomotopii i umnoßeniØ, t.e. k kommutativnosti kvadrata K(Y ) ⊗^L K(U )^{h⊗L1}←−−−− K(Y ) ⊗^L K(P ) ⊗^L Δ[1]_∗, m m⊗^L1 K(Y × U )^h←−−−− K(Y × P ) ⊗^L Δ[1]_∗, (13)

gde h – gomotopiØ iz (8). Kommutativnost~ fftogo kvadrata svodim, ispol~zuØ slabu¸ monoidal~nost~ funktora lokalizacii (sm. 3.5.2), k kommutativnosti kvadrata (45) v gomotopiqeskoæ kategorii. Vot neobhodimye dlØ postroeniØ (45) dannye: A = Ps(Y ), C = Ps(P ), D = Ps(U ), ~C = Ps(Y × P ), ~D = Ps(Y × U ), μ = ⊗, F_0 = 0, ~F_0 = 0, F_1 = j^∗i^∗, ~F_1 = (Y × j^∗)(Y × j^∗), f = 0, ~f = 0, μ_0 = 0, μ_1 : A ⊗ (j^∗i^∗C) → j^∗_Y i^∗_Y (A ⊗ C) – izomorfizm zameny bazy.

2.4.3. Kommutativnost~ pravogo kvadrata iz (12). Na “konus-

noæ” qasti konusa Cone(K(Y )⊗^L i_P ), t.e. na K(Y )⊗^L K(P )⊗^L Δ[1]_∗, kommutativnost~ sleduet iz funktorial~nosti ⊗^L, primenennoæ k umnoßeni¸ m i proekcii Δ[1]_∗ → S^1.

Na “osnovanii” Cone(K(Y ) ⊗^L i_P ), to est~ na K(Y ) ⊗^L K(X), kommutativnost~ oqevidna (obe kompozicii ravny nul¸ za sqet gorizontal~nyh strelok).

2.4.4. Vyvod pravila Leæbnica iz kommutativnosti (11).

Pora ukazat~, qto differencial ∂_P iz 2.2.4 ØvlØetsØ pravym differencialom. �to oznaqaet, qto

∂_{Y ×P} (a ∪ u) = a ∪ ∂_P u (14)

dlØ l¸byh a ∈ K(Y ), u ∈ K(U ). Deæstvitel~no, v silu Zgraduirovannosti moßno sqitat~ a i u odnorodnymi: a ∈

276 A. L. SMIRNOV

Hom(Σ^r S, K(Y )), u ∈ Hom(Σ^sS, K(U )). RassmatrivaØ kompozici¸ (sm. opredelenie umnoßeniØ 2.3.2) morfizma Σ^{r+s}S → Σ^rS ⊗^L

Σ^sS^{a⊗Lu}→ K(Y ) ⊗^L K(U ) s dvumØ obhodami diagrammy (11), poluqaem v toqnosti sootnoxenie (14).

Opredelim, nakonec, tot differencial, dlØ kotorogo vypolnØetsØ pravilo Leæbnica iz 1.3.1 (levyæ differencial), polo- ßiv ∂^l_P (u) = (−1)^s∂_P (u), u ∈ K_s(U ). (15)

Iz (14) poluqaem

∂^l_{Y ×P} (a ∪ u) = (−1)^r a ∪ ∂^l_P u, (16)

gde r – graduirovka a. Vospol~zovavxis~ kommutativnost~¸ umnoßeniØ (sm. 2.3.2), poluqim ots¸da ∂^l_{P ×Y} (u ∪ a) = ∂^l_P u ∪ a. (17) PoØsnim priqiny vvedeniØ iskomogo (levogo) differenciala s pomow~¸ pravogo: v [4] horoxo opisano pravoe deæstvie S_∗ na Sp i nadstroæka opredelena v ego terminah. DlØ prØmogo opredeleniØ levogo differenciala moßno vypisat~ analogiqnye levye struktury, qto razumno dlØ sluqaØ nekommutativnogo umnoßeniØ. Odnako K-umnoßenie kommutativno, i avtor predpoqel vospol~zovat~sØ fftim.

2.5. Sravnenie s teorieæ Tomasona–Trobo.

V [2] ne ukazano, kakaØ iz mnogoqislennyh (i bolee ili menee ffkvivalentnyh) versiæ ponØtiØ spektra imeetsØ v vidu. Budem sqitat~, qto K^{T T} (P ) = K^N_t (Pc(P )), gde kategoriØ Pc(P ) so strukturoæ Val~dhauzena opisana v 2.2.3, a spektr K^N_t (C) kategorii Val~dhauzena C opisan v 2.6.2.

Ukaßem izomorfizm funktorov

ν : K_n(P ) → K^{T T}_n (P ), (18)

soglasovannyæ s umnoßeniem. �to pozvolit Øvno opredelit~ ∂ v primere 1.2.2 i edinicy 1_X ∈ K^{T T} (X) v primere 1.3.3.

PrØmo iz opredeleniæ vidno, qto funktor zabyvaniØ simmetriqeskoæ struktury Sp → SpNperevodit simmetriqeskiæ spektr K(P ) v nesimmetriqeskiæ spektr K^N (Pc(P )) (2.6.1). Tem samym π_nK(P ) = π_nK^N (Pc(P )), tak kak obe gruppy opredeleny

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 277 kak kopredel pokomponentnyh gomotopiqeskih grupp [5, 3.1.9], a π_nK(P ) = Hom(Σ^nS, K(P )) (zdes~ rassmatriva¸tsØ morfizmy kategorii HSp) (sm. 3.5.7). UqityvaØ otoßdestvlenie gomotopiqeskih grupp simplicial~nogo i topologiqeskogo spektrov π_nK^N (Pc(P )) = π_nK^N_t (Pc(P )) (2.6.4), poluqaem izomorfizm ν.

Umnoßenie v [2, 3.15] ukazano ne s bol~xeæ stepen~¸ opredelennosti, qem kategoriØ spektrov. Tem ne menee ime¸waØsØ pri vvedenii umnoßeniØ ssylka na [7, niße 1.5.3], privela k predpoloßeni¸, qto na K^2-teorii umnoßenie zadano sledu¸wim obrazom.

Soglasno [7, 1.5] prostranstvo |N.wS^n_· C| gomotopiqeski ffkvivalentno prostranstvu petel~ ot |N.wS^{n+1}_· C| pri n ≥ 1. Tem samym otobraßenie iz induktivnoæ sistemy, opredelØ¸weæ K^2_r (P ), π_{r+n}(|N_·wS^n_· C|) → K^2_r (P ), C = Pc(P ) (19)

ØvlØetsØ izomorfizmom pri n ≥ 1. Pofftomu dlØ opredeleniØ umnoßeniØ na K^2-gruppah dostatoqno dlØ D = Pc(Q) i E = Pc(P × Q) opredelit~ sparivanie π_{r+1}(|N_·wS_·C|) × π_{s+1}(|N_·wS_·D|) → π_{r+s+2} (|N_·wS^2_· E|). (20) Bitoqnyæ funktor C × D → E (2.3.3) induciruet [7, 1.5] sparivanie |N_·wS_·C| ⊗ |N_·wS_·D| → |N_·wS^2_· E|, (21) kotoroe i opredelØet umnoßenie (20).

Imenno s fftim umnoßeniem i sravnivaetsØ umnoßenie iz 2.3.2. UtverßdaetsØ, qto dlØ a ∈ K_r (P ) i b ∈ K_s(Q) proizvedenie a ∪ b perehodit pri izomorfizme sravneniØ ν v proizvedenie νa i νb, opredelennoe s pomow~¸ (20) i (19).

�to svoditsØ k kommutativnosti diagrammy π_{r+1}(KP_1) × π_{s+1}(KQ_1) −−−−−→ πr (KP ) × πs(KQ) −−−−−→ Kr (P ) × Ks(Q), ? y ? y (22) π_{r+s+2}K(P × Q)_2 −−−−−→ πr+sK(P × Q) −−−−−→ Kr+s(P × Q), gde pervye (gorizontal~nye) strelki – morfizmy induktivnyh sistem, vtorye strelki zadany s pomow~¸ izomorfizmov iz 3.5.7, a vertikal~nye strelki – umnoßenie (20) i umnoßenie iz 2.3.2. Proverka kommutativnosti fftoæ diagrammy opuwena.

278 A. L. SMIRNOV

2.6. Spektry K-teorii kategorii Val~dhauzena.

Zdes~ fiksiruetsØ ponØtie spektra K-teorii dlØ kategorii Val~dhauzena C. Toqnee govorØ, s kategorieæ C svØzany qetyre spektra: K(C), K_t(C), K^N (C) i K^N_t (C), gde t – priznak togo, qto komponenty spektra – topologiqeskie prostranstva (a ne simplicial~nye mnoßestva), a N ukazyvaet na to, qto ffto ne simmetriqeskiæ spektr.

PoØsnim priqiny rassmotreniØ fftih spektrov. Simmetriqeskiæ simplicial~nyæ spektr K(C) naibolee udoben kak dlØ mul~tiplikativnyh zadaq (v silu ego simmetriqnosti), tak i dlØ gomotopiqeskih zadaq (konstrukcii konusa i nadstroæki po suwestvu simplicial~ny). Nesimmetriqeskiæ topologiqeskiæ spektr K^N_t (C) neobhodim dlØ sravneniØ s teorieæ [2]. Simmetriqeskiæ topologiqeskiæ spektr K_t(C) horox tem, qto kak on, tak i umnoßeniØ dlØ nego Øvno opisany v [3]. Nakonec, nesimmetriqeskiæ simplicial~nyæ spektr K^N (C) – ffto estestvennyæ mostik meßdu K(C) i K^N_t (C). Pereædem k opisani¸ fftih spektrov.

2.6.1. Spektr K^N (C). Simplicial~nyæ spektr K^N (C) leßit v

kategorii SpN[5, 1.2.1], t.e. v kategorii spektrov, postroennoæ po kategorii simplicial~nyh mnoßestv S_∗. On poluqaetsØ zamenoæ geometriqeskoæ realizacii v ishodnoæ konstrukcii Val~dhauzena na diagonal~nyæ funktor D_·, prevrawa¸wiæ (punktirovannye) polisimplicial~nye mnoßestva v (punktirovannye) simplicial~nye.

DlØ bolee toqnogo opisaniØ napomnim [7, s. 330], qto S_·-konstrukciØ Val~dhauzena po n-simplicial~noæ kategorii Val~dhauzena E stroit (n + 1)-simplicial~nu¸ kategori¸ Val~dhauzena S_·E. Opredelim n-oe prostranstvo spektra K^N (C) kak

K^N (C)_n = D_·N_·wS^n_· C ∈ S_∗, (23)

gde S^n_· C = S_·(S_·(. . . S_·C))), a N_· – funktor nerva, prevrawa¸wiæ punktirovannye n-simplicial~nye kategorii v punktirovannye n-simplicial~nye mnoßestva. V qastnosti, K(C)_0 = N_·wC.

DlØ opredeleniØ strukturnyh morfizmov spektra

S^1 ⊗ K^N (C)_n → K^N (C)_{n+1} (24)

rassmotrim morfizm (1 + n)-simplicial~nyh kategoriæ

[1] × wS^n_· C → wS_·(S^n_· C), (25)

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 279 opisyvaemyæ tak (neformal~no levaØ qast~ – ffto 1-ostov pravoæ qasti [7, s. 329]): ob¨ekt X × Y otpravim v Z, gde Z_{i,j} = Y , esli X_i ≠ X_j i Z_{i,j} = 0, esli X_i = X_j . Tak kak morfizm (25) posle perehoda k nervam propuskaetsØ qerez S^1 = Δ[1]/∂Δ[1], to primenenie D_· daet strukturnye morfizmy (24).

2.6.2. Spektr K^N_t (C). Topologiqeskiæ spektr K^N_t (C) leßit v

kategorii spektrov, postroennoæ po kategorii punktirovannyh kompaktno-poroßdennyh prostranstv T_∗. �ta kategoriØ spektrov ukazana v [5, 6.2.1] i oboznaqena SpN_{T∗} .

Spektr K^N_t (C) stroitsØ toqno tak ße, kak i spektr K^N (C) za iskl¸qeniem togo, qto vmesto diagonal~nogo funktora ispol~- zuetsØ funktor geometriqeskoæ realizacii | · |, prevrawa¸wiæ punktirovannye polisimplicial~nye mnoßestva v punktirovannye kompaktno-poroßdennye prostranstva.

Toqnee govorØ, K^N_t (C)_n = |N_·wS^n_· C| ∈ T_∗, a strukturnye morfizmy spektra S^1_t ⊗ K^N_t (C)_n → K^N_t (C)_{n+1} poluqa¸tsØ iz (25) perehodom k nervam, geometriqeskim realizaciØm i uqetom raz i navsegda zafiksirovannogo izomorfizma |S^1| ≃ S^1_t (gde S^1_t – evklidova okrußnost~ iz [5, 6.2]).

2.6.3. Spektry Kt(C) i K(C). Simmetriqeskiæ spektr Kt(C)-

teorii v kategorii Sp_{T∗} ukazan v [3, 6.1]. Zdes~ Sp_{T∗} – kategoriØ simmetriqeskih spektrov, postroennaØ po kategorii punktirovannyh kompaktno-poroßdennyh topologiqeskih prostranstv. �ta kategoriØ ukazana v [5, 6.2.2] i oboznaqena tam Sp^Σ_{T∗} .

Simplicial~naØ versiØ fftogo spektra K(C) ∈ Sp prinadleßit kategorii simplicial~nyh simmetriqeskih spektrov (sm. 3.1) i poluqaetsØ pri zamene v konstrukcii [3, 6.1] geometriqeskoæ realizacii na diagonal~nyæ funktor D_·, prevrawa¸wiæ (punktirovannye) polisimplicial~nye mnoßestva v (punktirovannye) simplicial~nye. Tem samym ego n-taØ komponenta – ffto K(C)_n = D_·N_·wS_·C^Q, gde Q = {1, . . ., n}, polisimplicial~naØ kategoriØ wS_·C^Q opisana v [3, 6.1], a deæstvie Σ_n na D_·N_·wS_·C^Q proishodit iz deæstviØ na Q.

280 A. L. SMIRNOV

2.6.4. Sravnenie K^N_t (C) i K^N (C). Simplicial~nyæ spektr

K^N (C) pozvolØet voobwe izbeßat~ ispol~zovaniØ topologiqeskogo spektra K^N_t (C). Deæstvitel~no, teorema �ælenberga– Zil~bera pozvolØet otoßdestvit~ |K^N (C)| i K^N_t (C), gde | · | :

SpN_{→ Sp}N_{T∗ – funktor geometriqeskoæ realizacii, zadannyæ po-}

komponentno. Ots¸da, v svo¸ oqered~, voznikaet otoßdestvlenie π_n(K^N (C)) ≃ π_n(K^N_t (C)), poskol~ku gomotopiqeskie gruppy simplicial~nogo mnoßestva opredeleny kak gomotopiqeskie gruppy ego geometriqeskoæ realizacii.

3. Ispol~zuemye gomotopiqeskie struktury 3.1. Osnovnye kategorii.

Potrebu¸tsØ sledu¸wie kategorii:

• S_∗ – kategoriØ punktirovannyh simplicial~nyh mnoßestv; • Sp – kategoriØ simmetriqeskih spektrov, postroennaØ po kategorii punktirovannyh simplicial~nyh mnoßestv [5, 1.2.2].

3.2. Model~nye struktury.

Zdes~ fiksiru¸tsØ model~nye struktury [4, 1.1] na kategoriØh S_∗ i Sp.

DlØ S_∗ model~naØ struktura opisana v [5, 3.4.4], dlØ Sp – v [5, 3.4.4]. Poskol~ku trebovaniØ k model~noæ kategorii [5, 3.2.3] menee ßestkie, qem v [4] (ne trebuetsØ ni vybora, ni suwestvovaniØ funktorial~noæ faktorizacii), to sleduet ubedit~sØ, qto Sp moßet byt~ snabßena takoæ strukturoæ. DlØ Sp naliqie funktorial~noæ faktorizacii po suwestvu dokazano v [5, 3.4.6;3.4.8]. HotØ funktorial~nost~ i ne zaØvlena v formulirovkah, ona Øsna iz dokazatel~stva, kotoroe opiraetsØ na lemmu [5, 3.2.11], ispol~zuemu¸ dlØ postroeniØ faktorizacii.

3.3. Zamknutye monoidal~nye struktury.

Zdes~ fiksiru¸tsØ sledu¸wie struktury:

• struktura zamknutoæ simmetriqeskoæ monoidal~noæ kategorii na S_∗;

• struktura zamknutogo pravogo S_∗-modulØ na Sp; • struktura zamknutoæ simmetriqeskoæ S_∗-algebry na Sp. Pri fftom ispol~zuetsØ terminologiØ iz [4, 4.1]. Proizvedenie vo vseh sluqaØh oboznaqaetsØ X ⊗ Y (hotØ v nekotoryh istoqnikah ono moßet oboznaqat~sØ X ∧ Y ).

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 281

3.3.1. Terminologiqeskie predupreßdeniØ. Vyraßenie vida

X_1 ⊗ · · · ⊗ X_n dlØ monoidal~nyh struktur (kategoriæ, moduleæ i t.d.) ponimaetsØ kak rezul~tat fiksirovannoæ rasstanovki skobok; rezul~tat inoæ rasstanovki otoßdestvlØetsØ s fftim neØvnym ispol~zovaniem sootvetstvu¸wih izomorfizmov associativnosti (izomorfizmy perestanovki, proishodØwie iz “simmetriqeskoæ” qasti dannyh simmetriqeskih monoidal~nyh struktur vsegda ukazany Øvno).

Pri rabote s zamknutymi monoidal~nymi strukturami ispol~zu¸tsØ zameny Hom_l(X, Y ) = Hom(X, Y ) i Hom_r(X, Y ) = Y^X [4, niße 4.1.14]; v simmetriqeskih sluqaØh sqitaetsØ, qto Y^X = Hom(X, Y ), a izomorfizmy soprØßennosti φ_l : Hom(X ⊗ Y, Z)^∼→ Hom(Y, Hom(X, Z)) i φ_r : Hom(Y ⊗X, Z)^∼→ Hom(Y, Hom(X, Z)) svØ- zany s pomow~¸ perestanovki X ⊗ Y → Y ⊗ X iz simmetriqeskoæ struktury.

3.3.2. ZamknutaØ simmetriqeskaØ monoidal~naØ struktura na S∗. �ta struktura standartna [5, 1.1]; ee edinica – ffto S^0 =

Δ[0]_+. Utoqnim oboznaqeniØ: S^1 = Δ[1]/∂Δ[1], S^n = S^1 ⊗ · · · ⊗ S^1 .

3.3.3. Struktura zamknutogo S∗-modulØ na Sp. Struktura za-

mknutogo (pravogo) S_∗-modulØ na Sp opisana v [5, 1.3]. V qastnosti, dlØ simmetriqeskih spektrov X, Y ∈ Sp i K ∈ S_∗ oprede- leny X ⊗ K ∈ Sp, X^K ∈ Sp, Hom(X, Y ) ∈ S_∗. 3.3.4. Struktura zamknutoæ simmetriqeskoæ S∗-algebry na Sp. DlØ struktury Sp kak zamknutoæ simmetriqeskoæ S∗-algeb-

ry nußny [4, 4.1.9; 4.1.14 i niße] zamknutaØ simmetriqeskaØ monoidal~naØ struktura na Sp i zamknutyæ monoidal~nyæ funktor i : S_∗ → Sp, ØvlØ¸wiæsØ simmetriqeskim.

SimmetriqeskaØ monoidal~naØ struktura na Sp ukazana v [5, 2.2]; ee edinica – ffto sferiqeskiæ spektr S. DlØ ukazaniØ zamknutoæ struktury v silu simmetriqnosti dostatoqno (sm. 3.3.1) ukazat~ Hom(X, Y ) i izomorfizm soprØßennosti Hom(X ⊗ Y, Z)^∼→ Hom(Y, Hom(X, Z)) �to sdelano v [5, 2.2.9; 2.2.10].

DlØ ukazaniØ i nado zadat~ [4, 4.1.5, 4.1.2] troæku (F, m, α). V kaqestve F voz~mem funktor ∞-nadstroæki [5, 1.2.4]:

Σ^∞ : S_∗ → Sp, (26)

282 A. L. SMIRNOV v kaqestve α – toßdestvennyæ morfizm Σ^∞S^0 = S. Ostalos~ vvesti m : F (K) ⊗ F (L) → F (K ⊗ L) i proverit~ simmetriqnost~, t.e. kommutativnost~ diagrammy F (K) ⊗ F (L)^m−−−−→ F (K ⊗ L) t F (t) F (L) ⊗ F (K)^m−−−−→ F (L ⊗ K), (27)

gde t – izomorfizm perestanovki simmetriqeskih monoidal~nyh struktur. Tak kak suwestvovanie “estestvennyh” m lix~ zaØvleno v [5, 2.2.6(1)]), to pridetsØ ih pred¨Øvit~ (bez fftogo trudno govorit~ o kommutativnosti (27)).

Tak kak F (K) ⊗ F (L) – kopredel diagrammy F (K) ⊗ F (L)^{m⊗1}← F (K)⊗S⊗F (L)^{1⊗m}→ F (K)⊗F (L) [5, s. 16] (gde ⊗ – proizvedenie sootvetstvu¸wih simmetriqeskih posledovatel~nosteæ [5, 2.1]), a m – strukturnyæ morfizm S-modulØ, proishodØwiæ iz struktury sootvetstvu¸wego simmetriqeskogo spektra), to dostatoqno postroit~ soglasovannye morfizmy iz ee koncov. Pol~zuØs~ [5, 2.1.14], dlØ fftogo dostatoqno ukazat~ (Σ_p × Σ_q )-ffkvivariantnye otobraßeniØ S^p ⊗K⊗S^q ⊗L → S^{p+q} ⊗K⊗L, gde deæstvie gruppy na pravoæ qasti opredeleno standartnym vloßeniem Σ_p ×Σ_q ⊂ Σ_{p+q} . Kak dlØ levogo, tak i dlØ pravogo konca diagrammy ffto odno i to ße otobraßenie: s_p ⊗k⊗s_q ⊗l → (s_p ⊗s_q )⊗k⊗l. Legko proverit~ (takße ispol~zuØ [5, 2.1.14]), qto tak opredelennye morfizmy iz koncov diagrammy soglasovany i, tem samym poluqit~ opredelenie m iz struktury simmetriqeskogo monoidal~nogo funktora i. Takße legko proverit~ kommutativnost~ (27), imeØ v vidu, qto v Sp i v kategorii simmetriqeskih posledovatel~nosteæ t(x ⊗ y) = ρ_{q,p}(y ⊗ x), gde x ⊗ y ∈ X_p ⊗ Y_q, a ρ_{q,p} ∈ Σ_{p+q} perestavlØet, sohranØØ porØdok, naqal~nye p qisel s q zakl¸qitel~nymi qislami [5, niße 2.1.4]. Tem samym opisanie struktury simmetriqeskoæ S_∗-algebry na Sp zaverxeno.

Ostalos~ dopolnit~ monoidal~nyæ funktor i = (F, m, α) do zamknutogo monoidal~nogo funktora [4, 4.1.14] (F, m, α, U, φ), gde S_∗ ← Sp : U – funktor, soprØßennyæ sprava k F = Σ^∞, a φ – izomorfizm sorØßennosti

Hom(Σ^∞K, X)^∼→ Hom(K, U X).

PodhodØt U (X) = X_0 [5, 2.2.5] i φ(f) = f_0.

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 283

3.3.5. Vzaimodeæstvie struktur S∗-algebry i pravogo S∗- modulØ. Na kategorii Sp imeetsØ struktura zamknutogo pravo-

go S_∗-modulØ iz 3.3.3 i struktura zamknutogo pravogo S_∗-modulØ, poluqennaØ oslableniem struktury zamknutoæ simmetriqeskoæ S_∗-algebry iz 3.3.4. UtverßdaetsØ, qto ffti dve struktury izomorfny (a ne tol~ko ffkvivalentny), t.e. imeetsØ izomorfizm bifunktorov X ⊗ Σ^∞K → X ⊗ K. (28) �tot izomorfizm ukazan v [5, niße 2.2.5].

3.4. Vzaimodeæstvie monoidal~nyh i model~nyh struktur.

Teper~ rassmotrim vzaimodeæstvie monoidal~nyh struktur iz 3.3 i model~nyh struktur iz 3.2: oni soglasovany, no fftomu utverßdeni¸ sleduet pridat~ smysl.

Vo-pervyh, model~nye struktury na kategoriØh S_∗, Sp uvaßaemy monoidal~nymi strukturami, t.e. monoidal~ny [4, 4.2.6]. DlØ S_∗ ffto dokazano v [4, 4.2.10], dlØ Sp – v [5, 5.3.8].

Vo-vtoryh, sleduet proverit~, qto model~nye struktury uvaßa¸tsØ ne tol~ko monoidal~nymi strukturami na samih kategoriØh, no i sootvetstvu¸wimi funktorami. Toqnee govorØ, utverßdaetsØ sledu¸wee

1) struktura zamknutogo pravogo S_∗-modulØ na Sp ØvlØetsØ strukturoæ pravoæ S_∗-model~noæ kategorii na Sp [4, 4.2.18];

2) struktura zamknutoæ simmetriqeskoæ S_∗-algebry na Sp ØvlØetsØ strukturoæ simmetriqeskoæ monoidal~noæ S_∗- model~noæ kategorii [4, 4.2.20].

Pervyæ punkt svoditsØ (v silu korassloennosti edinicy v S_∗) k proverke togo, qto umnoßenie ⊗ : Sp × S_∗ → Sp ØvlØetsØ bifunktorom Kvillena [4, 4.2.1]. Inymi slovami, sleduet ubedit~sØ, qto “proizvedenie” f�g korassloeniæ – snova korassloenie (priqem trivial~noe, esli libo f, libo g trivial~no). �to svoditsØ ko vtoromu punktu s uqetom izomorfizma (28).

Vtoroæ punkt svoditsØ k proverke togo, qto Σ^∞ – ffto monoidal~nyæ funktor Kvillena [4, 4.2.16], a v silu korassloennosti edinicy S_∗ k tomu, qto on ØvlØetsØ funktorom Kvillena [4, 1.3.1], t.e. sohranØet korassloeniØ (provereno v [5, 3.4.2(3)]) i trivial~nye korassloeniØ (sleduet iz [5, 3.1.8]).

284 A. L. SMIRNOV

3.5. Struktury na gomotopiqeskih kategoriØh.

Model~nye struktury S_∗, Sp (sm. 3.2) pozvolØ¸t rassmotret~ gomotopiqeskie kategorii HS_∗, HSp. KaßdaØ iz nih imeet te ße ob¨ekty, qto i ishodnaØ model~naØ kategoriØ. Krome togo, imeetsØ funktor (lokalizacii) iz ishodnoæ model~noæ kategorii v ee gomotopiqesku¸ kategori¸. �tot funktor toßdestvenen na ob¨ektah. Pereædem k opisani¸ dopolnitel~nyh struktur na gomotopiqeskih kategoriØh.

3.5.1. Gomotopiqeskie zamknutye monoidal~nye struktury. Soglasovannost~ model~nyh i monoidal~nyh struktur po-

zvolØet perenesti poslednie v gomotopiqeskie kategorii i poluqit~:

• strukturu zamknutoæ simmetriqeskoæ monoidal~noæ kategorii na HS_∗;

• strukturu zamknutogo pravogo HS_∗-modulØ na HSp; • strukturu zamknutoæ simmetriqeskoæ HS_∗-algebry na HSp. Vse ffto poluqaetsØ avtomatiqeski primeneniem [4, 4.3.4].

Umnoßenie vo vseh sluqaØh oboznaqaetsØ ⊗^L.

Monoidal~nyæ funktor HS_∗ → HSp iz struktury sootvetstvu¸weæ algebry oboznaqaetsØ Σ^∞ vmesto LΣ^∞ (levyæ proizvodnyæ [4, 1.3.6]), tak kak korassloennost~ vseh ob¨ektov S_∗ vleqet ravenstvo LΣ^∞ = Ho(Σ^∞). Inymi slovami, LΣ^∞ – edinstvennoe rasprostranenie Σ^∞ na vse morfizmy HS_∗.

S uqetom fftogo iz 3.3.5 avtomatiqeski poluqaetsØ izomorfizm bifunktorov

X ⊗^L Σ^∞K → X ⊗^L K. (29)

3.5.2. SvØz~ ⊗^L- i ⊗-umnoßeniæ. DlØ l¸boæ monoidal~noæ

model~noæ kategorii C imeetsØ estestvennoe preobrazovanie iz novyh ⊗^L-proizvedeniæ v starye ⊗-proizvedeniØ, t.e. imeetsØ estestvennyæ morfizm (v gomotopiqeskoæ kategorii):

X_1 ⊗^L X_2 · · · ⊗^L X_n

X_1 ⊗ X_2 · · · ⊗ X_n.

(30)

Inymi slovami, lokalizaciØ C → Ho(C) – slabo monoidal~- nyæ funktor, t.e. udovletvorØet vsem svoæstvam monoidal~nogo

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 285 funktora [4, 4.1.2] za iskl¸qeniem togo, qto morfizm F (X) ⊗ F (Y ) → F (X ⊗ Y ) ne obØzan byt~ izomorfizmom. DlØ postroeniØ (30) napomnim [4, 4.3], qto ⊗^L-umnoßenie – proizvodnyæ funktor ot ⊗ [4, 1.3.2] i tem samym X ⊗^L Y = QX ⊗ QY , gde Q – funktor korassloennoæ zameny iz struktury funktorial~- noæ faktorizacii model~noæ kategorii. �ta faktorizaciØ daet morfizmy q_i : QX_i → X_i, i (30) opredelen kak q_1 ⊗ · · · ⊗ q_n.

AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i dlØ l¸bogo “bifunktora” Kvillena ⊗ : C × D → E [4, 4.2.1] i ego proizvodnogo “bifunktora” ⊗^L : Ho(C) × Ho(D) → Ho(E) [4, 4.3.1], t.e. imeetsØ estestvennoe preobrazovanie iz novyh ⊗^L-proizvedeniæ v starye ⊗-proizvedeniØ. V qastnosti, takoe preobrazovanie imeetsØ dlØ struktury pravogo S_∗-modulØ na Sp.

3.5.3. TriangulØcii. Zdes~ ukazyvaetsØ triangulØciØ HSp v

smysle [4, 7.1.1], qto pozvolØet poluqit~ i triangulØci¸ v standartnom smysle. DlØ fftogo nado vvesti predtriangulØcii [4, 6.5.2] i proverit~ stabil~nost~ Sp, t.e. “obratimost~” nadstroæki v HSp.

PredtriangulØciØ na gomotopiqeskoæ kategorii voznikaet avtomatiqeski [4, zameqanie niße 6.5.2] iz punktirovannoæ model~noæ struktury na ishodnoæ (dogomotopiqeskoæ) kategorii. Odnako monoidal~naØ S_∗-model~naØ struktura na dogomotopiqeskoæ kategorii pozvolØet [4, 6.6.4] zamenit~ v fftoæ predtriangulØcii HS_∗-deæstvie “model~nogo proishoßdeniØ” izomorfnym emu HS_∗-deæstviem, proishodØwim iz monoidal~noæ S_∗- model~noæ struktury (podnØt~ deæstvie na dogomotopiqeskiæ uroven~). V qastnosti, pri ssylkah na [4] podrazumevaetsØ, qto pri upominanii tam deæstviØ “model~nogo proishoßdeniØ” ono zamenØetsØ deæstviem “monoidal~nogo proishoßdeniØ”.

V qastnosti, nadstroæka zadana kak ΣX = X ⊗^L S^1 , a funktor petel~ kak ΩY = RHom(S^1 , Y ) [4, 6.1.1]. �to soprØßennye funktory, i tem samym imeetsØ morfizm funktorov i : X → ΩΣX. DlØ zaverxeniØ triangulØcii ostalos~ ubedit~sØ, qto i – izomorfizm. �to sleduet iz [5, 3.1.14(3)] s uqetom sledu¸wih obstoØtel~stv: (a) moßno sqitat~, qto X kofibranten, tak kak dostatoqno proverit~ izomorfiqnost~ i na izomorfnom emu QX; tem samym X ⊗^L S^1 = X ⊗ S^1 (S^1 korassloena [5, s. 26]); (b) pust~ Y – simmetriqeskiæ spektr, poluqennyæ iz ΣX pokomponentnym primeneniem rassloennoæ zameny v model~noæ katego-

286 A. L. SMIRNOV rii S_∗, togda Y_n – kompleks Kana, i imeetsØ urovnevaØ slabaØ ffkvivalentnost~ ΣX → Y (znaqit, ffto stabil~naØ ffkvivalentnost~ i izomorfizm v gomotopiqeskoæ kategorii). Krome togo, prØmo iz opredeleniØ stabil~nyh rassloeniæ i korassloeniæ sleduet, qto ffto rassloenie. Tem samym ΩΣX = Hom(S^1 , Y ).

3.5.4. Nadstroæka sferiqeskogo spektra i ⊗^L. DlØ opredele-

niØ umnoßeniØ v K-gruppah trebuetsØ kanoniqeskiæ izomorfizm

Σ^r S ⊗^L Σ^sS → Σ^{r+s}S. (31)

DlØ ego postroeniØ rassmotrim izomorfizm γ : Σ^∞S^r ⊗^L Σ^∞S^s → Σ^∞S^{r+s} , ØvlØ¸wiæsØ kompozicieæ umnoßeniØ iz struktury Σ^∞, kak monoidal~nogo funktora HS_∗ → HSp (sm. 3.5.1), i otoßdestvleniØ S^{r+s} = S^r ⊗ S^s = S^r ⊗^L S^s. Izomorfizm (31) poluqaetsØ iz γ s pomow~¸ otoßdestvleniØ Σ^∞S^d ≃ Σ^dS. �to otoßdestvlenie (izomorfizm) poluqaetsØ iz izomorfizma (29) dlØ X = S i K = S^d.

3.5.5 Vydelennye treugol~niki. Nam potrebuetsØ vydelen-

nost~ nekotoryh treugol~nikov v HSp, t.e. [4, 7.1.6] korassloennost~ nekotoryh posledovatel~nosteæ. UtverßdaetsØ, qto dlØ l¸boæ Sp-strelki f : A → B posledovatel~nost~

A^f→ B^b→ Cone(f)^∂→ A ⊗^L S^1 (32)

korassloena, gde konus Cone(f) – kopredel iz diagrammy A^f−−−−→ B ∂1 b A ⊗^L Δ[1]_∗ −−−−→ Cone(f), (33)

a ∂_1 – ffto ⊗^L-proizvedenie A i strelki Δ[0]_+ → Δ[1]_∗, perevodØweæ 0 v 1. Strelka ∂ opredelena soglasovannymi strelkami A ⊗^L (Δ[1]_∗ → S^1) i B → ∗.

PoØsnim ffto: korassloennost~ – svoæstvo posledovatel~nosti A → B → C, snabßennoæ dopolnitel~noæ strukturoæ [4, 6.2.6]. DlØ additivnyh kategoriæ ffta dopolnitel~naØ struktura svoditsØ [4, 7.1.3] k strelke C → ΣA. Poskol~ku HSp additivna [4, 7.1.2] vsledstvie stabil~nosti Sp (sm. 3.5.3), to moßno govorit~ o korassloennosti posledovatel~nosteæ vida A → B → C → ΣA.

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 287 DlØ togo qtoby ubedit~sØ v korassloennosti (32), nado proverit~, qto ffta posledovatel~nost~ izomorfna standartnoæ korassloennoæ posledovatel~nosti A^f→ B^{pf}→ C(f)^{∂f}→ ΣA, (34) gde A korassloen, f – korassloenie, a ko-sloæ C(f) opredelen kak kopredel A^f−−−−→ B p^f ∗ −−−−→ C(f), (35)

a ∂_f ukazan v [4, 6.2.1] kak qast~ kodeæstviØ ΣA na C(f).

Snaqala proverim korassloennost~ (32) v sluqae, kogda spektr A korassloen, a f korassloenie. DlØ fftogo sravnim ee s (34) s pomow~¸ diagrammy A^f−−−−→ B^{pf}−−−−→ C(f)^{∂f}−−−−→ ΣA = = i = A^f−−−−→ B^b−−−−→ Cone(f)^∂−−−−→ ΣA, (36)

gde i : Cone(f) → C(f) opredelen soglasovannymi strelkami iz diagrammy kopredela (33), opredelØ¸weæ konus: p_f : B → C(f) i A ⊗^L Δ[1]_∗ → ∗. Moßno proverit~ (ispol~zuØ monoidal~nost~ deæstviØ S_∗), qto i – slabaØ ffkvivalentnost~, a pravyæ kvadrat v (36) kommutativen. Takim obrazom (32) korassloena, buduqi HSp-izomorfnoæ verhneæ stroke v (36).

V obwem sluqae, primenØØ funktor korassloennoæ zameny, poluqim diagrammu A^f−−−−→ B^b−−−−→ Cone(f)^{∂f}−−−−→ ΣA q p σ^q QA^i−−−−→ B^{′ b′}−−−−→ Cone(i)^{∂i}−−−−→ ΣQA, (37)

gde q – morfizm korassloennoæ zameny. Tem samym, QA korassloen, a q – trivial~noe rassloenie. Spektr B^′ i strelki i, p voznika¸t iz funktorial~noæ faktorizacii morfizma

288 A. L. SMIRNOV

fq : QA → B. Tem samym, i – korassloenie, a p – trivial~noe rassloenie. NißnØØ stroka korassloena vvidu korassloennosti QA i i. EdinstvennaØ strelka Cone(i) → Cone(f), dela¸waØ diagrammu kommutativnoæ, ffto HSp-izomorfizm (t.k. takovy q i p). Itak, stroki HSp-izomorfny i verhnØØ korassloena.

3.5.6. Konus i ⊗^L. DlØ dannyh X^f→ Y i Z v kategorii HSp

sledu¸waØ diagramma daet izomorfizm verneæ i nißneæ strok Z ⊗^L Y^{b1⊗Lf}−−−−→ Cone(Z ⊗^L f)^{∂1⊗Lf}−−−−→ Z ⊗^L X ⊗^L S^1 = c = Z ⊗^L Y^{1⊗Lbf}−−−−→ Z ⊗^L Cone(f)^{1⊗L∂f}−−−−→ Z ⊗^L X ⊗^L S^1 , (38)

gde b_f , b_{1⊗}L_f , ∂_f , ∂_{1⊗}L_f ukazany v (32); c opredeleno soglasovannymi morfizmami iz diagrammy kopredela (35), opredelØ¸wego konus, a imenno ⊗^L-proizvedeniØmi 1_Z i morfizmov v Cone(f) iz ego opredeleniØ. Obratimost~ c sleduet iz vydelennosti treugol~nika (32) i toqnosti ⊗^L [4, 6.5.1(i)].

3.5.7. Gomotopiqeskie gruppy kak Hom v gomotopiqeskoæ kategorii. DlØ sravneniØ K-teorii iz [2], opredelennoæ v ter-

minah gomotopiqeskih grupp spektrov, s K-teorieæ iz 2.2, opredelennoæ v terminah morfizmov kategorii HSp, nado umet~ otoßdestvlØt~ π_n(X) i Hom(Σ^nS, X) po men~xeæ mere dlØ X = K(P ).

Takogo otoßdestvleniØ ne moßet byt~ dlØ vseh spektrov X, tak kak Hom(Σ^nS, X) vyderßivaet slabye ffkvivalentnosti Sp, a π_n(X) net [5, 3.1.10].

Tem ne menee takoe otoßdestvlenie imeetsØ dlØ spektrov, “blizkih” k rassloennym, t.e. polustabil~nyh spektrov [5, 5.6.1]. Polustabil~nost~ oznaqaet, qto rassloennaØ zamena X → RX iz model~noæ struktury na Sp ØvlØetsØ stabil~noæ gomotopiqeskoæ ffkvivalentnost~¸, t.e. induciruet izomorfizm gomotopiqeskih grupp.

�tot rezul~tat primenim k simmetriqeskim spektram K(P ), dlØ kotoryh polustabil~nost~ vytekaet [5, 5.6.4, p. 2] iz ih kvazirassloennosti [3, 2.1, 6.1] (delo v tom, qto konstrukciØ Val~dhauzena daet poqti Ω-spektr).

DlØ l¸bogo spektra X imeetsØ cepoqka ravenstv i izomor-

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 289 fizmov HSp(Σ^nS, X) = HSp(Σ^∞S^n, X) = =HSpS(LΣ^∞ S^n, X)^{Rφ}→ HS_∗(S^n, RU (X)) = =HS_∗(S^n, (RX)_0) = π_n((RX)_0) = π_n(RX).

(39)

DlØ polustabil~nogo X, k tomu ße, π_n(RX) = π_n(X).

PoØsnim posledovatel~nost~ (39). Pervoe ravenstvo – sledstvie otoßdestvleniØ (Σ^nS)_r = S^1 ⊗ · · · ⊗ S^1 ⊗ S^n = (Σ^∞S^n)_r; vtoroe ravenstvo – sledstvie otoßdestvleniØ Σ^∞ s ego levym proizvodnym (sm. 3.5.1; ffto sledstvie korassloennosti simplicial~nyh mnoßestv); Rφ – izomorfizm soprØßennosti struktury zamknutoæ HS_∗-algebry na HSp (3.5.1); RU – pravyæ proizvodnyæ ot funktora U : Y → Y_0 (ffto pravyæ soprØßennyæ k Σ^∞) iz 3.3.4. Pervoe ravenstvo tret~eæ stroki – rezul~tat vyqisleniØ (prØmo po opredeleni¸) proizvodnogo funktora RU : zdes~ RX – rassloennaØ zamena dlØ X. Vtoroe ravenstvo tret~eæ stroki – sledstvie ffkvivalentnosti gomotopiqeskoæ kategorii simplicial~nyh mnoßestv i kompaktno-poroßdennyh topologiqeskih prostranstv. Zakl¸qitel~noe ravenstvo – sledstvie togo, qto RX, buduqi rassloennym, ØvlØetsØ Ω-spektrom [5, vnizu str. 38].

3.6. Morfizmy funktorov i gomotopii.

Pust~ C i D – kategorii, F_0, F_1 : C → D – funktory, a F_0^f→ F_1 – ih morfizm. Izvestno, qto f daet gomotopi¸ h^f : N C×Δ[1] → N D meßdu morfizmami N F_0 i N F_1, gde N – funktor nerva. DlØ izuqeniØ vzaimodeæstviØ h^f s razliqnymi strukturami napomnim ee konstrukci¸.

3.6.1. Gomotopii h^f i h^f∗ . Morfizm f daet funktor C × [1]^F→ D,

gde [1] oboznaqaet kategori¸ 0 → 1; F (X × 0) = F_0(X), F (X × 1) = F_1(X), a F (φ× →) = f ∘ F_0(φ). Tem samym imeetsØ morfizm simplicial~nyh mnoßestv N F : N C × Δ[1] → N D. �to i est~ h^f .

Esli kategorii C i D punktirovany (vydelen final~noinicial~nyæ ob¨ekt), a F_0, F_1 uvaßa¸t fftu strukturu, to h^f (∗ × Δ[1]) = ∗ (∗ oboznaqaet otmeqennye toqki). Tem samym morfizm punktirovannyh funktorov f daet gomotopi¸ h^f_∗ : N_·C ⊗ Δ[1]_+ → N_·D, gde ⊗ – proizvedenie iz struktury 3.3.2 (t.e. smash-proizvedenie).

290 A. L. SMIRNOV

3.6.2. GomotopiØ hw^f . Pust~ C i D – kategorii Val~dhauzena.

DlØ F_i, uvaßa¸wih fftu strukturu (t.e. toqnyh), ime¸tsØ morfizmy simmetriqeskih spektrov K-teorii K(F_i) : K(C) → K(D) (2.6.3). PredpolagaØ, qto i f uvaßaet strukturu Val~dhauzena (ØvlØetsØ slaboæ ffkvivalentnost~¸), ukaßem gomotopi¸ meßdu K(F_0) i K(F_1):

hw^f : K(C) ⊗ Δ[1]_+ → K(D), (40)

gde ⊗ – proizvedenie iz struktury pravogo S_∗-modulØ na Sp (sm. 3.3.3).

Otmetim, qto hw^f ØvlØetsØ levoæ gomotopieæ meßdu K(F_0) i K(F_1) v smysle [4, 1.2.4(3)]. �to legko sleduet iz soglasovannosti model~noæ struktury Sp i pravogo deæstviØ S_∗, inymi slovami, iz togo, qto Sp ØvlØetsØ pravoæ S_∗-model~noæ kategorieæ (sm. 3.4).

Zadadim hw^f , ukazav morfizmy hw^f_n : K(C)_n ⊗ Δ[1]_+ → K(D)_n, soglasovannye so strukturoæ simmetriqeskih spektrov. Po opredeleni¸, K(C)_n = D_·N_·wS_·C^Q, gde Q = {1, . . ., n}. Polisimplicial~naØ kategoriØ wS_·C^Q sopostavlØet kaßdomu standartnomu n-simpleksu Δ kategori¸ wS_·C^Q(Δ). Morfizm f daet morfizm funktorov wS_·F^Q_i (Δ) : wS_.C^Q(Δ) → wS_·D^Q(Δ), oboznaqaemyæ f(Δ). Tem samym s Δ svØzana gomotopiØ h^{f (Δ)}_∗ : N_·wS_·C^Q(Δ) ⊗ Δ[1]_+ → N_·S_·D^Q(Δ). Semeæstvo gomotopiæ h^{f (Δ)}_∗ soglasovano so strukturoæ polisimplicial~nogo mnoßestva i daet morfizm n-simplicial~nyh mnoßestv

N_·wS_·C^Q × Δ[1]_+ → N_·wS_·D^Q, (41)

gde proizvedenie n-simplicial~nogo mnoßestva na simplicial~noe opredeleno pokomponentno (komponenty sootvetstvu¸t standartnym n-polisimpleksam). Pol~zuØs~ otoßdestvleniem D_·X × D_·Y = D_·(X × Y ) i gomotopieæ (41), poluqaem gomotopi¸

hw^f_n : D_·N_·wS_·C^Q ⊗ Δ[1]_+ → D_·N_·S_·D^Q(Δ). (42)

Soglasovannost~ so strukturoæ simmetriqeskogo spektra oqevidna. Naprimer, deæstvie Σ_n na D_·N_·wS_·C^Q proishodit iz deæstviØ na Q i uvaßaetsØ hw^f_n.

3.6.3. Nul~-gomotopiØ. V usloviØh 3.6.2 predpoloßim dopol-

nitel~no, qto F_0 perevodit C v ∗ iz punktirovannoæ struktury

PRAVILO LE`BNICA V ALGEBRAIQESKO` K–TEORII 291 D. Togda hw^f prinimaet odno i to ße znaqenie na levom konce Δ[1] (∂^1_1 : [0] → [1]) i otmeqennoæ toqke Δ[1]_+. Tem samym ona propuskaetsØ qerez Δ[1]_∗ i daet nul~-gomotopi¸

hw^0(f) : K(C) ⊗ Δ[1]_∗ → K(D). (43)

3.6.4. Nul~-gomotopiØ i umnoßeniØ. V usloviØh 3.6.3 pred-

poloßim dopolnitel~no, qto ime¸tsØ kategorii Val~dhauzena A, ~C, ~D, funktory ~F_0, ~F_1 : ~C → ~D, morfizm funktorov ~f : ~F_0 → ~F_1 i umnoßeniØ (bifunktory) μ : A × C → ~C i μ : A × D → ~D. Predpoloßim takße, qto diagrammy A × D^{1×Fi}←−−−− A × C μ μ ~D e^{Fi}←−−−− ~C (44)

“poqti kommutativny”, t.e. raznye obhody da¸t izomorfnye funktory. Oboznaqim sootvetstvu¸wie morfizmy funktorov kak μ_i : μ(1 × F_i) → ~F_iμ. Krome togo, potrebuem soglasovannost~ f, ~f s umnoßeniem, t.e. kommutativnost~ diagrammy

μ(1 × F_0)^{μ(1×f )} −−−−→ μ(1 × F_1) μ0 μ1 ~F_0μ e^f−−−−→ ~F_1μ. Predpoloßim, krome togo, qto ~F_i, ~f i μ uvaßa¸t strukturu Val~dhauzena. �to oznaqaet, qto ~F_i toqny, ~f slabaØ ffkvivalentnost~, a μ udovletvorØet usloviØm (sravni s [3, s. 40]): dlØ vsØkih C ∈ C, A ∈ A funktory μ(C, ∗) i μ(∗, A) sohranØ¸t ∗, korassloeniØ i slabye ffkvivalentnosti; dlØ vsØkoæ pary korassloeniæ A → A^′, C → C^′ morfizm μ(A^′, C) ⊕_{μ(A,C)} μ(A^′, C) → μ(A^′, C^′) ØvlØetsØ korassloeniem. SleduØ 2.3.3 i [3, s. 40], poluqim umnoßeniØ m i diagrammu v kategorii Sp: K(A) ⊗ K(D)^{1⊗hw0(f )} ←−−−−−− K(A) ⊗ K(C) ⊗ Δ[1] m m K( ~D)^{hw0 (} e_{f )} ←−−−− K( ~C) ⊗ Δ[1]_∗. (45)

292 A. L. SMIRNOV UtverßdaetsØ, qto ona kommutativna v kategorii HSp.

Pol~zuØs~ tem, qto gomotopnye morfizmy model~noæ kategorii da¸t odin i tot ße morfizm gomotopiqeskoæ kategorii [4, 1.2.10], dostatoqno postroit~ sootvetstvu¸wu¸ gomotopi¸ K(A) ⊗ K(D) ⊗ Δ[1]_∗ ⊗ Δ[1]_∗ → K( ~D). OgraniqimsØ ukazaniem, qto ona stroitsØ analogiqno gomotopii hw^0(f) (sm. 3.6.3).

Literatura

1. I. Panin, A. Smirnov, Push-forwards in oriented cohomology theories of algebraic varieties. — K-theory Preprint Archives 459 (2000).

2. R. Thomason, T. Throbaugh, Higher algebraic K-theory of schemes and of derived categories. — In: The Grothendieck Festschrift 3, Birkhäuser, Boston (1990), 247–435.

3. Th. Geisser, L. Hesselholt, Topological cyclic homology of schemes. K-theory Preprint Archives 231 (1997).

4. M. Hovey, Model categories. — AMS, Mathematical Surveys and Monographs 63 (1999), 209 p.

5. M. Hovey, B. Shipley, J. Smith, Symmetric spectra. — K-theory Preprint Archives

265 (1998).

6. A. Borel, J. P. Serre, Le théorème de Riemann–Roch. — Bull. Soc. Math. France

86 (1958), 97–136.

7. F. Waldhausen, Algebraic K-theory of spaces. — Lect. Notes Math. 1126 (1985), 318–419.

Smirnov A. L. Leibniz formula in algebraic K-theory. The paper can be considered as an addendum to a paper of Thomason and Throbaugh where K-theory of algebraic varieties is equipped with relative K-groups. It is proved that this enriched K-theory satisfies the Panin–Smirnov axioms for ring cohomology theories of algebraic varieties. In particular it is proved that the Leibnitz formula, describing an interaction between a multiplication and a differential, holds in this case. A language of symmetric spectra and of monoidal model categories is used.

Postupilo 16 sentØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: smirnov@pdmi.ras.ru