Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

A. ı. Luzgarev

O NADGRUPPAH E(E6, R) I E(E7, R) V MINIMAL^NYH PREDSTAVLENI˚H

§1. Vvedenie

V naxeæ rabote issleduetsØ vopros klassifikacii nadgrupp fflementarnoæ podgruppy E(Φ, R) gruppy Xevalle tipa Φ = E_6, E_7 v minimal~nyh neprivodimyh predstavleniØh, gde R – kommutativnoe kol~co. Podobnym zadaqam opisaniØ nadgrupp posvØweno bol~xoe koliqestvo rabot, no podavlØ¸wee bol~xinstvo iz nih kasaetsØ klassiqeskih grupp, i poqti vsegda rassmatriva¸tsØ gruppy nad polem. Takovy raboty [9–11, 13–17]. Lix~ v nedavnih rabotah N. A. Vavilova i V. A. Petrova [4– 6] poluqeno standartnoe opisanie nadgrupp simplektiqeskoæ i ortogonal~noæ fflementarnyh grupp dlØ sluqaØ kommutativnogo kol~ca, a v rabote V. A. Petrova [19] – opisanie nadgrupp obobwennyh unitarnyh grupp dlØ proizvol~nogo kol~ca s nekotorym ograniqeniem na lokal~nyæ stabil~nyæ rang.

Dokazatel~stvo podobnyh teorem o standartnom opisanii dlØ iskl¸qitel~nyh grupp predstavlØlo by bol~xoæ interes. Po- Øsnim, qto ffto oznaqaet. GovorØt, qto vypolneno standartnoe opisanie podgrupp v G = GL(n, R), soderßawih E(Φ, R), esli dlØ l¸boæ takoæ podgruppy H suwestvuet edinstvennyæ ideal A E R takoæ, qto E(Φ, R)E(n, R, A) ≤ H ≤ N_G(E(Φ, R)E(n, R, A)), gde E(n, R, A) = E(n, A)^{E(n,R)} – otnositel~naØ fflementarnaØ gruppa, a N_G oznaqaet vzØtie normalizatora v gruppe G. DlØ iskl¸- qitel~nyh grupp tipa E_6 i E_7 v ih minimal~nyh neprivodimyh predstavleniØh (razmernosteæ 27 i 56 sootvetstvenno) ne izvestno, imeet li mesto standartnoe opisanie, daße v sluqae, kogda R – pole. V naxeæ rabote dokazyvaetsØ suwestvovanie naibol~xego takogo ideala A, dlØ kotorogo E(Φ, R)E(n, R, A) ≤ H. 216

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 217

Krome togo, my dokazyvaem, qto gruppy

EE_6(27, R, A) = E(E_6, R)E(27, R, A) i EE_7(56, R, A) = E(E_7, R)E(56, R, A)

ØvlØ¸tsØ soverxennymi. Pri fftom R – proizvol~noe kommutativnoe kol~co s obratimymi fflementami 2 i 3.

DlØ gruppy tipa E_7, vidimo, standartnoe opisanie dolßno vyglØdet~ sloßnee: neobhodimo rassmatrivat~ gruppu

EE^′_7(56, R, A, B) = E(E_7, R)E(56, R, A) Ep(56, R, B),

gde A ⊆ B – dva ideala v R. �to svØzano s tem, qto gruppa tipa E_7 vkladyvaetsØ v nekotoru¸ simplektiqesku¸ gruppu matric. Krome togo, poskol~ku takoe vloßenie ne edinstvenno, na samom dele nußno rassmatrivat~ soprØßenie Ep(56, R, B) pri pomowi nekotorogo diagonal~nogo fflementa special~nogo vida. V nastoØweæ rabote sdelany nekotorye xagi k podobnomu opisani¸ nadgrupp E(E_7, R).

Struktura raboty takova: v §2 my privodim vaßneæxie ispol~zuemye opredeleniØ i oboznaqeniØ, v §3 – formuliruem poluqennye rezul~taty v xesti teoremah. Dal~neæxaØ qast~ stat~i posvØwena ih dokazatel~stvu. Qetvertyæ paragraf soderßit dokazatel~stvo teoremy 1. V paragrafah 5, 6, 7 i 8 dokazyvaetsØ teorema 2, qto ustanavlivaet spravedlivost~ i teoremy 3, kak zameqeno pri ih formulirovke. §9 posvØwen dokazatel~stvu teoremy 4. Paragrafy 10–12 posvØweny qastiqnomu vkl¸qeni¸ v opisanie nadgrupp E(E_7, R) simplektiqeskoæ gruppy. V §10 my zanimaemsØ postroeniem podhodØweæ simplektiqeskoæ gruppy, a v paragrafah 11 i 12 dokazyvaem teoremy 5 i 6 sootvetstvenno.

§2. OpredeleniØ i oboznaqeniØ

Dalee vezde Φ = E_6 ili Φ = E_7. V situaciØh, kogda imeet znaqenie, kakoæ imenno iz dvuh sluqaev imeet mesto, my budem otdelØt~ vyskazyvaniØ dlØ Φ = E_6 i Φ = E_7 znakom ‘risp’. Pust~ P – rexetka, leßawaØ meßdu rexetkoæ korneæ Q(Φ) i rexetkoæ vesov P (Φ). DlØ nekotorogo fiksirovannogo porØdka na Φ my oboznaqaem qerez Φ^+ , Φ^− mnoßestva poloßitel~nyh

218 A. ı. LUZGAREV

i otricatel~nyh korneæ po otnoxeni¸ k fftomu porØdku, i qerez Π = {α_1, α_2, . . . , α_l} – sootvetstvu¸wee mnoßestvo prostyh korneæ (l = 6 risp 7). V numeracii prostyh korneæ my vsegda sleduem Burbaki [1]. Po sisteme korneæ Φ, rexetke P i kommutativnomu kol~cu s ediniceæ R moßno postroit~ gruppu Xevalle G = G_P (Φ, R), ØvlØ¸wu¸sØ gruppoæ toqek nad R affinnoæ gruppovoæ shemy Xevalle-Demaz¸ra. My vsegda budem sqitat~, qto naxa gruppa Xevalle odnosvØzna, to est~ P = P (Φ) i opuskat~ ukazanie na P v zapisi gruppy.

My sqitaem, qto v kompleksnoæ prostoæ algebre Li L tipa Φ vybran poloßitel~nyæ bazis Xevalle i postroena algebra Xevalle L_R. Takim obrazom, zadan raswepimyæ maksimal~nyæ tor T(Φ, R) v G i vybrana parametrizaciØ kornevyh unipotentnyh podgrupp X_α, α ∈ Φ otnositel~no fftogo tora. My oboznaqaem qerez x_α(ξ), gde α ∈ Φ, ξ ∈ R, sootvetstvu¸wiæ fflementarnyæ kornevoæ unipotent. V dal~neæxem my neodnokratno budem pol~zovat~sØ sootnoxeniØmi Steænberga meßdu fflementami x_α(ξ), v osobennosti kommutacionnoæ formuloæ Xevalle [8]. Gruppa X_α = {x_α(ξ), ξ ∈ R} nazyvaetsØ fflementarnoæ kornevoæ podgruppoæ, a gruppa E(Φ, R) = ⟨X_α, α ∈ Φ⟩, poroßdennaØ vsemi fflementarnymi kornevymi podgruppami, nazyvaetsØ (absol¸tnoæ) fflementarnoæ podgruppoæ gruppy Xevalle G(Φ, R).

My budem rassmatrivat~ gruppu E(Φ, R) kak podgruppu v GL(n, R), gde n = 27 risp 56, v obyqnyh (minimal~nyh) predstavleniØh. �to oznaqaet, qto gruppa G deæstvuet na module VeælØ V = V (ω), gde ω – nekotoryæ dominantnyæ ves. My predpolagaem, qto starxiæ ves ω modulØ V fundamental~nyæ i raven ω_1 risp ω_7. Togda sootvetstvu¸wie moduli V mikrovesovye, sm. [2, 3, 23] dlØ bolee podrobnoæ informacii i dal~neæxih ssylok. Qerez Λ = Λ(ω) oboznaqaetsØ mnoßestvo vesov modulØ V = V (ω) s uqetom kratnosti. Na samom dele, dlØ mikrovesovogo predstavleniØ vse vesa ime¸t kratnost~ 1, i pofftomu Λ sovpadaet s orbitoæ starxego vesa ω pod deæstviem gruppy VeælØ W .

My fiksiruem dopustimyæ bazis v^λ, λ ∈ Λ modulØ V . �to oznaqaet, qto x_α(ξ)v^λ vyraßaetsØ kak celoqislennaØ lineænaØ kombinaciØ vektorov v^μ, μ ∈ Λ. DlØ mikrovesovyh predstavleniæ moßno tak normirovat~ dopustimyæ bazis, qtoby x_α(ξ)v^λ = v^λ + c_{λα}ξv^{λ+α}, gde vse strukturnye konstanty deæstviØ c_{λα} ravny ±1 (‘lemma Macumoto’, [18, 20]). V deæstvitel~nosti, my vse-

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 219

gda vybiraem kristalliqeskiæ bazis, v kotorom vse strukturnye konstanty c_{λα} ravny +1 dlØ α ∈ ±Π (fflementarnoe dokazatel~- stvo suwestvovaniØ takogo bazisa privedeno v [22]).

My myslim vektor a ∈ V , a = ∑ a_λv^λ kak stolbec koordinat a = (a_λ), λ ∈ Λ. Pri fftom fflement b kontragradientnogo modulØ V^∗ estestvenno predstavlØt~ sebe kak stroku b = (b_λ), λ ∈ Λ. My indeksiruem kak stolbcy, tak i stroki vesami modulØ V , to est~ fflementami Λ. Takim obrazom, stroki i stolbcy matric iz GL(V, R) = GL(n, R) numeru¸tsØ vesami predstavleniØ, to est~ fflementami λ, μ, ν, ρ, σ, τ, . . . ∈ Λ. Vezde v rabote pod kommutatorom [x, y] imeetsØ v vidu levonormirovannyæ kommutator: [x, y] = xyx^{−1}y^{−1} .

Osnovnoe sredstvo dlØ dal~neæxih vyqisleniæ zakl¸qeno v sledu¸wem utverßdenii, skopirovannom iz [3]:

Lemma 0. DlØ l¸byh g ∈ GL(n, R), α ∈ Φ i ξ ∈ R ime¸t mesto

formuly (x_α(ξ)g)_{ρσ} = g_{ρσ} ± ξg_{ρ−α,σ}, (gx_α(ξ))_{ρσ} = g_{ρσ} ± ξg_{ρ,σ+α}. §3. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wih dvuh teorem:

Teorema 1. Pust~ A E R. Togda E(n, A)^{E(Φ,R)} = E(n, R, A), gde, kak obyqno, E(n, R, A) = E(n, A)^{E(n,R)}.

Teorema 2. Pust~ H – podgruppa v GL(n, R), soderßawaØ E(Φ, R),

priqem 2, 3 ∈ R^∗. DlØ λ, μ ∈ Λ, λ ≠ μ poloßim A_{λμ} = {ξ ∈ R | t_{λμ}(ξ) ∈ H}. Togda dlØ l¸byh ρ, σ ∈ Λ, ρ ≠ σ imeem A_{λμ} = A_{ρσ} = A, priqem A E R.

Iz fftih dvuh teorem nemedlenno sleduet

Teorema 3. Pust~ H – podgruppa v GL(n, R), soderßawaØ E(Φ, R),

priqem 2, 3 ∈ R^∗. Togda suwestvuet edinstvennyæ naibol~xiæ ideal A E R takoæ, qto E(n, R, A) ≤ H. Pri fftom, esli t_{λμ}(ξ) ∈ H dlØ nekotoryh λ, μ ∈ Λ, λ ≠ μ, to ξ ∈ A.

Teorema 3 utverßdaet, qto dlØ l¸boæ promeßutoqnoæ podgruppy meßdu E(Φ, R) i GL(n, R) naædetsØ ideal A E R takoæ,

220 A. ı. LUZGAREV

qto H soderßit gruppu E(Φ, R)E(n, R, A). V teoreme 4 my dokazyvaem, qto poslednØØ gruppa ØvlØetsØ soverxennoæ.

Teorema 4. Pust~ R – kommutativnoe kol~co, A E R. To-

gda gruppy EE_6(27, R, A) = E(E_6, R)E(27, R, A) i EE_7(56, R, A) = E(E_7, R)E(56, R, A) soverxenny.

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ analogom teoremy 1 dlØ simplektiqeskoæ gruppy, kotoraØ voznikaet v sluqae Φ = E_7.

Teorema 5. Pust~ A E R, 2 ∈ R^∗. Togda

Ep(56, A)^{E(E7,R)} = Ep(56, R, A),

gde, kak obyqno, Ep(56, R, A) = Ep(56, A)^{Ep(56,R)}.

Postroenie simplektiqeskoæ gruppy, oboznaqennoæ vyxe Ep(56, R), provedeno v §10.

PoslednØØ teorema – analog teoremy 4.

Teorema 6. Pust~ R – kommutativnoe kol~co, A E R, B E R, A ⊆

B, 2 ∈ R^∗. Gruppa EE^′_7(56, R, A, B) = E(E_7, R)E(56, R, A) Ep(56, R, B) soverxenna.

K soßaleni¸, avtoru poka ne udalos~ poluqit~ analoga teoremy 2 v fftom sluqae; krome togo, poka ne uqityvaetsØ tot fakt, qto suwestvu¸t razliqnye simplektiqeskie gruppy, soderßawie E(E_7, R) v dannom predstavlenii (sm. kratkoe obsußdenie v §1).

§4. Dokazatel~stvo teoremy 1 Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto levaØ qast~ soderßitsØ v pra-

voæ. DlØ dokazatel~stva obratnogo vkl¸qeniØ vspomnim, qto pri n ≥ 3 gruppa E(n, R, A) poroßdaetsØ vsemi transvekciØmi vida z_{λμ}(ξ, ζ) =^{tμλ(ζ)}t_{λμ}(ξ) dlØ ξ ∈ A, ζ ∈ R, λ, μ ∈ Λ, λ ≠ μ (fftot fakt dokazan Titsom v [21]). Takim obrazom, dostatoqno ubedit~sØ, qto z_{λμ}(ξ, ζ) soderßitsØ v H = E(n, A)^{E(Φ,R)}. Dokazatel~- stvo fftogo soderßitsØ v lemmah 1, 2 i 3; v lemme i my razbiraem sluqaæ d(λ, μ) = i, i = 1, 2, 3. Oqevidno, qto v naxem predstavlenii 2 risp 3 – ffto maksimal~noe rasstoØnie meßdu vesami, i teorema dokazana, kak tol~ko proverena spravedlivost~ sledu- ¸wih lemm.

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 221

V dal~neæxem vezde ζ ∈ R, ξ ∈ A. My budem pol~zovat~sØ sledu¸wim prØmym vyqisleniem: z_{λμ}(ξ, ζ) = t_{μλ}(ζ)t_{λμ}(ξ)t_{μλ}(−ζ) = (e + ζe_{μλ})(e + ξe_{λμ})(e − ζe_{μλ}) = e + ξe_{λμ} + ξζ(e_{μμ} − e_{λλ}) − ξζ^2e_{μλ}. Lemma 1. Pust~ d(λ, μ) = 1. Togda^{tμλ(ζ)}tρσ (ξ) ∈ H dlØ l¸byh ρ,

σ ∈ Λ ρ ≠ σ. V qastnosti, z_{λμ}(ξ, ζ) ∈ H.

Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqaæ ρ = λ, σ = μ.

Oboznaqim μ − λ = α ∈ Φ i rassmotrim x_α(ζ)t λμ(ξ) = x_α(ζ)t_{λμ}(ξ)x_α(−ζ) ∈ H. Iz lemmy 0 legko videt~, qto g = x_α(ζ)t_{λμ}(ξ) = e + ξe_{λμ} ± ζξe_{μμ} ± ζe_{μλ} + s∑ i=1 (−1)^{εi} ζe_{νi+α,νi} , gde ν_1, ν_2, . . . , ν_s – vse otliqnye ot λ vesa ν iz Λ, dlØ kotoryh ν+α takße ØvlØetsØ vesom. Znaki (−1)^{εi} , s kotorymi oni vhodØt v fftu zapis~, nas ne interesu¸t; my obrawaem vnimanie tol~ko na znak pri deæstvii “meßdu” vesami λ i μ, kotoryæ budem vyraßat~ znakami ± i ∓.

Posle fftogo ostalos~ domnoßit~ poluqivxeesØ na x_α(−ζ) i prosledit~ za matriqnymi fflementami. Oqevidno (sm. snova lemmu 0), podvergnutsØ izmeneni¸ tol~ko fflementy v pozici- Øh (τ, τ^′), dlØ kotoryh τ, τ^′, τ^′ + α ∈ Λ. No my uße znaem vse takie τ^′, dlØ kotoryh i τ^′, i τ^′ + α ØvlØ¸tsØ vesami: ffto v toqnosti λ, ν_1, . . . , ν_s. Proanalizirovav, pri kakih τ dobavka g_{τ,τ}0_{+α} ne ravnØetsØ nul¸, my vidim, qto znaki dlØ deæstviØ “meßdu” vesami ν_i i ν_i + α protivopoloßny, qto privodit k uniqtoßeni¸ slagaemyh, v kotorye vhodØt ν_i – imenno pofftomu nas ne interesuet, kakie imenno znaki tam byli. OstaetsØ sledu¸wee vyraßenie: x_α(ζ)t λμ(ξ) = gx_α(−ζ) = e ∓ ξζe_{λλ} + ξe_{λμ} − ξζ^2e_{μλ} ± ξζe_{μμ}. My vidim, qto ffto vyraßenie sovpadaet s poluqennym vyxe vyraßeniem dlØ z_{λμ}(ξ, ζ) s toqnost~¸ do znakov v poziciØh e_{λλ} i e_{μμ}, kotoryæ legko pomenØt~, zameniv s samogo naqala ζ na −ζ.

222 A. ı. LUZGAREV

OstavxiesØ sluqai, kogda libo ρ ≠ λ, libo σ ≠ μ, na samom dele ewe prowe. Deæstvitel~no, y =^{tμλ(ζ)}t_{ρσ}(ξ) = [t_{μλ}(ζ), t_{ρσ}(ξ)] · t_{ρσ} (ξ). Esli ρ = λ, no σ ≠ μ, to y = t_{μσ}(ξζ)t_{ρσ} (ξ) ∈ E(n, A). Analogiqno rassmatrivaetsØ sluqaæ, kogda σ = μ, no ρ ≠ λ. Esli ße σ ≠ μ i ρ ≠ λ, to ffti transvekcii kommutiru¸t, i y = t_{ρσ} (ξ) ∈ E(n, A). Lemma dokazana.

Sledstvie. Pust~ d(λ, μ) = 1. Togda E(n, A)^{tμλ(ζ)} ≤ H. Lemma 2. Pust~ d(λ, μ) = 2. Togda zλμ(ξ, ζ) ∈ H.

Dokazatel~stvo. Naædem α, β ∈ Φ takie, qto λ−μ = α+β, priqem

λ − α = μ + β ∈ Λ i λ − β = μ + α ∈ Λ. �to legko sdelat~: para (λ, μ) perevoditsØ fflementom gruppy VeælØ v paru (ω, −ω) risp (ω, ω−0122221 ). Togda moßno vzØt~, naprimer, α = 122111 risp α = α_7

i β = 112211 risp β = 0122211 .

Oboznaqim λ − α = μ + β = κ, λ − β = μ + α = ν. Togda z_{λμ}(ξ, ζ) =^{tμλ(ζ)}t_{λμ}(ξ) =^{tμλ(ζ)}[t_{λν}(ξ), t_{νμ}(1)] = [t_{λν}(ξ)t_{μν} (ξζ), t_{νμ}(1)t_{νλ}(−ζ)] = t_{λν}(ξ)t_{μν} (ξζ) ·^{tνμ(1)tνλ(−ζ)}t_{μν} (−ξζ)t_{λν} (−ξ). Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto t_{νμ}(1)t_{νλ}(−ζ)t μν (−ξζ)t_{λν} (−ξ) ∈ H. V dal~neæxem my ograniqim vse naxi vyqisleniØ na qetyre vesa: λ, ν, μ, κ, to est~ budem rassmatrivat~ qetyrehmernoe podprostranstvo W v prostranstve predstavleniØ V = ⟨v^ρ|ρ ∈ Λ⟩, poroßdennoe v^λ, v^ν , v^μ, v^κ. �togo dostatoqno dlØ naxih vyqisleniæ, potomu qto oni budut vkl¸qat~ lix~ fflementarnye transvekcii t_{ρσ}(ζ), gde ζ ∈ R, {ρ, σ} ⊂ {λ, ν, μ, κ} i soprØßeniØ pri pomowi fflementov x_α(ζ), x_β(ζ). �ti soprØßeniØ takße ne vyvedut nas za predely fftogo prostranstva: deæstvitel~no, esli fflement g ∈ GL(n, R) takov, qto “netrivial~nost~ deæstviØ” g zakl¸qena vnutri W , to takov ße i fflement^{xα(r)}g – ffto nemedlenno sleduet iz togo, qto predstavlenie mikrovesovoe, pofftomu ni odin iz fflementov λ + α, ν + α, μ − α, κ − α ne ØvlØetsØ vesom. Takim obrazom, “deæstviØ” meßdu vesami ρ i σ (gde ρ − σ = α)

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 223

budut uniqtoßat~ drug druga tak ße, kak bylo v dokazatel~stve lemmy 1. Koneqno, to ße samoe kasaetsØ i β.

My budem izobraßat~ matricy deæstviØ fflementov GL(n, R) v ograniqenii na W v bazise (v^λ, v^ν , v^μ, v^κ). Oboznaqim h = t_{νλ}(−ζ)t μν (−ξζ)t_{λν} (−ξ), g =^{tνμ(1)}h – fflement, prinadleßnost~ kotorogo H nam neobhodimo ustanovit~. Zametim, qto po sledstvi¸ lemmy 1 fflement h leßit v H. Budem oboznaqat~ ~g, ~h matricy iz GL(4, R), sootvetstvu¸wie g i h, ograniqennym na W , v ukazannom bazise. Legko videt~, qto

~h = 1 − ξζ −ξ 0 0 ξζ^2 1 + ξζ 0 0 −ξζ^2 −ξζ 1 0 0 0 0 1 , ~g = 1 − ξζ −ξ ξ 0 0 1 0 0 −ξζ^2 −ξζ 1 + ξζ 0 0 0 0 1 , x̂α(ζ) =^{1 0 0 ζ}0 1 ζ 0_{0 0 1 00 0 0 1} .

Togda fflementu^{xα(1)}h ∈ H sootvetstvuet sledu¸waØ matrica: 1 − ξζ −ξ ξ ξζ 0 1 0 0 −ξζ^2 −ξζ 1 + ξζ ξζ^2 0 0 0 1 .

Posle umnoßeniØ sleva na t_{λκ}(−ξζ)t_{μκ} (−ξζ^2) ∈ E(n, R) my poluqaem takße fflement iz H, kotoryæ zapisyvaetsØ matriceæ ~g.

Voobwe govorØ, poslednee rassußdenie prohodit tol~ko togda, kogda znaki deæstviØ u fflementa x_α(ζ) v ograniqenii na W odinakovy; togda x_α(ζ) deæstvitel~no imeet takoæ vid, kak pokazano vyxe. No esli znaki protivopoloßny, to rassußdenie ne sil~no menØetsØ; pri soprØßenii h s pomow~¸ x_α(±1) poluqaetsØ poqti ta ße samaØ matrica, qto i v rassmotrennom sluqae. A imenno, nediagonal~nye fflementy poslednego stolbca budut imet~ protivopoloßnyæ znak. PonØtno, qto posle fftogo nußno domnoßat~ na fflementarnye transvekcii s protivopoloßnymi znakami v argumentah, i vnov~ poluqitsØ v toqnosti matrica ~g. Znaqit, v l¸bom sluqae g ∈ H, i lemma dokazana.

224 A. ı. LUZGAREV

Lemma 3. Pust~ d(λ, μ) = 3. Togda zλμ(ξ, ζ) ∈ H.

Dokazatel~stvo. Zdes~ Φ = E7. Seæqas, kak vsegda, my postro-

im neku¸ konfiguraci¸ vesov dlØ konkretnogo sluqaØ λ = ω, μ = −ω, i “perenesem” ee fflementom gruppy VeælØ na proizvol~- nu¸ paru vesov na rasstoØnii 3 drug ot druga. Voz~mem α = α_7, β = 1232212 , γ = 1233211 . Netrudno videt~, qto −ω + α + β + γ = ω i α, β, γ ∈ Φ. Oboznaqim takße ves ν = μ + α.

Takoe ße vyqislenie, kak i v naqale dokazatel~stva lemmy 2, pokazyvaet, qto dostatoqno proverit~ vkl¸qenie g =^{tνμ(1)tνλ(−ζ)}t_{λν} (−ξ)t_{μν} (−ξζ) ∈ H. Preobrazuem dalee: g = t_{νμ}(1) · t_{νλ}(−ζ)t_{λν} (−ξ)t_{νλ}(ζ) · t_{νλ}(−ζ)t_{μν} (−ξζ)t_{νλ}(ζ) · t_{νμ}(−1). Iz lemmy 2 sleduet, qto t_{νλ}(−ζ)t_{λν} (−ξ)t_{νλ}(ζ) ∈ H, tak kak d(λ, ν) = 2. Preobrazuem mnoßitel~ t_{νλ}(−ζ)t_{μν} (−ξζ)t_{νλ}(ζ): t_{νλ}(−ζ)t_{μν} (−ξζ)t_{νλ}(ζ) = t_{μν} (−ξζ) · [t_{μν}(ξζ), t_{νλ}(−ζ)] = t_{μν} (−ξζ)t_{μλ}(−ξζ^2) ∈ E(n, A). My poluqili, qto g =^{tνμ(1)}h, gde h ∈ H. Teper~ vse analogiqno final~nomu xagu v dokazatel~stve lemmy 2: posmotrim na konkretnye matricy, qtoby sravnit~ g i^{xα(1)}h ∈ H. �lementy, kotorye u nas poluqilis~, “zatragiva¸t” tol~ko vesa λ, μ i ν. My hotim kommutirovat~ s x_α(1), pofftomu neobhodimo ewe vkl¸- qit~ v rassmotrenie ves κ = λ − α. PoluqivxiesØ qetyre vesa uße obrazu¸t podprostranstvo, kotorym moßno ograniqit~sØ: pribavleniØ i vyqitaniØ kornØ α ne privodØt k novym vesam. Itak, moßno ograniqit~ vse rassmotrenie qetyrehmernym podprostranstvom W , poroßdennym vektorami v^λ, v^κ , v^ν , v^μ. My budem zapisyvat~ ffti ograniqeniØ matricami iz GL(4, R) v bazise (v^λ, v^κ, v^ν , v^μ): ~h = 1 + ξζ 0 −ξ 0 0 1 0 0 ξζ^2 0 1 + ξζ 0 −ξζ^2 0 −ξζ 1 , x̂α(1) =^{1 1 0 0}0 1 0 0_{0 0 1 10 0 0 1} ,

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 225

x̂α(1)h =^{1 − ξζ ξζ −ξ ξ}0 1 0 0_{0 0 1 0} −ξζ^2 ξζ^2 −ξζ 1 + ξζ ,

~g = 1 − ξζ 0 −ξ ξ 0 1 0 0 0 0 1 0 −ξζ^2 0 −ξζ 1 + ξζ . Teper~ vidno, qto posle umnoßeniØ sleva^{xα(1)}h na t_{λκ}(−ξζ)t_{μκ} (−ξζ^2) ∈ E(n, A) poluqaetsØ g. K soßaleni¸, x̂_α(1) ne vsegda imeet takoæ vid, kak ukazano vyxe. Znaki deæstviØ mogut byt~ razliqnymi dlØ par vesov (λ, κ) i (ν, μ). Oqevidno, qto est~ tol~ko dva prinicipial~- no raznyh sluqaØ: kogda znaki odinakovye (vyxe my rassmotreli imenno ego), i kogda oni raznye – vse svoditsØ k nim zamenoæ x_α(1) na x_α(−1). Takim obrazom, kogda znaki raznye, moßno sqitat~, qto^

x_α(1) =

1 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 , togda^

x_α(1)h = 1 − ξζ −ξζ −ξ ξ 0 1 0 0 0 0 1 0 −ξζ^2 −ξζ^2 −ξζ 1 + ξζ , i rezul~tat dostigaetsØ umnoßeniem sleva na t_{λκ}(ξζ)t_{μκ}(ξζ^2) ∈ E(n, A). §5. Naqalo dokazatel~stva teoremy 2 Napomnim, qto dalee vezde H – podgruppa v GL(n, R), soderßawaØ E(Φ, R). Sledu¸waØ lemma proverØetsØ prØmym vyqisleniem.

Lemma 4. Pust~ λ, μ ∈ Λ, λ ≠ μ, α ∈ Φ, λ − μ ≠ ±α.

a) Esli μ − α /∈ Λ, λ + α ∈ Λ, to [t_{λμ}(ξ), x_α(ζ)] = t_{λ+α,μ}(±ξζ). b) Esli λ − α /∈ Λ, μ + α ∈ Λ, to [t_{λμ}(ξ), x_α(ζ)] = t_{λ,μ+α}(±ξζ).

226 A. ı. LUZGAREV

Lemma 5. Pust~ λ, μ ∈ Λ, d(λ, μ) = 1. Togda esli α ∈ Φ takov, qto

λ + α ∈ Λ i λ + α ≠ μ, to μ − α /∈ Λ.

Dokazatel~stvo. Posmotrim na diagrammu vesov. Moßno sqi-

tat~, qto λ = ω, μ = ω − δ. Togda esli λ + α ∈ Λ, to α ∈ Φ^− i v razloßenie α po prostym kornØm dolßen vhodit~ −α_1 risp −a_7. No dlØ togo, qtoby μ − α ∈ Λ, nußno, qtoby meßdu μ − α i μ byl koren~ −α_1 risp −a_7, qto vozmoßno tol~ko pri α = μ − λ.

Teper~ moßno dokazat~ qast~ teoremy 2:

Lemma 6. Pust~ λ, μ, ρ, σ ∈ Λ, priqem d(λ, μ) = d(ρ, σ) = 1. Togda

A_{λμ} = A_{ρσ} = A_1, priqem A_1 E R.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto Aλμ ØvlØetsØ podgruppoæ R po

sloßeni¸. Punkt a) lemmy 4 faktiqeski utverßdaet, qto esli λ, μ ∈ Λ, λ ≠ μ, α ∈ Φ, λ − μ ≠ ±α, μ − α /∈ Λ, to RA_{λμ} ⊂ A_{λ+α,μ}. Togda po lemme 5 poluqaem RA_{λμ} ⊂ A_{ρσ} (moßno “proxagat~” po rebram diagrammy i zamenit~ oba vesa v indeksah na nußnye nam) i, krome togo, A_{λμ} ØvlØetsØ idealom v R. Znaqit, vse takie idealy sovpada¸t.

Ewe odno prodvißenie k teoreme:

Lemma 7. Pust~ λ, μ, ρ, σ ∈ Λ, priqem d(λ, μ) = d(ρ, σ) = 2. Togda

A_{λμ} = A_{ρσ} = A_2, priqem A_2 E R.

Dokazatel~stvo. Snova budem smotret~ na diagrammu vesov.

Moßno sqitat~, qto μ = ω i λ = ω − 222101 risp λ = ω − 0122221

(222101 risp 0122221 ne ØvlØetsØ kornem, pofftomu d(λ, μ) = 2). Togda dlØ l¸bogo α ∈ Φ^− vypolneno μ − α /∈ Λ. Znaqit, moßno primenØt~ punkt a) lemmy 4 dlØ α ∈ Φ^− takih, qto λ + α ∈ Λ. Tak moßno dobit~sØ, qtoby ρ = λ + α bylo l¸bym drugim vesom takim, qto d(ρ, μ) = 2, krome ρ = −ω v sluqae E_6, to est~ poluqit~ RA_{λμ} ⊂ A_{ρμ}. Esli ße Φ = E_6 i ρ = −ω, nußno deæstvovat~ v dva xaga: snaqala dobit~sØ RA_{λμ} ⊂ A_{ρμ}, gde ρ = λ − 012211 , a zatem

pereæti k ρ − 000010 = −ω, to est~ soprØßeniem s x_{α6}(±1) poluqit~ RA_{λμ} ⊂ A_{ρμ} ⊂ A_{−ω,μ}. Dokazatel~stvo zaverxaetsØ tak ße, kak v predyduweæ lemme.

Teper~ my ustanovim ravenstvo idealov A_1 i A_2. DlØ fftogo v sledu¸wih dvuh lemmah dokazyva¸tsØ vkl¸qeniØ v obe storony. Interesno, qto vkl¸qenie A_1 ⊂ A_2 legko poluqaetsØ temi

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 227

ße metodami, qto i predyduwie lemmy v dokazatel~stve teoremy 2. Obratnoe ße vkl¸qenie potrebuet togo, qto H soderßit E(Φ, R) (ranee my ispol~zovali tol~ko to, qto H normalizuetsØ E(Φ, R)), i vozniknet ograniqenie 2, 3 ∈ R^∗.

Lemma 8. A1 ⊆ A2.

Dokazatel~stvo. Voz~mem ξ ∈ A1. Po lemme 6 imeem tλμ(ξ) ∈ H

dlØ μ = ω i λ = ω − 122101 risp λ = ω − 0122211 . V takom sluqae po lemme 4 [t_{λμ}(ξ), x_{−α1}(1)] = t_{λ−α1,μ}(ξ) risp [t_{λμ}(ξ), x_{−α7}(1)] = t_{λ−α7,μ}(ξ). No tak kak d(λ−α_1, μ) = 2 risp d(λ−α_7, μ) = 2, to ξ ∈ A_2.

Lemma 9. Esli 2, 3 ∈ R^∗, to A2 ⊆ A1.

Dokazatel~stvo. Seæqas nam pridetsØ posmotret~, qto prois-

hodit pri kommutirovanii transvekcii t_{λμ}(ξ) s kornevym fflementom x_α(ζ), esli vse ewe λ − μ ≠ ±α, no λ + α, μ − α ∈ Λ, gde α ∈ Φ. Itak, voz~mem ξ ∈ A_2, ζ ∈ R (na samom dele dalee my voz~mem ζ = 1). Budem takße sqitat~, qto d(λ, μ) = 2. Snova vospol~zovavxis~ tehnikoæ iz dokazatel~stva teoremy 1, legko videt~, qto

[t_{λμ}(ξ), x_α(ζ)] = (e + ξe_{λμ} + (−1)^εξζe_{λ,μ−α} + (−1)^η ζe_{λ+α,λ} + (−1)^εζe_{μ,μ−α})· (1) (e − ξe_{λμ} + (−1)^εξζe_{λ,μ−α} − (−1)^η ζe_{λ+α,λ} − (−1)^εζe_{μ,μ−α}) = e + (−1)^εξζe_{λ,μ−α} − (−1)^η ξζe_{λ+α,μ} + (−1)^{ε+η} ξζ^2e_{λ+α,μ−α} ∈ H. Zametim, qto d(λ + α, μ − α) ≥ 2 (ffto legko proverit~ neposredstvenno: moßno sqitat~, qto λ = ω − 222101 risp λ = ω − 0122221 i qto α = α_1 risp α = α_7, posle qego vzglØnut~ na diagrammu vesov). Znaqit, po lemme 7 imeem t_{λ+α,μ−α}(±ξζ^2) ∈ H, i umnoßeniem na takoæ fflement moßno dobit~sØ e + (−1)^εξζe_{λ,μ−α} − (−1)^η ξζe_{λ+α,μ} ∈ H. Itak, my poluqili, qto proizvedenie dvuh transvekciæ t_{λ,μ−α}((−1)^εξζ)t_{λ+α,μ}((−1)^{η+1}ξζ) leßit v H. No nam neobhodimo naæti kaku¸-nibud~ odnu transvekci¸, leßawu¸ v H. Teper~ nas budut interesovat~ sluqai, kogda λ − (μ − α) = (λ + α) − μ = β, gde β ∈ Φ – fiksirovannyæ koren~. IdeØ sostoit v tom, qtoby rassmotret~ vse transvekcii t_{ρσ} (. . . ), dlØ kotoryh ρ − σ = β. Oqevidno, qto koliqestvo k takih par (ρ, σ) ravno 6 risp 12. Oboznaqim ih (ρ_i, σ_i), 1 ≤ i ≤ k.

228 A. ı. LUZGAREV

PoslednØØ qast~ naxih rassußdeniæ neskol~ko zamyslovata, pofftomu my snaqala razberem sluqaæ Φ = E_6, a zatem vnesem izmeneniØ, neobhodimye dlØ sluqaØ Φ = E_7.

§6. Dokazatel~stvo lemmy 9: Sluqaæ Φ = E6

My utverßdaem, qto dlØ kaßdoæ pary takih par (ρ_i, σ_i) i (ρ_j , σ_j) raznost~ ρ_i −ρ_j = σ_i −σ_j ØvlØetsØ kornem. Deæstvitel~no, odna takaØ para, skaßem, (ρ_i, σ_i) perevoditsØ fflementom gruppy VeælØ v paru (ω, ω − α_1). Togda legko vzglØnut~ na ostavxiesØ pØt~ par (ρ_j , σ_j) na diagramme vesov i ubedit~sØ, qto vsegda ρ_i − ρ_j = ω − ρ_j budet kornem. Znaqit, moßno primenit~ naxe vyqislenie, podstavit~ ζ = 1 i poluqit~, qto proizvedenie transvekciæ t_{ρi,σi} (±ξ)t_{ρj ,σj} (±ξ) leßit v H dlØ l¸byh 1 ≤ i, j ≤ 6, i ≠ j. V to ße vremØ, pro znaki pri ξ my poka niqego ne govorili. Oqevidno, est~ dva sluqaØ: kogda v takom proizvedenii znaki sovpada¸t, i kogda oni razliqny. To est~ moßno sqitat~, qto proizvedenie t_{ρi ,σi} (ξ)t_{ρj ,σj} (±ξ) leßit v H.

Final~naØ ideØ dokazatel~stva vyglØdit tak: poskol~ku kornevoæ fflement x_β est~ proizvedenie xesti transvekciæ

x_β(ξ) = 6∏ i=1 t_{ρi,σi} (±ξ), moßno postarat~sØ iz naxih poparnyh proizvedeniæ i fftogo proizvedeniØ sostavit~ odnu transvekci¸ t_{ρi ,σi} (±nξ) s nekotorym n ∈ R^∗ i poluqit~ takim obrazom, qto ξ ∈ A_1, qto i trebovalos~. Teper~ moßno vzØt~ β = δ, qtoby vse znaki v vyraßenii x_β(ξ) byli poloßitel~ny.

Seæqas nam ponadobØtsØ nekotorye fakty otnositel~no znakov deæstviØ kornevogo fflementa x_α(1), potomu qto bez vsØkogo predpoloßeniØ o znakah realizaciØ naxeæ final~noæ idei nevozmoßna. Nam ponadobitsØ teorema 1 iz [22], v kotoroæ utverßdaetsØ, qto esli α – prostoæ koren~ ili −α – prostoæ koren~, to vse znaki v razloßenii x_α(1) na transvekcii ravny edinice. V naxem sluqae ffto oznaqaet, qto v formule (1) η = ε = 0. Takim obrazom, esli α ili −α – prostoæ koren~, to poluqennoe s pomow~¸ x_α(1) proizvedenie transvekciæ imeet raznye znaki pri

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 229

ξ. My vzØli β = δ, i moßno vzØt~

ρ_1 = ω, ρ_2 = ω − 100000 ,

ρ_3 = ω − 110000 , ρ_4 = ω − 111000 ,

ρ_5 = ω − 111100 , ρ_6 = ω − 111110 , σ_i = ρ_i − δ, 1 ≤ i ≤ 6. Teper~ zametim, qto kogda my sostavlØem proizvedenie transvekciæ t_{ρi,σi} (ξ)t_{ρi+1,σi+1} (±ξ), my ispol~zuem kommutirovanie pri pomowi x_α, gde α = ρ_i − ρ_{i+1} vsegda ØvlØetsØ prostym kornem. Znaqit, my poluqim sledu¸- wie proizvedeniØ: y_1 = t_{ρ1,σ1} (ξ)t_{ρ2,σ2} (−ξ) ∈ H, y_2 = t_{ρ2,σ2} (ξ)t_{ρ3,σ3} (−ξ) ∈ H, y_3 = t_{ρ3,σ3} (ξ)t_{ρ4,σ4} (−ξ) ∈ H, y_4 = t_{ρ4,σ4} (ξ)t_{ρ5,σ5} (−ξ) ∈ H, y_5 = t_{ρ5,σ5} (ξ)t_{ρ6,σ6} (−ξ) ∈ H. Posmotrim na proizvedenie h = y_1y^2 y^3 y^4 y^5 x_β(−ξ) ∈ H. Nesloßno ponØt~, qto h = t_{ρ6,σ6} (−6ξ), otkuda 6ξ ∈ A_1 i, sledovatel~no, ξ ∈ A_1, qto zaverxaet dokazatel~stvo v rassmatrivaemom sluqae.

§7. Dokazatel~stvo lemmy 9: Sluqaæ Φ = E7

Teper~ my ne moßem utverßdat~, qto dlØ kaßdoæ pary par (ρ_i, σ_i) i (ρ_j , σ_j) raznost~ ρ_i − ρ_j = σ_i − σ_j ØvlØetsØ kornem. Esli posmotret~ na paru (ρ_i, σ_i) = (ω, ω − α_7), to ffta raznost~ ØvlØetsØ kornem tol~ko dlØ desØti iz ostavxihsØ odinnadcati par (ρ_j , σ_j). No netrudno zametit~, qto v dokazatel~stve dlØ Φ = E_6 my ispol~zovali ne vse vozmoßnye kombinacii takih par, a tol~ko pØt~ xtuk, iz kotoryh “sostavlØlis~” fflementy y_1, y_2, y_3, y_4, y_5. Seæqas my pokaßem, qto v sluqae E_7 nam ponadobitsØ rovno odinnadcat~ podobnyh kombinaciæ. Itak, toqno tak ße, kak i vyxe, moßno pokazat~, qto proizvedenie transvekciæ t_{ρi,σi} (±ξ)t_{ρj ,σj} (±ξ) leßit v H dlØ teh i, j, dlØ kotoryh raznost~ ρ_i − ρ_j = σ_i − σ_j ØvlØetsØ kornem.

Final~naØ ideØ dokazatel~stva, opisannaØ v predyduwem paragrafe, primenØetsØ k naxemu sluqa¸ sledu¸wim obrazom. My

230 A. ı. LUZGAREV

snova berem β = δ, qtoby vse znaki v nediagonal~nyh matriqnyh fflementah x_β(ξ) byli poloßitel~ny, i, pol~zuØs~ teoremoæ 1 iz [22], poluqaem, qto esli α ili −α – prostoæ koren~, to znaki dlØ x_α(1) takße ravny edinice, blagodarØ qemu v formule (1) dlØ fftih sluqaev η = ε = 0. Teper~ berem

ρ_1 = ω, ρ_2 = ω − 0000010 , ρ_3 = ω − 0000110 ,

ρ_4 = ω − 0001110 , ρ_5 = ω − 0011110 , ρ_6 = ω − 0111110 ,

ρ_7 = ω − 0011111 , ρ_8 = ω − 0111111 , ρ_9 = ω − 0121111 ,

ρ_{10} = ω − 0122111 , ρ_{11} = ω − 0122211 , ρ_{12} = ω − 0122221 , σ_i = ρ_i − δ, 1 ≤ i ≤ 6. Kogda my sostavlØem proizvedenie transvekciæ dlØ posledovatel~nyh par (ρ_i, σ_i), (ρ_{i+1}, σ_{i+1}), poluqaem t_{ρi,σi} (ξ)t_{ρi+1,σi+1} (±ξ), i my ispol~zuem kommutirovanie pri pomowi x_α, gde α = ρ_i−ρ_{i+1} ØvlØetsØ prostym kornem dlØ vseh i, 1 ≤ i ≤ 11, krome i = 6. Krome fftogo, t_{ρ5,σ5} (ξ)t_{ρ7,σ7} (±ξ) poluqaetsØ kommutirovaniem pri pomowi x_{α2} . Itak, poskol~ku ispol~zu¸tsØ prostye korni, to my imeem proizvedeniØ y_i = t_{ρi,σi} (ξ)t_{ρi+1,σi+1} (−ξ) ∈ H, gde 1 ≤ i ≤ 11, i ≠ 6. Poloßim takße y_6 = t_{ρ5,σ5} (ξ)t_{ρ7,σ7} (−ξ). Teper~ ostaetsØ posmotret~ na proizvedenie

h = y^1 y^2 y^3 y^4 y^{−1}_5 y^6 y^7 y^8 y^9 y^{10}_{10} y^{11}_{11} x_α(−ξ) ∈ H.

Nesloßno ponØt~, qto h = t_{ρ12,σ12} (−12ξ) (zdes~ toqno tak ße, kak v sluqae Φ = E_6, ispol~zuetsØ razloßenie x_β(−ξ) v proizvedenie dvenadcati transvekciæ t_{ρi ,σi} (ξ)), otkuda 12ξ ∈ A_1 i, sledovatel~no, ξ ∈ A_1. Lemma dokazana.

§8. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 2

Zametim, qto dokazatel~stvo teoremy 2 dlØ sluqaØ Φ = E_6 bylo zakonqeno (ewe v paragrafe 6), potomu qto 2 – maksimal~- noe rasstoØnie meßdu vesami mikrovesovogo predstavleniØ E_6. V sluqae Φ = E_7 pridetsØ ewe nemnogo potrudit~sØ, qtoby vkl¸- qit~ sluqaæ rasstoØniØ, ravnogo trem. Oboznaqim A = A_1 = A_2.

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 231

Lemma 10. Esli λ, μ ∈ λ i d(λ, μ) = 3, to A ⊂ Aλμ. Dokazatel~stvo. �ta lemma dokazyvaetsØ poqti tak ße, kak

lemma 8. L¸baØ para vesov (λ, μ) na rasstoØnii 3 perevoditsØ fflementom gruppy VeælØ v paru (ω, −ω). Pofftomu my budem sqitat~, qto λ = −ω, μ = ω. Po dokazannomu t_{λ+α7,μ}(1) ∈ H. Vospol~- zovavxis~ lemmoæ 4, vidim, qto [t_{λ+a7,μ}(1), x_{−α7}(±ζ)] = t_{λ,μ}(ζ) pri nadleßawem vybore znaka, otkuda ζ ∈ A_{λμ}. Lemma 11. Esli λ, μ, ρ, σ ∈ λ i d(λ, μ) = d(ρ, σ) = 3, to Aλμ ⊂ Aρσ. Dokazatel~stvo. Zdes~, kak i v naqale dokazatel~stva lemmy

9, my kommutiruem fflement t_{λμ}(ξ) s x_α(ζ) (sm. formulu (1)), gde ξ ∈ A_{λμ}, ζ ∈ R, α ∈ Φ. Snova budem zapisyvat~ ograniqeniØ naxih matric na qetyrehmernoe podprostranstvo W , poroßdennoe bazisnymi vektorami, otveqa¸wimi vesam μ, μ − α, λ + α, λ (v ukazannom porØdke). Takße budem sqitat~, qto α ili −α – prostoæ koren~, pofftomu nediagonal~nye matriqnye fflementy v x_α(ζ) ime¸t odinakovye znaki. Togda formula (1) s uqetom dannyh o znakah utverßdaet, qto matrica ograniqeniØ fflementa h_1 = [t_{λμ}(ξ), x_α(ζ)] imeet vid

~h_1 =

1 0 0 0 0 1 0 0 −ξζ ξζ^2 1 0 0 ξζ 0 1 . (2) Teper~ podstavim v poluqennoe vyraßenie ζ = 1, pomenØem znak u ξ i prokommutiruem rezul~tat s x_{−α}(ζ). Zametim, qto pri naxem vybore α nediagonal~nye matriqnye fflementy v x_{−α}(ζ) snova ime¸t odinakovye znaki. Oboznaqim rezul~tat h_2 = [[t_{λμ}(−ξ), x_α(1)], x_{−α}(ζ)]. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto

~h_2 =

1 0 0 0 0 1 0 0 ξζ 0 1 0 2ξζ + ξζ^2 −ξζ 0 1 . Tak kak po postroeni¸ h_1, h_2 ∈ H, to i proizvedenie h = h_1h_2t_{λμ}(−2ξζ − ξζ^2) leßit v H i imeet vid ~h = 1 0 0 0 0 1 0 0 0 ξζ^2 1 0 0 0 0 1 .

232 A. ı. LUZGAREV

V qastnom sluqae ζ = 1 poluqaem, qto t_{λ+α,μ−α}(ξ) leßit v H. Legko videt~, qto rasstoØnie meßdu λ + α i μ − α ravno trem. Deæstvitel~no, dva vesa na rasstoØnii 3 sootvetstvu¸t toqkam v diagramme, simmetriqnym otnositel~no centra, i esli λ i μ byli simmetriqny, to λ + α i μ − α ostanutsØ simmetriqnymi. Itak, my poluqili, qto ξ ∈ A_{λ+α,μ−α}, otkuda A_{λμ} ⊂ A_{λ+α,μ−α}.

Teper~ uße netrudno zaverxit~ dokazatel~stvo lemmy. Deæstvitel~no, esli my moßem brat~ v kaqestve α l¸boæ prostoæ ili protivopoloßnyæ prostomu koren~, znaqit, moßno “proxagat~” po rebram diagrammy i pereæti ot l¸boæ pary vesov na rasstoØnii 3 k l¸boæ drugoæ takoæ pare.

Oboznaqim qerez A_3 mnoßestvo A_{λμ} dlØ d(λ, μ) = 3. Zametim, qto, v otliqie ot lemm 6 i 7, my ewe ne pokazali, qto A_3 ØvlØetsØ idealom v R. My i ne budem dokazyvat~ fftogo naprØmu¸, a lix~ pokaßem sovpadenie additivnoæ podgruppy A_3 i ideala A. Vkl¸qenie A ⊂ A_3 pokazano v lemme 10, i seæqas my dokaßem obratnoe.

Lemma 12. A3 ⊂ A.

Dokazatel~stvo. Voz~mem ξ ∈ A3. DlØ naglØdnosti zafiksiru-

em vesa λ = −ω, μ = ω, α = α_7. Vospol~zuemsØ oboznaqeniØmi iz dokazatel~stva predyduweæ lemmy: h_1 = [t_{λμ}(ξ), x_α(ζ)]. Voz~mem ζ = 1, togda iz formuly (2) legko videt~, qto posle umnoßeniØ h_1 na t_{λ+α,μ−α}(−ξ) poluqitsØ fflement h = e − ξe_{λ+α,μ} + ξe_{λ,μ−α}. K sqast~¸, v naxem sluqae d(λ + α, μ) = d(λ, μ − α) = 2, pofftomu nam ne pridetsØ snova provodit~ golovokrußitel~nye tr¸ki v duhe dokazatel~stva lemmy 9. Dostatoqno vzØt~ β = α_6 i posmotret~ na fflement [h, x_β(1)] ∈ H (Øvnyæ vid fflementa x_β(1) nam izvesten, potomu qto β – prostoæ koren~). Nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto [h, x_β(1)] = e + ξe_{λ,μ−α−β}, a tak kak d(λ, μ − α − β) = 2, to poluqaem ξ ∈ A, qto dokazyvaet lemmu, a vmeste s neæ i teoremu 2.

§9. Dokazatel~stvo teoremy 4

Zdes~ my dokaßem, qto gruppa, estestvennym obrazom poØvivxaØsØ v teoreme 3, ØvlØetsØ soverxennoæ. Pust~ n = 27 risp n = 56, E = EE_6(27, R, A) risp E = EE_7(56, R, A). Tak kak gruppa E(Φ, R) soverxenna (sm. [22, 7, 12]), to dostatoqno dokazat~, qto obrazu¸wie gruppy E(n, R, A) leßat v [E, E]. Voz~mem

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 233

x = z_{λμ}(ξ, ζ), gde, kak obyqno, z_{λμ}(ξ, ζ) =^{tμλ(ζ)} t_{λμ}(ξ), ξ ∈ A, ζ ∈ R. Iz teoremy 1 sleduet, qto x ∈ E(n, A)^{E(Φ,R)}, to est~ x moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ x = ∏ i x_iy_ix^{−1}_i , gde x_i ∈ E(Φ, R), y_i ∈ E(n, A) ⊂ E(n, R, A). Togda x = ∏ i[x_i, y_i]y_i, i dlØ l¸bogo i kommutator [x_i, y_i] leßit v [E, E]. OstaetsØ dokazat~, qto E(n, A) ⊂ [E, E], a ffto legko sleduet iz lemmy 4 v dokazatel~stve teoremy 2. Deæstvitel~- no, voz~mem t_{ρσ}(ξ) ∈ E(n, A) i popytaemsØ naæti takie λ, μ ∈ Λ, α ∈ Φ, qtoby vypolnØlos~ uslovie punkta a) lemmy 4 i pri fftom λ + α = ρ, μ = σ, Esli ffto udastsØ, to my poluqim t_{ρσ} (ξ) = [t_{λμ}(ξ), x_α(±1)] ∈ [E(n, A), E(Φ, R)] ⊂ [E, E]. DlØ fftogo moßno sqitat~, qto μ = σ = ω – starxiæ ves. Esli ρ ≠ ω − α_1 risp ρ ≠ ω − α_7, to moßno vzØt~ prostoæ koren~ β takoæ, qto ρ + β ∈ Λ i poloßit~ λ = ρ + β, α = −β. Togda λ + α = ρ, μ − α /∈ Λ, potomu qto α ∈ Φ^−, a μ – maksimal~nyæ ves. Legko ponØt~, qto λ ≠ μ, λ − μ ≠ ±α (poskol~ku moßet byt~ tol~ko λ − μ = α, no togda λ − α, λ, λ + α ∈ Λ, qego ne moßet byt~).

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ σ = ω, ρ = ω − α_1 risp ρ = ω − α_7. No togda moßno vzØt~ α = α_3 risp α = α_6 i λ = ρ − α i ubedit~sØ, qto vse usloviØ dlØ primeneniØ lemmy 4 vypolneny. �to zaverxaet dokazatel~stvo.

§10. Vloßenie E(E7, R) v simplektiqesku¸ gruppu

�tot paragraf posvØwen opisani¸ vloßeniØ E(E_7, R) v nekotoru¸ simplektiqesku¸ gruppu matric porØdka 56. Zametim, qto my uße vloßili E(E_7, R) v polnu¸ lineænu¸ gruppu GL(56, R), pofftomu my budem stroit~ simplektiqesku¸ bilineænu¸ formu φ v ime¸wemsØ bazise. VesovaØ diagramma naxego predstavleniØ E_7 simmetriqna: kaßdomu vesu λ sootvetstvuet simmetriqnyæ ves −λ. Poloßim simplektiqeskoe proizvedenie φ(v^λ, v^μ) = 0, esli μ ≠ −λ. V sluqae μ = −λ predstavim ω − λ v vide summy prostyh korneæ. Qislo slagaemyh v poluqennoæ summe – ffto “rasstoØnie” ot vesa λ do starxego vesa ω na vesovoæ diagramme, to est~ koliqestvo reber v minimal~nom puti meßdu nimi (v otliqie ot vvedennogo ranee rasstoØniØ d –

234 A. ı. LUZGAREV

rasstoØniØ v vesovom grafe). Na vremØ oboznaqim fftu veliqinu d^′(ω, λ). Nam ponadobitsØ tol~ko qetnost~ fftoæ veliqiny: oboznaqim ε_λ = (−1)^d 0_{(ω,λ)} ; inogda my budem nazyvat~ ε_λ znakom vesa λ (esli ne voznikaet dvusmyslennosteæ). Netrudno ponØt~, qto ε_{−λ} = −ε_λ, tak qto ffto nazvanie imeet nekotoryæ smysl. Itak, poloßim φ(v_λ, v_{−λ}) = ε_λ.

Oqevidno, qto, zadav proizvedenie na bazisnyh vektorah, my poluqim nekotoru¸ simplektiqesku¸ bilineænu¸ formu na vsem prostranstve predstavleniØ, i, sledovatel~no, sootvetstvu¸wu¸ simplektiqesku¸ gruppu. Napomnim, kak vyglØdØt simplektiqeskie transvekcii: T_{λμ}(ξ) = T_{−μ,−λ}(−ε_λε_μξ) = { t_{λμ}(ξ)t_{−μ,−λ}(−ε_λε_μξ), esli μ ≠ −λ; t_{λ,−λ}(ξ), esli μ = −λ. My budem govorit~, qto transvekciØ T_{λμ}(ξ) sootvetstvuet korotkomu korn¸ (“short root transvection”), esli μ ≠ −λ, i sootvetstvuet dlinnomu korn¸ (“long root transvection”), esli μ = −λ.

My qasto bez special~nyh ogovorok budem pol~zovat~sØ kommutacionnoæ formuloæ Xevalle dlØ simplektiqeskih transvekciæ. Privedem ee vaßneæxie sluqai: [T_{λμ}(ξ), T_{μσ}(ζ)] = T_{λσ}(ξζ), esli λ ≠ ±μ, μ ≠ ±σ, λ ≠ ±σ, [T_{λμ}(ξ), T_{μ,−λ}(ζ)] = T_{λ,−λ}(2ξζ), esli λ ≠ ±μ, [T_{λμ}(ξ), T_{μ,−μ}(ζ)] = T_{λ,−μ}(ξζ)T_{λ,−λ}(ε_λε_μξ^2ζ), esli λ ≠ ±μ, [T_{λμ}(ξ), T_{ρσ}(ζ)] = 1, esli λ ≠ μ, ρ ≠ σ, μ ≠ ρ, λ ≠ σ, μ ≠ −σ, λ ≠ −ρ. Ostal~nye sluqai formuly Xevalle legko poluqa¸tsØ iz privedennyh. Sootvetstvu¸wu¸ fftoæ simplektiqeskoæ forme fflementarnu¸ simplektiqesku¸ gruppu my budem oboznaqat~ Ep(56, R) = ⟨T_{λμ}(ξ), λ ≠ μ, ξ ∈ R⟩, a Ep(56, R, A) = Ep(56, A)^{Ep(56,R)}, gde Ep(56, A) = ⟨T_{λμ}(ξ), λ ≠ μ, ξ ∈ A⟩ dlØ ideala A E R.

Teper~ proverim, qto gruppa E(E_7, R) deæstvitel~no leßit v postroennoæ simplektiqeskoæ gruppe Ep(56, R). Dostatoqno dokazat~, qto x_α(ξ) ∈ Ep(56, R) pri ξ ∈ R, α ∈ E_7. Na samom dele daße dostatoqno proverit~ ffto tol~ko dlØ prostyh korneæ α ∈ E_7 (v silu kommutacionnoæ formuly Xevalle). My pokaßem, qto dlØ prostogo kornØ α kornevoæ fflement x_α(ξ) est~ proizvedenie xesti simplektiqeskih transvekciæ. Deæstvitel~no,

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 235

glØdØ na vesovu¸ diagrammu, legko ponØt~, qto rebro, pomeqennoe α, vstreqaetsØ 12 raz simmetriqnym obrazom, to est~ imeetsØ 6 par takih reber, i v kaßdoæ pare rebra simmetriqny. Voz~mem odnu taku¸ paru: pust~ ffto rebra (λ, μ) i (−μ, −λ), gde μ − λ = α. Rassmotrim simplektiqesku¸ transvekci¸ T_{μλ}(1) = t_{μλ}(1)t_{−λ,−μ}(1) (ffto tak, poskol~ku vesa λ i μ sosednie, znaqit, ε_μ = −ε_λ). No ffto rovno te dve (fflementarnye) transvekcii, sootvetstvu¸wie vzØtoæ pare reber, kotorye vhodØt v razloßenie x_α, poskol~ku u fftogo kornevogo fflementa vse znaki deæstviØ ravny +1. Takim obrazom moßno postupit~ s kaßdoæ paroæ reber i napisat~ 6 simplektiqeskih transvekciæ, sootvetstvu¸- wih korotkim kornØm.

My poluqili, qto x_α(ξ) ∈ Ep(56, R), otkuda E(E_7, R) ⊂ Ep(56, R). Teper~ my pokaßem, qto dlØ proizvol~nogo kornØ α ∈ E_7 kornevoæ fflement x_α(ξ) ØvlØetsØ proizvedeniem rovno xesti simplektiqeskih transvekciæ. My moßem, kak i vyxe, razbit~ vse pary vesov (λ, μ), dlØ kotoryh μ − λ = α, na 6 par, v kaßdu¸ iz kotoryh vhodØt vesa (λ, μ) i (−μ, −λ). No my uße znaem, qto x_α(ξ) leßit v simplektiqeskoæ gruppe, pofftomu fftot fflement dolßen udovletvorØt~ nekotorym prostym uravneniØm. Nesloßnymi vyqisleniØmi legko poluqit~, qto znaki deæstviØ v fftih parah soglasovany nußnym obrazom, to est~ takovy ße, kak v simplektiqeskoæ transvekcii T_{λμ}(±1).

§ 11. Dokazatel~stvo teoremy 5

Itak, my naqnem dokazatel~stvo, staraØs~ vesti ego parallel~no dokazatel~stvu teoremy 1.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto levaØ qast~ soderßitsØ v pra-

voæ. DlØ dokazatel~stva obratnogo vkl¸qeniØ vspomnim, qto pri n ≥ 3 gruppa Ep(n, R, A) poroßdaetsØ vsemi transvekciØ- mi vida Z_{λμ}(ξ, ζ) =^{Tμλ(ζ)}T_{λμ}(ξ) dlØ ξ ∈ A, ζ ∈ R, λ, μ ∈ Λ, λ ≠ μ (sm. [21]). Takim obrazom, dostatoqno ubedit~sØ, qto Z_{λμ}(ξ, ζ) soderßitsØ v H = Ep(n, A)^{E(Φ,R)}. Dokazatel~stvo fftogo soderßitsØ v lemmah 13, 14 i 15; v lemme 12 + i my razbiraem sluqaæ d(λ, μ) = i, i = 1, 2, 3. Oqevidno, qto v naxem predstavlenii 3 – ffto maksimal~noe rasstoØnie meßdu vesami, i teorema dokazana, kak tol~ko proverena spravedlivost~ sledu¸wih lemm.

236 A. ı. LUZGAREV

Lemma 13. Pust~ d(λ, μ) = 1. Togda^{Tμλ(ζ)}Tρσ (ξ) ∈ H dlØ l¸byh ρ,

σ ∈ Λ. V qastnosti, Z_{λμ}(ξ, ζ) ∈ H.

Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim sluqaæ ρ = λ, σ = μ i

oboznaqim α = μ − λ: Z_{λμ}(ξ, ζ) =^{Tμλ(ζ)}T_{λμ}(ξ). Teper~ vspomnim, qto v teoreme 1 my dostigali uspeha, rassmatrivaØ vyraßenie^{xα(ζ)}t_{λμ}(ξ). Davaæte posmotrim, na qto moßno rassqityvat~ teper~. Iz obsußdeniØ v paragrafe 10 my znaem, qto kornevoæ fflement x_α(ζ) raskladyvaetsØ v proizvedenie xesti simplektiqeskih transvekciæ:

x_α(ζ) = 6∏ i=1 T_{ρiσi} (±ζ). No pri soprØßenii s pomow~¸ x_α igraet rol~ rovno odna transvekciØ:_{xα(ζ)} T_{λμ}(ξ) =^{Tμλ(±ζ)}T_{λμ}(ξ). �to proishodit po toæ ße priqine, qto i v dokazatel~stve teoremy 1: predstavlenie mikrovesovoe, i iz vseh T_{ρi ,σi} , vhodØwih v razloßenie x_α(ζ), ime¸t znaqenie lix~ te, kotorye “vzaimodeæstvu¸t” s vesami ±λ i ±μ, to est~ rovno te, kotorye obrazu¸t simplektiqesku¸ transvekci¸ T_{μλ}(±ζ): ostal~nye kommutiru- ¸t s T_{λμ}(ξ) v silu kommutacionnoæ formuly Xevalle. Neobhodimyæ rezul~tat poluqen: pri neobhodimosti menØØ znak u ζ v x_α(±ζ), dobivaemsØ, qtoby ffto vyraßenie v toqnosti sovpadalo s Z_{λμ}(ξ, ζ). Teper~ pereædem k obwemu sluqa¸: ρ ≠ λ ili σ ≠ μ. Zdes~ pridetsØ rassmatrivat~ bol~xe sluqaev, neßeli pri dokazatel~- stve teoremy 1. Pust~ dlØ naqala ρ = λ, no σ ≠ μ. Netrudno proverit~, qto T_{μλ}(ζ)T λ,−λ(ξ) = Tμ,−λ(ξζ) · Tμ,−μ(εiεjξ 2ζ) · T_{λ,−λ}(ξ) ∈ H; i T_{μλ}(ζ)T λσ(ξ) = T_{μσ} (ξζ) · T_{ρσ} (ξ) ∈ H, esli σ ≠ −λ. Analogiqno rassmatrivaetsØ sluqaæ σ = μ i ρ ≠ λ. Neobhodimo takße rassmotret~ sluqai ρ = −μ i σ = −λ. Pust~, naprimer, vypolnØetsØ σ = −λ, togda esli ρ = λ, prihodim k rassmotrennomu vyxe sluqa¸. Esli ße ρ ≠ −λ, to T_{ρσ}(ξ) – transvekciØ,

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 237

sootvetstvu¸waØ korotkomu korn¸, sledovatel~no, ee moßno perepisat~ v vide T_{−σ,−ρ}(−ε_ρ ε_σξ) = T_{λ,−ρ}(−ε_σ ε_ρξ), i takoæ sluqaæ my uße rassmotreli. PonØtno, qto v sluqae ρ = μ vse absol¸tno analogiqno. Vo vseh ße ostal~nyh sluqaØh simplektiqeskie transvekcii T_{μλ}(ζ) i T_{ρσ} (ξ) kommutiru¸t.

Sledstvie. Pust~ d(λ, μ) = 1. Togda Ep(56, A)^{Tμλ(ζ)} ≤ H.

Lemma 14. Pust~ d(λ, μ) = 2. Togda Zλμ(ξ, ζ) ∈ H.

Dokazatel~stvo. Posmotrim povnimatel~nee na to, qto proizo-

xlo v hode dokazatel~stva analogiqnoæ lemmy 2. My budem svobodno pol~zovat~sØ vsemi oboznaqeniØmi, vvedennymi dlØ fftogo dokazatel~stva. Nesloßnymi vykladkami my svodim zadaqu k dokazatel~stvu togo, qto nekotoryæ fflement g leßit v H. Pri fftom my vvodim “vspomogatel~nyæ” fflement h ∈ H takoæ, qto g =

t_{νμ}(1)h i faktiqeski dokazyvaem, qto t λκ(−ξζ)t_{μκ} (−ξζ^2)·^{xα(1)}h = g. DlØ togo, qtoby ffto dokazat~, my zametili, qto vse samoe interesnoe proishodit v podprostranstve, poroßdennom vektorami v^λ, v^ν , v^μ, v^κ, posle qego rabotali s matricami porØdka 4. Na samom dele ffti prØmye vyqisleniØ s matricami moßno formal~no zapisat~ kak nekotorye preobrazovaniØ proizvedeniØ transvekciæ. Deæstvitel~no, nemnogo povozivxis~, my smoßem poluqit~ trebuemoe ravenstvo, pol~zuØs~ lix~ fflementarnymi sootnoxeniØmi meßdu transvekciØmi i kommutacionnoæ formuloæ Xevalle, to est~ faktiqeski provodØ vyqisleniØ v gruppe Steænberga. V raspisannom vide ffto ravenstvo vyglØdit tak: t_{λκ}(−ξζ)t_{μκ}(−ξζ^2 ) ·^{tλκ(1)tνμ(1)}h =^{tνμ(1)}h, gde h = t_{νλ}(−ζ)t_{μν} (−ξζ)t_{λν} (−ξ)t_{νλ}(ζ) (my prosto raskryli vyraßenie dlØ g i napisali vmesto fflementa x_α(1) ego ograniqenie na naxe qetyrehmernoe podprostranstvo).

Seæqas my zaæmemsØ tem, qto vvedem v deæstvie simplektiqeskie transvekcii vmesto fflementarnyh. Kl¸qevoe nabl¸denie sostoit v tom, qto faktiqeski v naxem dokazatel~stve niqego ne menØetsØ – ved~ kommutacionnaØ formula Xevalle ostaetsØ spravedlivoæ, poka v naxih vyqisleniØh uqastvu¸t tol~ko transvekcii, sootvetstvu¸wie korotkim kornØm. Itak, polnost~¸ perepisav dokazatel~stvo vyxeprivedennogo ravenstva s zamenoæ fflementarnyh transvekciæ na simplektiqeskie, polu-

238 A. ı. LUZGAREV

qaem rezul~tat: T_{λκ}(−ξζ)T_{μκ} (−ξζ^2) ·^{Tλκ(1)Tνμ(1)}h =^{Tνμ(1)}h, gde h = T_{νλ}(−ζ)T_{μν} (−ξζ)T_{λν} (−ξ)T_{νλ}(ζ). Teper~ vspomnim, qto proizvedenie t_{λκ}(1)t_{νμ}(1) poØvlØlos~ iz razloßeniØ kornevogo fflementa x_α(1) v proizvedenie fflementarnyh transvekciæ. Soverxenno analogiqno proizvedenie T_{λκ}(1)T_{νμ}(1) – ffto ograniqenie deæstviØ x_α(1) na vos~mimernoe podprostranstvo, poroßdennoe vektorami v^λ, v^ν , v^μ, v^κ, v^{−κ}, v^{−μ}, v^{−ν} , v^{−λ}, potomu qto fftot kornevoæ fflement ØvlØetsØ proizvedeniem xesti simplektiqeskih transvekciæ, rovno dve iz kotoryh deæstvu¸t v vybrannom podprostranstve.

Vse ffti deæstviØ zakonny, poskol~ku poparnye rasstoØniØ meßdu vesami κ, λ, μ i ν ne prevoshodØt 2; pofftomu vse poluqa¸- wiesØ v processe vyqisleniØ simplektiqeskie transvekcii deæstvitel~no budut sootvetstvovat~ korotkim kornØm.

Tak ße, kak i v dokazatel~stve lemmy 2, my do sih por rassmatrivali tol~ko odin sluqaæ raspredeleniØ znakov deæstviØ x_α(1). Zdes~ snova vozmoßny rovno qetyre takih sluqaØ, to est~ ograniqenie x_α(1) na ukazannoe podprostranstvo v deæstvitel~- nosti imeet vid T_{λκ}(±1)T_{νμ}(±1). Kak i preßde, ih qislo sokrawaetsØ do dvuh putem rassmotreniØ x_α(−1) vmesto x_α(1), i ostavxiæsØ sluqaæ soverxenno analogiqen rassmotrennomu s toqnost~¸ do zameny znaka v argumentah dopisannyh transvekciæ T_{λκ}(−ξζ)T_{μκ} (−ξζ^2 ). Dokazatel~stvo lemmy zaverxeno.

Lemma 15. Pust~ d(λ, μ) = 3. Togda Zλμ(ξ, ζ) ∈ H. Dokazatel~stvo. My snova ispol~zuem vse oboznaqeniØ iz ana-

logiqnoæ lemmy 3. Kak i pri dokazatel~stve predyduweæ lemmy, zamenØem fflementarnye transvekcii na simplektiqeskie. VyqisleniØ usloßnØ¸tsØ, poskol~ku teper~ v igru vstupa¸t simplektiqeskie transvekcii, sootvetstvu¸wie dlinnym kornØm. Poskol~ku d(λ, μ) = 3, my budem, v sootvetstvii s prinØtymi soglaxeniØmi, vmesto μ pisat~ −λ. Nam, kak i v dokazatel~stve lemmy 3, ponadobØtsØ vspomogatel~nye vesa ν = −λ + α i −ν = λ − α, gde α – nekotoryæ koren~.

Itak, my budem dokazyvat~, qto Z_{λ,−λ}(ξ, ζ) =^T�^{λ,λ (ζ)}T_{λ,−λ}(ξ) ∈ H, gde ζ ∈ R, ξ ∈ A. DlØ naqala zametim, qto obratimost~

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 239

dvoæki pozvolØet nam zamenit~ ξ na 2ξ i napisat~ posle fftogo [T_{λν}(ξ), T_{ν,−λ}(1)] vmesto T_{λ,−λ}(2ξ). Takim obrazom, Z_{λ,−λ}(ξ, ζ) =^T�^{λ,λ (ζ)}[T_{λν}(ξ), T_{ν,−λ}(1)] = [[T_{−λ,λ}(ζ), T_{λν} (ξ)]T_{λν}(ξ), [T_{−λ,λ}(ζ), T_{ν,−λ}(1)]T_{ν,−λ}(1)] = [T_{−λ,ν}(ξζ)T_{−ν,ν} (−ε_iε_j ξ^2ζ)T_{λν} (ξ), T_{ν,λ}(−ζ)T_{ν,−ν} (ε_iε_j ζ)T_{ν,−λ}(1)]. Dostatoqno proverit~, qto g =^{Tν,λ(−ζ)Tν,}�^{ν (εiεj ζ)Tν,}�^{λ(1)}T_{−λ,ν}(−ξζ)T_{−ν,ν} (ε_iε_jξ^2ζ)T_{λν} (−ξ) ∈ H. Oboznaqim f = T_{ν,λ}(−ζ)T_{ν,−ν} (ε_iε_jζ), togda g = fT_{ν,−λ}(1)T_{−λ,ν} (−ξζ)T_{−ν,ν} (ε_iε_jξ^2ζ)T_{λν} (−ξ)T_{ν,−λ}(−1)f^{−1} = fT_{ν,−λ}(1)T_{−λ,ν} (−ξζ)T_{−ν,ν} (ε_iε_jξ^2ζ)T_{ν,−λ}(−1)T_{λ,−λ}(2ξ)T_{λν} (−ξ)f^{−1} = fT_{ν,−λ}(1)T_{−λ,ν} (−ξζ)T_{λν} (ξ^2ζ)T_{λ,−λ}(ξ^2ζ + 2ξ)· T_{ν,−λ}(−1)T_{−ν,ν} (ε_iε_j ξ^2ζ)T_{λν} (−ξ)f^{−1} = fT_{ν,−λ}(1)T_{−λ,ν} (−ξζ)T_{λ,−λ}(−2ξ^2ζ)T_{ν,−λ}(−1)· T_{λν} (ξ^2ζ)T_{λ,−λ}(ξ^2ζ + 2ξ)T_{−ν,ν}(ε_iε_j ξ^2ζ)T_{λν} (−ξ)f^{−1} = fZ_{−λ,ν} (ξ^2ζ, 1)T_{λν}(ξ^2ζ)T_{λ,−λ}(−ξ^2ζ + 2ξ)· T_{−ν,ν} (ε_iε_j ξ^2ζ)T_{λν} (−ξ)f^{−1} =^f h, gde h = Z_{−λ,ν}(ξ^2ζ, 1)T_{λν}(ξ^2ζ)T_{λ,−λ}(−ξ^2ζ + 2ξ)T_{−ν,ν} (ε_iε_j ξ^2ζ)T_{λν} (−ξ). Zametim, qto h ∈ H (rasstoØnie meßdu −λ i ν ravno 1, pofftomu Z_{−λ,ν}(ξ^2ζ, 1) ∈ H). Krome togo, f = T_{νλ}(−ζ)[T_{νλ}(ε_iε_j ζ), T_{λ,−ν}(1)]. Dalee, moßno raspisat~ T_{νλ}(. . . ): poskol~ku d(ν, λ) = 2, moßno naæti ves τ takoæ, qto d(ν, τ ) = d(τ, λ) = 1. Togda T_{νλ}(x) = [T_{ντ} (x), T_{τλ}(1)]. Tak my dobilis~ togo, qto v razloßenie f vhodØt tol~ko takie simplektiqeskie transvekcii T_{ρσ} (. . . ), dlØ kotoryh ρ − σ ØvlØetsØ kornem. Teper~ my snova primenim tr¸k s ograniqeniem vyqisleniæ na qetyrehmernoe prostranstvo. My utverßdaem, qto soprØßeniØ pri pomowi takih simplektiqeskih transvekciæ, kotorye vhodØt v f, ffto to ße samoe, qto soprØßeniØ pri pomowi kornevyh fflementov, v razloßeniØ kotoryh vhodØt sootvetstvu¸wiæ transvekcii. To est~ esli v f my zamenim kaßdu¸ transvekci¸ T_{ρσ} (x) na kornevoæ fflement x_{ρ−σ}(±x),

240 A. ı. LUZGAREV

to rezul~tat soprØßeniØ h pri pomowi f ne izmenitsØ. Znak v takom kornevom fflemente sleduet vybirat~ tak, qtoby v razloßenie ego na simplektiqeskie transvekcii vhodil mnoßitel~ T_{ρσ} (x), a ne T_{ρσ} (−x). DlØ naqala posmotrim, qto proizoædet s T_{νλ}(x). My zamenili fftu transvekci¸ na [T_{ντ} (x), T_{τλ}(1)], a potom na [x_{ν−τ} (±x), x_{τ−λ}(±1)]. Teper~ myslenno raspixem kaßdyæ iz fftih kornevyh fflementov v proizvedenie xesti simplektiqeskih transvekciæ i posmotrim, qto proishodit v podprostranstve, natØnutom na vesovye vektora v^ν , v^τ , v^λ, v^κ, v^{−ν} , v^{−τ} , v^{−λ}, v^{−κ} (zdes~ κ = λ + (ν − τ )). Soverxenno ponØtno, qto budut “vliØt~” drug na druga tol~ko te simplektiqeskie transvekcii, deæstvie kotoryh zakl¸qeno v fftom podprostranstve, a ostal~nye budut kommutirovat~ s nimi i meßdu soboæ. RassußdeniØ zdes~ toqno takie ße, kak i v dokazatel~stve teoremy 1, gde my postoØnno primenØli podobnyæ tr¸k. Znaqit, T_{νλ}(x) est~ kommutator dvuh kornevyh fflementov, to est~ leßit v E(E_7, R).

K soßaleni¸, v f ostalas~ transvekciØ T_{λ,−ν}(1), kotoraØ ne leßit v E(E_7, R). No itog naxih vyqisleniæ vkl¸qaet soprØßenie pri pomowi f, pofftomu zdes~ snova moßno primenit~ nax tr¸k. Teper~ nußno ograniqit~sØ rassmotreniem qetyrehmernogo podrostranstva W , natØnutogo na v^λ, v^ν , v^{−λ} i v^{−ν} . RassußdeniØ, analogiqnye provedennym, pokazyva¸t, qto soprØßenie pri pomowi T_{λ,−ν} (. . . ) – ffto to ße samoe, qto i soprØßenie pri pomowi x_{λ−(−ν)}(. . . ), esli to, qto my soprØgaem, deæstvuet iskl¸qitel~no vnutri podprostranstva W (a tak ono i est~, poskol~ku pro vse ostal~nye mnoßiteli, vhodØwie v vyraßenie dlØ g, my ffto pokazali).

Itak, my poluqili, qto soprØßenie h pri pomowi f moßno predstavit~ kak posledovatel~noe soprØßenie pri pomowi fflementov E(E_7, R). PonØtno, qto takoe soprØßenie ne vyvodit za predely H, to est~ g =^f h ∈ H, qto i trebovalos~ dokazat~.

§12. Dokazatel~stvo teoremy 6

Oboznaqim

E = EE^′_7(56, R, A, B) = E(E_7, R)E(56, R, A) Ep(56, R, B).

Iz teoremy 4 vidno, qto ostalos~ dokazat~ lix~ vkl¸qenie Ep(56, R, B) ⊂ [E, E], to est~, qto obrazu¸wie gruppy Ep(56, R, B) leßat v [E, E]. Voz~mem x = Z_{λμ}(ξ, ζ) =^{Tμλ(ζ)}T_{λμ}(ξ), gde ξ ∈ B,

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 241

ζ ∈ R. Iz teoremy 1 sleduet, qto x ∈ Ep(56, A)^{E(E7,R)}, to est~ x moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ x = ∏ i x_iy_ix^{−1}_i , gde x_i ∈ E(E_7, R), y_i ∈ E(56, B) ⊂ E(56, R, B).

Togda x = ∏ i[x_i, y_i]y_i, i dlØ l¸bogo i kommutator [x_i, y_i] leßit v [E, E]. OstaetsØ dokazat~, qto E(56, B) ⊂ [E, E].

Voz~mem transvekci¸ T_{ρσ} (ξ) ∈ E(56, B), sootvetstvu¸wu¸ korotkomu korn¸ (to est~ ρ ≠ ±σ), i popytaemsØ naæti takoæ koren~ α ∈ E_7, qtoby moßno bylo primenit~ kommutacionnu¸ formulu Xevalle T_{ρσ} (ξ) = [T_{ρ,ρ−α}(1), T_{ρ−α,σ}(ξ)], a potom popytat~sØ zamenit~ T_{ρ,ρ−α}(1) na x_α(±1), qtoby poluqit~ T_{ρσ}(ξ) = [x_α(±1), T_{ρ−α,σ}(ξ)] ∈ [E(E_7, R), E(56, B)] ⊂ [E, E]. DlØ togo, qtoby primenit~ kommutacionnu¸ formulu Xevalle v takom vide, neobhodimo −ρ ≠ ρ − α (ffto avtomatiqeski tak, poskol~ku meßdu protivopoloßnymi vesami vsegda rasstoØnie 3, a α – koren~), ρ ≠ ±σ (fftogo my potrebovali s samogo naqala), ρ − α ≠ ±σ. DlØ togo, qtoby stal vozmoßnym vtoroæ xag, zamena T_{ρ,ρ−α}(1) na x_α(1), neobhodimo lix~, qtoby ostal~nye transvekcii, poluqa¸wiesØ v razloßenii x_α(±1), ne povliØli na kommutirovanie s T_{ρ−α,σ}(ξ), to est~ qtoby σ − α ne ØvlØlos~ vesom.

Moßno sqitat~, qto σ = ω – starxiæ ves, a potom perenesti postroenie na l¸bu¸ drugu¸ situaci¸ deæstviem gruppy VeælØ. Predpoloßim, qto ρ ≠ σ − α_7; togda voz~mem v kaqestve α takoæ otricatel~nyæ prostoæ koren~, qtoby ρ − α ØvlØlos~ vesom (ponØtno, qto takoæ suwestvuet, poskol~ku ρ – ne starxiæ ves). Togda oqevidno, qto ρ−α ≠ ±σ i σ −α vesom ne ØvlØetsØ, to est~ vse usloviØ vypolneny. Esli ße ρ = σ − α_7, voz~mem α = α_6, i neobhodimye usloviØ snova trivial~no proverØ¸tsØ.

Teper~ rassmotrim transvekci¸ T_{ρ,−ρ}(ξ), sootvetstvu¸wu¸ dlinnomu korn¸ (ξ ∈ B). Voz~mem proizvol~nyæ ves σ takoæ, qto σ − (−ρ) = α ØvlØetsØ kornem. Togda T_{ρ,−ρ}(ξ) = [T_{ρσ}(ξ), T_{σ,−ρ}(2^{−1})] = [T_{ρσ} (ξ), x_α(±2^{−1})] ∈ [E(56, B), E(E_7, R)] ⊂ [E, E], qto netrudno proverit~ analogiqnymi rassußdeniØmi. Teorema dokazana.

242 A. ı. LUZGAREV

˚ hoqu iskrenne poblagodarit~ svoego nauqnogo rukovoditelØ NikolaØ Aleksandroviqa Vavilova za postoØnnu¸ podderßku i pomow~ v dannom issledovanii. Imenno pod ego rukovodstvom avtor vypolnil diplomnu¸ rabotu, poloßennu¸ v osnovu dannoæ stat~i. Takße Ø vyraßa¸ svo¸ blagodarnost~ universitetu goroda Bilefel~da, v kotorom prohodila qast~ raboty nad tekstom, i �ntoni Baku za rukovodstvo staßirovkoæ i plodotvornye besedy.

Literatura

1. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, Glavy IV–VI. M., 1972. 2. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, Glavy VII, VIII. M., 1978. 3. N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, A_2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ grupp Xevalle tipov E6 i E7. — Algebra i analiz 16, ˝ 4 (2004), 54–87.

4. N. A. Vavilov, V. A. Petrov, O nadgruppah EO(2l, R). — Zapiski nauqn.

semin. POMI 272 (2000), 68–85.

5. N. A. Vavilov, V. A. Petrov, O nadgruppah Ep(2l, R). — Algebra i analiz 15, ˝ 4 (2003), 72–114.

6. N. A. Vavilov, V. A. Petrov, O nadgruppah EO(n, R). — Algebra i analiz (2004), (v peqati).

7. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, A. V. Stepanov, VyqisleniØ v gruppah Xevalle nad kommutativnymi kol~cami. — Dokl. AN SSSR 40, ˝ 1 (1990), 145–147.

8. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. M., 1975.

9. R. H. Dye, Interrelations of symplectic and orthogonal groups in characteristic 2. — J. Algebra 59 no. 1 (1979), 202–221.

10. R. H. Dye, On the maximality of the orthogonal groups in the symplectic groups in characteristic two. — Math. Z. 172 no. 3 (1980), 203–212.

11. R. H. Dye, Maximal subgroups of GL2n(K), SL2n(K), PGL2n(K), PSL2n(K) associated with symplectic polarities. — J. Algebra 66, no. 1 (1980), 1–11.

12. R. Hazrat, N. A. Vavilov, K1 of Chevalley groups are nilpotent. — J. Pure Appl.

Algebra 179 (2003), 99–116.

13. O. H. King, On subgroups of the special linear group containing the special orthogonal group. — J. Algebra 96, no. 1 (1985), 178–193.

14. O. H. King, On subgroups of the special linear group containing the special unitary group. — Geom. Dedic. 19, no. 3 (1985), 297–310.

15. Sh. Li, Overgroups of SU(n, K, f ) or Ω(n, K, Q) in GL(n, K). — Geom. Dedic.

33, no. 3 (1990), 241–250.

16. Sh. Li, Overgroups of a unitary group in GL(2, K). — J. Algebra 149, no. 2 (1992), 275–286.

17. Sh. Li, Overgroups in GL(n, F ) of a classical group over a subfield of F . — Algebra Colloq. 1, no. 4 (1994), 335–346.

18. H. Matsumoto, Sur les sous-groupes arithmétiques des groupes semi-simples déployés. — Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 4ème sér. no. 2 (1969), 1–62.

O NADGRUPPAH E(E_6, R) I E(E_7, R) 243

19. V. Petrov, Overgroups of unitary groups. — K-Theory 29 (2003), 147–174. 20. M. R. Stein, Stability theorems for K1, K2 and related functors modeled on Chevalley groups. — Japan J. Math. 4 no. 1 (1978), 77–108.

21. J. Tits, Systèmes générateurs de groupes de congruences. — C. R. Acad. Sci.

Paris, Sér. A 283 (1976), 693–695.

22. N. Vavilov, A third look at weight diagrams. — Rendiconti del Sem. Mat. Univ.

Padova 104 (2000), 201–250.

23. N. A. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. Proc. Conf.

Non-associative algebras and related topics (Hiroshima – 1990). London et al., World Sci. Publ., 1991, pp. 219–335.

Luzgarev A. Yu. On overgroups of E(E_6, R) and E(E_7, R) in their minimal representations.

The article is dedicated to description of overgroups of elementary Chevalley groups of types E_6 and E_7 in their minimal irreducible representations. One of the first step towards such description, namely construction of the series of perfect intermediate groups, is made. Probably all perfect intermediate groups for groups of type E_6 are described. The hypothesis concerning the structure of perfect overgroups of type E_7 is made.

Postupilo 21 oktØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet