Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

A. I. Generalov

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV

Vvedenie

NastoØwaØ rabota prodolßaet cikl rabot [1–10], v kotoryh byli vyqisleny algebry `onedy dlØ nekotoryh seriæ algebr diffdral~nogo ili poludiffdral~nogo tipa iz klassifikacii K. �rdman [11]. V nekotoryh iz fftih rabot (sm. [1–3, 7, 10]) ispol~zuetsØ diagrammnyæ metod Bensona–Karlsona [12] vmeste s ego tehniqeskimi usoverxenstvovaniØmi, razvitymi v [1, 2]. V fftom sluqae suwestvenno ispol~zuetsØ vozmoßnost~ opisaniØ sizigiæ prostyh moduleæ s pomow~¸ tak nazyvaemyh diagramm. TakaØ vozmoßnost~ imeetsØ ne vsegda, i v svØzi s fftim v [6] byl predloßen inoæ podhod. Ego suwestvo sostavlØet to, qto na osnove nekotoryh ffmpiriqeskih nabl¸deniæ my vydvigaem gipotezy o stroenii minimal~nyh proektivnyh rezol~vent prostyh moduleæ, i posle ih obosnovaniØ sqityvaem “kogomologiqesku¸ informaci¸” s naædennyh rezol~vent, qto privodit k opisani¸ algebr `onedy rassmatrivaemyh algebr.

V nastoØweæ rabote my, ispol~zuØ tehniku raboty [6], daem opisanie v terminah kolqanov s sootnoxeniØmi algebr `onedy dlØ algebr iz seriæ SD(2A)_1, SD(2A)_2 i SD(3A)_2 (v oboznaqeniØh iz [11]). Krome togo, opisyva¸tsØ Ext-algebry prostyh moduleæ nad rassmatrivaemymi algebrami, i potomu poluqennye rezul~taty mogut byt~ primeneny k opisani¸ kol~ca kogomologiæ teh koneqnyh grupp, u kotoryh glavnyæ blok Moritaffkvivalenten kakoæ-libo iz algebr ukazannyh treh seriæ (sm., naprimer, tablicy v knige [11]).

My budem ispol~zovat~ osnovnye ponØtiØ i oboznaqeniØ, vvedennye v rabotah [1, 3]. Vse rassmatrivaemye moduli – levye.

1. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Pust~ K – proizvol~noe pole. DlØ proizvol~noæ koneqnomer- 81

82 A. I. GENERALOV noæ K-algebry Λ qerez

E(M ) = ⨁ m¿0^{Ext} m Λ (M, M )

oboznaqim Ext-algebru Λ-modulØ M . Esli Λ – bazisnaØ Kalgebra s radikalom Dßekobsona J(Λ), to Ext-algebra E(Λ/J(Λ)) nazyvaetsØ algebroæ `onedy algebry Λ i oboznaqaetsØ qerez Y(Λ).

V dal~neæxem predpolagaem, qto pole K algebraiqeski zamknuto. DlØ l¸boæ koneqnomernoæ K-algebry R, zadannoæ s pomow~¸ kolqana Q = (V (Q), Arr(Q)) s sootnoxeniØmi, qerez e_i, i ∈ V (Q), oboznaqim idempotenty, sootvetstvu¸wie verxinam kolqana Q, a qerez P_i = Re_i i S_i = P_i/J(R)P_i, i ∈ V (Q), oboznaqim sootvetstvu¸wie fftim verxinam nerazloßimye proektivnye Rmoduli i prostye R-moduli sootvetstvenno. Umnoßenie sprava na fflement x ∈ e_iRe_j induciruet gomomorfizm, deæstvu¸wiæ iz P_i v P_j, i my budem oboznaqat~ ego takße qerez x.

1.1. SeriØ SD(2A)1 . Algebry, sostavlØ¸wie seri¸ SD(2A)1,

opredelØ¸tsØ sledu¸wim kolqanom s sootnoxeniØmi (kompoziciØ puteæ zapisyvaetsØ sprava nalevo):

βγβ = βα(γβα)^{k−1}, γβγ = αγ(βαγ)^{k−1}, α^2 = c · (γβα)^k , α(γβα)^k = 0, gde k ∈ N, k > 2, c ∈ K. Algebry fftoæ serii oboznaqaem qerez SD(2A)^{k,c}_1 , a takße bolee kratko qerez SD(2A)_1 .

DlØ opisaniØ algebry `onedy Y(SD(2A)^{k,c}_1 ) rassmotrim kol-

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 83 qan:

Na algebre puteæ K[ℜ_1] fftogo kolqana vvedem graduirovku taku¸, qto

deg(x_i) = 1 (i = 1, 2, 3), deg(y_j ) = 2 (j = 1, 2), deg(z) = 3, deg(t_j) = 4 (j = 1, 2).

Rassmotrim na kolqane ℜ_1 sledu¸wie sootnoxeniØ:

0 = x_2x_1 = x_3x_2 = x_1x_3 = x_2x_3, 0 = x_3y_1 = y_1x_1 = y_2x_2 = x_1y_2, y_1x_3 = x_2y_2, 0 = y_2y_1 = y_1y_2 = x_2z = zx_3, zx_1 + x_1z = −c · x^4_1, 0 = y_1z = zy_2, x_1t_1 = t_1x_1, t_2x_2 = x_2t_1, x_3t_2 = t_1x_3, t_2y_1 = y_1t_1, t_1y_2 = y_2t_2, x^2_1t_1 = z^2, t_1z = zt_1.

(1.1)

Qerez E_1 oboznaqim K-algebru, opredelØemu¸ kolqanom ℜ_1 s sootnoxeniØmi (1.1). Tak kak ffti sootnoxeniØ odnorodny, to algebra E_1 nasleduet estestvennu¸ graduirovku s algebry K[ℜ_1].

Teorema 1.1. Pust~ R = SD(2A)^{k,c}_1 , k ∈ N \ {1}, c ∈ K. Algebra

`onedy Y(R) algebry R kak graduirovannaØ algebra izomorfna algebre E_1.

1.2. SeriØ SD(2A)2. Algebry SD(2A)_2 = SD(2A)^{k,c}_2 , k ∈ N \{1}, c ∈ K,

84 A. I. GENERALOV sostavlØ¸wie seri¸ SD(2A)_2 , opredelØ¸tsØ kolqanom Q^{(2A)}, privedennym vyxe, i sledu¸wimi sootnoxeniØmi: βγ = 0, (γβα)^k = (αγβ)^k , α^2 = γβ(αγβ)^{k−1} + c · (γβα)^k. DlØ opisaniØ algebry `onedy Y(SD(2A)^{k,c}_2 ) rassmotrim kolqan:

Na algebre puteæ K[ℜ_2] fftogo kolqana vvedem graduirovku taku¸, qto

deg(x_i) = 1 (i = 1, 2, 3), deg(z_j ) = 3 (j = 1, 2), deg(t) = 4, deg(w) = 5.

Rassmotrim na kolqane ℜ_2 sledu¸wie sootnoxeniØ:

0 = x_2x_1 = x_3x_2 = x_1x_3, x^3_1 = 0, 0 = x_1z_1 = z_1x_1, z_2x_2 = −x_2z_1, x_3z_2 = −z_1x_3, x_1t = tx_1, z_1t = tz_1, 0 = x_2t = tx_3, 0 = x_1w = wx_1 = wx_3 = x_2w, wz_1 = −z_1w, tw = wt, w^2 = z^2_1 t.

(1.2)

Qerez E_2 oboznaqim K-algebru, opredelØemu¸ kolqanom ℜ_2 s sootnoxeniØmi (1.2), i s graduirovkoæ, nasleduemoæ s algebry K[ℜ_2].

Teorema 1.2. Pust~ R = SD(2A)^{k,c}_2 , k ∈ N \{1}, c ∈ K. Algebra `o-

nedy Y(R) algebry R kak graduirovannaØ algebra izomorfna algebre E_2.

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 85

1.3. SeriØ SD(3A)2. Algebry SD(3A)_2 = SD(3A)^k_2 , k ∈ N \{1}, sostavlØ¸wie seri¸ SD(3A)_2, opredelØ¸tsØ sledu¸wim kolqanom s sootnoxeniØmi:

δβ(γβ)^{k−1} = 0 = γη(δη)^{k−1}, βγ = ηδ. (1.3) DlØ opisaniØ algebry `onedy Y(SD(3A)^k_2 ) rassmotrim kolqan:

Na algebre puteæ K[ℜ_3] fftogo kolqana vvedem graduirovku taku¸, qto

deg(x_i) = 1 (i = 1, 2, 3, 4), deg(y_j ) = 2 (j = 1, 2), deg(z_j ) = 3 (j = 0, 1, 2, 3, 4).

Rassmotrim na kolqane ℜ_3 sledu¸wie sootnoxeniØ:

0 = x_3x_1 = x_3x_2 = x_4x_1 = x_4x_2, x_1x_3 = −x_2x_4, 0 = x_2y_1 = x_1y_2 = y_1x_3 = y_2x_4, z_0x_1 = x_1z_1 = −x_2z_3, z_0x_2 = x_1z_4 = −x_2z_2, x_3z_0 = z_1x_3 = −z_4x_4, x_4z_0 = z_3x_3 = −z_2x_4, y_1z_4 = z_3y_2, y_2z_3 = z_4y_1, y_1z_1 = z_2y_1, y_2z_2 = z_1y_2, z_4z_3 = −z^2_1 , z_3z_4 = −z^2 ,

(1.4)

86 A. I. GENERALOV z_3z_1 + z_2z_3 = { y_1y_2y_1, esli k = 2, 0, esli k > 2;

(1.5)

z_4z_2 + z_1z_4 = { y_2y_1y_2, esli k = 2, 0, esli k > 2.

(1.6)

Qerez E_3 oboznaqim K-algebru, opredelØemu¸ kolqanom ℜ_3 s sootnoxeniØmi (1.4)–(1.6), i s graduirovkoæ, nasleduemoæ s algebry K[ℜ_3].

Teorema 1.3. Pust~ R = SD(3A)^k_2 , k ∈ N \ {1}. Algebra `onedy

Y(R) algebry R kak graduirovannaØ algebra izomorfna algebre E_3.

2. Rezol~venty 2.1. SeriØ SD(2A)1. Pust~ R = SD(2A)^{k,c}_1 , k ∈ N \{1}, c ∈ K.

Vvedem sokrawennye oboznaqeniØ dlØ sledu¸wih fflementov algebry puteæ K[Q^{(2A)}] kolqana Q^{(2A)} (a takße dlØ ih kanoniqeskih obrazov v R): a = (αγβ)^{k−1}, b = (βαγ)^{k−1}, g = (γβα)^{k−1}, ~α = α − c · gγβ. (2.1) Kak legko videt~, moduli P_0 i P_1 ime¸t sledu¸wie K-bazisy: P_0 =_K ⟨e_0, α, βα, γβα, α(γβα), . . . , α · g, βα · g, (γβα)^k , β, γβ, αγβ, β(αγβ), . . . , β · a, γβ · a⟩, (2.2)

P_1 =_K ⟨e_1, γ, αγ, βαγ, γ(βαγ), . . . , γ · b, αγ · b, (βαγ)^k, βγ⟩; v qastnosti, dim_K P_0 = 6k, dim_K P_1 = 3k + 2.

Rassmotrim sledu¸wiæ bikompleks B^{(1)}_{••} , raspoloßennyæ v pervoæ qetverti ploskosti (t.e. stroki i stolbcy zanumerovany

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 87 qislami 0, 1, 2, . . .): . . . . . . . . . . . . α α α α P_0^{g·γβ} ←−−−− P_0^{g·γβ}←−−−− P_0^{g·γβ}←−−−− P_0^{g·γβ}←−−−− · · · eα eα eα αγ P_0^{−g·γβ} ←−−−− P_0^{−g·γβ}←−−−− P_0^{−b·β}←−−−− P_1 α α α β^γ P_0^{g·γβ} ←−−−− P_0^{g·γβ}←−−−− P_0^β←−−−− P_1 eα αγ P_0^{−b·β} ←−−−− P_1 α β^γ P_0^β←−−−− P_1 .

(2.3)

Predloßenie 2.1. Pust~ R = SD(2A)1. TotalizaciØ Q• =

Tot(B^{(1)}_{••} ) bikompleksa B^{(1)}_{••} iz (2.3) predstavlØet soboæ minimal~- nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu prostogo R-modulØ S_0.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ vos-

pol~zuemsØ spektral~noæ posledovatel~nost~¸ bikompleksa (sm., napr., [13, str.142]):

E^2_{pq} = H^h_p H^v_q (B^{(1)}_{••} ) ⇒ H_{p+q}(Tot(B^{(1)}_{••} )). (2.4) My dokaßem, qto uße vtoroæ list fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti vyroßdaetsØ.

Snaqala rassmotrim stroki pervogo lista fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti, ime¸wie (poloßitel~nye) neqetnye nomera; takie stroki soderßat tol~ko moduli vida Ker α/ Im ~α i Ker(βγ)/ Im(αγ). Neposredstvenno proverØetsØ, qto Im ~α imeet sledu¸wiæ K-bazis: {~α, βα, γβα, . . . , (γβα)^k}, i, takim obrazom, dimIm ~α = 3k = dimKer ~α.

88 A. I. GENERALOV

Analogiqno poluqaem, qto

dimIm α = 3k = dimKer α.

Tak kak α~α = 0, to Ker α/ Im ~α = 0. Takße neposredstvenno poluqaem, qto Ker(βγ) = ⟨αγ, βαγ, . . . , (βαγ)^k⟩ = Im(αγ), i, sledovatel~no, stroki pervogo lista s neqetnymi nomerami soderßat tol~ko nulevye qleny.

Tak kak ~αα = 0, to Im α = Ker ~α, i, takim obrazom, v strokah pervogo lista, ime¸wih qetnye poloßitel~nye nomera, nenulevye qleny sostavlØ¸t posledovatel~nost~ sledu¸wego vida

Ker(αγ)/ Im α^{gγβ}←− Coker α^β←− Coker(βγ), (2.5)

gde gγβ i β – gomomorfizmy, inducirovannye gomomorfizmami umnoßeniØ na gγβ i β sootvetstvenno. Legko proverØetsØ, qto qleny posledovatel~nosti (2.5) ime¸t sledu¸wie K-bazisy: Coker(βγ) = ⟨e_1, γ, αγ, βαγ, . . ., gγ⟩, Coker α = ⟨e_0, β, γβ, βαγ, . . . , gγβ⟩, Ker(αγ)/ Im α = ⟨gγβ⟩. Ots¸da neposredstvenno vytekaet, qto posledovatel~nost~ (2.5) (dopolnennaØ s koncov nulØmi) predstavlØet soboæ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~.

Nakonec, stroka s nomerom nul~ na pervom liste imeet vid

Coker α^β←− Coker(βγ),

i iz predyduwih rassußdeniæ sleduet, qto Coker β ≃ S_0.

Takim obrazom, Q_• = Tot(B^{(1)}_{••} ) ØvlØetsØ proektivnoæ rezol~- ventoæ modulØ S_0, a ee minimal~nost~ sleduet iz togo, qto po postroeni¸ imeem Im (d^Q_m: Q_{m+1} → Q_m) ⊂ Rad Q_m dlØ l¸bogo

m > 0. �

Rassmotrim bikompleks, sostoØwiæ iz dvuh pervyh (nenulevyh) stolbcov bikompleksa (2.3) s nomerami 0 i 1, i qerez W_• oboznaqim ego totalizaci¸.

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 89

Sledstvie 2.2. Imeet mesto sledu¸waØ korotkaØ toqnaØ posle-

dovatel~nost~ kompleksov 0 −→ W_• −→ Q_• −→ Q_•[−4] −→ 0, rasweplØ¸waØsØ v kaßdoæ stepeni.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sledstviØ vytekaet neposred-

stvenno iz postroeniØ bikompleksa (2.3). � PrØmaØ proverka dokazyvaet sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2.3. Pust~ R = SD(2A)1. Modul~ S1 Ω-periodiqen

s periodom 4 (t.e. Ω^4(S_1) ≃ S_1), a ego minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta imeet vid 0 ←− S_1 ←− P_1^γ←− P_0^{gβ−aα}←− P_0^β←− P_1^{(βαγ)k}←− P_1^γ←− P_0 ←− . . . . Sledstvie 2.4. Gruppy rasxireniæ prostyh R-moduleæ ime¸t

sledu¸wie razmernosti: a) dim_K Ext^m_R (S_0, S_0) = 2 [ m + 1 4 ] + 1; b) dim_K Ext^m_R (S_0, S_1) = dim_K Ext^m_R (S_1, S_0) = { 1, esli m ≡ 1 ili 2(mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh; v) dim_K Ext^m_R (S_1, S_1) = { 1, esli m ≡ 0 ili 3(mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh.

2.2. SeriØ SD(2A)2. Pust~ R = SD(2A)^{k,c}_2 , k ∈ N \{1}, c ∈ K.

DlØ nekotoryh fflementov algebry R vnov~ vvedem sokrawennye oboznaqeniØ iz (2.1).

Modul~ P_0 dopuskaet bazis vida, ukazannogo v (2.2), a modul~ P_1 imeet sledu¸wiæ bazis: P_1 =_K ⟨e_1, γ, αγ, βαγ, γ(βαγ), . . . , γ · b, αγ · b, (βαγ)^k⟩, i takim obrazom, dim_K P_0 = 6k, dim_K P_1 = 3k + 1.

90 A. I. GENERALOV

Rassmotrim sledu¸wiæ bikompleks B^{(2)}_{••} (vnov~ stroki i stolbcy zanumerovany qislami 0, 1, 2, . . .): . . . . . . . . . γβ γ^β γ^{βα} P_1^{−a·αγ} ←−−−− P_0^{−a·α}←−−−− P_0^{−g}←−−−− P_0 β γ_β γ_β e_α P_0^{a·α}←−−−− P_0^{a·α}←−−−− P_0^α←−−−− P_0 γβ γ^{βα} P_1^{−a·αγ} ←−−−− P_0^{−g}←−−−− P_0 β γ^β eα P_0^{a·α}←−−−− P_0^α←−−−− P_0 γβα P_1^{−g·γ} ←−−−− P_0 β eα P_0^α←−−−− P_0 .

(2.6)

Predloßenie 2.5. Pust~ R = SD(2A)2 . TotalizaciØ Tot(B^{(2)}•• )

bikompleksa B^{(2)}_{••} iz (2.6) predstavlØet soboæ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu prostogo R-modulØ S_0.

Dokazatel~stvo. Vnov~ vospol~zuemsØ spektral~noæ posledova-

tel~nost~¸ (2.4) (v kotoroæ vmesto bikompleksa B^{(1)}_{••} podstavlØetsØ bikompleks B^{(2)}•• ). Na pervom liste fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti stroka s nomerom 2l, l > 2, imeet vid 0 ← Ker(γβ)/ Im β^{aα}←− Ker(γβ)/ Im(γβ)^{aα}←− Ker(γβ)/ Im(γβ)^{aα}←− · · · aα←− Ker(γβ)/ Im(γβ)^{aα}←− Ker(γβα)/ Im(γβ)^{aα}←− Coker(γβ)^α←− Coker ~α ← 0, (2.7) gde faktormodul~ Ker(γβ)/ Im(γβ) vhodit l − 2 raza. Neposred-

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 91 stvennaØ proverka pokazyvaet, qto Ker(γβ)/ Im β = ⟨βα · g ⟩, Ker(γβ)/ Im(γβ) = ⟨β, βα · g⟩, Ker(γβα)/ Im(γβ) = ⟨β, α · g, βα · g ⟩, Coker(γβ) = ⟨e_0, α, β, βα, γβα, . . . , βα · g ⟩, Coker(~α) = ⟨e_0, β, γβ, . . . , β · a ⟩. Ots¸da legko sleduet, qto posledovatel~nost~ (2.7) toqna vo vseh qlenah.

Dalee, neqetnaØ stroka na pervom liste s nomerom 2l+1, l > 0, imeet vid 0 ← Ker β^{aαγ}←− Ker(γβ)/ Im(γβ)^{aα}←− · · · aα←− Ker(γβ)/ Im(γβ)^g←− Ker ~α/ Im(γβα) ← 0, (2.8)

gde faktormodul~ Ker(γβ)/ Im(γβ) vhodit l raz. Pri fftom Ker β = ⟨(βαγ)^k ⟩, Ker ~α/ Im(γβα) = ⟨βα ⟩, i analogiqno predyduwemu poluqaem, qto posledovatel~nost~ (2.8) toqna.

Nakonec, na pervom liste rassmatrivaemoæ spektral~noæ posledovatel~nosti stroki s nomerami 0, 1, 2 ime¸t sledu¸wiæ vid Coker β^α←− Coker ~α, (2.9) 0 ←− Ker β^{gγ}←− Ker ~α/ Im(γβα)←−0, (2.10) 0 ←− Ker(γβα)/ Im β^{a·α}←− Coker(γβ)^α←− Coker ~α ←− 0, (2.11) sootvetstvenno. Kak i vyxe, legko dokazyvaetsØ toqnost~ posledovatel~nosteæ (2.10) i (2.11), a takße to, qto v nulevoæ stroke (2.9) α – monomorfizm s Coker α ≃ S_0. Teper~ dokazatel~stvo zaverxaetsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 2.1. �

Predloßenie 2.6. Pust~ R = SD(2A)2 . R-modul~ S1 Ω-perio-

diqen s periodom 3, a ego minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta imeet vid 0 ←− S_1 ←− P_1^γ←− P_0^β←− P_1^{(βαγ)k}←− P_1^γ←− P_0 ←− . . . . Dokazatel~stvo sostoit v prØmoæ proverke, i prodelat~ ffto predostavlØetsØ qitatel¸.

92 A. I. GENERALOV

Sledstvie 2.7. DlØ razmernosteæ grupp rasxireniæ prostyh R-

moduleæ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ: a) dlØ 0 6 m 6 4 dim_K Ext^m_R (S_0, S_0) = 1;

pri m > 4

dim_K Ext^m_R (S_0, S_0) − dim_K Ext^{m−4}_R (S_0, S_0) = { 0, esli m ≡ 1, 4, 7 ili 10(mod 12), 1 v ostal~nyh sluqaØh; b) dim_K Ext^m_R (S_0, S_1) = dim_K Ext^m_R (S_1, S_0) = { 1, esli m ≡ 1(mod 3), 0 v ostal~nyh sluqaØh; v) dim_K Ext^m_R (S_1, S_1) = { 0, esli m ≡ 1(mod 3), 1 v ostal~nyh sluqaØh.

2.3. SeriØ SD(3A)2. Pust~ R = SD(3A)^k_2 , k ∈ N \{1}.

Vvedem sokrawennye oboznaqeniØ dlØ sledu¸wih fflementov algebry R: g = (γβ)^{k−1}, d = (δη)^{k−1}. R-moduli P_i, i = 0, 1, 2, dopuska¸t sledu¸wie K-bazisy: P_0 =_K ⟨e_0, γ, δ, βγ, γβγ, δβγ, (βγ)^2 , γ(βγ)^2 , δ(βγ)^2, . . . , (βγ)^{k−1}, γ(βγ)^{k−1}, δ(βγ)^{k−1}, (βγ)^k ⟩, P_1 =_K ⟨e_1, β, γβ, δβ, βγβ, (γβ)^2 , δβ · γβ, β(γβ)^2 , . . . , (γβ)^{k−1}, δβ(γβ)^{k−2}, β(γβ)^{k−1}, (γβ)^k⟩, P_2 =_K ⟨e_2, η, δη, γη, ηδη, (δη)^2, γη · δη, η(δη)^2, . . . , (δη)^{k−1}, γη(δη)^{k−2}, η(δη)^{k−1}, (δη)^k⟩; v qastnosti, dim_K P_0 = 3k + 1, dim_K P_1 = 3k = dim_K P_2.

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 93 DlØ postroeniØ minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty prostogo R-modulØ S_1 vvedem v rassmotrenie sledu¸wie gomomorfizmy meßdu proektivnymi R-modulØmi:

ρ_0 = ( β −η ) : P_0 → P_1 ⊕ P_2, ρ = ( γβ δβ −γη −δη ) : P_1 ⊕ P_2 → P_1 ⊕ P_2,

ρ_1 = (γβ δβ): P_1 ⊕ P_2 → P_1, ρ_2 = (γη δη): P_1 ⊕ P_2 → P_2, σ_0 = (−gγ 0): P_1 ⊕ P_2 → P_0, σ^′_0 = (0 − dδ): P_1 ⊕ P_2 → P_0,

σ_1 = ( g 0 ) : P_1 → P_1 ⊕ P_2, σ_2 = ( 0 d ) : P_2 → P_1 ⊕ P_2,

τ_1 = ( g 0 0 0 ) : P_1 ⊕ P_2 → P_1 ⊕ P_2,

τ_2 = ( 0 0 0 d ) : P_1 ⊕ P_2 → P_1 ⊕ P_2.

Vvedem takße sokrawennoe oboznaqenie L = P_1 ⊕ P_2. Teper~ postroim bikompleks B^{(3)}_{••} iz (2.13); vnov~ stroki i stolbcy zanumerovany qislami 0, 1, 2, . . . (na risunke bikompleks “razrezan” po vertikali pravee stolbca s nomerom 5). Kak i v predyduwih sluqaØh, legko proverØetsØ, qto diagramma (2.13) deæstvitel~no predstavlØet soboæ bikompleks (v qastnosti, ffto oznaqaet antikommutativnost~ vseh kvadratov fftoæ diagrammy).

Predloßenie 2.8. Pust~ R = SD(3A)2 . TotalizaciØ Tot(B^{(3)}•• )

bikompleksa B^{(3)}_{••} iz (2.13) predstavlØet soboæ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu prostogo R-modulØ S_1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim drugoæ variant spektral~noæ po-

sledovatel~nosti bikompleksa (sr. (2.4)):

E^2_{pq} = H^v_p H^h_q (B^{(3)}_{••} ) ⇒ H_{p+q} (Tot(B^{(3)}_{••} )) (2.12)

i dokaßem, qto vyroßdaetsØ vtoroæ list fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti. Na seæ raz my dolßny issledovat~ posledo-

94 A. I. GENERALOV vatel~nosti, kotorye obrazu¸t stolbcy ee pervogo lista. . . . σ2 P1^{ρ1}←−−−−− L^ρ←−−−−− · · · σ1 �τ 1 B(3)6_,6 P2^{ρ2}←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− · · · ‖ ‖^σ2 τ 2 �τ 2 P1^{ρ1}←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− · · · σ1 �τ 1 τ 1 �τ 1 ρ2 ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− · · · τ 2 �τ 2 τ 2 σ^0 ρ ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^{ρ0}←−−−−− P0 τ 1 σ0 ρ ←−−−−− L^{ρ0}←−−−−− P0 (2.13) P2 σ2 P1^{ρ1}←−−−−− L σ1 �τ 1 P2^{ρ2}←−−−−− L^ρ←−−−−− L σ2 τ 2 σ^0 P1^{ρ1} ←−−−−− L^ρ←−−−−− L^{ρ0}←−−−−− P0 σ1 σ0 ‖ ‖ P2^{ρ2}←−−−−− L^{ρ0}←−−−−− P0 B(3)5_,2 dδ P1^β←−−−−− P0 . Stolbcy s nomerami 4l, l > 0, ime¸t vid:

0 ← Ker ρ/ Im ρ_0^{τ2}←− Ker ρ/ Im ρ^{τ1}←− Ker ρ/ Im ρ^{τ2}←− . . .

τ1←− Ker ρ/ Im ρ^{τ2}←− Ker ρ_2/ Im ρ^{σ1}←− Coker ρ_1 ← 0,

(2.14)

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 95 gde modul~ Ker ρ/ Im ρ vhodit 2l − 2 raza. Qleny fftoæ posledovatel~nosti dopuska¸t sledu¸wie K-bazisy:

Ker ρ/ Im ρ_0 = ⟨ (0, ηd) ⟩, Ker ρ/ Im ρ = ⟨ (β, −η), (βg, 0) ⟩, Ker ρ/ Im ρ_2 = ⟨ (β, −η), (g, 0), (βg, 0) ⟩, Coker ρ_1 = ⟨ e_1, β ⟩.

i teper~ legko poluqaem, qto posledovatel~nost~ (2.14) toqna.

Analogiqno dokazyvaetsØ toqnost~ stolbcov s nomerami 4l+2, l > 0. Stolbcy s nomerami 4l + 1, l > 0, ime¸t sledu¸wiæ vid

0 ← Ker ρ_0^{σ0}←− Ker ρ/ Im ρ^{−τ1}←− Ker ρ/ Im ρ^{−τ2}←− . . .

−τ2←− Ker ρ/ Im ρ^{−τ1}←− Ker ρ_1/ Im ρ^{σ2}←− Coker ρ_2 ← 0,

(2.15)

gde modul~ Ker ρ/ Im ρ vhodit 2l − 1 raz. Zdes~

Ker ρ_0 = ⟨(βγ)^k ⟩, Ker ρ_1/ Im ρ = ⟨(β, −η), (0, d), (0, ηd) ⟩,

i analogiqno predyduwemu poluqaem, qto posledovatel~nost~ (2.15) toqna. S pomow~¸ takih ße rassußdeniæ dokazyvaetsØ toqnost~ stolbcov s nomerami 4l + 3, l > 0.

Nakonec, dlØ stolbcov s nomerami 0, 1 i 2 neobhodimye utverßdeniØ s uqetom predyduwih vyqisleniæ poluqa¸tsØ neposredstvenno. �

Zameqanie 2.9. IshodØ iz simmetrii v opisanii algebr SD(3A)2

(sm. sootnoxeniØ (1.3)), moßno postroit~ bikompleks, totalizaciØ kotorogo privodit k minimal~noæ proektivnoæ rezol~vente R-modulØ S_2. My ne budem vypisyvat~ fftot bikompleks Øvno, hotØ on budet ispol~zovat~sØ v posledu¸wih vyqisleniØh.

Predloßenie 2.10. Pust~ R = SD(3A)2 . R-modul~ S0 Ω-perio-

diqen s periodom 3, a ego minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta imeet vid 0 ←− S_0 ←− P_0^{(γ,δ)}←− P_1 ⊕ P_2^{ρ0}←− P_0^{(βγ)k}←− P_0^{(γ,δ)}←− P_0 ←− . . . . Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ sostoit v prØmoæ prover- ke.

96 A. I. GENERALOV

Sledstvie 2.11. DlØ razmernosteæ grupp rasxireniæ prostyh R-

moduleæ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ: a) dlØ m > 3 i i = 1, 2

dim_K Ext^m_R (S_i, S_i) − dim_K Ext^{m−3}_R (S_i, S_i) = { 1, esli m ≡ 0 ili 1(mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh;

b) dlØ m > 3

dim_K Ext^m_R (S_1, S_2) − dim_K Ext^{m−3}_R (S_1, S_2) = dim_K Ext^m_R (S_2, S_1) − dim_K Ext^{m−3}_R (S_2, S_1) = { 1, esli m ≡ 2 ili 3(mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh;

v) dlØ i = 1, 2

dim_K Ext^m_R (S_0, S_i) = dim_K Ext^m_R (S_i, S_0) { 1 esli m ≡ 1(mod 3), 0 v ostal~nyh sluqaØh; g) dim_K Ext^m_R (S_0, S_0) = { 0, esli m ≡ 1(mod 3), 1 v ostal~nyh sluqaØh.

Dokazatel~stvo. a) Iz stroeniØ bikompleksa (2.13) usmatriva-

em, qto dlØ m > 12 Q_m ≃ Q_{m−12} ⊕ L^2.

Pofftomu dostatoqno proverit~ trebuemoe utverßdenie pri m < 12, a ffto delaetsØ neposredstvenno.

Ostal~nye utverßdeniØ sledstviØ dokazyva¸tsØ analogiqno.

�

Zameqanie 2.12. Pust~ B•• – bikompleks vida (2.3) ili analo-

giqnyæ emu bikompleks. V dal~neæxem my vsegda budem ispol~- zovat~ uporØdoqenie prØmyh slagaemyh v razloßenii m-go qlena minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty Q_m(S_k) = ⨁ i+j=m Bij prostogo modulØ S_k po vozrastani¸ vtorogo indeksa j (sr. [1]). Qerez d^{(k)}m : Q_{m+1}(S_k) → Q_m(S_k) oboznaqaem differencial v rezol~vente Q_•(S_k).

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 97

3. Obrazu¸wie dlØ algebr `onedy V fftom razdele my ukaßem (koneqnye) mnoßestva obrazu¸wih algebr `onedy Y(R) = E(R/J(R)) = ⨁ m¿0 ⨁ i,j∈V (Q) Ext^m_R (S_i, S_j)

dlØ algebr iz rassmatrivaemyh seriæ (zdes~ V (Q) – mnoßestvo verxin kolqana Q algebry R).

Napomnim sledu¸wu¸ interpretaci¸ proizvedeniØ `onedy v Y(R) (sr. [1]). Pust~ Q_•(S_i) – minimal~naØ proektivnaØ rezol~- venta prostogo R-modulØ S_i. Vvidu izomorfizma Ext^m_R (S_i, S_j ) ≃ Hom_R(Ω^m(S_i), S_j ) l¸boæ fflement f ∈ Ext^m_R (S_i, S_j) moßno predstavit~ sootvetstvu- ¸wim gomomorfizmom ~f: Ω^m(S_i) → S_j . Pri fftom ~f prodolßaetsØ (odnoznaqno s toqnost~¸ do gomotopii) do cepnogo otobraßeniØ kompleksov {φ_l: Q_{m+l}(S_i) → Q_l(S_j )}_l¿_0. V svo¸ oqered~ ^f = φ_0 odnoznaqno opredelØet gomomorfizm ~f . Gomomorfizm φ_l nazovem l-oæ translØcieæ fflementa f i budem oboznaqat~ qerez T^i(f) ili T^i( ^f ). Togda proizvedenie `onedy fflementov f ∈ Ext^m_R (S_i, S_j) i g ∈ Ext^n_R(S_j , S_t) opredelØetsØ otobraßeniem (g · f)^= ^g · T^n( ^f ).

3.1. SeriØ SD(2A)1. Pust~ R = SD(2A)^{k,c}_1 , k ∈ N\{1}, c ∈ K. Vve-

dem v rassmotrenie sledu¸wie gomomorfizmy, predstavlØ¸wie sootvetstvu¸wie odnorodnye fflementy algebry Y(R):

^x_1 = (0 , 1): Q_1(S_0) = P_1 ⊕ P_0 → P_0, x_1 ∈ Ext^1_R(S_0, S_0); ^x_2 = (1 , 0): Q_1(S_0) = P_1 ⊕ P_0 → P_1, x_2 ∈ Ext^1_R(S_0, S_1); ^x_3 = id: Q_1(S_1) = P_0 → P_0, x_3 ∈ Ext^1_R(S_1, S_0); ^y_1 = (1 , 0): Q_2(S_0) = P_1 ⊕ P_0 → P_1, y_1 ∈ Ext^2_R(S_0, S_1); ^y_2 = id: Q_2(S_1) = P_0 → P_0, y_2 ∈ Ext^2_R(S_1, S_0); ^z = (1 , 0): Q_3(S_0) = P^2_0 → P_0, z ∈ Ext^3_R(S_0, S_0); ^t_1 = (1, 0, 0): Q_4(S_0) = P^3_0 → P_0, t_1 ∈ Ext^4_R(S_0, S_0); ^t_2 = id: Q_4(S_1) = P_1 → P_1, t_2 ∈ Ext^4_R(S_1, S_1).

98 A. I. GENERALOV

Predloßenie 3.1. Pust~ R = SD(2A)1. DlØ mnoßestva fflemen-

tov algebry Y(R)

X_1 = {x_i | i = 1, 2, 3} ∪ {y_j , t_j | j = 1, 2} ∪ {z} (3.1)

vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (1.1).

Dokazatel~stvo. My dokaßem tol~ko sootnoxenie

zx_1 + x_1z = −c · x^4_1.

Ostal~nye sootnoxeniØ proverØ¸tsØ analogiqno, i my predostavlØem qitatel¸ prodelat~ sootvetstvu¸wie vyqisleniØ. Poskol~ku

(zx_1)^ = ^z · T^3(^x_1), (3.2)

(x_1z)^ = ^x_1 · T^1(^z), (3.3)

(x^4_1)^ = ^x_1 · T^1(^x_1) · T^2(^x_1) · T^3(^x_1), (3.4)

to nam neobhodimo vyqislit~ translØcii ukazannyh vyxe otobraßeniæ. Posledovatel~nyæ pod¨œm fftih otobraßeniæ vdol~ naædennyh ranee minimal~nyh proektivnyh rezol~vent prostyh R-moduleæ (sm. predloßeniØ 2.1 i 2.3) daœt

T^1(^x_1) = ( −b −c · gγ 0 1 ) : Q_2(S_0) → Q_1(S_0),

T^2(^x_1) = ( −γ −c · γ 0 1 ) : Q_3(S_0) → Q_2(S_0),

T^3(^x_1) = ( 0 −1 −c · 1 0 0 1 ) : Q_4(S_0) → Q_3(S_0),

T^1(^z) = ( gγ 0 0 0 1 0 ) : Q_4(S_0) → Q_1(S_0);

napomnim, qto my opisyvaem privedennye vyxe otobraßeniØ s pomow~¸ matric, sootvetstvu¸wih fiksirovannym prØmym razloßeniØm moduleæ Q_m(S_i) (sm. zameqanie 2.12). Ots¸da sleduet, qto kompozicii iz (3.2), (3.3) i (3.4) opisyva¸tsØ matricami (0 − 1 − c · 1), (0 1 0) i (0 0 1) sootvetstvenno, i trebuemoe sootnoxenie poluqaetsØ neposredstvenno. �

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 99

Predloßenie 3.2. Pust~ R = SD(2A)1 . Kak K-lineænye pro-

stranstva privedennye niße Ext-gruppy ime¸t sledu¸wie bazi- sy: Ext^1_R(S_0, S_0) = ⟨x_1⟩, Ext^1_R(S_0, S_1) = ⟨x_2⟩,

Ext^1_R(S_1, S_0) = ⟨x_3⟩, Ext^2_R(S_0, S_0) = ⟨x^2_1⟩,

Ext^2_R(S_0, S_1) = ⟨y_1⟩, Ext^2_R(S_1, S_0) = ⟨y_2⟩,

Ext^3_R(S_0, S_0) = ⟨z, x^3_1⟩, Ext^3_R(S_1, S_1) = ⟨y_1x_3⟩,

Ext^4_R(S_0, S_0) = ⟨t_1, x_1z, x^4_1⟩, Ext^4_R(S_1, S_1) = ⟨t_2⟩,

Ext^5_R(S_0, S_0) = ⟨x_1t_1, x^2_1z, x^5_1⟩.

Dokazatel~stvo. V nekotoryh sluqaØh trebuemye ravenstva

sledu¸t neposredstvenno iz opredeleniØ fflementov mnoßestva X_1 iz (3.1). V drugih sluqaØh ffto delaetsØ s pomow~¸ vyqisleniæ, ispol~zu¸wih podhodØwie translØcii otobraßeniæ (sr. dokazatel~stvo predloßeniØ 3.1). My proill¸striruem ffto, proveriv ravenstvo, vkl¸qa¸wee gruppu Ext^4_R(S_0, S_0). Detali ostal~nyh vyqisleniæ my predostavlØem provesti qitatel¸.

Ispol~zuØ nekotorye translØcii, vyqislennye v dokazatel~- stve predloßeniØ 3.1, poluqaem:

^t_1 = (1, 0, 0), (x_1z)^= (0, 1, 0), (x^4_1)^= (0, 0, 1),

i, takim obrazom, Ext^4_R(S_0, S_0) = ⟨t_1, x_1z, x^4_1⟩. �

Predloßenie 3.3. Pust~ R = SD(2A)1. Mnoßestvo X1 iz (3.1)

poroßdaet algebru `onedy Y(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Vvidu minimal~nosti proektivnoæ rezol~ven-

ty Q_•(S_i) imeem

Ext^m_R (S_i, S_j ) ≃ Hom_R(Q_m(S_i), S_j),

i potomu l¸bomu odnorodnomu fflementu algebry `onedy Y(R) sootvetstvuet nekotoroe otobraßenie f: Q_m(S_i) → S_j , i, j ∈ { 0, 1}. Ispol~zuØ predloßenie 3.2 i sledstvie 2.4, moßem sqitat~, qto m > 4. Indukcieæ po m dokaßem, qto f predstavlØetsØ v vide summy proizvedeniæ fflementov men~xih stepeneæ. Krome togo, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda f(B^{(1)}_{n,m−n}) ≠ 0 rovno dlØ odnogo znaqeniØ n.

100 A. I. GENERALOV

Esli j = 1, to umnoßenie na t_2 zadaet izomorfizm

Ext^{m−4}_R (S_i, S_1)^≃−→ Ext^m_R (S_i, S_1),

i my moßem primenit~ induktivnoe predpoloßenie. Analogiqnoe rassußdenie primenimo k sluqa¸, kogda i = 1.

Teper~ predpoloßim, qto i = j = 0, i uprostim oboznaqeniØ, polagaØ Q_l = Q_l(S_0), d_l = d^{(0)}_l (l > 0). (3.5)

Ispol~zuØ poslednee sootnoxenie iz predloßeniØ 3.2, moßem sqitat~, qto seæqas m > 5. Vvidu sledstviØ 2.2 imeem Q_m = Q_{m−4} ⊕ W_m, gde W_m = P^2_0 .

V zavisimosti ot “lokal~noæ” konfiguracii bikompleksa (2.3), v kotoru¸ vkl¸qaetsØ modul~ B^{(1)}_{n,m−n}, my budem stroit~ kommutativnye kvadraty vida Q_{m+1}^{dm}−−−−→ Q_m φ1 φ_0 Q_{l+1}^{dl}−−−−→ Q_l , (3.6)

takie, qto l < m i Ker φ_0 ⊂ Ker f. Togda naædetsØ gomomorfizm f^′: Q_l −→ S_0, dlØ kotorogo f^′φ_0 = f. Tak kak R – QF -algebra, to φ_0 = T^l(φ̃) dlØ nekotorogo φ̃: Q_{m−l} −→ S_0. PrimenØØ induktivnoe predpoloßenie k f^′ i φ̃, poluqaem trebuemoe utverßdenie.

Sluqaæ 1. Predpoloßim, qto f obrawaetsØ v nul~ na Wm (t.e.

f(B^{(1)}_{n,m−n}) ≠ 0 dlØ n > 1). Iz sledstviØ 2.2 vytekaet, qto imeetsØ kommutativnyæ kvadrat vida (3.6), v kotorom l = m − 4, a φ_i = π_{m+i} (i ∈ {0, 1}). Poskol~ku pri fftom Ker π_m = W_m ⊂ Ker f, to dokazatel~stvo zaverxaetsØ s pomow~¸ privedennogo vyxe rassußdeniØ.

Sluqaæ 2. Predpoloßim, qto f(B^{(1)}_{0,m}) ≠ 0.

a) Pust~, krome togo, m neqetno. V fftom sluqae stroim diagrammu (3.6), v kotoroæ l = 1, v kaqestve φ_0 berem kompozici¸ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh iz kanoniqeskogo razloßeniØ modulØ Q_m i otobraßeniØ iz B^{(1)}_{1,m−1} ⊕ B^{(1)}_{0,m} ≃ P^2_0 v Q_1 ≃ P_1 ⊕ P_0, opredelØemogo matriceæ ( gγ 0 0 1 ) ,

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 101 a v kaqestve φ_1 berem kompozici¸ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh iz kanoniqeskogo razloßeniØ modulØ Q_{m+1} i otobraßeniØ iz B^{(1)}_{1,m} ⊕ B^{(1)}_{0,m+1} ≃ P^2_0 v Q_2 ≃ P_1 ⊕ P_0, opredelØemogo matriceæ ( γ 0 0 1 ) . (3.7)

b) Pust~ teper~ m qetno. Togda stroim diagrammu (3.6) s l = 2, v kotoroæ v kaqestve φ_0 berem kompozici¸ proekcii na poslednie dva prØmyh slagaemyh iz kanoniqeskogo razloßeniØ modulØ Q_m i otobraßeniØ iz B^{(1)}_{1,m−1} ⊕ B^{(1)}_{0,m} ≃ P^2_0 v Q_2 = P_1 ⊕ P_0, opredelØemogo matriceæ iz (3.7), a v kaqestve φ_1 – proekci¸ na poslednie dva prØmyh slagaemyh B^{(1)}_{1,m} ⊕ B^{(1)}_{0,m+1} ≃ P^2_0 = Q_3 iz kanoniqeskogo razloßeniØ modulØ Q_{m+1}.

Sluqaæ 3. Pust~ f(B^{(1)}_{1,m−1}) ≠ 0. Esli m qetno, to postupaem

analogiqno sluqa¸ 2 a), zamenØØ lix~ proekci¸ modulØ Q_m na B^{(1)}_{1,m−1} ⊕B^{(1)}_{0,m} proekcieæ Q_m → B^{(1)}_{2,m−2} ⊕B^{(1)}_{1,m−1}, a proekci¸ modulØ Q_{m+1} na B^{(0)}_{1,m} ⊕B^{(0)}_{0,m+1} – proekcieæ Q_{m+1} → B^{(1)}_{2,m−1} ⊕B^{(1)}_{1,m}. Esli ße m neqetno, to postupaem analogiqno sluqa¸ 2 b), “sdvigaØ”, kak i vyxe, oblast~ znaqeniæ proekciæ na odnu komponentu. �

3.2. SeriØ SD(2A)2. Pust~ R = SD(2A)^{k,c}_2 , k ∈ N \ {1}, c ∈ K.

Vvedem v rassmotrenie sledu¸wie odnorodnye fflementy algebry Y(R):

^x_1 = (1 , 0): Q_1(S_0) = P_0 ⊕ P_1 → P_0, x_1 ∈ Ext^1_R(S_0, S_0); ^x_2 = (0 , 1): Q_1(S_0) = P_0 ⊕ P_1 → P_1, x_2 ∈ Ext^1_R(S_0, S_1);

^x_3 = id: Q_1(S_1) = P_0 → P_0, x_3 ∈ Ext^1_R(S_1, S_0); ^z_1 = id: Q_3(S_0) = P_0 → P_0, z_1 ∈ Ext^3_R(S_0, S_0); ^z_2 = id: Q_3(S_1) = P_1 → P_1, z_2 ∈ Ext^3_R(S_1, S_1); ^t = (1 , 0): Q_4(S_0) = P_0 ⊕ P_1 → P_0, t ∈ Ext^4_R(S_0, S_0);

^w = (0 , 1): Q_5(S_0) = P^2_0 → P_0, w ∈ Ext^5_R(S_0, S_0).

Predloßenie 3.4. Pust~ R = SD(2A)2. DlØ mnoßestva fflemen-

tov algebry Y(R) X_2 = {x_i | i = 1, 2, 3} ∪ {z_j | j = 1, 2} ∪ { t, w} (3.8)

102 A. I. GENERALOV vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (1.2).

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 3.1.

Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ takße analogiqno sluqa¸ R = SD(2A)_1 (sr. predloßenie 3.2).

Predloßenie 3.5. Pust~ R = SD(2A)2 . Kak K-lineænye pro-

stranstva privedennye niße Ext-gruppy ime¸t sledu¸wie bazi- sy: Ext^1_R(S_0, S_0) = ⟨x_1⟩, Ext^1_R(S_0, S_1) = ⟨x_2⟩,

Ext^1_R(S_1, S_0) = ⟨x_3⟩, Ext^2_R(S_0, S_0) = ⟨x^2_1⟩,

Ext^2_R(S_1, S_1) = ⟨x_2x_3⟩, Ext^3_R(S_0, S_0) = ⟨z_1⟩,

Ext^3_R(S_1, S_1) = ⟨z_2⟩, Ext^4_R(S_0, S_0) = ⟨t⟩,

Ext^4_R(S_0, S_1) = ⟨x_2z_1⟩, Ext^4_R(S_1, S_0) = ⟨x_3z_2⟩,

Ext^5_R(S_0, S_0) = ⟨x_1t, w⟩, Ext^5_R(S_1, S_1) = ⟨x_2x_3z_2⟩.

Predloßenie 3.6. Pust~ R = SD(2A)2. Mnoßestvo X2 iz (3.8)

poroßdaet algebru `onedy Y(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim gomomorfizm f: Qm(Si) → Sj , i, j ∈

{ 0, 1}, predstavlØ¸wiæ nekotoryæ fflement iz Ext^m_R (S_i, S_j). Vvidu predloßeniØ 3.5 i sledstviØ 2.7 moßno sqitat~, qto m > 5. Indukcieæ po m dokaßem, qto f predstavlØetsØ v vide summy proizvedeniæ fflementov men~xih stepeneæ.

Esli i = 1 ili j = 1, to, ispol~zuØ Ω-periodiqnost~ R-modulØ S_1 (sm. predloßenie 2.6), legko poluqaem trebuemoe utverßdenie (sr. dokazatel~stvo predloßeniØ 3.3).

Pust~ teper~ i = j = 0. Moßno sqitat~, qto f(B^{(2)}_{n,m−n}) ≠ 0 rovno dlØ odnogo znaqeniØ n. Vnov~ ispol~zuem sokrawennye oboznaqeniØ (3.5) i, kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 3.3, budem stroit~ kommutativnye kvadraty vida (3.6), v kotoryh l < m i Ker φ_0 ⊂ Ker f. V zavisimosti ot poloßeniØ modulØ B^{(2)}_{n,m−n} v bikomplekse (2.6) mogut vstretit~sØ sledu¸wie konfiguracii: (I) P_0 γβ P_0^{±aα} ←−−−− P_0 ; (II)

P_1 β P_0^{aα}←−−−− P_0 ; (III)

P_0 γβα P_0 ;

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 103

(IV)

P_0 γβ P_0^α←−−−− P_0 ; (V) P_1 γβ P_0^{−g}←−−−− P_0 ; (VI)

P_0 eα P_0 .

(na diagrammah izobraßa¸tsØ vse strelki, vhodØwie v sootvetstvu¸wiæ modul~ B^{(2)}_{n,m−n}).

a) V sluqae konfiguracii I my stroim diagrammu vida (3.6) v kotoroæ l = 3, v kaqestve φ_0 berem proekci¸ na prØmoe slagaemoe B^{(2)}_{n,m−n} ≃ Q_3, a v kaqestve φ_1 berem kompozici¸ proekcii modulØ Q_{m+1} na prØmye slagaemye B^{(2)}_{n+1,m−n} ⊕ B^{(2)}_{n,m+1−n} ≃ P^2_0 i otobraßeniØ, opredelØemogo matriceæ ( ±1 0 0 γ ) . b) V sluqae konfiguracii II (zametim, qto seæqas m = 3n,

n ∈ N, n > 2) stroim kvadrat (3.6) s l = 3 i φ0, postroen-

nym v qasti a) dokazatel~stva, a v kaqestve φ_1 berem proekci¸ Q_{3n+1} → B^{(2)}_{n+1,2n} ⊕ B^{(2)}_{n,2n+1} ≃ Q_4.

v) Rassmotrim konfiguraci¸ III; zametim, qto togda m = 4t + 2, n = 2t + 1, gde t ∈ N. V fftom sluqae stroim kvadrat (3.6), v kotorom l = 2 i φ_0 (sootvetstvenno φ_1) – proekciØ na prØmoe slagaemoe Q_{4t+2} → B^{(2)}_{2t+1,2t+1} ≃ Q_2 (sootvetstvenno Q_{4t+3} → B^{(2)}_{2t+1,2t+2} ≃ Q_3).

g) V sluqae konfiguracii IV imeem m = 4t, n = 2t, gde t ∈ N,

t > 2. Togda stroim kvadrat (3.6) s l = 4, a v kaqestve φ0 (soot-

vetstvenno φ_1) berem kompozici¸ proekcii na prØmye slagaemye Q_{4t} → B^{(2)}_{2t,2t} ⊕ B^{(2)}_{2t−1,2t+1} i otobraßeniØ, opredelØemogo matriceæ ( 1 0 0 γ )

(sootvetstvenno proekci¸ Q_{4t+1} → B^{(2)}_{2t+1,2t} ⊕ B^{(2)}_{2t,2t+1} ≃ Q_5).

d) Nakonec, v sluqae konfiguraciæ V i VI imeem m = 4t+1, gde

t ∈ N, t > 2, a n = 2t + 1 ili n = 2t sootvetstvenno. Togda stroim

kvadrat (3.6) s l = 5, a v kaqestve φ_0 (sootvetstvenno φ_1) berem

104 A. I. GENERALOV proekci¸ na prØmye slagaemye Q_{4t+1} → B^{(2)}_{2t+1,2t} ⊕ B^{(2)}_{2t,2t+1} ≃ Q_5 (sootvetstvenno proekci¸ Q_{4t+2} → B^{(2)}_{2t+1,2t+1} ⊕ B^{(2)}_{2t,2t+2} ≃ Q_6). �

3.3. SeriØ SD(3A)2. Pust~ R = SD(3A)^k_2 , k ∈ N \{1}. Vvedem v

rassmotrenie sledu¸wie gomomorfizmy, predstavlØ¸wie nekotorye odnorodnye fflementy algebry Y(R):

^x_1 = id: Q_1(S_1) = P_0 → P_0, x_1 ∈ Ext^1_R(S_1, S_0); ^x_2 = id: Q_1(S_2) = P_0 → P_0, x_2 ∈ Ext^1_R(S_2, S_0); ^x_3 = (1 , 0): Q_1(S_0) = P_1 ⊕ P_2 → P_1, x_3 ∈ Ext^1_R(S_0, S_1); ^x_4 = (0 , 1): Q_1(S_0) = P_1 ⊕ P_2 → P_2, x_4 ∈ Ext^1_R(S_0, S_2); ^y_1 = id: Q_2(S_1) = P_2 → P_2, y_1 ∈ Ext^2_R(S_1, S_2); ^y_2 = id: Q_2(S_2) = P_1 → P_1, y_2 ∈ Ext^2_R(S_2, S_1); ^z_0 = id: Q_3(S_0) = P_0 → P_0, z_0 ∈ Ext^3_R(S_0, S_0); ^z_1 = (1 , 0): Q_3(S_1) = P_1 ⊕ P_2 → P_1, z_1 ∈ Ext^3_R(S_1, S_1); ^z_2 = (1 , 0): Q_3(S_2) = P_2 ⊕ P_1 → P_2, z_2 ∈ Ext^3_R(S_2, S_2); ^z_3 = (0 , 1): Q_3(S_1) = P_1 ⊕ P_2 → P_2, z_3 ∈ Ext^3_R(S_1, S_2); ^z_4 = (0 , 1): Q_3(S_2) = P_2 ⊕ P_1 → P_1, z_4 ∈ Ext^3_R(S_2, S_1).

Sledu¸wie dva utverßdeniØ dokazyva¸tsØ analogiqno sluqa¸ algebr serii SD(2A)_1 (sr. predloßeniØ 3.1 i 3.2).

Predloßenie 3.7. Pust~ R = SD(3A)2. DlØ mnoßestva fflemen-

tov algebry Y(R)

X_3 = {x_i | i = 1, 2, 3} ∪ {y_j | j = 1, 2} ∪ {z_l | l = 0, 1, 2, 3, 4} (3.9)

vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (1.4)–(1.6).

Predloßenie 3.8. Pust~ R = SD(3A)2 . Kak K-lineænye pro-

stranstva privedennye niße Ext-gruppy ime¸t sledu¸wie bazi-

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 105 sy: Ext^1_R(S_1, S_0) = ⟨x_1⟩, Ext^1_R(S_2, S_0) = ⟨x_2⟩, Ext^1_R(S_0, S_1) = ⟨x_3⟩, Ext^1_R(S_0, S_2) = ⟨x_4⟩, Ext^2_R(S_1, S_2) = ⟨y_1⟩, Ext^2_R(S_2, S_1) = ⟨y_2⟩, Ext^2_R(S_0, S_0) = ⟨x_1x_3⟩, Ext^3_R(S_1, S_1) = ⟨z_1⟩, Ext^3_R(S_2, S_2) = ⟨z_2⟩, Ext^3_R(S_0, S_0) = ⟨z_0⟩, Ext^3_R(S_1, S_2) = ⟨z_3⟩, Ext^3_R(S_2, S_1) = ⟨z_4⟩, Ext^4_R(S_1, S_1) = ⟨y_2y_1⟩, Ext^4_R(S_2, S_2) = ⟨y_1y_2⟩, Ext^4_R(S_0, S_1) = ⟨x_3z_0⟩, Ext^4_R(S_1, S_0) = ⟨z_0x_1⟩, Ext^4_R(S_2, S_0) = ⟨z_0x_2⟩, Ext^4_R(S_0, S_2) = ⟨x_4z_0⟩, Ext^5_R(S_1, S_1) = ⟨y_2z_3⟩, Ext^5_R(S_1, S_2) = ⟨y_1z_1⟩, Ext^5_R(S_0, S_0) = ⟨x_1x_3z_0⟩, Ext^5_R(S_2, S_2) = ⟨y_1z_4⟩, Ext^5_R(S_2, S_1) = ⟨y_2z_2⟩.

Predloßenie 3.9. Pust~ R = SD(3A)2. Mnoßestvo X3 iz (3.9)

poroßdaet algebru `onedy Y(R) kak K-algebru.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim gomomorfizm f: Qm(Si) → Sj , i, j ∈

{ 0, 1, 2}, predstavlØ¸wiæ nekotoryæ fflement iz Ext^m_R (S_i, S_j ). Vvidu predloßeniØ 3.8 moßno sqitat~, qto m > 5. Indukcieæ po m dokaßem, qto f predstavlØetsØ v vide summy proizvedeniæ fflementov men~xih stepeneæ.

Ispol~zuØ Ω-periodiqnost~ R-modulØ S_0 (sm. predloßenie 2.10), moßem predpolagat~, qto i, j ∈ {1, 2}. Krome togo, vvidu simmetrii v opisanii algebr SD(3A)_2 (sm. sootnoxeniØ (1.3)) moßem dopolnitel~no sqitat~, qto i = 1. Predpolagaem takße, qto f(B^{(3)}_{n,m−n}) ≠ 0 rovno dlØ odnogo znaqeniØ n, gde B^{(3)}_{••} – bikompleks iz (2.13).

“Lokal~nye” konfiguracii v bikomplekse (2.13), v kotorye moßet byt~ vkl¸qen modul~ B^{(3)}_{n,m−n}, takovy (napomnim, qto L =

106 A. I. GENERALOV P_1 ⊕ P_2): (I) P_1^{ρ1}←−−−− L ;

(II) P_2^{ρ2}←−−−− L ;

(III)

P_1 σ1 L^ρ←−−−− L ; (IV)

P_2 σ2 L^ρ←−−−− L ;

(V) L τ1 L^{ρ0}←−−−− P_0 ; (VI) L τ2 L^{ρ0}←−−−− P_0 ;

(VII) L ±τ1 L^ρ←−−−− L ; (VIII) L ±τ2 L^ρ←−−−− L , (na diagrammah izobraßa¸tsØ vse strelki, vhodØwie v sootvetstvu¸wiæ modul~ B^{(3)}_{n,m−n}).

Analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 3.3 my budem stroit~ kommutativnye kvadraty vida

Q_{m+1}(S_1)^{d(1)m}−−−−→ Q_m(S_1) φ1 φ^0 Q_{l+1}(S_r )^d (r) l−−−−→ Q_l(S_r ) , (3.10)

r ∈ {1, 2}, takie, qto l < m i Ker φ_0 ⊂ Ker f.

a) Rassmotrim konfiguraci¸ I; zametim, qto togda m = 4t, n = 2t, gde t ∈ N, t > 2. V fftom sluqae my stroim diagrammu vida (3.10), v kotoroæ l = 2, r = 2, v kaqestve φ_0 berem proekci¸ na prØmoe slagaemoe Q_{4t}(S_1) → B^{(3)}_{2t,2t} ≃ Q_2(S_2), a v kaqestve φ_1 berem kompozici¸ proekcii na prØmoe slagaemoe Q_{4t+1}(S_1) → B^{(3)}_{2t+1,2t} i otobraßeniØ, opredelØemogo matriceæ ( 0 1 1 0 ) . (3.11)

b) V sluqae konfiguracii II (zametim, qto seæqas m = 4t + 2, n = 2t + 1, gde t ∈ N, t > 2) stroim kvadrat (3.10), v kotorom

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 107 l = 2, r = 1, a v kaqestve φ_0 (sootvetstvenno φ_1) berem proekci¸ na prØmoe slagaemoe Q_{4t+2}(S_1) → B^{(3)}_{2t+1,2t+1} ≃ Q_2(S_1) (sootvetstvenno Q_{4t+3}(S_1) → B^{(3)}_{2t+2,2t+1} ≃ Q_3(S_1)).

v) Rassmotrim konfiguraci¸ III; zametim, qto togda m = 4k + 3, n = 2k + 2, gde k ∈ N. V fftom sluqae stroim kvadrat (3.10), v kotorom l = 5, r = 2, φ_0 – kompoziciØ proekcii na prØmoe slagaemoe Q_{4k+3}(S_1) → B^{(3)}_{2k+2,2k+1} i otobraßeniØ B^{(3)}_{2k+2,2k+1} = P_1 ⊕ P_2 → Q_5(S_2) = P_2 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ (3.11), a φ_1 – kompoziciØ proekcii na prØmye slagaemye Q_{4k+4}(S_1) → B^{(3)}_{2k+3,2k+1} ⊕ B^{(3)}_{2k+2,2k+2} i otobraßeniØ B^{(3)}_{2k+3,2k+1} ⊕ B^{(3)}_{2k+2,2k+2} = P_1 ⊕ P_2 ⊕ P_1 → Q_6(S_2) = P_2 ⊕ P_1 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ

0 −1 0 −1 0 0 0 0 1 . g) V sluqae konfiguracii IV imeem m = 4k + 1, n = 2k + 1, gde k ∈ N, k > 2. Togda stroim kvadrat (3.10), v kotorom l = 5, r = 1, a φ_0 (sootvetstvenno φ_1) – proekciØ na prØmoe slagaemoe Q_{4k+1}(S_1) → B^{(3)}_{2k+1,2k} ≃ Q_5(S_1) (sootvetstvenno proekciØ na prØmye slagaemye Q_{4k+2}(S_1) → B^{(3)}_{2k+2,2k} ⊕ B^{(3)}_{2k+1,2k+1} ≃ Q_6(S_1)).

d) V sluqae konfiguracii V imeem m = 6t + 3, n = 4t + 2, gde t ∈ N. Togda stroim kvadrat (3.10) s l = 3, r = 1, gde v kaqestve φ_0 berem proekci¸ na prØmoe slagaemoe Q_{6t+3}(S_1) → B^{(3)}_{4t+2,2k+1} ≃ Q_3(S_1), a v kaqestve φ_1 – kompozici¸ proekcii Q_{6t+4}(S_1) → B^{(2)}_{4t+3,2t+1} ⊕ B^{(2)}_{4t+2,2t+2} i otobraßeniØ B^{(2)}_{4t+3,2t+1} ⊕ B^{(2)}_{4t+2,2t+2} = P_0 ⊕ P_1 ⊕ P_2 → Q_4(S_1) = P_0 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ ( 1 0 0 0 1 0 ) . e) Rassmotrim konfiguraci¸ VI; zdes~ m = 6t, n = 4t, gde

t ∈ N. V fftom sluqae stroim kvadrat (3.10), v kotorom l = 3,

r = 2, φ_0 – kompoziciØ proekcii Q_{6t}(S_1) → B^{(3)}_{4t,2t} i otobraßeniØ B^{(3)}_{4t,2t} = P_1 ⊕ P_2 → Q_3(S_2) = P_2 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ (3.11), a φ_1 – kompoziciØ proekcii Q_{6t+1}(S_1) → B^{(3)}_{4t+1,2t} ⊕ B^{(3)}_{4t,2t+1}

108 A. I. GENERALOV i otobraßeniØ B^{(3)}_{4t+1,2t} ⊕ B^{(3)}_{4t,2t+1} = P_0 ⊕ P_1 ⊕ P_2 → Q_4(S_2) = P_0 ⊕ P_2, opredelØemogo matriceæ ( −1 0 0 0 0 1 ) . ß) V sluqae konfiguracii VII stroim kvadrat (3.10), v kotorom l = 5, r = 2, φ_0 – kompoziciØ proekcii Q_m(S_1) → B^{(3)}_{n,m−n} i otobraßeniØ B^{(3)}_{n,m−n} = P_1 ⊕ P_2 → Q_5(S_2) = P_2 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ (3.11), φ_1 – kompoziciØ proekcii Q_{m+1}(S_1) → B^{(3)}_{n+1,m−n} ⊕ B^{(3)}_{n,m−n+1} i otobraßeniØ B^{(3)}_{n+1,m−n} ⊕ B^{(3)}_{n,m−n+1} = P_1 ⊕ P_2 ⊕ P_1 ⊕ P_2 → Q_6(S_2) = P_2 ⊕ P_1 ⊕ P_1, opredelØemogo matriceæ

0 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 ±1 0 .

z) Nakonec, v sluqae konfiguracii VIII stroim kvadrat (3.10) s l = 5 i r = 1, v kaqestve φ_0 berem proekci¸ Q_m(S_1) → B^{(3)}_{n,m−n} ≃ Q_5(S_1), a v kaqestve φ_1 – kompozici¸ proekcii Q_{m+1}(S_1) → B^{(3)}_{n+1,m−n} ⊕ B^{(3)}_{n,m−n+1} i otobraßeniØ B^{(3)}_{n+1,m−n} ⊕ B^{(3)}_{n,m−n+1} = P_1 ⊕ P_2 ⊕ P_1 ⊕ P_2 → Q_6(S_1) = P_1 ⊕ P_2 ⊕ P_2, opredelØemogo matriceæ

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ±1 .

�

4. Zaverxenie dokazatel~stv osnovnyh teorem 4.1. SeriØ SD(2A)1. Pust~ R = SD(2A)1, i pust~ E = E1, gde

E_1 = K[ℜ_1]/I_1 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1.1, gde I_1 – ideal algebry puteæ kolqana ℜ_1, sootvetstvu¸- wiæ sootnoxeniØm (1.1). Qerez ε_i, i = 0, 1, oboznaqim idempotenty algebry K[ℜ_1], sootvetstvu¸wie verxinam kolqana ℜ_1, i tak ße oboznaqim obrazy fftih idempotentov v E. Iz predloßeniæ 3.1 i 3.3 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh K-algebr E −→ Y(R), perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry E, sootvetstvu¸wie strelkam kolqana ℜ_1,

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 109 v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie algebry Y(R), vvedennye v naqale razdela 3.1. Pust~ E = ⨁ m¿0^{E m} – prØmoe razloßenie algebry E na odnorodnye prØmye slagaemye. Teper~ sledu¸wee utverßdenie zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1.1.

Predloßenie 4.1. DlØ l¸byh i, j ∈ {0, 1} i m > 0

dim_K (ε_iE^mε_j ) = dim_K Ext^m_R (S_j , S_i). (4.1)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku dlØ m = 0 sootnoxenie (4.1) oqe-

vidno, to dalee predpolagaem, qto m > 0.

a) Pust~ i = j = 0. Iz sootnoxeniæ (1.1) sleduet, qto ε_0Eε_0 – K-algebra, poroßdennaØ fflementami

x = x_1, z, t = t_1,

pri fftom oni udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: xt = tx, xz + zx = −cx^4, zt = tz, x^2t = z^2. Ots¸da legko poluqaem, qto fflementy

x^lt^r (l + 4r = m), x^lt^r z (l + 4r + 3 = m) (4.2)

sostavlØ¸t K-bazis prostranstva Λ_m = ε_0E^mε_0. Pust~ d_m = dim_K Λ_m. Dokaßem, qto pri m > 4 imeem:

d_m − d_{m−4} = 2. (4.3)

Deæstvitel~no, odnoqleny iz (4.2), u kotoryh r > 0, nahodØtsØ v biektivnom sootvetstvii s analogiqnym K-bazisom prostranstva Λ_{m−4} (dostatoqno opustit~ odin mnoßitel~ t). Pri fftom dlØ l¸bogo m > 3 imeetsØ dva odnoqlena iz (4.2), u kotoryh r = 0, a imenno x^m i x^{m−3}z. Vvidu sledstviØ 2.4 a) posledovatel~nost~ {dim_K Ext^m_R (S_0, S_0)} udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.3), i teper~ sootnoxenie (4.1) poluqaetsØ s pomow~¸ indukcii po m, poskol~ku dlØ m 6 3 ono oqevidno.

b) Pust~ i = j = 1. Vnov~ iz sootnoxeniæ (1.1) poluqaem, qto K-algebra ε_1Eε_1 poroßdaetsØ fflementami ζ = y_1x_3 i t_2, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm:

ζt_2 = t_2ζ, ζ^2 = 0.

110 A. I. GENERALOV ˚sno, qto

dim_K ε_1E^mε_1 = { 1, esli m ≡ 0 ili 3 (mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh, i sootnoxenie (4.1) vytekaet iz sledstviØ 2.7v).

v) Pust~ i = 1, j = 0. L¸boæ odnoqlen f iz ε_1E^mε_0 imeet vid f = g · x_2 · h ili f = g · y_1 · h, (4.4) gde g ∈ ε_1E^mε_1, h ∈ ε_0E^mε_0. Tak kak t_2x_2 = x_2t_1, t_2y_1 = y_1t_1, x_3x_2 = x_3y_1 = 0, to moßno sqitat~, qto v (4.4) imeem g = ε_1. Krome togo, vvidu sootnoxeniæ x_2x_1 = x_2z = 0, y_1x_1 = y_1z = 0 poluqaem, qto l¸boæ odnoqlen f iz ε_1E^mε_0 privoditsØ k vidu f = x_2t^j_1 ili f = y_1t^j_1, i sledovatel~no,

dim_K ε_1E^mε_0 = { 1, esli m ≡ 1 ili 2 (mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh.

Teper~ sootnoxenie (4.1) vytekaet iz sledstviØ 2.4 b).

g) Pust~ i = 0, j = 1. Analogiqno qasti v) dokazatel~stva poluqaem, qto l¸boæ odnoqlen f iz ε_1E^mε_0 privoditsØ k vidu f = t^j_1 · x_3 ili f = t^j_1 · y_2.

Sledovatel~no,

dim_K ε_0E^mε_1 = { 1, esli , m ≡ 1 ili 2 (mod 4), 0 v ostal~nyh sluqaØh, i sootnoxenie (4.1) vnov~ vytekaet iz sledstviØ 2.4 b). � Iz dokazatel~stva teoremy 1.1 my poluqaem sledu¸wee opisanie Ext-algebr prostyh R-moduleæ.

Sledstvie 4.2. Pust~ R = SD(2A)1. Ime¸t mesto sledu¸wie

izomorfizmy graduirovannyh K-algebr: a) E(S_0) ≃ K⟨x, z, t⟩/(xt − tx, xz + zx + c · x^4, zt − tz, x^2t − z^2), gde deg x = 1, deg z = 3, deg t = 4;

b) E(S_1) ≃ K[z, t]/(z^2), gde deg z = 3, deg t = 4.

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 111

4.2. SeriØ SD(2A)2. Pust~ R = SD(2A)2, i pust~ E = E2, gde E2

– graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1.2. Qerez ε_i, i = 0, 1, oboznaqim idempotenty algebry E, sootvetstvu- ¸wie verxinam kolqana ℜ_2. Iz predloßeniæ 3.4 i 3.6 sleduet, qto suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh Kalgebr E −→ Y(R), perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry E, sootvetstvu¸wie strelkam kolqana ℜ_2, v sootvetstvu¸- wie obrazu¸wie algebry Y(R) (sm. naqalo razdela 3.2). Pust~ E = ⨁ m¿0^{E m} – prØmoe razloßenie algebry^E na odnorodnye prØmye slagaemye.

Teper~ teorema 1.2 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.3. Pust~ R = SD(2A)2. DlØ l¸byh i, j ∈ {0, 1} i m > 0_{dimK (εiE mεj ) = dimK Extm}

R (S_j , S_i). (4.5)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku dlØ m = 0 sootnoxenie (4.5) oqe-

vidno, to dalee predpolagaem, qto m > 0.

a) Pust~ i = j = 0. Iz sootnoxeniæ (1.2) sleduet, qto ε_0Eε_0 – K-algebra, poroßdennaØ fflementami x = x_1, z = z_1, t, w, kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: x^3 = 0, xz = zx = 0, xt = tx, xw = wx = 0, zt = tz, zw = −wz, tw = wt, w^2 = z^2t. L¸boæ fflement iz ε_0E^mε_0 ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ odnoqlenov vida

x^ζ t^s (m = 4s + ζ), z^rt^sw^σ (m = 3r + 4s + 5σ), (4.6)

gde r, s ∈ N∪{0}, ζ ∈ {1, 2}, σ ∈ {0, 1}; krome togo, legko videt~, qto odnoqleny (4.6) lineæno-nezavisimy. Pust~ d_m = dim_K ε_0E^mε_0. Dokaßem, qto dlØ m > 5

d_m − d_{m−4} = { 0, esli m ≡ 1, 4, 7 ili 10 (mod 12),

1 v ostal~nyh sluqaØh.

(4.7)

Deæstvitel~no, ffta raznost~ ravna qislu odnoqlenov iz (4.6), u kotoryh s = 0. Takimi odnoqlenami ØvlØ¸tsØ z^r (i togda m = 3r)

112 A. I. GENERALOV i z^r w (i togda m = 3r + 5). Ots¸da neposredstvenno poluqaem sootnoxenie (4.7). Vvidu sledstviØ 2.7a) posledovatel~nost~ {dim_K Ext^m_R (S_0, S_0)} udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.7). Teper~ sootnoxenie (4.5) poluqaetsØ s pomow~¸ indukcii po m, poskol~ku dlØ m 6 4 ono proverØetsØ neposredstvenno.

b) Pust~ i = j = 1. K-algebra ε_1Eε_1 poroßdaetsØ fflementami y = x_2x_3 i z_2, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm:

yz_2 = z_2y, y^2 = 0.

˚sno, qto

dim_K ε_1E^mε_1 = { 0, esli m ≡ 1 (mod 3),

1 v ostal~nyh sluqaØh,

i sootnoxenie (4.5) vytekaet iz sledstviØ 2.7v).

v) Pust~ i = 1, j = 0. Analogiqno qasti v) dokazatel~stva predloßeniØ 4.1 poluqaem, qto l¸boæ odnoqlen f iz ε_1E^mε_0 privoditsØ k vidu f = x_2z^r_1. Sledovatel~no,

dim_K ε_1E^mε_0 = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3),

0 v ostal~nyh sluqaØh,

i sootnoxenie (4.5) vytekaet iz sledstviØ 2.7b).

g) Pust~ i = 0, j = 1. Vnov~ analogiqno qasti v) dokazatel~- stva predloßeniØ 4.1 poluqaem, qto l¸boæ odnoqlen f iz ε_1E^mε_0 privoditsØ k vidu f = z^r_1 x_3. Sledovatel~no,

dim_K ε_0E^mε_1 = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3),

0 v ostal~nyh sluqaØh,

i sootnoxenie (4.5) vnov~ vytekaet iz sledstviØ 2.7b). �

Iz dokazatel~stva teoremy 1.2 my poluqaem sledu¸wee opisanie Ext-algebr prostyh R-moduleæ.

Sledstvie 4.4. Pust~ R = SD(2A)2. Ime¸t mesto sledu¸wie

izomorfizmy graduirovannyh K-algebr: a) E(S_0) ≃ K⟨x, z, t, w⟩/(x^3, xz, zx, xw, wx, xt−tx, zt−tz, zw+wz, tw− wt, z^2t − w^2), gde deg x = 1, deg z = 3, deg t = 4, deg w = 5; b) E(S_1) ≃ K[y, z]/(y^2), gde deg y = 2, deg z = 3.

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 113

4.3. SeriØ SD(3A)2. Pust~ R = SD(3A)^k_2 , k > 2, i pust~ E = E3,

gde E_3 – graduirovannaØ K-algebra, opredelennaØ v razdele 1.3. Qerez ε_i, i = 0, 1, 2, oboznaqim idempotenty algebry E, sootvetstvu¸wie verxinam kolqana ℜ_3. Vvidu predloßeniæ 3.7 i 3.9 imeetsØ s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh Kalgebr E −→ Y(R), perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry E, sootvetstvu¸wie strelkam kolqana ℜ_3, v sootvetstvu¸- wie obrazu¸wie algebry Y(R) (sm. naqalo razdela 3.3). Pust~ E = ⨁ m¿0^{E m} – prØmoe razloßenie algebry^E na odnorodnye prØmye slagaemye.

Teper~ teorema 1.3 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.5. Pust~ R = SD(3A)2 . DlØ l¸byh i, j ∈ {0, 1, 2} i m > 0_{dimK (εiE mεj ) = dimK ExtmR (Sj , Si). (4.8)}

Dokazatel~stvo. My privedem dokazatel~stvo dlØ sluqaØ, ko-

gda k > 2. Esli k = 2, to v naxem dokazatel~stve trebu¸tsØ neznaqitel~nye izmeneniØ, i my predostavlØem qitatel¸ prodelat~ ffto. My predpoloßim takße, qto m > 0, poskol~ku dlØ m = 0 sootnoxenie (4.8) oqevidno.

a) Pust~ i = j = 1. Iz sootnoxeniæ (1.4)–(1.6) sleduet, qto ε_1Eε_1 – K-algebra, poroßdennaØ fflementami

z = z_1, t = y_2y_1, w = y_2z_3,

kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: zt = tz, zw = −wz, tw = wt, tz^2 = w^2. (Otmetim, qto pri k = 2 sootnoxenie zw = −wz sleduet zamenit~ na takoe zw + wz = t^2.) L¸boæ odnoqlen f iz ε_1E^mε_1 predstavlØetsØ edinstvennym obrazom v vide f = z^r t^sw^ε, gde r, s ∈ N ∪ {0}, ε ∈ {0, 1}. (4.9) Pust~ d_m = dim_K ε_1E^mε_1. Togda dlØ m > 4

d_m − d_{m−3} = { 1, esli m ≡ 0 ili 1 (mod 4),

0 v ostal~nyh sluqaØh.

(4.10)

Deæstvitel~no, ffta raznost~ ravna qislu odnoqlenov iz (4.9), u kotoryh r = 0. Sledovatel~no, f = t^s (i togda m = 4s)

114 A. I. GENERALOV ili f = t^sw (i togda m = 4s + 5), otkuda i vytekaet sootnoxenie (4.10). Vvidu sledstviØ 2.11a) posledovatel~nost~ {dim_K Ext^m_R (S_0, S_0)} udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.10). Teper~ sootnoxenie (4.8) dokazyvaetsØ indukcieæ po m, pri fftom dlØ m 6 4 ono proverØetsØ neposredstvenno.

b) V sluqae i = j = 2 sootnoxenie (4.8) sleduet iz qasti a) dokazatel~stva po simmetrii (sm. opredelØ¸wie sootnoxeniØ (1.4)–(1.6) dlØ algebr serii SD(3A)_2 ).

v) Pust~ i = 1, j = 2. L¸boæ odnoqlen f iz ε_1Eε_2 predstavlØetsØ v vide f = g · y_2 · h ili f = g · z_4 · h, gde g ∈ ε_1Eε_1, h ∈ ε_2Eε_2. Tak kak y_2 · z_2 = z_1 · y_2, y_2 · y_1z_4 = y_2z_3 · y_2,

to moßno sqitat~, qto h = ε_2. Krome togo, iz qasti a) dokazatel~stva sleduet, qto g = z^r_1 (y_2y_1)^s(y_2z_3)^ε, gde r, s ∈ N ∪ {0}, ε ∈ {0, 1}. Iz sootnoxeniæ

y_2z_3 · z_4 = −z^2_1 · y_2, y_2y_1 · z_4 = y_2z_3 · y_2

sleduet, qto f privoditsØ k vidu

f = z^r_1 (y_2y_1)^s(y_2z_3)^ε · y_2 ili f = z^r_1 · z_4. (4.11)

Poloßim d_m = dim_K ε_1E^mε_2. Togda d_m − d_{m−3} ravno qislu odnoqlenov iz (4.11), u kotoryh r = 0, otkuda legko sleduet, qto pri m > 3 d_m − d_{m−3} = { 1, esli m ≡ 2 ili 3 (mod 4),

0 v ostal~nyh sluqaØh.

(4.12)

Vvidu sledstviØ 2.11 b) posledovatel~nost~ {dim_K Ext^m_R (S_2, S_1)} udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.12), i vnov~ sootnoxenie (4.8) dokazyvaetsØ indukcieæ po m.

g) V sluqae, kogda i = 2 i j = 1, sootnoxenie (4.8) sleduet iz qasti v) dokazatel~stva po simmetrii.

d) Predpoloßim, qto i = j = 0. K-algebra ε_0Eε_0 poroßdaetsØ fflementami y = x_1x_3 i z_0, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm:

yz_0 = z_0y, y^2 = 0.

˚sno, qto

dim_K ε_0E^mε_0 = { 0, esli m ≡ 1 (mod 3),

1 v ostal~nyh sluqaØh,

KOGOMOLOGII ALGEBR POLUDI�DRAL^NOGO TIPA, IV 115 i sootnoxenie (4.8) vytekaet iz sledstviØ 2.11 g).

e) Pust~ i = 1, j = 0. Analogiqno qasti b) dokazatel~stva iz sootnoxeniæ (1.4)–(1.6) vyvodim, qto l¸boæ odnoqlen f ∈ ε_1Eε_0 predstavlØetsØ v vide f = z^r_1 x_3, i potomu

dim_K ε_1E^mε_0 = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3),

0 v ostal~nyh sluqaØh.

Teper~ sootnoxenie (4.8) vytekaet iz sledstviØ 2.11 v).

ß) Esli i = 0, j = 1, to dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno qasti e). Nakonec, esli {i, j} = {0, 2}, to trebuemoe utverßdenie poluqaem iz dokazannogo vyxe po simmetrii. �

Iz dokazatel~stva teoremy 1.3 my poluqaem sledu¸wee opisanie Ext-algebr prostyh R-moduleæ.

Sledstvie 4.6. Pust~ R = SD(3A)2. Ime¸t mesto sledu¸wie

izomorfizmy graduirovannyh K-algebr: a) dlØ i ∈ {1, 2} E(S_i) ≃ K⟨z, t, w⟩/(zt − tz, zw + wz − δ(k, 2)t^2, tw − wt, z^2t − w^2), gde deg z = 3, deg t = 4, deg w = 5, a δ(r, s) oboznaqaet del~tu Kronekera;

b) E(S_0) ≃ K[y, z]/(y^2), gde deg y = 2, deg z = 3.

Literatura

1. A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, I. — Zap. nauqn.

semin. POMI 265 (1999), 139–162.

2. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Algebry `onedy dlØ odnogo klassa

diffdral~nyh algebr. — Vestnik S.-Peterb. un-ta. Ser. 1. Vyp. 3, No. 15

(1999), 3–10.

3. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, II. — Algebra i analiz 13, No. 1 (2001), 3–25.

4. A. I. Generalov, E. A. Osi¸k, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, III: seriØ D(2A). — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 113–133.

5. A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, IV: seriØ D(2B).

— Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 76–89.

6. A. I. Generalov, Kogomologii algebr poludiffdral~nogo tipa, I. — Algebra i analiz 13, No. 4 (2001), 54–85.

7. N. V. Kosmatov, Cohomology of algebras of dihedral type: automatic calculation.

– V kn.: MeßdunarodnaØ algebraiqeskaØ konferenciØ, posvØwennaØ pamØti Z. I. Boreviqa. S.-Peterburg, 17–23 sentØbrØ (2002), 115–116.

8. M. A. Antipov, A. I. Generalov, Kogomologii algebr poludiffdral~nogo

tipa, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 9–36.

116 A. I. GENERALOV 9. A. I. Generalov, Kogomologii algebr poludiffdral~nogo tipa, III: seriØ

SD(3K). — Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003), 84–100.

10. A. I. Generalov, N. V. Kosmatov, Computation of the Yoneda algebras of dihedral

type. — Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003), 101–120.

11. K. Erdmann, Blocks of tame representation type and related algebras. — Lect.

Notes Math. 1428, Berlin–Heidelberg (1990).

12. D. J. Benson, J. F. Carlson, Diagrammatic methods for modular representations

and cohomology. — Commun. Algebra 15, No. 1/2 (1987), 53–121.

13. C. A. Weibel, An Introduction to Homological Algebra. Cambridge Univ. Press.

Cambridge (1994).

Generalov A. I. Cohomology of algebras of semidihedral type, IV. The present paper continues the cycle of papers of the author (some among them – in collaboration), in which the Yoneda algebra are calculated for several families of algebras of dihedral and semidihedral type (in K. Erdmann’s classification). In the paper, the Yoneda algebra are described (in terms of quivers with relations) for algebras of semidihedral type, namely of the families SD(2A)_1, SD(2A)_2 and SD(3A)_2 .

Postupilo 1 oktØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet