Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

M. V. Bondarko, S. V. Vostokov, F. Lorenc

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP NAD σ–KOL^CAMI

Vvedenie

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ prØmym prodolßeniem rabot [1] i [2], v kotoryh stroilos~ v Øvnom vide sparivanie Gil~berta v mnogomernom lokal~nom pole na formal~nom module Hondy dlØ formal~noæ gruppy, opredelennoæ nad kol~com vektorov Vitta. Zdes~ my obobwaem fftot rezul~tat na formal~nye gruppy, opredelennye nad kol~com celyh tak nazyvaemogo σ-polØ (sm. niße opredelenie 1, p. 1.1).

V pervom punkte §1 vvoditsØ opredelenie σ-polØ i da¸tsØ primery takih poleæ. V sledu¸wem punkte izlagaetsØ teoriØ Hondy dlØ formal~nyh grupp, opredelennyh nad kol~cami celyh σ-poleæ, a takße dokazyvaetsØ analog klassifikacii Demqenko dlØ takih grupp.

V p. 1.3 opredelØ¸tsØ μ-kol~ca i μ-celye moduli i da¸tsØ kriterii dlØ μ-celyh moduleæ. �ti moduli igra¸t vaßnu¸ rol~ pri vyqislenii vyqeta rØdov, poluqennyh v Øvnyh formulah dlØ razliqnyh tipov sparivaniæ. V p. 1.4 stroitsØ bazis modulØ korneæ izogenii formal~noæ gruppy v σ-pole. V p. 1.5 opredelØetsØ obobwennyæ simvol Gil~berta i da¸tsØ osnovnye ego svoæstva. V pp. 1.6 i 1.7 zada¸tsØ moduli krivyh Kart~e dlØ mul~tiplikativnoæ gruppy mnogomernogo lokal~nogo polØ i formal~noæ gruppy. V p. 1.8 opredelØ¸tsØ funkcii Artina– Hasse i obratnye k nim funkcii dlØ formal~nyh grupp v σpolØh. �ti funkcii primenØ¸tsØ v sledu¸wem punkte dlØ postroeniØ bazisa Xafareviqa v formal~nom module. V poslednem punkte fftogo paragrafa zada¸tsØ primarnye rØdy, igra¸- wie suwestvennu¸ rol~ v postroenii formul dlØ sparivaniØ Gil~berta.

Rabota vypolnena pri podderßke SFB 478, Münster, “Geometrische Struk-

turen”, a takße IHES (Paris ); pervye dva avtora priznatel~ny grantam NX-

2003.2003.1, RFFI 04-01-00082; RD No. 02-1.1-37. 5

6 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC V pervyh dvuh punktah §2 stroitsØ v Øvnom vide sparivanie

[·, ·] na module Kart~e mul~tiplikativnoæ gruppy mnogomernogo

lokal~nogo polØ i module Kart~e formal~noæ gruppy, zadannoæ nad kol~com celyh σ-podpolØ, s proizvol~nym primarnym rØdom, i dokazyva¸tsØ osnovnye svoæstva fftogo sparivaniØ. V p. 2.3 v kaqestve primarnogo rØda dlØ sparivaniØ [·, ·] beretsØ konkretnyæ rØd Γ_j, kotoryæ svØzan s primarnymi fflementami formal~nogo modulØ, i nahodØtsØ znaqeniØ fftogo sparivaniØ na bazise Xafareviqa formal~nogo modulØ. Osnovnym rezul~tatom p. 2.4 ØvlØetsØ dokazatel~stvo nezavisimosti sparivaniØ

⟨·, ·⟩_F ot razloßeniØ vtorogo argumenta iz formal~nogo modu-

lØ v rØd po lokal~nym parametram. V poslednem punkte vtorogo paragrafa dokazyvaetsØ invariantnost~ sparivaniØ ⟨·, ·⟩ ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov i ego nezavisimost~ po pervomu argumentu ot sposoba razloßeniØ fflementov v rØdy po lokal~nym parametram.

Nakonec, posledniæ paragraf raboty posvØwen dokazatel~- stvu osnovnyh Øvnyh formul dlØ sparivaniØ Gil~berta.

§1. OboznaqeniØ i vspomogatel~nye utverßdeniØ

V fftoæ rabote T oboznaqaet polnoe diskretno normirovannoe pole harakteristiki 0 s polem vyqetov harakteristiki p. Absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ T raven 1. Pust~ dalee K – vpolne razvetvlennoe rasxirenie polØ T , e = [K : T ] – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ K. Kak obyqno }_T (sootvetstvenno, }K ) oboznaqaet kol~co celyh polØ T (sootv. K).

1.1. σ-pole.

Opredelenie 1.1.1. Pust~ σ – ffndomorfizm polØ T , kotoryæ udo-

vletvorØet uslovi¸

σ(α) ≡ α^p mod p

dlØ l¸bogo α iz kol~ca }_T . V fftom sluqae paru (T, σ) budem nazyvat~ σ-polem.

Zameqanie 1.1.2. Esli pole vyqetov polØ T soverxennoe, to avtomorfizm σ ØvlØetsØ avtomorfizmom Frobeniusa. Drugim primerom σ-polØ ØvlØetsØ n-mernoe lokal~noe pole T =

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 7

k{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}, v kotorom k ØvlØetsØ koneqnym nerazvetvlen-

nym rasxireniem polØ Q_p. Avtomorfizm σ pri fftom deæstvuet na pole k kak avtomorfizm Frobeniusa i, krome togo,

σ(t_i) = t^p_i , 1 6 i < n.

Otmetim pri fftom, qto σ zavisit ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_{n−1}.

Predloßenie 1.1.3. Kaßdoe polnoe diskretno normirovannoe

pole K ØvlØetsØ vpolne razvetvlennym rasxireniem nekotorogo σ-polØ T .

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 5.5, glavy 2, knigi [3], suwestvuet absol¸tno nerazvetvlennoe polnoe diskretno normirovannoe pole T , pole vyqetov kotorogo ravno k (zdes~ k – pole vyqetov polØ K). Togda, soglasno predloßeni¸ 5.6 toæ ße glavy, pole K ØvlØetsØ vpolne razvetvlenym rasxireniem polØ T . OstaetsØ dokazat~, qto na T moßno zadat~ strukturu σ-polØ. DlØ fftogo nam ponadobitsØ ponØtie p-bazisa. �lementy

r_i, i ∈ I, polØ k (harakteristiki p) nazyva¸tsØ p-bazisom k, esli k = k^p[{r_i}, i ∈ I] i |k^p[r_1, . . . , r_n] : k^p| = p^n dlØ l¸byh razliqnyh

naborov r_1, . . . , r_n. Pustoe mnoßestvo ØvlØetsØ p-bazisom togda i tol~ko togda, kogda k soverxenno. DlØ nesoverxennogo polØ k p-bazis suwestvuet po lemme Corna.

Vyberem fflementy a_i ∈ }_T takie, qto ā_i = r_i. Voz~mem T_n =

T_{n−1}({a_{i,n}}), gde a^p_{i,n} = a_{i,n−1}, i ∈ I, i T_0 = T , a_{i,0} = a_i. Togda po-

polnenie ~T polØ L = ⋃ n¿0^Tn budet absol¸tno nerazvetvlennym polnym diskretno normirovannym polem, pole vyqetov kotorogo budet soverxenizacieæ polØ k. Tak kak a_i ∈ ⋂ n¿0^{~T} p^n , to my

poluqaem, qto a_i – predstaviteli Teæhm¸llera fflementov r_i.

Dokaßem teper~, qto avtomorfizm Frobeniusa σ polØ ~T (s soverxenym polem vyqetov) ØvlØetsØ ffndomorfizmom polØ T , t.e. σ(T ) ⊂ T . Tak kak a_i – predstaviteli Teæhm¸llera, to

σ(a_i) = a^p_i . Voz~mem fflement α ∈ }_T . DlØ n > 0 naædem pred-

stavlenie α = ∑ r^{pn}_ν Πr^{viν}_i , gde r_ν ∈ k, 0 6 v_{iν} < p^n, v pole k.

Pust~ a_ν – pod¨emy r_ν v }_T , t.e. ā_ν = r_ν, i pust~ b_ν = a^p_ν . Togda α ≡ ∑ a^{pn}_ν Πa^{viν}_i mod p, t.e. α = ∑ a^{pn}_ν Πa^{viν}_i + pα_1, α_1 ∈ }_T .

8 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Poluqaem, tem samym, qto σ(Πa^{viν}_i ) = Πa^{pviν}_i i, krome togo,

σ(a^{pn}_ν ) ≡ b^{pn}_ν mod p^{n+1}. Sledovatel~no, σ(α) ≡ ∑ b^{pn}_ν a^{pviν}_i + pσ(α_1) mod p^{n+1}. PovtorØØ process dlØ α_1, poluqaem, qto σ(α) ≡ β_n mod p^{n+1} dlØ nekotorogo β_n ∈ }_T . Togda σ(α) = limβ_n, a tak kak

kol~co }_T polno, to σ(α) ∈ }. Znaqit, σ(}_T ) ⊂ }_T i σ(T ) ⊂ T. Tak kak σ(x) ≡ x^p mod p}_{eT} dlØ l¸bogo celogo fflementa x iz }_{eT} , to takoe ße svoæstvo vypolneno i dlØ fflementov iz }_T . •

Na kol~ce rØdov Lorana T ((X)) opredelim deæstvie operatora Δ po formule Δ( ∑ c_iX^i) = ∑ σ(c_i)X^{pi}. (1) Oboznaqim qerez D_Δ nekommutativnoe kol~co operatorov

D_Δ := { ∑ i¿0^{aiΔ} i, a_i ∈ }_T } (2) s umnoßeniem Δa = σ(a)Δ dlØ a ∈ }_T . Analogiqnoe kol~co s kofffficientami iz polØ T oboznaqim qerez D^′_Δ.

Na kommutativnom kol~ce rØdov K[[Δ]] opredeleno pravoe deæstvie fflementov iz kolec D_Δ i D^′_Δ:

(cΔ^m) ∘ (aΔ^k) = cσ^m(a)Δ^{m+k} dlØ c ∈ K, a ∈ T.

1.2. TeoriØ Hondy dlØ formal~nyh grupp v σ-polØh.

DlØ odnomernyh formal~nyh grupp nad kol~com celyh }_T σpolØ T imeetsØ analog teorii Hondy (sm. [4, 5]).

Vo-pervyh, zametim, qto l¸baØ formal~naØ gruppa F nad }T s logarifmom λ(X) strogo izomorfna tak nazyvaemoæ ptipiqeskoæ gruppe F_p, logarifm kotoroæ imeet vid

λ_p(X) = ∑ i¿0^{cix} p^i = Λ(Δ)(X),

gde Λ(Δ) = 1 + c_1Δ + c_2Δ^2 + · · · + ∈ D^′_Δ.

Dalee, imeet mesto sledu¸wiæ analog teoremy Hondy.

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 9

Predloßenie 1.2.3. 1) DlØ p-tipiqeskoæ gruppy Fp naædetsØ

edinstvennyæ fflement u_p(Δ) ∈ p + D_ΔΔ (nazyvaemyæ dalee special~nym fflementom gruppy F_p) takoæ, qto

Λ(Δ) = pu^{−1}_p (Δ), (3)

t.e. λ_p(X) = pu^{−1}_p (Δ) ∘ X.

Obratno, dlØ l¸bogo fflementa u ∈ p+D_ΔΔ rØd λ(X) = pu^{−1}(Δ)∘ X ØvlØetsØ logarifmom p-tipiqeskoæ formal~noæ gruppy F_p nad }T . 2) Pust~ F – proizvol~naØ odnomernaØ formal~naØ gruppa nad }T s logarifmom λ(X) i pust~ F_p – strogo izomorfnaØ eæ ptipiqeskaØ formal~naØ gruppa so special~nym fflementom u_p(Δ). Togda suwestvuet edinstvennyæ rØd g(X) ∈ X(1 + }_T [[X]]_0) takoæ, qto λ(X) = pu^{−1}_p (Δ) ∘ g, (4)

gde Δg = g^p.

Dokazatel~stvo. 1) Po teorii Hondy naædetsØ fflement u(Δ) ∈

p + D_ΔΔ takoæ, qto u(Δ) ∘ λ_p(X) ≡ 0 mod p. Ots¸da sleduet, qto u ∘ Λ = pε(Δ), gde ε ∈ 1 + D_ΔΔ. Togda, vzØv u_p = ε^{−1} ∘ u, poluqim

(3).

V obratnu¸ storonu. Tak kak rØd λ(X) iz usloviØ p. 1) udovletvorØet, oqevidno, sravneni¸ u(Δ) ∘ λ(X) ≡ 0 mod p, to po teorii Hondy on ØvlØetsØ logarifmom nekotoroæ formal~noæ gruppy F nad }_T . ˚sno pri fftom, qto F budet p-tipiqeskoæ formal~noæ gruppoæ.

2) Po uslovi¸ formal~nye gruppy F i F_p strogo izomorfny nad }_T . Pofftomu rØd g(X) = λ^{−1}_p ∘ λ ∘ X, zada¸wiæ fftot izomorfizm, leßit v X(1 + }_T [[X]]_0). Ots¸da i iz (3) sleduet (4). � Zameqanie 1.2.4. �lement up(Δ) budem nazyvat~ takße special~nym fflementom gruppy F (kak i gruppy F_p) i oboznaqat~ v dal~neæxem libo u_F , libo prosto u tam, gde ffto ne vyzovet nedorazumeniæ.

Nesloßno proverit~ sledu¸wiæ analog podgotovitel~noæ lemmy Veæerxtrassa.

Lemma 1.2.5. L¸boæ fflement u ∈ p + DΔΔ, p - u, moßno edin-

stvennym obrazom predstavit~ v vide: u = ε ∘ u_c, gde ε ∈ 1 + D_Δ Δ,

a u_c(Δ) = p −^h ∑ i=1 a_iΔ^i, priqem a_i ∈ p}_T dlØ i < h i a_h ∈ }^∗_T .

10 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Iz predloßeniØ 1.2.3 sleduet, qto fflement u(Δ) ØvlØetsØ special~nym fflementom dlØ nekotoroæ formal~noæ gruppy. Pri fftom, soglasno teorii Hondy, qislo h budet vysotoæ gruppy F . Opredelenie 1.2.6. �lement uc, odnoznaqno opredelennyæ ffle-

mentom u budem nazyvat~ kanoniqeskim special~nym fflementom gruppy F .

Rol~ kanoniqeskogo fflementa u_c vyØsnØetsØ v sledu¸weæ teoreme, kotoraØ vytekaet iz teorii Hondy.

Predloßenie 1.2.7. 1. V klasse izomorfnyh formal~nyh grupp

vysoty h nad }_T imeetsØ kanoniqeskiæ predstavitel~ – gruppa Artina–Hasse F_c s logarifmom λ_c(X) = pu^{−1}_c (Δ) ∘ X, gde u_c(Δ) vzØt iz lemmy 1.2.5.

2. DlØ fflementa c ∈ }_T suwestvuet gomomorfizm f(X) ≡ cX

mod X^2 iz gruppy F so special~nym fflementom i v gruppu F^′ so special~nym fflementom u^′ togda i tol~ko togda, kogda naædetsØ fflement t ∈ D_Δ takoæ, qto u^′c = tu.

Tem samym dlØ gruppy F s logarifmom λ rØd

φ_F = λ^{−1} ∘ pu^{−1}_c ∘ X : F_c → F (5)

zadaet izomorfizm i φ_F ∈ X + }_T [[X]]_∘.

Proverim teper~ analog klassifikacionnyh teorem Demqenko (sm. [6]).

Pust~ F – p-tipiqeskaØ formal~naØ gruppa nad }_T so special~nym fflementom u = p − a_hBΔ^h, gde B ∈ 1 + D_ΔΔ, i pust~

λ_1(X) = pu^{−1}_1 ∘ X, gde u_1 = u^{σh} ∘ B^{−1}

(σ^h deæstvuet tol~ko na kofffficienty rØda u(Δ)). Predloßenie 1.2.8. 1) λ1 – logarifm p-tipiqeskoæ formal~noæ

gruppy F_1 nad }_T .

2) Suwestvuet gomomorfizm [pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) nad }_T iz gruppy F v gruppu F_1 takoæ, qto

[pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) ≡ X^{ph} mod p.

3) Esli u_c – kanoniqeskiæ special~nyæ fflement dlØ F (sm. predloßenie 1.2.7), to a^{−1}_h u_ca_h budet kanoniqeskim special~nym fflementom dlØ gruppy F_1.

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 11

Dokazatel~stvo. 1) ˚sno, qto u1 = u^{σh} B^{−1} ∈ p+DΔΔ, i, znaqit,

λ_1 ØvlØetsØ logarifmom nekotoroæ formal~noæ gruppy F_1 nad }_T

(sm. predloßenie 1.2.3).

2) a) Pust~ u^′_1 = Bu^{σh} B^{−1} = Bu_1, togda gruppa F^′_1 s logarifmom λ^′_1 = pu^{′−1}_1 ∘ X strogo izomorfna gruppe F_1 nad }_T , tak kak

B ≡ 1 mod Δ (sm. predloßenie 1.2.7).

Proverim, qto

pa^{−1}_h u = u^′_1 ∘ (pa^{−1}_h ). (6)

Deæstvitel~no, a^{−1}_h u = a^{−1}_h p − BΔ^h. S drugoæ storony, u^′_1a^{−1}_h = B(p − a^{σh}_h B^{σh} Δ^h)B^{−1}a^{−1}_h = a^{−1}_h p − Ba^{σh}_h B^{σh} B^{−σh} a^{−σh}_h Δ^h = a^{−1}_h p − BΔ^h = a^{−1}_h u, tak kak Δ^hB = B^{σh} Δ^h, i my proverili (6). Iz

(6), soglasno predloßeni¸ 1.2.7, sleduet suwestvovanie gomomorfizma [pa^{−1}_h ]_{F,F} ′_1 (X) ≡ pa^{−1}_h X mod X^2 iz gruppy F v gruppu

F^′_1. Tak kak gruppy F_1 i F^′_1 strogo izomorfny nad }_T , to rØd [pa^{−1}_h ]_{F,F1} = [pa^{−1}_h ]_{F,F} ′_1 ∘ [1]_F ′_{1,F1}

budet gomomorfizmom nad }_T grupp F i F_1. Pri fftom

[pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) ≡ pa^{−1}_h X mod X^2.

b) Proverim, qto

[pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) ≡ X^{ph} mod p. (7)

Deæstvitel~no, iz ravenstva pa^{−1}_h = a^{−1}_h u + BΔ^h sleduet

pa^{−1}_h λ(X) = pa^{−1}_h (pu^{−1}(Δ) ∘ X) = (a^{−1}_h u + BΔ^h) ∘ pu^{−1}(Δ) ∘ X = pa^{−1}_h X + pBu^{−σh} Δ^h ∘ X = pu^{−1}_1 ∘ X^{ph} = λ_1(X^{ph} ) mod p}_T [[X]].

Ots¸da i iz ravenstva

[pa^{−1}_h ]_{F,F1} = λ^{−1}_1 ∘ (pa^{−1}_h ) ∘ λ

poluqaem sravnenie

λ_1([pa^{−1}_h ]_{F,F1} ) ≡ λ_1(X^{ph} ) mod p}_T [[X]].

12 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Sravnenie (7) vytekaet teper~ iz sledu¸wego nesloßno dokazyvaemogo fakta: pust~ f, g ∈ }_T [[X]]_∘, togda f ≡ g mod p ⇔ λ(f) ≡ λ(g) mod p}_T [[X]]. 3) Proverim sperva, qto

u^′_1 = a^{−1}_h ua_h.

Deæstvitel~no, u^′_1 = Bu_1 = Bu^{σh} B^{−1} = B(p − a^{σh}_h B^{σh} Δ^h)B^{−1} =

p − Ba^{σh}_h Δ^h = a^{−1}_h ua_h.

Pust~ u_c – kanoniqeskiæ special~nyæ fflement dlØ F , togda

u_c = εu pri nekotorom ε ∈ 1 + D_ΔΔ (sm. predloßenie 1.2.7).

Pokaßem, qto u_{c,1} := a^{−1}_h u_ca_h budet kanoniqeskim special~nym fflementom dlØ F_1. Deæstvitel~no, u_{c,1} imeet, oqevidno, kanoniqeskiæ vid. Dalee,

u_{c,1} = a^{−1}_h u_ca_h = (a^{−1}_h εa_h)(a^{−1}_h ua_h)

= (a^{−1}_h εa_h)u^′_1 = (a^{−1}_h εa_h)Bu_1 = ηu_1,

gde η = a^{−1}_h εa_hB ∈ 1 + D_ΔΔ. Znaqit, kanoniqeskaØ gruppa Artina–Hasse F_{c,1} s logarifmom λ_{c,1} = pu^{−1}_{c,1} ∘X izomorfna gruppe F i, tem samym, u_{c,1} – kanoniqeskiæ special~nyæ fflement dlØ

F_1. �

Pust~ F – proizvol~naØ, ne obØzatel~no p-tipiqeskaØ formal~naØ gruppa nad }_T koneqnoæ vysoty h, togda dlØ ee special~nogo fflementa u(Δ) = p − a_1Δ − a_2Δ^2 − . . . vypolneno uslovie: a_i ≡ 0 mod p, i < h, a_h ∈ }^∗_T (sm. lemmu 1.2.5). VzØv

C = 1 −^{a1}_p Δ − · · · −^{ah−1}_p Δ^{h−1}, poluqim u^′ = C^{−1}u = p − a_hBΔ^h, gde B ∈ 1 + D_ΔΔ. Poskol~ku u^′ ∈ p + D_ΔΔ, to rØd λ^′(X) = pu^{′−1} ∘ X

ØvlØetsØ logarifmom p-tipiqeskoæ gruppy F^′, strogo izomorfnoæ F nad }_T (sm. predloßenie 1.2.3). Pust~ u_1 = u^{′σh} B^{−1} i F_1 – formal~naØ gruppa nad }_T s logarifmom λ_1(X) = pu^{−1}_1 ∘ X (sm. predloßenie 1.2.3).

Predloßenie 1.2.9. Suwestvuet gomomorfizm [pa^{−1}_h ]F,F_1 nad }T

iz formal~noæ gruppy F v gruppu F_1. Pri fftom

[pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) ≡ pa^{−1}_h X mod X^2 i [pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) ≡ f(X^{ph} ) mod p

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 13 dlØ nekotorogo rØda f(Y ) ∈ Y + }_T [[Y ]]_∘ (sqitaem Y := X^{ph} ).

Dokazatel~stvo. Pust~ f : F → F^′ – izomorfizm grupp. DlØ grupp F^′ i F_1 suwestvuet gomomorfizm [pa^{−1}_h ]_F ′_{,F1} nad }_T , soglasno predloßeni¸ 1.2.8. Pri fftom [pa^{−1}_h ]_F ′_{,F1} (X) ≡ X^{ph} mod p. Ostalos~ zametit~, qto [pa^{−1}_h ]_{F,F1} = f ∘ [pa^{−1}_h ]_F ′_{,F1} . � Predloßenie 1.2.10 (obratnoe k predloßeni¸ 1.2.9). Pust~ f ∈

}T [[X]] udovletvorØet usloviØm: f(X) ≡ X^{ph} mod p, f(X) ≡ pa^{−1}_h X mod X^2, gde a_h – fiksirovannaØ edinica iz }_T . Pust~, dalee, u_c = p − a_1Δ − · · · − a_hΔ^h, a_1, . . ., a_{h−1} ∈ p}_T , zadannyæ mnogoqlen iz D_Δ. Poloßim u := C^{−1}u_c = p − a_hΔ^h − a_{h+1}Δ^{h+1} − . . . , gde C := 1 − p^{−1}(a_1Δ + · · · + a_{h−1}Δ^{h−1}). Togda suwestvuet edinstvennaØ (s toqnost~¸ do izomorfizma) gruppa F so special~nym fflementom i takaØ, qto f = [pa^{−1}_h ]_{F,F1} (X) – gomomorfizm iz gruppy F v F_1, gde gruppa F_1 sootvetstvuet F , soglasno predloßeni¸ 1.2.8.

Dokazatel~stvo. Tak ße, kak i v teoreme 2 raboty [6], stroim logarifm λ(X) gruppy F , udovletvorØ¸wiæ usloviØm: (u ∘

λ)(X) ≡ 0 mod p, λ_1 ∘ f = (p/a_h) ∘ λ. �

Zameqanie 1.2.11. Gomomorfizm f = [pa^{−1}_h ]F,F_1 iz predloßeniØ 1.2.8 vyraßaetsØ qerez logarifmy λ_1 i λ grupp F_1 i F sledu¸wim obrazom f = λ^{−1}_1 ∘ (p/a_h) ∘ λ. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. DlØ m ∈ Zopredelim p_m := p/a^{(σmh )}_h . DlØ gruppy Hondy F nad }_T poluqaem, soglasno predloßeni¸ 1.2.8, predstavlenie A : F → F_1 i posledovatel~nost~ gomomorfizmov f_m grupp Hondy F_m := A^mF F −→_f F_1 −→_{f1} F_2 → · · · → F_{N−1} −−−→_{fN−1} F_N . (8) Oboznaqim dalee qerez λ_m logarifm gruppy F_m. Kanoniqeskiæ special~nyæ fflement gruppy F_m oboznaqim qerez

u_m = p − a^{(m)}_1 Δ − · · · − a^{(m)}_h Δ^h.

14 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Poloßim dalee,

p^{(m)}_1 = p_1 · p_2 . . . p_m = p^m/a^{1+σh+···+σh(m−1)} h f^{(m)} = f_{m−1} ∘ f_{m−2} ∘ · · · ∘ f_1 ∘ f, (9)

B_m ∈ 1+ΔD_Δ – operator iz predloßeniØ 1.2.8, sootvetstvu¸wiæ λ_m.

Iz predloßeniØ 1.2.8 po indukcii legko sleduet Lemma 1.2.12. 1. a^{(m)}_h = a^{σmh}_h .

2. f_{m−1} ≡ p_mX mod X^2; f^{(m)}(X) ≡ p^{(m)}_1 X mod X^2. 3. u_m ∘ p^{(m)}_1 = p^{(m)}_1 u_0; ~u_m ∘ p^{(m)}_1 = p^{(m)}_1 ~u, gde ~u_m poluqaetsØ iz u_m tak ße, kak ~u iz u_0.

4. f^{(m)} = λ^{−1}_m ∘ p^{(m)}_1 ∘ λ.

Pust~ G – gruppa Hondy nad }_T s logarifmom λ_0(X) = ∑ i¿1^{ciX} i i kanoniqeskim special~nym fflementom u = p − a_1Δ − · · · − a_hΔ^h (napomnim, qto vse a_1, . . . , a_{h−1} delØtsØ na p, a a_h – edinica iz kol~ca }_T ).

Lemma 1.2.13. Logarifm λ0(X) moßno predstavit~ v vide

λ_0(x) = c_0(X) · x + c_1(x) · X^{ph} p + c_2(X) X^{p2h} p^2 + . . . gde c_k(X) ∈ }_T [[X]]^∗, c_0(X) ≡ 1 mod X.

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ p|(u ∘ λ0)(X) poluqaem sledu¸wee sravnenie

pλ_0(X) ≡ a_1λ^σ_0 (X^p) + · · · + a_hλ^{σh}_0 (X^{ph} ) mod p}_T [[X]].

Iz fftogo sootnoxeniØ naxe utverßdenie legko sleduet po indukcii. � 1.3. μ-kol~ca i μ-celye moduli.

1.3.1. Pust~ T – σ-pole i K – vpolne razvetvlennoe rasxirenie stepeni e nad nim. Pust~ μ > 0 – racional~noe qislo. DlØ monoma d_rX^r , d_r ∈ T , opredelim μ-normirovanie

ν(d_rX^r ) := v_T (d_r) + μr. (10)

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 15

Opredelenie 1.3.1. Pod μ-kol~com Lμ budem ponimat~ p-adiqes-

koe popolnenie kol~ca { f = ∑ r∈Z^{drXr ; dr ∈ T ; ν(drXr ) > 0, limr→+∞ ν(drXr ) = ∞}.} Netrudno videt~, qto L_μ – kommutativnoe kol~co s ediniceæ, kotoroe ØvlØetsØ modifikacieæ dvumernogo lokal~nogo kol~ca. Oboznaqim

L_μ := ⋃ m∈Z^{Xm Lμ,} L^+_μ := {∑ r¿0^{drX} r ∈ L_μ } . Zameqanie 1.3.2. Esli f ∈ Lμ, to Δf ∈ L_{μ/p}. Esli f ∈ L^+_μ , to

Δf ∈ L^+_μ (i vmeste s tem Δf ∈ L_{μ/p}).

Opredelenie 1.3.3. �lement ε(X) ∈ Lμ nazovem glavnoæ edini-

ceæ, esli ε(X) ≡ 1 mod (XL^+_μ , pL_μ)

Netrudno ubedit~sØ, qto glavnye edinicy obrazu¸t mul~tiplikativnu¸ podgruppu v kol~ce L_μ.

Zameqanie 1.3.4. Mul~tiplikativnaØ gruppa rØdov 1 + X}T [[X]] ØvlØetsØ podgruppoæ glavnyh edinic v l¸bom kol~ce L_μ.

Zameqanie 1.3.5. X^mLμ ØvlØetsØ modulem nad kol~com Lμ i, v qastnosti, nad kol~com }_T [[X]].

Zameqanie 1.3.6. Vvedenie v rassmotrenie kol~ca Lμ ob¨ØsnØetsØ sledu¸wimi soobraßeniØmi. ˚vnaØ formula dlØ sparivaniØ Gil~berta zadaetsØ vyqetom proizvedeniØ dvuh rØdov. Pervyæ iz nih vyqislØetsØ po argumentam sparivaniØ. Vtoroæ rØd naprØmu¸ svØzan s primarnymi fflementami: faktiqeski on ØvlØetsØ obratnym k rØdu, kotoryæ pri podstanovke v funkci¸ Artina–Hasse daet primarnyæ fflement. V mul~tiplikativnom sluqae, a takße v sluqae formal~nyh grupp L¸bina–Teæta oba rØda ime¸t celye kofffficienty (sm. [7, 8, 9]). No v sluqae formal~nyh grupp Hondy vtoroæ rØd ØvlØetsØ obratnym k logarifmu formal~noæ gruppy. Pofftomu nam nado rabotat~ v kol~cah,

16 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC v kotoryh moßno brat~ rØdy, obratnye k rØdam s necelymi kofffficientami.

Pust~ h := htF < ∞ – vysota formal~noæ gruppy F . V kol~ce

L_μ dlØ μ ∈

[_1 p^h e , 1 e ] opredelim }_T [[X]]-modul~

H_μ := }_T [[X]]_0 + X^{e∗} L_μ ∩ T [[X]]_0, (11)

gde e_∗ = p^he/(p^h − 1). Na module H_μ opredelena struktura formal~nogo Z_p-modulØ gruppy F : F (f, g) ∈ H_μ dlØ f, g ∈ H_μ. Poluqennyæ Z_p-modul~ oboznaqim F (H_μ).

Zameqanie 1.3.7. Iz opredeleniØ kol~ca Lμ sleduet, qto dlØ l¸bogo rØda f ∈ H_μ opredelena podstanovka fflementov iz maksimal~nogo ideala ⨁ kol~ca celyh polØ K, t.e. f(α) ∈ ⨁ dlØ α ∈ ⨁. 1.3.2. μ-celye moduli. Tak kak my budem imet~ delo s vyqetami rØdov iz kol~ca L_μ i dlØ naxih celeæ ffti vyqety dolßny byt~ celymi, to estestvenno voznikaet vopros, dlØ kakih m vse rØdy iz modulØ X^mL_μ ime¸t celye kofffficienty pri otricatel~nyh stepenØh.

Opredelenie 1.3.8. RØd f iz kol~ca Lμ nazovem μ-celym, esli

vse kofffficienty pri otricatel~nyh stepenØh fftogo rØda ime¸t celye kofffficienty, t.e. prinadleßat kol~cu }_T .

Opredelenie 1.3.9. Modul~ X^mLμ nazovem μ-celym, esli l¸boæ

rØd v fftom module ØvlØetsØ μ-celym.

Zameqanie 1.3.10. Modul~ X^m Lμ, m > 0, ØvlØetsØ μ-celym.

Zameqanie 1.3.11. Esli f – μ-celyæ rØd, to Δf – μ/p-celyæ.

Lemma 1.3.12.

1) Modul~ X^mL_μ ØvlØetsØ μ-celym togda i tol~ko togda, kogda

μ(m + 1) + 1 > 0.

2) Vse rØdy iz modulØ X^mL_μ ime¸t celye kofffficienty pri nepoloßitel~nyh stepenØh togda i tol~ko togda, kogda μm + 1 > 0. 3) Vse rØdy iz modulØ X^mL_μ ime¸t delØwiesØ na p kofffficienty pri nepoloßitel~nyh stepenØh togda i tol~ko togda, kogda μm > 0. Dokazatel~stvo. Proverim 1).

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 17 a) Pust~ μ(m + 1) + 1 > 0 i X^mf(X) ∈ X^mL_μ, f = ∑ d_rX^r ∈ L_μ.

Nado proverit~, qto v_T (d_r ) > 0 dlØ r 6 −m − 1. Iz opredeleniØ

L_μ i usloviØ lemmy sleduet: v_T (d_r) > −μr > μ(m + 1) > −1,

otkuda v_T (d_r) > 0.

b) Pust~ μ(m+1)+1 6 0. Voz~mem φ = X^m(p^{−1}X^{−m−1}) i proverim, qto p^{−1}X^{−m−1} ∈ L_μ. Deæstvitel~no, v_p(p^{−1}) + μ · (−m − 1) =

−1 − μ(m + 1) > 0. Pofftomu φ ∈ X^mL_μ i kofffficienty pri X^{−1}

u rØda φ ne ØvlØ¸tsØ celym.

Punkty 2) i 3) lemmy proverØ¸tsØ analogiqno. � Zameqanie 1.3.13. Modul~

X^{−e∗ (1+ph−1 )}L_μ pri μ = 1/p^he, i p > 3

ØvlØetsØ μ-celym.

Proverim analog teoremy o delenii s ostatkom v kol~ce L_μ. Predloßenie 1.3.14. Pust~ f =^∑ dix^i ∈ }T [[X]] i pri fftom

v_T (d_m) = 0, v_T (d_i) > 0 dlØ 0 6 i 6 m − 1. Togda l¸boæ rØd g ∈ H_μ (sm. (11)) edinstvennym obrazom predstavim v vide g = fh+r, gde r = ∑_{m−1} i=0 r_iX^i, r_i ∈ }_T , h(x) ∈ X^{−m}H_μ ∩ T [[X]]_0.

Dokazatel~stvo. SleduØ Maninu (sm. [10]), rassmotrim dva operatora na T [[X]]: α (∑ i¿0^{ciX} i) = m−1∑ i=0 c_iX^i, β (∑ i¿0^{ciX} i) = ∑ i¿0^{ci+mX} i. Togda f = α(f) + X^m β(f) i naxa zadaqa preobrazuetsØ k sledu- ¸wemu vidu: β(g) = β(h · α(f)) + β(hX^m β(f)) = β(h · α(f)) + h · β(f). Zametim, qto β(f) – obratimyæ rØd v kol~ce }_T [[X]].

Oboznaqim qerez y proizvedenie h · β(f). Togda predyduwee ravenstvo stanet ravnosil~nym ravenstvu: β(g) = β ( y · α(f) β(f) ) + y = ( I + β ∘ α(f) β(f) ) (y),

18 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC gde I – toßdestvennyæ operator. ˚sno, qto β ∈ X^{−m}H_μ ∩ T [[X]]_0. Krome togo, rØd^{α(f)}_{β(f)} ∈ p}_T [[X]]. Pofftomu korrektno opredelen rØd y = ( I + β ∘ α(f) β(f) )_{−1} ∘ β(g), kotoryæ prinadleßit pri fftom y ∈ X^{−m}L_μ ∩ T [[X]]_0, kak i rØd β(g). Znaqit,

h = y · β(f)^{−1} ∈ X^{−m}L_μ ∩ T [[X]]_0. �

1.4. Modul~ korneæ izogenii. S fftogo momenta pole K budet u nas n-mernym lokal~nym polem nulevoæ harakteristiki s polem vyqetov K harakteristiki p > 2. My prinimaem oboznaqeniØ i terminologi¸ rabot [1] i [2].

K^{(0)} ∼= F_{q0} , q_0 = p^f – poslednee pole vyqetov polØ K, v : K^∗ → Z– diskretnoe normirovanie ranga 1, v̄ = (v_1, . . ., v_{n−1}, v_n := v) : K^∗ → Z^n – diskretnoe normirovanie

ranga n,

} := W (F_{q0} ) – kol~co vektorov Vitta, k := Quot } – pole otnoxeniæ kol~ca }, t_1, . . . , t_{n−1}, t_n = Π – sistema lokal~nyh parametrov v K otno-

sitel~no normirovaniØ v̄,

R_0 – sistema predstaviteleæ Teæhm¸llera polØ F_{q0} v kol~ce }, T = k{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}} – n-mernoe absol¸tno nerazvetvlennoe

podpole v K,

F – formal~naØ gruppa vysoty h nad }_T , q = p^h, R – sistema predstaviteleæ Teæhm¸llera polØ F_q v kol~ce

W (Fq )._{Pole T ØvlØetsØ σ-polem v smysle opredeleniØ 1.1.1 i zame-}

qaniØ 1.1.2.

⨁ – maksimal~nyæ ideal v K otnositel~no normirovaniØ v ranga 1,

}K – kol~co celyh polØ K otnositel~no v, }T – kol~co celyh polØ T otnositel~no v, Tr – operator sleda v k/Q_p,

W^N_F := Ker[p^N ]_F ⊂ K,

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 19

e := [K : T ] – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ K (otnosi-

tel~no v),

e_m := e/(p^h − 1)p^{(m−1)h}, 1 6 m 6 N ,

e_∗ :=^{ph e}_{ph−1} =^{qe}_{q−1} ,

ē := (e^{(1)}, . . . , e^{(n)}) – indeks vetvleniØ polØ K otnositel~no

normirovaniØ v̄,

Ψ_K := K^{top}_n (K) → Gal(K^{ab}/K) – otobraßenie vzaimnosti à

la Parxin–Kato iz topologiqeskoæ gruppy Milnora polØ K v gruppu Galua maksimal~nogo abeleva rasxireniØ polØ K.

Lemma 1.4.1. DlØ l¸bogo z ∈ W^N_F \ W^{N−1}_F imeem

v(z) = e_N := e/(p^h − 1)p^{(N−1)h}.

Dokazatel~stvo. Vse takie z ØvlØ¸tsØ kornØmi uravneniØ

[p^N ]_F (X) [p^{N−1}]_F (X) = p + a_1x + · · · + a_{e/eN} X^{e/eN} + . . . , a_i ∈ }_T , priqem p|a_i dlØ 1 6 i < e/e_N , i a_{e/eN} ∈ }^∗_T . Pofftomu po podgotovitel~noæ lemme Veæerxtrassa vse z budut kornØmi uravneniØ p + a^′_1x + · · · + a^′_{e/eN} X^{e/eN} = 0, gde p|a_i, 1 6 i < e/e_N , a^′_{e/eN} ∈ }^∗_T . Znaqit vse takie z ime¸t odinakovoe normirovanie e_N . �

Pust~ q := p^h i β_1, . . ., β_{q−1} – vse korni uravneniØ p + a_qX^{q−1} = 0, gde a_q vzØt iz razloßeniØ [p]_F (X) = pX +a_2X^2 +· · ·+a_q X^q +. . . . ˚sno, qto β_i = β_1θ_i, gde θ_i probegaet nenulevu¸ sistemu predstaviteleæ Teæhm¸llera R^∗. Pust~ L – rasxirenie polØ K, soderßawee vse β_i, e^′ – indeks vetvleniØ polØ L, v^′ – normirovanie ranga 1 v L, i Π^′ – uniformizu¸wiæ fflement v L otnositel~no v^′. Pust~ z_1, . . . , z_{q−1} – vse nenulevye korni uravneniØ [p]_F (X) = 0.

Lemma 1.4.2. Pri nadleßaweæ perestanovke imeem:

z_i ≡ β_i = β_1θ_i mod Π^′z_1.

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, qto v^′(z^{q−1}_1 + p/aq) > e^′, tak kak z^{q−1}_1 + p/a_q ≡ [p]_F (z_1) a_qz_1

= 0 mod (p, z^{q−1)}_1 )z_1.

20 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Dalee, podstavlØØ z_1 v uravnenie X^{q−1} + p/a_q = 0, poluqaem

v^′(z^{q−1}_1 + p/a_q) = q−1∑ i=1 v^′(z_1 − β_i).

Pofftomu iz togo, qto vse β_i poparno razliqny, sleduet, naprimer,

v^′(z_1 − β_1) > e^′ q − 1 v^′(z_1 − β_i) = e^′ q − 1 , i ≠ 1. Analogiqnye neravenstva verny dlØ ostal~nyh z_i. � Zafiksiruem bazis θ_1 = 1, θ_2, . . . , θ_h kol~ca vektorov Vitta

W (Fq ) nad Zp, sostoØwiæ iz predstaviteleæ sistemy Teæhm¸l-

lera, i pust~ β_i = θ_iβ, gde β := β_1, 1 6 i 6 h. Vyberem z_1, . . . , z_h v

W^1_F tak, qto z_i ≡ β_i = θ_iβ mod Π^′z_1. (12)

Predpolagaem, qto W (F_q ) ⊂ K.

Lemma 1.4.3. Pust~ z^{(N)}_i ∈ W^N_F \ W^{N−1}_F i [p^{N−1}]F (z^{(N)}_i ) = zi, 1 6 i 6 h. Togda v pole K vypolneny sravneniØ

z^{(N)}_i /z^{(N)}_1 ≡ θ^′_i mod Π, (13)

gde θ^′_i = θ^{p−Nh}_i , 1 6 i 6 h. Pri fftom fflementy θ^′_1, . . . , θ^′_h obrazu¸t bazis W (F_q ) nad Z_p, a fflementy z^{(N)}_1 , . . . , z^{(N)}_h – bazis W^N_F .

Dokazatel~stvo. IndukciØ po N .

1) N = 1. Iz sravneniØ (12) sleduet

z_i/z_1 = θ_i(1 + aΠ^′), a ∈ }_L.

No z_i/z_1 i θ_i leßat v K, pofftomu 1 + aΠ^′ = 1 + bπ, b ∈ }_K , t.e. my poluqili (13) dlØ N = 1.

2) Indukcionnyæ perehod. Iz ravenstv z^{(N−1)} i = [p]_F (z^{(N)}_i ) = pz^{(N)}_i + · · · + a_qz^{(N)q}_i + . . .

sleduet z^{(N−1)} i z^{(N−1)} 1 = a_qz^{(N)q}_i (1 + b_iΠ) a_qz^{(N)q}_1 (1 + b_1Π) = ( z^{(N)}_i z^{(N)}_1 )_q (1 + c_iΠ),

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 21 gde c_i ∈ }_K . Iz indukcionnogo predpoloßeniØ poluqaem ( z^{(N)}_i z^{(N)}_1 )_q ≡ θ^{p−(N−1)h} i mod Π.

3) Proverim, qto fflementy z^{(N)}_1 , . . . , z^{(N)}_h obrazu¸t bazis W^N_F

nad Z/p^NZ. Esli naædutsØ c1, . . . , ch ∈ Zp takie, qto

[c_1]_F (z^{(N)}_1 ) +_F + · · · +_F [c_h]_F (z^{(N)}_h ) = 0,

to c_1z^{(N)}_1 +· · ·+c_hz^{(N)}_h ≡ 0 mod Π^{eN +1}. Ispol~zuØ dokazannoe vyxe sravnenie (13), poluqaem

(c_1θ^′_1 + c_2θ^′_2 + · · · + c_hθ^′_h)z^{(N)}_1 ≡ 0 mod Π^{eN +1}.

Znaqit, c_1θ^′_1 +· · ·+c_hθ^′_h ≡ 0 mod Π. No fflementy θ^′_1, . . . , θ^′_h – bazis

W (Fq ) nad Zp, pofftomu ci = pc^′_i, 1 6 i 6 h, i my prihodim k

ravenstvu

[c^′_1]_F (z^{(N−1)}

1 ) +_F + · · · +_F [c^′_h]_F (z^{(N−1)}_h ) = 0

v module W^{N1}_F . Otkuda po indukcionnomu predpoloßeni¸ poluqaem c^′_i ≡ 0 mod p^{N−1}. �

Pust~ z_1, . . . , z_h – bazis W^N_F , dlØ kotorogo z_i/z_1 ≡ θ_i mod Π i

θ_1 = 1, θ_2, . . . , θ_h – bazis W (F_q ) nad Z_p. Pust~

θ_{ij} := θ_i/θ_j , θ_{i1} := θ_i.

Neposredstvenno iz lemmy 1.4.3 vytekaet Sledstvie 1.4.4.

z_i/z_j ≡ θ_{ij} mod Π i fflementy θ_{ij}, 1 6 i 6 h, obrazu¸t bazis W (F_q ) nad Z_p pri fiksirovannom j.

Pust~

Θ := (Δ^{i−1}(θ_j )) = (θ^{pi−1}_j )_16_{i,j}6_h.

22 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Lemma 1.4.5. Matrica Θ obratima v kol~ce } := W (Fq ). Dokazatel~stvo. Pust~ v1, . . ., vh – dvoæstvennyæ bazis v kol~ce } k bazisu θ_1, . . ., θ_h otnositel~no operatora Tr, t.e. Tr θ_iv_j = δ_{ij} . Togda matriceæ, obratnoæ k Θ, budet matrica

Θ^′ := v_1, v^Δ_1 , . . . , v^{Δh−1}_1 v_2, v^Δ_2 , . . . , v^{Δh−1}_2 . . . . . . . . . . . . . . . v_h, v^Δ_h , . . ., v^{Δh−1}_h , vse fflementy kotoroæ leßat v }. � 1.5. Mnogomernyæ simvol Gil~berta. Simvol Gil~berta dlØ formal~noæ gruppy F nad }_T opredelØetsØ sledu¸wim obrazom:

(·, ·)_F = (·, ·)^N_{F,K} : K^{top}_n (K) × F (⨁) → W^N_F (α, β)^N_{F,K} = Ψ_K (α)( ~β) −_F ~β, gde ~β beretsØ iz popolneniØ algebraiqeskogo zamykaniØ K i ØvlØetsØ kornem uravneniØ [p^N ]_F ( ~β) = β.

Opredelim, krome togo, mnogomernyæ simvol Gil~berta dlØ F po izogenii f^{(N)} i formal~noæ gruppe F_N (sm. (8)) {·, ·}_F = {·, ·}^N_{F,K} : K^{top}_n (K) × F (⨁) → W^N_F {α, β}^N_{F,K} = Ψ_K (α)(β̄) −_F β̄, (14)

gde f^{(N)}(β̄) = β.

Iz opredeleniØ oboih sparivaniæ i sootnoxeniæ [a]_{F,FN} = λ^{−1}_N ∘ a ∘ λ, a ∈ Z_p, f^{(N)} = λ^{−1}_N ∘ p^{(N)}_1 ∘ λ

vytekaet ravenstvo, kotoroe svØzyvaet oba sparivaniØ

(α, β)_F = {α, [p^{(N)}_1 /p^N ]_{F,FN} (β)}_F . (15)

Otmetim, dalee, sledu¸wie svoæstva sparivaniæ (·, ·)_F i {·, ·}_F .

N.1: Oba sparivaniØ additivny po pervomu argumentu i Z_plineæny po vtoromu.

N.2: (α, β)_F = 0 ⇔ α – norma v K^{top}_n (K( ~β))/K^{top}_n (K),

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 23

{α, β}_F = 0 ⇔ α – norma v K^{top}_n (K(β̄))/K^{top}_n (K).

N.3: Esli formal~naØ gruppa G izomorfna F i G = f(F (f^{−1}(X),

f^{−1}(Y )) dlØ f ∈ }_T [[X]]_0, to

(α, β)_G = f((α, f^{−1}(β))_F ).

Analogiqnoe svoæstvo dlØ sparivaniØ {·, ·}_F vyglØdit sledu¸wim obrazom. Pust~ E : G → F – gomomorfizm formal~- nyh grupp i E_N – sootvetstvu¸wiæ gomomorfizm grupp G_N i

F_N iz posledovatel~nosti (8) dlØ G i F sootvetstvenno, t.e. E_N ∘ g^{(N)} = f^{(N)} ∘ E_N . Togda N^′3: {α, E_N (β)}_F = E({α, β}_G). Po povodu dokazatel~stv sm. [1, p. 1.5].

1.6. Moduli krivyh Kart~e mul~tiplikativnoæ gruppy. Pust~ K – n-mernoe lokal~noe pole, t_1, . . . , t_{n−1}, t_n = Π – sistema lokal~nyh parametrov, k = Quot W (K^{(0)}) – pole otnoxeniæ kol~ca vektorov Vitta poslednego polØ vyqetov K^{(0)} polØ K. �lement α ∈ K predstavim v vide α = ∑ r̄∈I a_{r̄}t^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} Π^{rn} , a_{r̄} ∈ } := W (K^{(0)}),

gde r̄ = (r_1, . . . , r_n) probegaet nekotoryæ dopustimyæ nabor indeksov iz Z^n. Pri fftom I = I(α) v Z^n nazyvaetsØ dopustimym, esli dlØ zadannyh i_{l+1}, . . . , i_n v Z, l 6 n, suwestvuet

i ∈ Z, dlØ kotorogo vypolneno sledu¸wee uslovie: esli r̄ =

(r_1, . . . , r_l, i_{l+1}, . . . , i_n) ∈ I, to r_l > i (sm. [11]).

Rassmotrim n + 1-mernoe lokal~noe pole M = k{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}((X)). (16) �lementy t_1, . . . , t_{n−1}, p, X v M obrazu¸t sistemu lokal~nyh parametrov. Pust~ }M = { ∑ r̄∈I,r̄¿¯0 a_{r̄} t^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} X^{rn} | |a_{r̄} ∈_} } , (17)

}′M ⊂ }_M – to ße samoe dlØ r̄ > ¯0.

Poloßim A = }{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}, }(p) := A((X)), U_m = 1 + }^′_M , (18)

24 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC H_m = ⟨t_1⟩ × · · · × ⟨t_{n−1}⟩ × ⟨X⟩ × R^∗ × U_m ⊂ }^∗_{(p)}. Nazovem H_m modulem krivyh Kart~e dlØ mul~tiplikativnoæ gruppy K^∗. Imeem sledu¸wiæ (nekanoniqeskiæ) s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm

η_m : }_{(p)} → K α(X) → α(Π), kotoryæ induciruet gomomorfizm grupp

η_m : H_m → K^∗.

Proobraz fflementa α ∈ K^∗ pri gomomorfizme η_m oboznaqaem α. Takim obrazom, α(t_1, . . . , t_{n−1}, Π) = α. Pust~ Eis(X) = p + a_1X + · · · + a_eX^e + · · · ∈ A[[X]] – rØd �æzenxteæna dlØ Π, t.e. a_1, . . ., a_{e−1} delØtsØ na p, a_e ∈ A^∗, i Eis(Π) = 0. Lemma 1.6.1. Pust~ ρ(X) – rØd iz A[[X]], dlØ kotorogo ρ(Π) = 0,

t.e. η_m(ρ(X)) = 0. Togda ρ(X) delitsØ na Eis(X) v A[[X]] (sm. lemma 4, [1]).

Oboznaqim

U_{Eis} = {1 + Eis(X) · φ(X)|φ(X) ∈ A[[X]], deg φ > ¯0}. (19)

Predloßenie 1.6.2. Imeet mesto toqnaØ posledovatel~nost~ 1 −→ U_{Eis} −→ H_m^{ηm}−−→ K^∗ −→ 1 (sm. predloßenie 3, [1]).

Na module }^′_M opredelena funkciØ Artina–Hasse:

E(α(X)) = exp (( 1 + Δ p + Δ^2 p^2 + . . . ) (α(X) )) ∈ U_m, a na gruppe H_m opredelena obratnaØ funkciØ

l(α(X)) = log α(X)^p Δα(X) ∈ }^′_M . Funkcii E i l da¸t vzaimno obratnye izomorfizmy meßdu }^′_M i U_m.

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 25

1.7. Moduli krivyh Kart~e dlØ formal~noæ gruppy. Rassmotrim formal~nyæ modul~ F (H_μ) (sm. (11)). Pri podstanovke

X → Π poluqaem s¸r¨ektivnyæ (nekanoniqeskiæ) gomomorfizm

Zp-moduleæ:

η_F : F (H_μ) → F (⨁) α(X) → α(Π). DlØ kaßdogo α ∈ F (⨁) vyberem proobraz α fflementa α pri gomomorfizme η_F :

α ∈ F (H_μ) i α(Π) = α. (20)

Po predpoloßeni¸, W^N_F = Ker[p^N ]_F ⊂ F (⨁). V Z_p-module W^N_F fiksiruem sistemu obrazu¸wih W^N_F = ⟨z_1, . . . , z_h⟩ (sm. lemmu 1.4.3). Pust~ z – odna iz fftih obrazu¸wih i z – ee proobraz v smysle (20).

Rassmotrim sledu¸wie fflementy v }_T [[X]]:

s_m := f^{(m)} ∘ z, 1 6 m 6 N, (21)

Eis_F (x) := s_N /s_{N−1} = V ∘ z, V := f^{(N)}/f^{(N−1)},

W^{(m)} := p^{(m)}_1 λ ∘ z = λ_m ∘ s_m,

W := W^{(N)}, W_i := p^{(N)}_1 λ ∘ z_i.

(22)

Lemma 1.7.1.

1) RØd Eis_F (X) ØvlØetsØ rØdom �æzenxteæna dlØ lokal~nogo parametra Π, t.e. Eis_F (Π) = 0 i Eis_F (X) = ∑ r¿0^{arX} r , a_r ∈ }_T , gde a_r

delØtsØ na p, esli r < e, i a_0 ne delitsØ na p^2, krome togo, p - a_e.

2) Esli g – rØd iz H_μ, g(Π) = 0, to g(X) delitsØ na Eis_F (X):

g(x) = Eis_F (X)φ(X), gde φ ∈ X^{−e}H_μ ∩ T [[X]].

Dokazatel~stvo. Pervyæ punkt sleduet iz lemmy 1.4.1.

Dalee, soglasno predloßeni¸ 1.3.14, rØd g(X) moßno predstavit~ v vide: g = Eis_F (X) · φ + r, gde r =^{m−1} ∑ i=0 r_iX^i, r_i ∈ }_T ,

φ ∈ X^{−e}H_μ ∩ T [[X]]_0. Tak kak stepen~ r(X) men~xe e, r ∈ }_T [X] i r(Π) = 0, to poluqaem, qto r(X) = 0. �

26 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Lemma 1.7.2. Pust~ β ∈ FN (Hμ),^1_ph_e 6 μ 6^1_e , i β(Π) = 0. Togda

λ_N (β) ∈ L^+_μ .

Zameqanie 1.7.3. �ta lemma ØvlØetsØ osnovoæ v dokazatel~stve nezavisimosti sparivaniØ ⟨·, ·⟩_F (sm. niße p. 2.4).

Dokazatel~stvo lemmy. Iz opredeleniØ modulØ Hμ (sm. (11)), lemm 1.2.13 i 1.7.1 sleduet, qto rØd λ_N (β) imeet sledu¸wie qetyre tipa slagaemyh: ap^{plh−l}X^{plh k}, ap^{−l}X^{plh (k+e)}, ap^{plh−l}c^{plh}_m X^{plh (m−e+e∗ )}, ap^{−l}c^{plh}_m X^{plh (m+e∗ )}, gde a ∈ }_T [[X]], l > 0, k > 1, m > e − e_∗, v(c_m)e > −μm. Ostal~nye slagaemye rØda λ_N (β) ime¸t normirovanie ν (sm. (10)) bol~xe, qem odno iz fftih qetyreh.

Dalee neposredstvenno iz opredeleniØ kol~ca L_μ proverØem, qto vse ffti slagaemye leßat v L^+_μ . �

Predloßenie 1.7.4. Poloßim

U_F := {Eis_F (X) · φ(X)|φ ∈ X^{−e}H_μ ∩ T [[X]]_0} (23)

Togda imeet mesto toqnaØ posledovatel~nost~ 0 −→ U_F −→ F (H_μ)^{ηF}−→ F (⨁) −→ 0 (sm. predloßenie 4, [1]).

1.8. Funkcii Artina–Hasse.

Pust~ T – σ-pole v mnogomernom lokal~nom pole K indeksa vetvleniØ e, pust~ }_T – kol~co celyh polØ T i F – formal~- naØ gruppa nad }_T s logarifmom λ i kanoniqeskim special~nym fflementom u_0 (sm. p. 1.2), h := htF < ∞.

Rassmotrim kol~co T [[X]]_0 (sootvetstvenno }_T [[X]]_0) i opredelim formal~nyæ Z-modul~ F (T [[X]]_0 (sootvetstvenno F (}_T [[X]]_0)), poloßiv f +_F g = F (f, g) dlØ f, g ∈ T [[X]]_0 (sootvetstvenno f, g ∈

}T [[X]]_0). Kol~co T [[X]]_0 i formal~nyæ modul~ F (T [[X]]_0) ØvlØ¸tsØ

modulØmi nad kol~com operatorov D^′_Δ, a kol~co }_T [[X]]_0 i formal~nyæ modul~ F (}_T [[X]]_0) – moduli nad D_Δ (sm. (2)). Pofftomu

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 27 moßno opredelit~ funkcii

E_F : T [[X]]_0 → F (T [[X]]_0) E_F (φ) := λ^{−1}(pu^{−1}_0 ∘ φ), l_F : F (T [[X]]_0) → T [[X]]_0

l_F (ψ) := u_0 p ∘ λ(ψ). Lemma 1.8.1. Funkcii EF i lF zada¸t biektivnye vzaimno

obratnye izomorfizmy meßdu sootvetstvu¸wimi modulØmi:

E_F (T [[X]]_0) = F (T [[X]]_0), l_F (F (T [[X]]_0)) = T [[X]]_0,

(24)

E_F (}_T [[X]]_0) = F (}_T [[X]]_0), l_F (F (}_T [[X]]_0)) = }_T [[X]]_0.

(25)

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ φ ∈ T [[X]]0, togda

(l_F ∘ E_F )(φ) = ( u_0 p ∘ λ ∘ λ^{−1} ∘ pu^{−1}_0 ) (φ) = φ. Analogiqno (E_F ∘ l_F )(ψ) = ψ dlØ ψ ∈ F (T [[X]]_0). Ots¸da sledu¸t ravenstva (24). To, qto E_F i l_F – gomomorfizmy sootvetstvu¸- wih moduleæ, sleduet iz additivnosti operatora Δ i svoæstv formal~nogo logarifma λ i ffksponenty λ^{−1}.

2) Proverim (25). L¸boæ rØd iz }_T [[X]]_0 moßno predstavit~ v vide summy monomov vida Y := θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} X^r , θ ∈ R, i_1, . . . , i_{n−1} ∈

Z, r > 1. Togda po opredeleni¸ operatora Δ (sm. (1), i zameqanie

1.1.2) imeem: ΔY = Y^p, i pofftomu

E_F (Y ) = λ^{−1}(pu^{−1}_0 ∘ Y ) = φ_F (Y ) ∈ }_T [[Y ]]_0 ⊂ F (}_T [[X]]_0) (26)

(sm. (5) otnositel~no φ_F ).

Analogiqnoe rassußdenie verno dlØ funkcii l_F na module

F (}_T [[X]]_0). �

Rassmotrim teper~ moduli H_μ i F (H_μ) (sm. (11)).

28 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Predloßenie 1.8.2. Pust~^1_ph_e 6 μ <^1_e . Funkcii EF i lF oprede-

lØ¸t vzaimno obratnye izomorfizmy Z_p-moduleæ H_μ i F (H_μ): H_μ^{EF}−−→ F (H_μ)^{lF}−→ H_μ. Dokazatel~stvo. Modul~ Hμ po opredeleni¸ ØvlØetsØ summoæ dvuh moduleæ }_T [[X]]_0 i X^{e∗} L_μ ∩ T [[X]]_0. My uße dokazali v lemme 1.8.1, qto E_F (φ) ∈ F (}_T [[X]]_0) dlØ φ ∈ }_T [[X]]_0. Pust~ teper~ φ ∈

X^{e∗} L_μ. Togda fftot rØd moßno predstavit~ v vide summy monomov

tipa d_rX^{r+e∗} = p^{ir} Y X^{r+e∗} , gde d_r = p^{mr} θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} ∈ T , Y := θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} , θ ∈ R, i_1, . . . , i_{n−1} ∈ Z, mr := vT (dr) > −μr. Esli mr > 0, to monom p^{mr} Y X^{r+e∗} moßno

dalee predstavit~ v vide summy monomov Y X^{r+e∗} , i togda iz (26) sleduet, qto

E_F (Y X^{r+e∗} ) ∈ F (}_T [[X]]_0) ⊂ F (H_μ).

Pust~ m_r < 0, i f := E_F (p^{mr} Y X^{r+e∗} ) ∈ F (T [[Y X^{r+e∗} ]]_0). Togda po lemme 1.8.1 imeem

[p^{−mr} ]_F (f) = E_F (Y X^{r+e∗} ) ∈ F (}_T [[Y X^{r+e∗} ]]_0).

Ots¸da i iz vida izogenii [p^{−mr} ]_F neposredstvennoæ proverkoæ sleduet, qto f(Y X^{r+e∗} ) ∈ X^{e∗} L_μ pri μ >^1_{ph e} . Znaqit, E_F (H_μ) ⊂

F (H_μ). DlØ funkcii l_F provoditsØ analogiqnoe rassußdenie.

Svoæstva gomomorfizma Z_p-moduleæ dlØ funkciæ E_F i l_F sledu¸t iz opredeleniØ fftih funkciæ. �

Pust~ N – fiksirovannoe natural~noe qislo.

Analogiqnym obrazom vvodØtsØ funkcii E_N i l_N dlØ formal~noæ gruppy F_N = A^N F s logarifmom λ_N (sm. (8)). Pust~

u_N = p − b_1Δ − · · · − b_hΔ^h – kanoniqeskiæ special~nyæ fflement

gruppy F_N . V klasse izomorfnyh F_N formal~nyh grupp suwestvuet edinstvennyæ kanoniqeskiæ predstavitel~ F_b tipa u_N s logarifmom Artina–Hasse:

λ_b(X) = u_N p (X) = X + β_1X^p + β_2X^{p2} + . . .

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 29 Togda otobraßeniØ E_N i l_N zada¸tsØ v vide:

E_N (φ) = λ^{−1}_N ( p u_N ∘ φ ) = λ^{−1}_N ∘ (1 + β_1Δ + β_2Δ^2 + . . . )(φ),

l_N (ψ) = ( u_N p ∘ λ_N ) (φ) = ( 1 − b_1 p Δ − · · · − b_h p Δ^h ) (λ_N (ψ))

dlØ φ ∈ H_μ, ψ ∈ F_N (H_μ), sootvetstvenno.

Lemma 1.8.3. Funkcii EN i lN udovletvorØ¸t predloßeni¸ 1.8.2

dlØ moduleæ H_μ i F_N (H_μ),^1_{ph e} 6 μ <^1_e . Pri fftom

l_N (f^{(N)}(ψ)) = p^{(N)}_1 l_F (ψ). (27)

Dokazatel~stvo. Nado dokazat~ tol~ko ravenstvo (27). Vse ostal~noe provoditsØ tak ße kak, v predloßenii 1.8.2. Ispol~- zuem ravenstva:

u_N ∘ p^{(N)}_1 = p^{(N)}_1 ∘ u_0, f^{(N)}(ψ) = λ^{−1}_N ∘ p^{(N)}_1 ∘ λ ∘ ψ

(sm. lemmu 1.2.12, p. 3), 4)). Togda

l_N (f^{(N)}(ψ)) = ( u_N p ∘ p^{(N)}_1 ∘ λ ) (ψ) = p^{(N)}_1 ∘ ( u_0 p ∘ λ ) (ψ) = p^{(N)}_1 l_F (ψ). �

1.9. Arifmetika formal~nogo modulØ. Bazis Xafareviqa.

Napomnim, qto fflement ω ∈ F_N (⨁) nazyvaetsØ primarnym, esli rasxirenie K(~ω)/K – nerazvetvleno, gde f^{(N)}(~ω) = ω. V mul~tiplikativnom sluqae, v sluqae formal~nyh grupp L¸bina–Teæta i formal~nyh grupp Hondy takie fflementy byli postroeny v rabotah [7, 9, 8, 12, 1]. Obobwim ffti rezul~taty na formal~nu¸ gruppu Hondy, opredelennu¸ nad kol~com σ-polØ. Pust~ K – n-mernoe lokal~noe pole, T – ego σ-podpole, pust~, dalee, b ∈ } := W (K^{(0)}) i

b̂ = b + b^σ + · · · + b^{σh−1} ,

s := s(z) = s_N (sm. (21)).

30 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Predloßenie 1.9.1. �lement

ω(b) := E_N (b̂λ_N (s))|_{X=Π}

korrektno opredelen, prinadleßit modul¸ F_N (⨁) i ØvlØetsØ primarnym fflementom v nem. On ne zavisit ot sposoba razloßeniØ obrazu¸weæ z v stepennoæ rØd po lokal~nym parametram t_1, . . ., t_{n−1}, Π i ne zavisit ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov (po modul¸ f^{(N)}(F_N (⨁))). Krome togo, dlØ l¸byh α_1, . . . , α_n ∈ K^∗ imeem {(α_1, . . . , α_n), ω(b)}_F = [δ Tr b]_F (z), (28)

gde δ = det(v_i(α_j))_16_{i,j}6_n.

Dokazatel~stvo. Zametim sperva, qto rØd^^bλN (s) leßit v module H_μ, i pofftomu E_N (b̂λ_N (s)) ∈ F_N (H_μ) (sm. predloßenie 1.8.2). Soglasno zameqani¸ 1.3.7 opredelena podstanovka v l¸boæ rØd

f(X) iz H_μ prostogo fflementa Π i pri fftom f(Π) ∈ ⨁. Poskol~ku F_N (H_μ) sovpadaet kak mnoßestvo s H_μ, to fflement ω(b) korrektno

opredelen i prinadleßit F_N (⨁). Ostal~nye utverßdeniØ predloßeniØ provereny v [1], predloßenie 6. �

Qtoby postroit~ vse obrazu¸wie bazisa modulØ F_N (⨁), kotoryæ my budem nazyvat~ bazis Xafareviqa, nam nußny sledu¸wie izomorfizmy. Pust~ g_0 = p_{N−1}x + x^{ph} , g_{ρ,a} = p_{N−1}x + p_{N−1}ax^{pρ} + x^{ph} , a ∈ Zp, 1 6 ρ < fh – mnogoqleny �n~Øra (sm. [13, §8]).

Pust~ u_{N−1} – kanoniqeskiæ special~nyæ fflement gruppy F_{N−1} iz posledovatel~nosti (8). Togda po predloßeni¸ 1.2.10 suwestvu¸t edinstvennye (s toqnost~¸ do izomorfizma) formal~nye gruppy G_0 i G_{ρ,a} so special~nym fflementom u_{N−1}, dlØ kotoryh

g_0, g_{ρ,a} ØvlØ¸tsØ dopustimymi izogeniØmi v gruppy G^′_0 i G^′_{ρ,a}

sootvetstvenno. Soglasno predloßeni¸ 1.2.8 gruppy G^′_0 i G^′_{ρ,a} ime¸t tot ße special~nyæ fflement u_N , qto i gruppa F_N , pofftomu oni obe izomorfny eæ. Pust~

⨆0N : G^′_0 → F_N , ⨆^{ρ,a}_N : G^′_{ρ,a} → F_N (29)

– sootvetstvu¸wie izomorfizmy.

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 31

Predloßenie 1.9.2 (bazis Xafareviqa). �lementy ω_i(b), b ∈ }, 1 6 i 6 h, ⨆0N (θt^{i1}_1 . . . t^{in}_n ) ⨆^{ρ,a}_N (θt^{i1}_1 . . . t^{in}_n ), gde θ ∈ R, a ∈ Z_p, 1 6 ρ < fh, ī = (i_1, . . . , i_n), p - ī, 0 < i_n 6 e_∗, i_1, . . . , i_{n−1} ∈ Z, da¸t sistemu obrazu¸wih Z_p-modulØ F_N (⨁). Pri fftom

{(t_1, . . . , t_n), ω_i(b)}_F = [Tr b]_F (z_i), {(t_1, . . ., t_n), ⨆^0_N (θt^{i1}_1 . . . t^{in}_n )}_F = {(t_1, . . ., t_n), ⨆^{ρ,a}_N (θt^{i1}_1 . . . t^{in}_n )}_F = 0 (zdes~ ω_i(b) sootvetstvuet s := s^{(i)} = f^{(N)}(z_i) v predloßenii 1.9.1 i t_n := Π).

Dokazatel~stvo prohodit tak ße, kak v teoreme 3, [14] i predloßenie 3, [1].

1.10. Primarnye rØdy.

Opredelenie 1.10.1. RØd P iz modulØ X^{−m}Lμ, m ∈ N, budem na-

zyvat~ primarnym, esli suwestvuet posledovatel~nost~ rØdov P^{(0)}, P^{(1)}, . . . , P^{(N)} = P, (30) kotoraØ pri vseh 0 6 – 6 N udovletvorØet usloviØm:

a) P^(–^) ∈ X^{−m/p(N−}–^{)h} L_{μp}(N−–)h , b) X^∂_{∂X} P^(–^), t_i^∂_{∂ti} P^(–^), 1 6 i 6 n − 1, prinadleßat modul¸ p–X^{−m(1+ph−1 )/p(N−}–^{)h} L_{μp}(N−–)h , v) Δ^hP^(–^{−1)} − P^(–^) ∈ p–X^{−m(1+ph−1 )/p(N−}–^{)h} L_{μp}(N−–)h .

Zameqanie 1.10.2. Kofffficienty rØdov P^(–^), kotorye nahodØtsØ v pole T , moßno rassmatrivat~, v svo¸ oqered~, kak rØdy ot peremennyh t_1, . . . , t_{n−1} s kofffficientami v pole k (sm. p. 1.4). Pofftomu rØdy P^(–^) ØvlØ¸tsØ rØdami ot peremennyh t_1, . . ., t_{n−1}, X nad k. Zameqanie 1.10.3. Posledovatel~nost~ (30) budem nazyvat~

primarnoæ dlØ rØda P.

32 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Predloßenie 1.10.4. Pust~ P ∈ X^{−m}Lμ, P^′ ∈ X^{−m′} Lμ – primar-

nye rØdy s primarnymi posledovatel~nostØmi P^(–^), P^{′(}–^) sootvetstvenno.

1). Esli m = m^′, to P + P^′ – primarnyæ rØd. 2). P · P^′ – primarnyæ rØd v module X^{−(m+m′ )}L_μ. 3). ΔP – primarnyæ rØd v X^{−pm}L_{μ/p}.

DlØ rØdov iz 1)–3) sledu¸wie posledovatel~nosti primarny:

(P + P^′)^(–^) = P^(–^) + P^{′(}–^),

(P · P^′)^(–^) = P^(–^) · P^{′(}–^),

(ΔP)^(–^) = ΔP^(–^).

Dokazatel~stvo. Sm. [2]. �

Postroim primarnye rØdy v module X^{−e∗} L_μ,^1_{phe} 6 μ 6^1_e . Rassmotrim rØd

W^(–^) = p^(–^)_1 λ ∘ z

(sm. (22)). Pust~ λ(X) = ∑ k¿0 c_k p^k X^{pkh} , c_k ∈ }_T [[X]]^∗_0

i B – nekotoryæ operator iz 1 + ΔD_Δ. Iz lemmy 1.4.1 sleduet, qto z(X) ≡ a(z)X^{eN} mod (p, X)X^{eN} , (31) gde a(z) ∈ }^∗_T . Lemma 1.10.5. B ∘ W^(–^) ∈ X^{e∗ /p(N−} –)h L_{μp}(N−–)h , (32) pri fftom B ∘ W^(–^) = c–z^p –h · ε(X), (33) gde ε(X) – glavnaØ edinica v L_{μp}(N−–)h .

Dokazatel~stvo. Po lemme 1.2.13 moßno napisat~

W^(–^) = p–c_0z + p–^{−1}c_1z^{ph} + · · · + c–z^p –h + . . . , (34)

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 33 gde c_i ∈ }_T [[X]]^∗. Iz (31) i opredeleniØ operatora B sleduet sravnenie v kol~ce }_T [[X]]: B(c_kz^{pkh} ) ≡ c_kz^{pkh} mod (p, X)X^{pkh eN} . Ots¸da i iz (34) poluqaem

B ∘ W^(–^) = p–c^′_0z + p–^{−1}c^′_1z^{ph} + · · · + c^′–z^p –h + . . . , gde c^′_k ≡ c_k mod (p, X). Pofftomu

B ∘ W^(–^) = c–z^p –h (d– + p–d0z^{1−p–h} + . . . +pd–−1z^{p(–−1)h −p–h} +^1_p d–+1z^{p(–+1)h −p–h} + . . . ) = c–z^{p–h} · ε(X), gde d– = c^′–/c– ∈ }_T [[X]]^∗ i d– ≡ 1 mod (p, X). Neposredstvenno, ispol~zuØ opredelenie kol~ca L_μ, proverØem, qto ε(X) – glavnaØ edinica v L_μ dlØ^1_{phe} 6 μ 6^1_e , otkuda poluqaem (33).

Uslovie (32) sleduet teper~ iz (31). �

Pust~ B– ∈ 1 + ΔD_Δ – operator iz (9). Lemma 1.10.6.

W^(–^) ≡ (B–_{−1} ∘ Δ^h)W^(–^{−1)} mod p– }_T [[X]].

Dokazatel~stvo. Sm. lemma 2, p. 3.1.4 v [2]. � Pust~

P :=P^{(N)} = 1/W

P^(–^) :=1/B^(–^) ∘ W^(–^), } 6 – 6 N,

gde B^(–^) := B^{σ−(N−}–^{)h} N−1 ∘ B^{σ−(N−} –−1)h N−2 ∘ · · · ∘ B^{σ−h}– . Iz ravenstva ΔB_m = B^σ_mΔ (zdes~ σ deæstvuet kak avtomorfizm Frobeniusa

na kofffficienty rØda B_m iz 1 + ΔD_Δ) i opredeleniØ operatora

B^(–^) sleduet toßdestvo

Δ^hB^(–^) = B^(–^{+1)} ∘ B– ∘ Δ^h. (35)

34 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Predloßenie 1.10.7. RØd P vmeste s posledovatel~nost~¸

P^{(0)}, . . . , P^{(N)} ØvlØetsØ primarnym rØdom v module X^{e∗} L_μ dlØ kaßdogo μ ∈

[_1 p^he , 1 e ] . Dokazatel~stvo. Iz lemmy 1.10.6 sleduet P^(–^) ∈ X^{−e∗ /p(N−} –)h L^∗_{μp(N−}–_{)h} (36)

dlØ kaßdogo μ:^1_{phe} 6 μ 6 1/e, t.e. vypolneno uslovie a) v opredelenii 1.10.1.

Proverim uslovie b) v 1.10.1. Deæstvitel~no,

B^(–^) ∘ W^(–^) = p– ∑ i¿^{diΔ} i(λ ∘ z), d_i ∈ }_T (37) (sleduet iz opredeleniØ rØda W^(–^) i operatora B^(–^) ∈ 1 + ΔD_Δ).

Legko proverit~, qto dlØ l¸bogo rØda g ∈ }{{t_1}} . . . {{t_{n−1}}}

((X)) i l¸bogo i ∈ N vypolneno ravenstvo ∂ ∂t_k Δ^ig = p^it^{−1}_k Δ^i ( t_k ∂g ∂t_k ) (38)

(zdes~ t_n := X). PrimenØØ ffto ravenstvo k (37) i uqityvaØ, qto proizvodnaØ logarifma imeet celye kofffficienty, poluqaem t_m ∂ ∂t_m (B^(–^) ∘ W^(–^)) ∈ p–}_T [[X]].

Pofftomu iz (36) sleduet t_m ∂ ∂t_m (1/B^(–^) ∘ W^(–^)) = − t_m^∂_{∂tm} (B^(–^) ∘ W^(–^))

(B^(–^) ∘ W^(–^))^2 ∈ p–_X−2e∗/p(N−–)h_{Lμp(N−–)h ,} 1_{phe 6 μ 6 1/e,} t.e. uslovie b) v opredelenii 1.10.1, t.k. −2e_∗ > −e_∗(1 + p^{h−1}). Ostalos~ proverit~ uslovie v). Otmetim sperva, qto oba rØda

Δ^hP^(–^{−1)} i P^(–^) prinadleßat kol~cu L_{μp}(N−–)h dlØ kaßdogo μ ∈ [_1 p^h e , 1 e ] (sm. (36) i zameqanie 1.3.2). Pofftomu imeet smysl ih raznost~:

Δ^hP^(–^{−1)} − P^(–^) =

B^(–^) ∘ W^(–^) − Δ^h ∘ B^(–^{−1)} ∘ W^(–^{−1)} (B^(–^{−1)} ∘ W^(–^{−1)}) · (B^(–^) ∘ W^(–^)) .

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 35 Qislitel~ fftoæ drobi, soglasno (35), raven B^(–^) ∘(W^(–^) −(B–_{−1} ∘

Δ^h) ∘ W^(–^{−1)}) i prinadleßit kol~cu p–}_T [[X]] po lemme 1.10.6 i

opredeleni¸ operatorov B^(–^) . Pofftomu, primenØØ (36), poluqaem

Δ^hP^(–^{1 )} − P^(–^) ∈ p–X^{−2e∗/p(N−} –)h L_{μp}(N−–)h . � Pust~ teper~ W^(–^)_j := p^(–^)_1 λ∘z_j , 1 6 j 6 h (sm. (22)). Opredelim matricy

A^(–^) = (Δ^{i−1}(B^(–^) ∘ W^(–^)_j ))_16_{i,j}6_h, 0 6 – 6 N,

A := A^{(N)} = (Δ^{i−1}W_j )_16_{i,j}6_h. (39)

Lemma 1.10.8. Matrica A^(–^) opredelena nad kol~com L_{μp}(N−–)h

dlØ μ ∈

[_1 p^he , 1 p^{h−1} e ] . Dokazatel~stvo. �lementy Δ^{i−1}(B^(–^) ∘W^(–^)_j ) nahodØtsØ v kol~cah L_{μ·p}(N−–)h−i+1 , μ ∈ [_1 p^he , 1 e ] , soglasno lemme 1.10.5 i zameqani¸ 1.3.2. Pofftomu odnovremenno vse ffti fflementy prinadleßat kol~cam L_{μp}(N−–)h , μ ∈

[_1 p^he , 1 p^{h−1} e ] , nad kotorymi, tem samym, i opredeleny matricy A^(–^). � Lemma 1.10.9. Sistema

A^(–^)(X_1, . . . , X_n)^T = (b_1, . . ., b_h)^T , (40) gde b_i ∈ L_{μp}(N−–)h , μ ∈ [_1 p^h e , 1 p^{h−1} e ] , imeet edinstvennoe rexenie vida

ξ_j = h∑ i=1 b_if_{ij}, 1 6 j 6 h, (41) gde f_{ij} ∈ X^{−pi−1 e∗/p(N−}–^{)h} L_{μp}(N−–)h , μ ∈ [_1 p^h e , 1 p^{h−1} e ] . OboznaqaØ, v qastnosti, qerez Γ^(–^)_j , 1 6 j 6 h, rexeniØ sistemy A^(–^)(X_1, . . . , X_h)^T = (1, 0, . . ., 0)^T , imeem Γ^(–^)_j ∈ X^{−e∗/p(N−} –)h L_{μp}(N−–)h Γ_j := Γ^{(N)} ∈ X^{−e∗} L_μ, μ ∈ [ 1 p^he , 1 p^{h−1}e ] . (42)

36 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Dokazatel~stvo. Podelim pervoe uravnenie sistemy (40) na

c–z^{p–h}1 , vtoroe – na Δ(c–z^{p–h}1 ) i tak dalee, poslednee – na Δ^{h−1}(c–z^p –h 1 ). Togda poluqim sistemu

~A^(–^) · (X_1, . . ., X_h)^T = ( b_1

c–z^{p–h}1^{, . . . , bh}Δ^{h−1}(c–z^{p–h}1 )^{)T , (43)}

gde, soglasno lemme 1.10.5, (33) i (13) ~A–_{= (Δ}i−1_θp–h_{j εj )16i,j6h} i ε_j – glavnaØ edinica v L_μ. Matrica Θ = (Δ^{i−1}θ_j ), a s neæ

i Δ–hΘ = (Δi−1θp^{–h}_j ), obratima v kol~ce } (sm. lemmu 1.4.5).

Pofftomu matrica ~A^(–^) obratima v kol~ce L_{μp}(N−–)h , tak kak ε_j ≡

1 mod (XL^+_μ , pL_μ). Znaqit, sistema (43), a vmeste s neæ i (40),

ime¸t edinstvennoe rexenie v kol~ce L_{μp}(N−–)h , μ ∈

[_1 p^he , 1 p^{h−1} e ] . Pust~ ~A^(–^)_{ij} – algebraiqeskoe dopolnenie fflementa (i, j) matricy ~A^(–^). Togda edinstvennoe rexenie ξ_1, . . . , ξ_h sistemy (40) budet imet~ vid

ξ_j = h∑ i=1 b_i · 1 Δ^{i−1}(c–z^p –h_1 ) · ~A^(–^)_{ij}

| ~A^(–^)| , 1 6 j 6 h. OboznaqaØ

f_{ij} := 1 Δ^{i−1}(c–z^p –h_1 ) · ~A^(–^)_{ij}

| ~A^(–^)|

i uqityvaØ (31), poluqim (41). �

Predloßenie 1.10.10. RØd Γj := Γ^{(N)}_j vmeste s posledovatel~-

nost~¸ Γ^(–^)_j , 0 6 – 6 N , ØvlØetsØ primarnym v module X^{−e∗} L_μ, 1 p^he 6 μ 6 1 p^{h−1} e . Pri fftom moduli X^{−e∗ (1+ph−1 )/p(N−} –)h L_{μp}(N−–)h , 0 6 – 6 N

(a vmeste s nimi i X^{−e∗/p(N−} –)h L_{μp}(N−–)h ) ØvlØ¸tsØ μ-celymi modulØmi pri μ =^1_{phe} v smysle opredeleniØ 1.3.9.

Dokazatel~stvo. Uslovie a) opredeleniØ 1.10.1 provereno v lemme 1.10.8.

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 37 Proverim uslovie b) iz fftogo opredeleniØ. Dokazyvat~ budem dlØ prostoty oboznaqeniæ v sluqae – = N , t.e. dlØ Γ^(–^)_j = Γ_j. Po opredeleni¸ oni ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy

A · (Γ_1, . . . , Γ_h)^T = (1, 0, . . ., 0)^T . (44)

Prodifferenciruem po X kaßdoe uravnenie sistemy, i, polagaØ

∂ :=^∂_{∂X} , poluqim sistemu

W^{Δi−1}_1 · X∂Γ_1 + · · · + W^{Δi−1}_h · X∂Γ_h

= −(X∂W^{Δi−1}_1 · Γ_1 + · · · + X∂W^{Δi−1}_h · Γ_h), 1 6 i 6 h.

Togda, soglasno lemme 1.10.9,

X∂Γ_j = h∑ i=1 −(X∂W^{Δi−1}_1 · Γ_1 + · · · + X∂W^{Δi−1}_h · Γ_h) · f_{ij} ,

gde f_{ij} ∈ X^{−pi−1 ·e∗} L_μ. Dalee, ispol~zuØ (38), imeem

X∂W^{Δi}_j = p^i(X∂W_j )^{Δi} ∈ p^{N+i}}_T [[X]],

tak kak W_j = p^{(N)}_1 (λ ∘ x_j ) i proizvodnaØ logarifma λ(X) imeet celye kofffficienty. Nakonec, Γ_j ∈ X^{−e∗} L_μ. Pofftomu X∂Γ_j ∈ p^N X^{−e∗(1+ph−1 )}L_μ, 1 p^he 6 μ 6^1_{ph−1e} . Proverim teper~ poslednee uslovie v) iz opredeleniØ primarnogo rØda Γ_j. Dokazyvat~ budem opØt~ dlØ – = N , t.e.

Γ^(–^)_j := Γ_j . RØdy Γ_1, . . . , Γ_h ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy (44),

a rØdy Γ^{(N−1)}_1 , . . ., Γ^{(N−1)}_h ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy:

A^{(N−1)}(Γ^{(N−1)}_1 , . . ., Γ^{(N−1)}_h )^T = (1, 0, . . ., 0)^T . (45)

K i-omu uravneni¸ sistemy (44), 1 6 i 6 h, dobavim summu

(Δ^hB^{(N−1)} ∘ W^{(N−1)}_1 )^{Δi−1} · Γ_1 + · · · + (Δ^hB^{(N−1)} ∘ W^{(N−1)}_h )^{Δi−1} · Γ_h,

38 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC a na kaßdoe uravnenie sistemy (45) podeæstvuem operatorom Δ^h. Vyqtem iz preobrazovannoæ pervoæ sistemy vtoru¸.

Poluqim sistemu

Δ^hA^{(N−1)} · (Γ_1 − Δ^hΓ^{(N−1)}_1 , . . . , Γ_h − Δ^hΓ^{(N−1)}_h )^T = (b, Δb, . . ., Δ^{h−1}b), gde b = (Δ^hB^{(N−1)} ∘W^{(N−1)}_1 −W_1)Γ_1 +· · ·+(Δ^hB^{(N−1)} ∘W^{(N−1)}_h −W_h )·Γ_h.

Soglasno lemme 1.10.9, rexeniØ fftoæ sistemy Γ_j −Δ^hΓ^{(N−1)}_j ime- ¸t vid:

Γ_j − Δ^hΓ^{(N−1)}_j = h∑ i=1 (Δ^{i−1}b) · f_{ij} , (46)

gde f_{ij} ∈ X^{−pi−1 e∗} L_μ,^1_{phe} 6 μ 6^1_{ph−1 e} (fflementy matricy

Δ^hA^{(N−1)} prinadleßat L_μ, soglasno lemme 1.10.8 i zameqani¸

1.3.2). Dalee, iz lemmy 1.10.6 sleduet

Δ^hB^{(N−1)} ∘ W^{(N−1)}_j − W_j ∈ p^N }_T [[X]],

a rØdy Γ_j ∈ X^{−e∗} L_μ (sm. (42)). Pofftomu iz (46) poluqaem

Γ_j − Δ^hΓ^{(N−1)}_j ∈ p^N X^{−e∗ (1+ph−1 )}L_μ, 1 p^he 6 μ 6^1_{ph−1e} , i uslovie v) iz opredeleniØ 1.10.1 dokazano. Poslednee utverßdenie predloßeniØ sleduet iz kriteriØ lemmy 1.3.5. �

§2. Sparivanie na rØdah

2.1. Sparivanie [·, ·] na module krivyh Kart~e. S fftogo momenta predpolagaetsØ, qto p > 2. Pust~ H_m – modul~ krivyh Kart~e dlØ mul~tiplikativnoæ gruppy polØ K i F_N (H_μ) – Z_pmodul~ krivyh Kart~e formal~noæ gruppy F_N nad }_T (sm. p. 1.6 i 1.7). Kanoniqeskiæ special~nyæ fflement dlØ F_N oboznaqim qerez u_N = p − b_1Δ − · · · − b_hΔ^h.

Pust~ P ∈ X^{−e∗} L_μ – primarnyæ rØd (sm. p. 1.10), i pri fftom predpolagaem, qto modul~

X^{−e∗(ph−1 +1)}L_μ – μ-celyæ. (47)

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 39 Opredelim sparivanie

[·, ·] = [·, ·]_{F,P} : H^n_m × F_N (H_μ) → } mod p^N (48)

sledu¸wim obrazom: dlØ α = (α_1, . . . , α_n) ∈ H_m × · · · × H_m = H^n_m i

β ∈ F_N (H_μ) poloßim

[α, β] = res Φ_N (X) · P(X) mod p^N , gde Φ_N (X) := l_N (β)α^{−1}_1 dα_1 ∧ · · · ∧ α^{−1}_n dα_n − 1 p n∑ i=1 h∑ j=1 (−1)^{n−i}b_j p^{j(n−i)} l_j(α_i)α^{−1}_1 dα_1 ∧ · · · ∧ α^{−1}_{i−1}dα_{i−1} ∧α^{−Δj}_{i+1} dα^{Δj}_{i+1} ∧ · · · ∧ α^{−Δj}_n dα^{Δj}_n ∧ d(λ_N ∘ β)^{Δj} , funkciØ l_N opredelena v p. 1.8, funkcii l_j , 1 6 j 6 h, opredeleny na H_m ravenstvom

l_j (α) = 1 p^j log(α^{pj} /α^{Δj} ) = 1 p^j log(ε^{pj} /ε^{Δj} ) (49)

dlØ α = t^{r1}_1 . . . t^{rn−1}_{n−1} X^{rn} θ · ε(t_1, . . . , t_{n−1}, X), gde ε – glavnaØ edinica (sm. p. 1.6), i, nakonec, vyqet res φ := res_{t1,...,tn−1,X} φ ØvlØetsØ kofffficientom rØda φ monoma t^{−1}_1 . . . t^{−1}_{n−1}X^{−1}.

Zameqanie 2.1.1. RØd ΦN moßno zapisat~ v vide opredeliteleæ:

Φ_N = l_N (β)D_{n+1} − 1 p n∑ i=1 h∑ j=1 (−1)^{n−i}b_j p^{j(n−i)} · l_j (α_i)D_{ij} , gde D_{n+1} := det(α^{−1}_i ∂_kα_i)_16_{i,k}6_n,

D_{ij} :=

| | | | | | | | | | | | | α^{−1}_1 ∂_1α_1 . . . α^{−1}_1 ∂_nα_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α^{−1}_{i−1}∂_1α_{i−1} . . . α^{−1}_{i−1}∂_nα_{i−1} α^{−Δj}_{i+1} ∂_1α^{Δj}_{i+1} . . . α^{−Δj}_{i+1} ∂_nα^{Δj}_{i+1} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α^{−Δj}_n ∂_1α^{Δj}_n . . . α^{−Δj}_n ∂_nα^{Δj}_n ∂_1(λ_N ∘ β)^{Δj} . . . ∂_n(λ_N ∘ β)^{Δj}

| | | | | | | | | | | | |

.

Zdes~

∂_iα := {_∂ ∂t_i α, 1 6 i 6 n − 1 ∂ ∂X α, i = n.

40 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Lemma 2.1.2. ΦN (α, β) ∈ Hμ.

Dokazatel~stvo. Esli β ∈ FN (Hμ), to lN (β) ∈ Hμ (sm. predloßenie 1.8.2). ˚sno, dalee, qto D_{n+1} ∈ }_T [[X]], i pofftomu

l_N (β)D_{n+1} ∈ H_μ.

Rassmotrim teper~ (i, j)-oe slagaemoe v Φ_N . Iz ravenstva (38) legko sleduet, qto vse α^{−Δj} ∂_kα^{Δj} delØtsØ na p^j v kol~ce }_T [[X]]. Takße iz (38) poluqaem

∂_k(λ_N ∘ β)^{Δj} = p^jt^{pj −1}_k (∂_k(λ_N ∘ β))^{Δj} .

RØd ∂_kλ_N (X) imeet celye kofffficienty iz }_T i β ∈ F_N (H_μ), pofftomu

∂_k(λ_N ∘ β)^{Δj} ∈ p^jH_μ ⊂ p^jL^+_μ . (50)

Znaqit, opredelitel~ D_{i,j} delitsØ na p^{j(n−i)} · p^j v module H_μ. OstaetsØ tol~ko proverit~, qto p^{j−1}l_j (α_i) imeet celye kofffficienty. Primenim (38) k l_j : p^{j−1}l_j (α) = p^{j−1} ( 1 + Δ p + · · · + Δ^{j−1} p^{j−1} )(( 1 − Δ p ) log ε )

(sm. (49)). Izvestno, qto l(ε) = (1 −^Δ_p ) log ε imeet celye kofffficienty (sm. [7, lemma 2]). Ots¸da

p^{j−1}l_j (α) ∈ X}_M (51)

(otnositel~no }_M sm. (17)). Pofftomu (−1)^{n−i}b_j p · p^{j(n−j)} · l_j (α_i)D_{ij} = (−1)^{n−i}b_j(p^{j−1}l_j (α_i)) · D_{ij} p^{j(n−j)} · p^j ∈ H_μ �

Neposredstvenno iz lemmy 2.1.2, opredeleniØ modulØ H_μ (sm. (11)) i primarnogo rØda P (sm. p. 1.10) poluqaem Sledstvie 2.3. Sparivanie [·, ·] korrektno zadano, t.e. res Φ_N (α, β)P ∈ }.

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 41

2.2. Osnovnye svoæstva sparivaniØ [·, ·].

Predloßenie 2.2.1. Sparivanie [·, ·] = [·, ·]F,P imeet sledu¸wie

svoæstva:

1) Additivnost~: [(α_1, . . . , α_iα^′_i, . . . , α_n), β] = [(α_1, . . . , α_i, . . . , α_n), β] +[(α_1, . . . , α^′_i, . . . , α_n), β], [α, β +_{FN} β^′] = [α, β] + [α, β^′], [α, [a]_{FN} (β)] = a[α, β], a ∈ Z_p. 2) Giperboliqnost~: [(. . . , α, . . ., −α, . . .), β] = 0 (t.k. p > 2, to vmeste s α v H_m soderßitsØ i −α).

3) Sootnoxenie Steænberga [(. . . , α, . . ., 1 − α, . . .), β] = 0, esli 1 − α ∈ H_m. 4) Kososimmetriqnost~: [(. . . , α_i, . . . , α_k, . . . , β] = −[(. . . , α_k, . . . , α_i, . . ., β]. 5) Simvol~noe svoæstvo [(. . . , α, . . .), ⨆^0_N (α)] = 0 [(. . . , α, . . .), ⨆^{ρ,a}_N (α)] = 0, gde ⨆^0_N i ⨆^{ρ,a}_N opredeleny v (29) i α ∈ H_m ∩ H_μ (gruppa H_m kak mnoßestvo rØdov soderßitsØ v kol~ce T ((X)), a modul~ H_μ soderßitsØ v T [[X]], pofftomu imeet smysl ih pereseqenie).

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.2.1. Pervoe svoæstvo sleduet neposredstvenno iz opredeleniØ sparivaniØ [·, ·]. Kososimmetriqnost~ vytekaet iz svoæstv 2), 3) (sm., naprimer, [15]). Dokazatel~stvo svoæstv 2), 3), 5) osnovano na nißesledu¸wih treh lemmah. Vvedem sperva sledu¸wee oboznaqenie. Oboznaqenie 2.2.2. Esli rØd φ = φ(t1, . . ., tn−1, X) ∈ M (sm.(16))

predstavim v vide φ = ∂_1φ_1 + · · · + ∂_nφ_n, gde ∂_i :=^∂_{∂ti} , 1 6 i 6 n, t_n := X, i kaßdyæ rØd p^{h−1}φ_i leßit v module H_{μp}(N−s)h , to budem pisat~ φ ≡ 0 mod ∂(s). DlØ s = N pixem prosto ∂ := ∂(N ).

42 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Lemma 2.2.3. Predpoloßim, qto φ ≡ 0 mod ∂(s), i pust~ ψ – rØd

s celymi kofffficientami iz }, ψ(0) = 0. Togda res_{t1,...,tn} φ · P^{(s)}(ψ) ≡ 0 mod p^s, 0 6 s 6 N. V qastnosti, res_{t1,...,tn} φ · P(ψ) ≡ 0 mod p^N .

Dokazatel~stvo. Iz svoæstva v) primarnogo rØda P (sm. p. 1.10) i usloviØ (42) poluqaem res(Δ^hP^{(s−1)} − P^{(s)}) ≡ 0 mod p^sX^{−e∗ (1+p(h−1) )/p(N−s)h} L_{μp}(N−s)h , 0 6 s 6 N.

Pofftomu, primenØØ ewe (38), imeem

res φ · P^{(s)}(ψ) ≡ res φ · (Δ^hP^{(s−1)}(ψ)) = n∑ i=1 res(∂_iφ_i)(Δ^hP^{(s−1)}) =

= n∑ i=1 res φ_i · ∂_i(Δ^hP^{(s−1)}) =

− n∑ i=1 res(p^{h−1}φ_i)(pt^{−1}_i Δ^h(t_i∂_iP^{(s−1)}) mod p^s.

Iz usloviØ sleduet p^{h−1}φ_i ∈ H_{μp}(N−s)h ⊂ L^+_{μp(N−s)h} . Dalee, po svoæstvu b) iz opredeleniØ rØda P poluqaem: t_i∂_iP^{(s−1)} ∈ p^sX^{−e∗ (1+ph−1 )/p(N−s)h} L_{μp}(N−s)h . Znaqit, (p^{h−1}φ_i)(pt^{−1}_i Δ^h(t_i∂_iP^{(s−1)})) ∈ p^sX^{−e∗ (1+ph−1 )/p(N−s)h} L_{μp}(N−s)h , otkuda, uqityvaØ opØt~ (42), poluqaem sravnenie lemmy. � Lemma 2.2.4. Pust~ fk,l(t1, . . . , tn), 1 6 k, l 6 n – zadannye rØdy

iz polØ M = M (K) (sm. (16)) (zdes~ t_n := X). Predpoloßim, qto dlØ vseh 1 6 k, l, m 6 n vypolneny sledu¸wie usloviØ: ∂_mf_{k,l} = ∂_lf_{k,m}. (52)

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 43 Pust~ Δ_i, 1 6 i 6 n, oboznaqaet opredelitel~ matricy, poluqennoæ iz matricy (f_{k,l})_16_{k,l}6_n vyqerkivaniem i-go stolbca i n-oæ stroki. Togda dlØ l¸bogo φ ∈ M vypolneno ravenstvo: n∑ i=1 (−1)^{i−1}Δ_i∂_iφ = n∑ i=1 (−1)^{i−1}∂_i(Δ_iφ).

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy ravnosil~no ravenstvu n∑ i=1 (−1)^{i−1}∂_iΔ_i = 0.

�to ravenstvo legko sleduet iz (52), s pomow~¸ vyqisleniØ opredeliteleæ. � Zameqanie 2.2.5. Uslovie (52) vypolnØetsØ dlØ kofffficientov matric opredeliteleæ D_{ij} (sm. zameqanie 2.1.1). Lemma 2.2.6. Pust~ g ∈ Hμ (sm.(11)). Togda dlØ l¸bogo natural~-

nogo m vypolneno sravnenie g^{mpi} − g^{mΔi} ≡ mp^il_i(g)g^{mΔi} mod (mp)^2H_μ. Dokazatel~stvo. Soglasno opredeleni¸ funkcii li (sm.(49)) imeem mp^il_i(g) = log(g^{mpi} /g^{mΔi} ), otkuda

g^{mpi} − g^{mΔi} = g^{mΔi} (exp(mp^il_i(g)) − 1) = g^{mΔi} mp^il_i(g) + g^{mΔi} ∑ j¿2 (mp)^j j! ( p^il_i(g) p )_j . Pri j > 2 (i p ≠ 2) qislo (mp)^j /j! delitsØ na (mp)^2, i rØd

p^{i−1}l_i(g) ∈ H_μ. RØd p^{i−1}l_i(X) ∈ X}_μ (sm. (51)), a rØd g po uslovi¸

leßit v H_μ, pofftomu p^{i−1}l_i(g) ∈ H_μ. �

44 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Proverka svoæstva giperboliqnosti DlØ prostoty oboznaqeniæ budem proverØt~: [(α_1, . . . , α_{n−2}, α, −α), β] = 0. (53) Qtoby ispol~zovat~ lemmu 2.2.3, pokaßem sperva, qto

Φ_N ((α_1, . . . , α_{n−2}, α, −α), β) ≡ 0 mod ∂. (54)

Tak ße, kak v dokazatel~stve giperboliqnosti v [1], predloßenie 9, poluqaem

(−1)^nΦ_N = h∑ j=1 (∂_1(Δ_1ψ_j) − ∂_2(Δ_2ψ_j ) + · · · + (−1)^{n−1}∂_n(Δ_nψ_j)), gde ψ_j = − b_j p l_j (α)^2 2 , a Δ_k – minor matricy, poluqennoæ iz

D_{ij} := α^{−1}_1 ∂_1α_1 . . . α^{−1}_1 ∂_nα_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α^{−1}_{n−2}∂_1α_{n−2} . . . α^{−1}_{n−2}∂_nα_{n−2} ∂_1(λ_N ∘ β)^{Δj} . . . ∂_n(λ_N ∘ β)^{Δj}

(55)

vyqerkivaniem k-go stolbca i posledneæ stroki.

Iz (50) sleduet, qto

Δ_k ∈ p^jH_μ ⊂ p^jL^+_μ . (56)

Zapixem dalee

p^{h−1}(Δ_kψ_j) = −

Δ_k p^j · ( p^{h−j} 2 b_j ) (p^{j−1}l_j (α))^2.

RØd p^{j−1}l_j (α) imeet celye kofffficienty (sm.(51)), znaqit,

p^{h−1}(Δ_kψ_j ) ∈ H_μ, otkuda sleduet (54). My moßem primenit~ te-

per~ lemmu 2.2.3, qtoby poluqit~ ravenstvo (53). �

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 45

Proverka sootnoxeniØ Steænberga

Kak i vyxe, dostatoqno proverit~ ravenstvo [(α_1, . . . , α_{n−2}, α, 1 − α), β] = 0. (57) Pokaßem, qto

Φ_N ((α_1, . . . , α_{n−2}, α, 1 − α), β) ≡ 0 mod ∂. (58)

Kak i v dokazatel~stve sootnoxeniØ Steænberga v [1], predloßenie 9, poluqaem

(−1)^nΦ_N = h∑ j=1 (∂_1(Δ_1ψ_{1j}) − ∂_2(Δ_2ψ_{2j}) + · · · + (−1)^{n−1}∂_n(Δ_nψ_{nj})),

gde minory Δ_k takie ße, qto i v (55), a rØdy ψ_{kj} opredeleny ravenstvom (44) raboty [1] i ime¸t celye kofffficienty (sm. predloßenie 9, [1]). Ots¸da i iz (56) sleduet, qto p^{h−1}Δ_kψ_{kj} ∈ H_μ, otkuda poluqaem (58), a znaqit, primenØØ lemmu 2.2.3, i (57).

�

Simvol~noe svoæstvo proverØetsØ tak ße, kak v [1], predloßenie 9. Predloßenie 2.2.1 dokazano.

DlØ podgruppy H_m mul~tiplikativnoæ gruppy polØ M (sm. (16)) opredelim K-gruppu Milnora K_n(H_m) obyqnym putem s pomow~¸ obrazu¸wih i sootnoxeniæ (t.e. voz~mem n-tenzornoe proizvedenie H_m i faktorizuem po podmodul¸, poroßdennomu tenzorami vida α_1 ⊗· · ·⊗α_i ⊗· · ·⊗(1−α_i)⊗· · ·⊗α_n, gde 1−α_i ∈ H_m). Svoæstva 1) i 3) predloßeniØ 2.2.1 moßno vyrazit~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 2.2.7. Sparivanie [·, ·]F,P induciruet sparivanie

[·, ·]_{F,P} : K_n(H_m) × F_N (H_μ) → } mod p^N .

2.3. Sparivanie ⟨·, ·⟩F i ego znaqeniØ na bazise Xafareviqa. Postroennoe v p. 2.1 sparivanie [·, ·]F,P induciruet sparivanie ⟨·, ·⟩_F : K_n(H_m) × F_N (H_μ) → W^N_F

46 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC po formule ⟨α, β⟩_F = h∑ j=1 (F )[Tr[α, β]F,Γj ]F (zj ), (59) gde Tr – operator sleda iz } v Z_p, Γ_j ∈ X^{−e∗} L_μ, 1 p^he 6 μ 6^1_{ph−1e} – primarnyæ rØd iz (42), z_1, . . . , z_h – obrazu¸wie Z_p-modulØ W^N_F (sm. p. 1.4).

Pust~ ω_i(b) = E_N (b̂λ_N (s_i)) – rØd iz F_N (H_μ), postroennyæ po primarnomu fflementu ω_i(b) v predloßenii 1.9.1, i pust~ ⨆^0_N , ⨆^{ρ,a}_N – izomorfizmy, opredelennye v (29).

Iz predloßeniØ 1.9.2 sleduet, qto fflementy ω_i(b), b ∈ }, 1 6 i 6 h; ⨆0N (θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} X^{in} ), ⨆^{ρ,a}_N (θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} X^{in} ), gde θ ∈ R, a ∈ Z_p, 1 6 ρ < fh, ī = (i_1, . . . , i_n), i_1, . . ., i_{n−1} ∈ Z, 0 < i_n 6 e_∗, p - ī, da¸t sistemu obrazu¸wih Z_p-modulØ F_N (H_μ) po modul¸ (U_{FN} + F_N f (N)(F (H_μ))).

Predloßenie 2.3.1. 1) DlØ l¸byh αi ∈ Hm ime¸t mesto raven-

stva ⟨(α_1, . . . , α_n), ω_i(b)⟩_F = [δ Tr b]_F (z_i), gde δ opredelen v (28). Pri fftom, esli odin iz fflementov α_i ØvlØetsØ ediniceæ, t.e. α_i ∈ U_m (sm.(18)), to sparivanie trivial~no. 2) ⟨(t_1, . . . , t_{n−1}, X), ⨆^0_N (θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} X^{in} )⟩_F = 0, ⟨(t_1, . . . , t_{n−1}, X), ⨆^{ρ,a}_N (θt^{i1}_1 . . . t^{in−1}_{n−1} X^{in} )⟩_F = 0, esli p - ī = (i_1, . . . , i_n).

Dokazatel~stvo sm. predloßenie 8, p. 3.3, [2]. 2.4. Svoæstva sparivaniØ ⟨·, ·⟩F .

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 47

Nezavisimost~ sparivaniØ ⟨·, ·⟩_F po vtoromu argumentu Predloßenie 2.4.1. Pust~

α ∈ K(H_m), β ∈ U_{FN} +_{FN} f^{(N)} (F_N (H_{1/p}h_e)).

Togda ⟨α, β⟩_F = 0 (60)

(otnositel~no U_{FN} sm. (23)).

Zameqanie 2.4.2. My nazyvaem ffto svoæstvo nezavisimost~¸ sparivaniØ ⟨·, ·⟩_F iz sledu¸wih soobraßeniæ. Sparivanie ⟨·, ·⟩_F zadaet estestvennym obrazom sparivanie na mnoßestve K^{top}_n (K)×

F_N (⨁). A imenno, pust~ α = {α_1, . . . , α_n} ∈ K^{top}_n (K) i β ∈ F_N (⨁),

i pust~ α_1, . . . , α_n i β – proobrazy fflementov α_1, . . . , α_n i β v H_m i F_N (H_μ) sootvetstvenno (sm. (18), (11)). Opredelim togda ⟨α, β⟩_{FN} := ⟨α, β⟩_F . DlØ proverki korrektnosti sparivaniØ ⟨·, ·⟩_{FN} nam nado pokazat~, qto ego znaqeniØ na fflementah α i β ne zavisØt ot vybora proobrazov α_1, . . . , α_n i β. Pofftomu my nazyvaem ffto svoæstvo nezavisimost~¸ ot sposoba razloßeniØ fflementov v rØdy po lokal~nym parametram.

Zameqanie 2.4.3. DlØ prostoty izloßeniØ dokazatel~stvo budem provodit~ v sluqae odnomernogo lokal~nogo polØ. Perehod k mnogomernomu pol¸ proishodit tak ße, kak i v predloßenii 6, p. 3.2, [2].

Proverim sperva neskol~ko lemm.

Lemma 2.4.4. Pust~ b ∈ Hμ,^1_{ph e} 6 μ 6^1_{ph−1 e} , i ξ1, . . . , ξh – rexeniØ

sistemy A · (X_1, . . . , X_h)^⊤ = (b, 0, . . ., 0)^⊤, gde A opredelena v (39). Togda ξ_j ∈ X^{−e∗} L_μ i ξ_j ime¸t celye ko-

fffficienty pri nepoloßitel~nyh stepenØh dlØ μ ∈ [ 1 p^he , 1 e_∗ ] . Lemma sleduet iz lemmy 1.10.9 pri – = N i (b_1, b_2, . . . , b_h) =

(b, 0, . . ., 0), a takße iz kriteriØ lemmy 1.3.12. �

Toqno tak ße, ispol~zuØ lemmu 1.10.9 i lemmu 1.3.12, poluqim sledu¸wu¸ lemmu.

Pust~ β ∈ U_{FN} i b := λ_N (β).

48 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

Lemma 2.4.5. RexeniØ ξ1, . . . , ξh sistemy

A · (X_1, . . . , X_h)^⊤ = (b, Δb, . . ., Δ^{h−1}b)^⊤ (61)

nahodØtsØ v module X^{−ph−1 e∗} L_μ, μ ∈ [ 1 p^he , 1 p^{h−1} e ] i fftot modul~ ØvlØetsØ μ-celym pri μ =^1_{phe} . Pri fftom

ξ_j = h∑ i=1 (Δ^{i−1}b) · f_{ij}, f_{ij} ∈ X^{−pi−1 e∗} L_μ, μ = 1/p^he. (62) Lemma 2.4.6. RexeniØ r1j, . . . , rhj sistemy

A(X_1, . . . , X_h)^⊤ = (aξ^Δ_j , 0, . . ., 0)^⊤,

gde a ∈ }_T [[X]], a ξ_1, . . . , ξ_h – rexeniØ sistemy (61), leßat v module X^{−e∗ (1+ph)}L_{1/p}h_e i ime¸t celye kofffficienty pri nepoloßitel~- nyh stepenØh.

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 1.10.9, imeem r_{ij} = aξ^Δ_j g_{ij}, gde g_{ij} ∈ X^{−e∗} L_μ, μ ∈ [ 1 p^he , 1 p^{h−1}e ] . Iz lemmy 2.4.5 i zameqaniØ 1.3.2 sleduet: aξ^Δ_j ∈ X^{−ph e∗} L_μ′ 1 p^he 6 μ^′ 6 1 p^{h−1}e . Pofftomu obwim kol~com, v kotorom nahodØtsØ odnovremenno oba rØda aξ^Δ_j i g_{ij}, ØvlØetsØ L_{1/p}h_e, a ih proizvedenie r_{ij} ∈ X^{−e∗ (1+ph)}L_{1/p}h_e. Dokaßem vtoroe utverßdenie lemmy. RØd r_{ij}, ispol~zuØ (62) i vid rØda b(X), moßno zapisat~ v vide:

r_{ij} = λ_N (β)^{Δh} · φ_{ij} + ψ_{ij},

gde φ_{ij} ∈ X^{−e∗(1+ph )}L_{1/p}h_e, ψ_{ij} ∈ X^{−e∗(1+pn−1 )+1}L_{1/p}h_e. Modul~

X^{−e∗ (1+ph−1 )}L_{1/p}h_e ØvlØetsØ μ-celym, soglasno zameqani¸ 1.3.13,

i, znaqit, rØd ψ_{ij} imeet celye kofffficienty pri nepoloßitel~- nyh stepenØh. Analogiqnoe utverßdenie dlØ rØda λ_N (β)^{Δh} φ_{ij}

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 49 proverØem neposredstvenno, ispol~zuØ qetyre tipa slagaemyh rØda λ_N (β) iz lemmy 1.7.2. Privedem primer takoæ proverki dlØ qetvertogo tipa. Nam nado proverit~, qto monom ap^{−l}c^{plh}_m X^{plh (m+e∗ )·ph} · X^{−e∗ (1+ph)}d_rX^r imeet celyæ kofffficient γ_{l,m,r} = ap^{−l}c^{plh}_m d_r, esli p^{lh}(m + e_∗)p^h − e_∗(1 + p^h) + r 6 0 i l > 0, m > e − e_∗, r ∈ Z. Pri fftom u nas vypolneny usloviØ: a ∈ }_T , v_T (c_m) > −μm, v_T (d_r) > −μr, μ = 1 p^he . Nado dokazat~, qto v_T (γ_{l,m,r} ) > −1. UqityvaØ vse vyxe napisannye usloviØ vidim, qto ffto neravenstvo ravnosil~no neravenstvu

p^{lh}(p^h − 1)e + (p^{lh} − p^h + 1)e_∗ − (l − 1)p^he > 0,

kotoroe, kak netrudno ubedit~sØ, vypolneno pri l > 0, p > 3. �

Pust~ u_N = p − b_1Δ − · · · − b_hΔ^h – kanoniqeskiæ special~nyæ fflement dlØ gruppy Hondy F_N , pust~ α ∈ H_m, β ∈ U_{FN} i l_j (α) – funkciØ iz (49).

Lemma 2.4.7. Pri μ = 1/p^he imeet mesto sravnenie

res l_j(α)∂ ( b_j p · Δ^jλ_N (β) ) · Γ– ≡ − res ∂l_j (α) · b_j p · Δ^jλ_N (β) · Γ– mod p^N , 1 6 j 6 h (63)

(zdes~ ∂ :=^∂_{∂X} ).

Dokazatel~stvo. Zamenim sperva rØd Γ– na (Γ^{(N−1)}– )^{Δh} (sm. p. 1.10, opredelenie 1.10.1). �to moßno sdelat~, tak kak soglasno (50) i (51) imeem l_j(α)∂ ( b_j p · Δ^jλ_N (β) ) ∈ H_μ, Γ– − Δ^hΓ^{(N−1)}– ∈ p^N X^{−e∗ (1+ph−1 )}Lμ

50 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC i modul~ X^{−e∗ (1+ph−1 )}L_μ ØvlØetsØ μ-celym pri μ = 1/p^he (sm. zameqanie 1.3.6).

Dalee, oqevidnoe ravenstvo res ∂(f(X)g(X)h(X)) = 0, vernoe dlØ l¸byh rØdov f, g, h, pokazyvaet, qto sravnenie (63) ravnosil~no sravneni¸

res l_j (α) · b_j p · Δ^jλ_N (β) · ∂(Δ^hΓ^{(N−1)}– )

= res X^{−1}(p^{j−1}l_j (α) · b_j p Δ^j λ_N (β) · (pX∂Γ^{(N−1)}– )^{Δh}

≡ 0 mod p^N

(my primenØem, krome proqego, ravenstvo (38)).

RØd p^{j−1}l_j (α) leßit v X}_M (sm. (51)), pofftomu nam nado lix~ proverit~, qto rØd

Ψ_j = b_j · λ_N (β)^{Δj} · (X∂Γ^{(N−1)}– )^{Δh} /p^N , 1 6 j 6 h,

imeet celye kofffficienty pri otricatel~nyh stepenØh X dlØ μ = 1/p^he. Pust~ 1 6 j 6 h − 1. V fftom sluqae p|b_j po opredeleni¸ rØda

u_N . Krome togo, X · ∂Γ^{(N−1)}– ∈ p^{N−1}X^{−e∗ (1+ph−1 )/ph} L_{μp}h , μ ∈ [_1 p^h e , 1 p^{h−1} e ] (sm. opredelenie 1.10.1 i predloßenie 1.10.9), a rØd λ_N (β)^{Δj} leßit v module L^+_{μ′/pj} , μ^′ ∈

[_1 p^he , 1 e ] , soglasno lemme 1.7.2. Obwim kol~com L_μ, v kotorom nahodØtsØ oba somnoßitelØ

λ_N (β)^{Δj} i (X∂Γ^{(N−1)}– )^{Δh} pri vseh j, 1 6 j 6 h−1, budet L_{1/p}h_e, i v

fftom kol~ce rØd Ψ_j leßit v module X^{−e∗(1+ph−1 )}L_{1/p}h_e, kotoryæ ØvlØetsØ μ-celym, soglasno zameqani¸ 1.3.13, i naxe utverßdenie v fftom sluqae dokazano.

Pust~ j = h. Togda b_h ∈ }^∗_T , i nam nado proverit~, qto rØd

Ψ_h = λ_N (β) · (X∂Γ^{(N−1)}– )/p^N

imeet celye kofffficienty pri otricatel~nyh stepenØh. Zametim, qto Ψ_h ∈ p^{−1}X^{−e∗ (1+ph−1 )/ph} L_{1/e},

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 51 tak kak obwim kol~com L_μ, v kotorom nahodØtsØ oba somnoßitelØ

λ_N (β) i X∂Γ^{(N−1)}– budet kol~co L_{1/e}. Kriteriæ lemmy 1.3.12 v

fftom sluqae vyglØdit sledu¸wim obrazom: −e_∗(1 + p^{h−1})/p^h > −e. �to neravenstvo vypolnØetsØ, oqevidno, pri p > 3. � Lemma 2.4.8. Pust~ α ∈ Hm, β ∈ UF_N i μ = 1/p^he. Togda spariva-

nie [α, β]_{F,Γj} (sm. (48)) moßno zapisat~ v vide

[α, β]_{F,Γj} = res X^{−1} · u_N p (Xα^{−1}∂α · λ_N (β)) · Γ_j . (64)

Dokazatel~stvo. V odnomernom sluqae, kotoryæ my seæqas rassmatrivaem, sparivanie [·, ·]_{F,Γj} opredeleno v vide:

[α, β]_{F,Γj} = res Φ_N (X) · Γ_j , gde Φ_N (X) = α^{−1}∂α · l_N (β) · Γ_j − h∑ i=1 l_i(α) ( b_i p Δ^iλ_N (β)) · Γ_j.

Po opredeleni¸ funkcii l_N (sm. p. 1.8) imeem

α^{−1}∂α · l_N (β) · Γ_j = X^{−1}(Xα^{−1}∂α) · λ_N (β) · Γ_j −α^{−1}∂α · u_N − p p λ_N (β) · Γ_j. (65)

Iz (38) legko sleduet ravenstvo α^{−1}∂α − ∂l_i(α) = X^{−1}(Xα^{−1}∂α)^{Δi} , i > 1. Ispol~zuØ ffto ravenstvo i lemmu 2.4.6, poluqaem res { α^{−1}∂α · u_N − p p λ_N (β) · Γ_j + h∑ i=1 l_i(α)∂ ( b_i p Δ^iλ_N (β) ) · Γ_j }

≡ res X^{−1} u_N − p p (Xα^{−1}∂α · λ_N (β)) · Γ_j mod p^N .

52 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Ots¸da, iz ravenstva (65) i opredeleniØ rØda Φ_N · Γ_j sleduet (64). � Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.4.1. My budem proverØt~ sravnenie

Tr[α, β]_{F,Γj} = Tr res Φ_N (α, β) · Γ_j ≡ 0 mod p^N , 1 6 j 6 h, (66)

iz kotorogo, ispol~zuØ opredelenie sparivaniØ ⟨α, β⟩_F , mgnovenno poluqaem ravenstvo (60).

Poloßim

R_j := Φ_N (α, β) · Γ_j .

Iz opredeleniØ primarnyh rØdov Γ_j (sm. lemmu 1.10.8) vytekaet, qto R_1, . . ., R_h – rexeniØ sistemy A · (X_1, . . ., X_h)^⊤ = (Φ_N (α, β), 0, . . ., 0)^⊤, gde A – matrica iz (39).

Preobrazuem fftu sistemu. Rassmotrim sistemu

A · (Y_1, . . . , Y_n)^⊤ = (b, b^Δ, . . . , b^{Δh−1} )^⊤, (67)

gde b = Xα^{−1}∂α · λ_N (β) ∈ L^+_μ (sm. lemmu 1.7.2). Pust~ ξ_1, . . . , ξ_h – rexeniØ sistemy (67).

Podeæstvuem na i-oe uravnenie fftoæ sistemy, 1 6 i 6 h, operatorom^{bi}_p Δ, i zatem sloßim vse uravneniØ. Togda poluqim ravenstvo ( p − u_N p ∘ W_1 ) ξ^Δ_1 + · · · + ( p − u_N p ∘ W_h ) · ξ^Δ_h = p − u_N p ∘ (X^{−1}α∂α · λ_N (β)) = p − u_N p ∘ b. (68) Zametim, dalee, qto u_N p ∘ W_i = p^{(N)}_1 l_F (z_i). (69)

Poslednee ravenstvo vytekaet iz opredeleniØ W_i := (λ_N ∘

f^{(N)})(z_i) (sm. (22)), ravenstva l_N (f^{(N)}(z_i)) = p^{(N)}_1 l_F (z_i) (sm. lem-

mu 1.8.3, (27)) i opredeleniØ funkcii l_N . Ispol~zuØ (69), perepixem (68) v vide

W_1 · ξ^Δ_1 + · · · + W_h · ξ^Δ_h = p − u_N p ∘ b + p^{(N)}_1 h∑ i=1 l_F (z_i) · ξ^Δ_i . (70)

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 53 Teper~ podeæstvuem na pervye h − 1 uravneniØ sistemy (67) operatorom Δ, i vse poluqennye uravneniØ ob¨edinim s (70):

A · (ξ^Δ_1 , . . . , ξ^Δ_h )^⊤ = ( p − u_N p ∘ b + p^{(N)}_1 h∑ i=1 l_F (z_i) · ξ^Δ_i , b^Δ, . . . , b^{Δh−1} )_⊤ , gde b := Xα^{−1}∂α · λ_N (β). Vyqtem iz (67) poluqivxu¸sØ sistemu, togda imeem

A · (ξ_1 − ξ^Δ_1 , . . ., ξ_h − ξ^Δ_h )^⊤ = ( u_N p ∘ b − p^{(N)}_1 h∑ i=1 l_F (z_i) · ξ^Δ_i , 0, . . ., 0 )_⊤ . (71)

Zameqanie 2.4.9. Soglasno lemme 2.4.5, rØdy ξi − ξ^Δ_i , 1 6 i 6 h, ime¸t celye kofffficienty pri nepoloßitel~nyh stepenØh dlØ μ = 1/p^he. Pust~ teper~ r_{1j}, . . ., r_{hj} , 1 6 j 6 h – rexeniØ sistemy

A(X_1, . . . , X_h)^⊤ = ( X^{−1} h∑ j=1 p^{(N)}_1 p^N l_F (z_j ) · ξ^Δ_j , 0, . . ., 0 )_⊤ . (72)

RØd p^{(N)}_1 l_F (z_j )/p^N ∈ }_T [[X]]_0 (sm. (9) i (25)), pofftomu, soglasno lemme 2.4.6, rØdy r_{ij} ime¸t celye kofffficienty pri nepoloßitel~nyh stepenØh i prinadleßat kol~cu L_{1/p}h_e.

Umnoßim vse uravneniØ sistemy (72) na p^N i sloßim poluqivxu¸sØ sistemu s (71):

A · X^{−1}((ξ_1 − ξ^Δ_1 ) + p^{N h} ∑ j=1 r_{1j}) . . X^{−1}((ξ_h − ξ^Δ_h ) + p^{N h} ∑ j=1 r_{hj}) = X^{−1 uN}_p ∘ b 0 . . 0 .

Iz poluqennoæ sistemy, opredeleniØ primarnyh fflementov Γ_j i lemmy 2.4.8 imeem:

res Φ_N (α, β) · Γ_j ≡

res X^{−1} ( (ξ_j − ξ^Δ_j ) + p^N h∑ i=1 r_{ij} ) mod p^N .

54 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC Otkuda

Tr[α, β]_{F,Γj} = Tr res Φ_N (α, β) · Γ_j ≡ ≡ Tr res X^{−1}(ξ_j − ξ^Δ_j ) ≡ 0 mod p^N ,

t.e. sravnenie (66), a vmeste s nim i predloßenie 2.4.1 dokazany.

�

2.5. Invariantnost~ sparivaniØ ⟨·, ·⟩F i ego nezavisimost~ po pervomu argumentu.

Predloßenie 2.5.1. Pust~ t^′_1, . . . , t^′_{n−1} – novaØ sistema parame-

trov polØ T i X^′ – algebraiqeski nezavisimaØ peremennaØ. Pust~ g_1, . . . , g_n – rØdy nad }: t_1 = g_1(t^′_1, . . . , t^′_{n−1}, X^′), . . . , t_{n−1} = g_{n−1}(t^′_1, . . . , t^′_{n−1}, X^′), X = g_n(t^′_1, . . . , t^′_{n−1}, X^′), priqem g_i = a_it^′_i + . . . , gde a_i ∈ }^∗ i toqkami oboznaqeny qleny bolee vysokogo porØdka qem t^′_i otnositel~no nmernogo normirovaniØ (zdes~ t^′_n := X^′). Togda ⟨{α_1, . . . , α_n}, β⟩_{F,X} = ⟨{α_1, . . ., α_n}, β⟩_{F,X}′ dlØ α_i ∈ H_m, β ∈ F_N (H_μ).

Dokazatel~stvo sm. predloßenie 9, [2].

Predloßenie 2.5.2 (nezavisimost~ po pervomu argumentu).

Pust~ H_{Eis} – podgruppa v K_n(H_m), poroßdennaØ simvolami {α_1, . . ., α_n}, dlØ kotoryh hotØ by odin iz fflementov α_i leßit v U_{Eis}

(sm.(19)). Togda gruppa H_{Eis} + p^N K_n(H_m) soderßitsØ v Ødre levoæ qasti sparivaniØ ⟨·, ·⟩_F , t.e. dlØ {α_1, . . . , α_n} ∈ H_{Eis} i β ∈ F_N (H_μ) imeem ⟨{α_1, . . . , α_n}, β⟩_F = 0. Dokazatel~stvo sm. predloßenie 10, [2].

Iz predloßeniæ 2.4.1, 2.5.1 i 2.5.2 sleduet suwestvovanie korrektno opredelennogo sparivaniØ

⟨·, ·⟩_F : K^{top}_n (K) × F_N (⨁) → W^N_F .

DlØ α ∈ K^{top}_n (K) i β ∈ F_N (⨁) voz~mem proobrazy α ∈ K_n(H_m) i

β ∈ F_N (H_μ) (sm. (18) i (11)), i opredelim ⟨α, β⟩_F := ⟨α, β}_F .

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 55

Teorema 2.5.3. Sparivanie ⟨·, ·⟩F udovletvorØet svoæstvam 1)– 5) predloßeniØ 2.2.1 i ono ne zavisit ot vybora lokal~nyh parametrov.

§3. ˚vnye formuly

3.1. Formula dlØ sparivaniØ {·, ·}^N_F .

Teorema 3.1.1. Simvol Gil~berta

{·, ·}^N_F : K^{top}_n (K) × F_N (⨁) → W^N_F

(sm.(14)) sovpadaet so sparivaniem ⟨·, ·⟩_F i, tem samym, vyraßaetsØ v Øvnom vide s pomow~¸ formuly (59).

Dokazatel~stvo. 1) Sparivanie {·, ·}^N_F sovpadaet so sparivaniem ⟨·, ·⟩_F na mnoßestve {(t_1, . . . , t_n), β}, gde β ∈ F_N (⨁), a t_1, . . . , t_n – sistema lokal~nyh parametrov polØ K. Deæstvitel~no, ispol~zuØ nezavisimost~ sparivaniØ ⟨·, ·⟩_F po vtoromu argumentu, utverßdenie dostatoqno proverit~ na obrazu¸wih Xafareviqa. Poslednee dokazano v predloßeniØh 1.9.2 i 2.3.1.

2) Obwiæ sluqaæ. Pust~ (α_1, . . . , α_n) ∈ K^{top}_n (K). Togda

(α_1, . . ., α_n) = ∑ (t_1 . . . , t_n)

– koneqnaØ summa lokal~nyh parametrov. Dalee ispol~zuem invariantnost~ sparivaniØ ⟨·, ·⟩_F i pervyæ sluqaæ vyxe. �

3.2. Formula dlØ simvola Gil~berta (·, ·)F .

Teorema 3.2.1. Obobwennyæ simvol Gil~berta (·, ·)F imeet sle-

du¸wu¸ Øvnu¸ formulu

(α, β)_F = h∑ k=1 (F )[Tr res Φ(X)Vk (X)]F (zk),

56 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC gde Φ(X) = l_F (β)α^{−1}_1 dα_1 ∧ · · · ∧ α^{−1}_n dα_n − 1 p n∑ i=1 h∑ j=1 a_j b_j(α_i)α^{−1}_1 dα_1 ∧ · · · ∧ α^{−1}_{i−1}dα_{i−1} ∧ 1 p^j dΔ^jλ(β) ∧ 1 p^j α^{−Δj}_{i+1} dα^{Δj}_{i+1} ∧ · · · ∧ 1 p^j α^{−Δj}_n dα^{Δj}_n , V_k(X) = B_{1k}/ det B, B = (Δ^{i−1}S_j )_16_{i,j}6_h.

Zdes~ u = p − a_1Δ − · · ·− a_hΔ^h – special~nyæ kanoniqeskiæ fflement gruppy F (sm. opredelenie 1.2.6) i S_j = λ([p^N ]_F (z_j )), a z_1, . . ., z_h – obrazu¸wie modulØ W^N_F .

Dokazatel~stvo. PrimenØØ svoæstvo (15), p. 1.5, i teoremu 3.1.1, poluqim (α, β)_F = {α, [p^{(N)}_1 /p^N ]_{F,FN} (β)}_F = ⟨α, [p^{(N)}_1 /p^N ]_{F,FN} (β)⟩_F = h∑ k=1 (F )[Tr res ΦN (α, [p (N) 1 /p^N ]_{F,FN} (β)) · Γ_k]_F (z_k),

gde Φ_N opredelen v p.2.1, (48), a Γ_k – v (42).

Dokaßem dva ravenstva

Φ_N = p^{(N)}_1 p^N · Φ, (74)

Γ_k = p^N p^{(N)}_1

· V_k. (75)

Iz fftih dvuh ravenstv i (73) utverßdenie teoremy sleduet neposredstvenno.

1. Proverka (74).

Iz opredeleniØ l_N (sm. (32)) i ravenstv [a]_{F,FN} = λ^{−1}_{FN} (aλ_F ),

SPARIVANIE GIL^BERTA DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 57 u_N p^{(N)}_1 = p^{(N)}_1 u (sm. lemmu 1.2.12) sleduet

(1 − b_1 p Δ − · · · − b_h p Δ^h)p^{(N)}_1 = (u_N /p) · p^{(N)}_1

= p^{(N)}_1 (u/p) = p^{(N)}_1 (1 − a_1 p Δ − · · · − a_h p Δ^h).

Togda

l_N ([p^{(N)}_1 /p^N ]_{F,FN} (β)) = p^{(N)}_1 p^N l_F (β). Krome togo, b_j Δ^jp^{(N)}_1 = p^{(N)}_1 a_jΔ^j (sm. lemmu 1.2.12). Znaqit,

b_jdΔ^jλ_N ([p^{(N)}_1 /p^N ]_{F,FN} (β)) = db_jΔ^j(p^{(N)}_1 /p^N )λ(β) = d p^{(N)}_1 p^N a_j Δ^jλ(β) = p^{(N)}_1 p^N a_jdΔ^jλ(β). Ots¸da, a takße iz opredeleniØ Φ_N i Φ sleduet (74).

2. Proverka (75).

Napomnim, vo-pervyh, qto p^N p^{(N)}_1

· W_i = p^N λ ∘ z_i = λ([p^N ]_F (z_i)) = S_i

(sm. (22)). Znaqit, ( p^N p^{(N)}_1 )_σm (Δ^mW_i) = Δ^m ( p^N p^{(N)}_1 · W_i ) = Δ^mS_i.

Pofftomu, umnoßaØ qislitel~ rØda Γ_k na (p^N /p^{(N)}_1 )^{σ+···+σh−1} , a znamenatel~ na (p^N /p^{(N)}_1 )^{1+σ+···+σh−1} , poluqaem (75). Teorema dokazana.

Literatura

1. F. Lorenz and S. Vostokov, Honda groups and explicit pairings on the modules of

Cartier curves. — Contemporary Mathematics, 300 (2002), 143–170.

2. S. V. Vostokov, F. Lorenc, ˚vnaØ formula simvola Gil~berta dlØ grupp Hondy v mnogomernom lokal~nom pole. — Matem. sbornik, 192, No. 2 (2003), 3–36.

3. I. Fesenko and S. Vostokov, Local fields and their extensions: A constructive

aproach, second edition. AMS, Providence, RI, (2001).

58 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, F. LORENC

4. T. Honda, On the theory of commutative formal groups. — J. Math. Soc. Japan,

22 (1970), 213–243.

5. M. Hazewinkel, Formal groups and applications. — New York: Acad. Press (1978).

6. O. V. Demqenko, Novoe v otnoxeniØh formal~nyh grupp L¸bina–Teæta i formal~nyh grupp Hondy. — Algebra i analiz, 10, No. 5 (1998), 77–84.

7. S. V. Vostokov, ˚vnaØ forma zakona vzaimnosti. — Izv. AN SSSR. Ser.

matem., 42, No. 6 (1978), 1287–1320.

8. S. V. Vostokov, Normennoe sparivanie v formal~nyh modulØh. — Izv. AN SSSR. Ser. matem., 43, No. 4 (1979), 765–794.

9. S. V. Vostokov, ˚vnaØ konstrukciØ teorii poleæ klassov dlØ mnogomernogo lokal~nogo polØ. — Izv. AN SSSR. Ser. matem., 49, No. 2 (1985), 283–308.

10. ı. I. Manin, Krugovye polØ i modulØrnye krivye. — UMN, 26, No. 6 (1971), 7–78.

11. S. V. Vostokov, I. B. ȷukov, I. B. Fesenko, K teorii mnogomernyh lokal~nyh poleæ. Metody i konstrukcii. — Algebra i analiz, 2, No. 4 (1990), 91–118.

12. V. G. Benua, S. V. Vostokov, Arifmetika gruppy toqek formal~noæ gruppy. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 191 (1991), 9–23.

13. S. V. Vostokov, Simvoly na formal~nyh gruppah. — Izv. AN SSSR. Ser.

matem., 43, No. 4 (1979), 765–794.

14. O. V. Demqenko, Formal~nye gruppy Hondy. Arifmetika gruppy toqek.

— Algebra i analiz, 12, No. 1 (2000), 132–149.

15. Dß. Milnor, Vvedenie v algebraiqesku¸ K-teori¸. — “Mir”, Moskva (1974).

Bondarko M. V., Vostokov S. V., Lorenz F. The Hilbert pairing for formal groups over σ-rings.

In the paper formal groups over the rings of integers of σ-fields are studied. These fields were constructed by the first-named author in the preceding paper. They are a generalisation of the inertia field of a classical local field to arbitrary complete discrete valuation field of characteristic zero. An analogue of Honda’s theory for such formal groups is constructed. The arithmetic of the group of points in an extension of a σ-field that contains sufficiently many torsion points is studied. Using the classification of formal groups and the arithmetic results obtained an explicit formula for the Hilbert pairing for formal groups over σ-fields is proved.

Postupilo 15 ØnvarØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet Universitet goroda M¸nster GermaniØ

E-mail: mbondarko@hotmail.com sergei@sv1005.spb.edu lorenz@math.uni-muenster.de