Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 317, 2004 g.

K. Malyxev

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI PO MNIMOMU VREMENI KAK SV˚Z^ PRI FUNKCIONAL^NOM INTEGRIROVANII I VREMENNO` ZZ-KORREL˚TOR XX MAGNETIKA GE`ZENBERGA

1. Vvedenie

PredlagaemaØ stat~Ø prodolßaet raboty [1], [2], posvØwennye vyqisleni¸ proizvodØwego funkcionala temperaturnyh korrelØtorov Z-proekciæ spinov dlØ XY magnetika Geæzenberga v podhode funkcional~nogo integrirovaniØ. DlØ kratkosti sootvetstvu¸wie korrelØtory umestno nazyvat~ ‘prodol~nymi’, tak kak napravleniØ tret~eæ koordinatnoæ osi i postoØnnogo odnorodnogo magnitnogo polØ sovpada¸t. Zavisimost~ korrelØtorov ot vremeni v [1], [2] ne uqityvalas~. Praktiqeski, ukazannye raboty svØzany s vyqisleniem vyraßeniØ G(α, m) ≡ Tr (e^{αQ(m)}e^{−βH} ) Tr (e^{−βH} )

, α ∈ C , (1.1)

gde H – gamil~tonian XY magnetika spina 1/2 na periodiqeskoæ cepoqke s qetnym qislom uzlov M . V sootnoxenii (1.1), Q(m) oznaqaet operator qisla kvaziqastic na pervyh m uzlah cepoqki, i Tr oznaqaet operatornyæ sled. Vyraßenie G(α, m) (1.1) igraet rol~ proizvodØwego funkcionala korrelØcionnyh funkciæ Z-komponent spinov dlØ spinovyh cepoqek, rassmatrivaemyh, naprimer, v [3]–[8]. A imenno, vyqislØØ proizvodnye po α (pri α = 0) i po diskretnomu parametru m, moßno poluqit~ otvety dlØ ukazannyh korrelØtorov.

DannaØ rabota qastiqno podderßana RFFI (kod proekta No. 04- 01-00825) i programmoæ RAN “Matematiqeskie metody v nelineænoæ dinamike”. 142

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 143 Osobennost~¸ podhoda, predloßennogo v [1], [2], ØvlØetsØ to, qto dlØ uzel~nyh peremennyh funkcional~nogo integrirovaniØ voznika¸t kvaziperiodiqeskie graniqnye usloviØ na otrezke mnimogo vremeni: pri sdvige temperaturnogo argumenta na period, peremennye integrirovaniØ umnoßa¸tsØ na nekotorye kompleksnye qisla (t.e. vedut sebØ “avtomorfno”). V [1], [2] ispol~- zu¸tsØ dva sposoba regulØrizacii funkcional~nyh integralov: s pomow~¸ obobwennoæ dzeta-funkcii, a takße putem deleniØ funkcional~nyh opredeliteleæ na opredeliteli sootvetstvu¸- wih “svobodnyh” operatorov. HotØ vtoroæ sposob i ne privodit k ßelatel~nomu otvetu v vide opredeliteleæ koneqnomernyh matric, on daet pravil~nye otvety dlØ n-kratnyh proizvodnyh d^n/dα^n pri α = 0.

V dannoæ rabote budet prodemonstrirovan ewe odin sposob vyqisleniØ funkcional~nyh integralov, voznika¸wih v [1], [2]. Predlagaemyæ podhod ne ispol~zuet uqet graniqnyh usloviæ posredstvom razloßeniØ v rØd Fur~e po mnimomu vremeni τ . Vmesto fftogo, graniqnye usloviØ po τ uqityva¸tsØ neposredstvenno kak svØzi v tom vide, v kakom oni voznika¸t pri perehode ot kratnogo integrala k funkcional~nomu. RassmatrivaemaØ procedura vyglØdit prowe, imeet svoi preimuwestva i privodit k otvetam [1], [2] v vide kvadratnyh korneæ iz opredeliteleæ matric razmera 2M × 2M . Niße budet pokazano, kakim obrazom moßno izvleq~ ffti korni i poluqit~ okonqatel~nye formuly dlØ G(α, m) v tom vide, v kakom oni nezavisimo voznika¸t v [6], [7]. Budet takße prodemonstrirovano, kakim obrazom podhod [1], [2] moßet byt~ ispol~zovan dlØ vyqisleniØ zavisØwego ot vremeni ZZ-korrelØtora (t.e. dvuhtoqeqnoæ korrelØcionnoæ funkcii tret~ih komponent spinov) XX magnetika Geæzenberga.

Rabota organizovana sledu¸wim obrazom. V razdele 2 vyqislØetsØ svØzannyæ s G(α, m) (1.1) funkcional~nyæ integral, dlØ kotorogo kvaziodnorodnye graniqnye usloviØ rassmatriva¸tsØ kak svØzi, ograniqiva¸wie oblast~ integrirovaniØ. V razdele 3 izloßena procedura, kotoraØ pozvolØet izvleq~ kvadratnye korni iz opredeliteleæ i, tem samym, prodemonstrirovat~ sovpadenie otvetov [2] i [7] dlØ proizvodØwih funkcionalov. V razdele 4 predstavlennaØ tehnika ispol~zuetsØ dlØ vyqisleniØ dvuhtoqeqnoæ vremennoæ funkcii Grina v termodinamiqeskom predele. Suwestvenno, qto pri fftom zadaqa formuliruetsØ v

144 K. MALYXEV terminah proizvodØwego funkcionala, dlØ kotorogo voznikaet predstavlenie funkcional~nym integralom. Poluqaemyæ otvet dlØ prodol~nogo korrelØtora sovpadaet s [4]. Obsußdenie v razdele 5 zaverxaet rabotu. Vse neobhodimye literaturnye ukazaniØ ime¸tsØ v [1], [2], i bol~xinstvo ssylok opuweno. Krome togo, rØd momentov, podrobno obsußdavxihsØ v [1], [2], ispol~- zuetsØ bez raz¨Øsneniæ.

2. Uslovie kvaziperiodiqnosti po mnimomu vremeni kak svØz~ na peremennyh integrirovaniØ

Itak, v rabotah [1], [2] voznikaet sledu¸wee predstavlenie dlØ G(α, m) (1.1): G(α, m) = (2Z)^{−1} ( G^+_F Z^+_F + G^−_F Z^−_F + G^+_BZ^+_B − G^−_BZ^−_B ) , (2.1)

gde slagaemye G^±_F Z^±_F i G^±_B Z^±_B zapisyva¸tsØ v vide funkcional~- nyh integralov sledu¸wego vida: ∫ QP BC exp (^β∫ 0 ~L^±(τ )dτ ) Dx^∗Dx,

~L^±(τ ) ≡ x^∗(τ ) dx(τ ) dτ − ~H_±(x^∗, x | τ ). (2.2)

V sootnoxenii (2.1), Z – statistiqeskaØ summa rassmatrivaemoæ XY modeli Geæzenberga na periodiqeskoæ cepoqke s qetnym qislom uzlov M , Z ≡ Tr (e^{−βH} ). (2.3)

Krome togo, v (2.2) prinØty sokrawennye oboznaqeniØ x^∗, x dlØ kompleksnoznaqnyh grassmanovyh peremennyh funkcional~nogo integrirovaniØ x^∗_k(τ ), x_k(τ ), kotorye zavisØt ot nomera uzla k ∈ M, M ≡ {1, . . . , M }, i ot mnimogo vremeni τ ∈ [0, β]. Zdes~ i niße

ispol~zu¸tsØ sokrawennye oboznaqeniØ:^M ∏ k=1 dx_k ≡ dx,^M ∑ k=1 x^∗_ky_k ≡ x^∗y. Simvol ~H_±(x^∗, x | τ ) v (2.2) oznaqaet (nediagonal~nu¸) kvadratiqnu¸ formu po x^∗_k(τ ), x_k(τ ), poluqaemu¸ iz gamil~toniana XY modeli, zapisannogo v fermionnom predstavlenii [1], [2]. Nißnie indeksy ± oznaqa¸t naliqie graniqnyh usloviæ po

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 145 rexetoqnomu indeksu: x^∗_{M+1} = ∓x^∗_1, x_{M+1} = ∓x_1, gde sleduet soglasovanno vybirat~ verhnie ili nißnie znaki. Abbreviatura QP BC v (2.2) oznaqaet, qto peremennye x^∗_k(τ ), x_k(τ ) podqinØ¸tsØ usloviØm kvaziperiodiqnosti (“avtomorfnosti”) po mnimomu vremeni:

x_k(τ ) = se^{−α}x_k(τ + β), 1 6 k 6 m, (2.4) x_k(τ ) = sx_k(τ + β), m < k 6 M, gde nußno brat~ s = −1, esli (2.2) opredelØet G^±_F Z^±_F , ili s = 1 – dlØ G^±_BZ^±_B . SootnoxeniØ (2.4) zada¸t na peremennyh integrirovaniØ nekotoroe predstavlenie gruppy sdvigov τ −→ τ + β. Po postroeni¸ kvadratiqnye formy ~H_±(x^∗, x | τ ) invariantny otnositel~no diskretnyh sdvigov po τ . ˚vnye formuly dlØ ~H_± privedeny v [2], a neobhodimye dlØ dannoæ raboty formuly sootvetstvu¸wih fur~e-obrazov budut vypisany niße.

Mera integrirovaniØ v integrale (2.2) zadaetsØ proizvedeniem “differencialov” Dx^∗ i Dx, kaßdyæ iz kotoryh predstavlØet soboæ formal~no-beskoneqnoe proizvedenie differencialov dx^∗_k(τ ) i dx_k(τ ), sootvetstvenno, po vsem znaqeniØm indeksa k ∈ M i argumenta τ ∈ [0, β]. Pri fftom formal~noe proizvedenie

po znaqeniØm τ ot τ = 0 do τ = β, t.e.^β ∏ τ=0 , sleduet ponimat~ kak

predel~nyæ rezul~tat, voznika¸wiæ pri perehode ot koneqnokratnogo k beskoneqnokratnomu grassmanovu integralu [1], [2].

StatistiqeskaØ summa Z (2.3) vyqislØetsØ v podhode [1], [2] po formule, analogiqnoæ (2.1): Z = 1 2 (Z^+_F + Z^−_F + Z^+_B − Z^−_B ),

Z^±_F = Tr (e^{−βH±} ), Z^±_B = Tr ( (−1)^N e^{−βH±} ) , gde N oznaqaet operator qisla qastic. DlØ vyqisleniØ Z^±_F i Z^±_B ispol~zuetsØ predstavlenie (2.2) s graniqnymi usloviØmi (2.4), vzØtymi pri α = 0 (pri fftom s = −1 dlØ Z^±_F i s = 1 dlØ Z^±_B ).

V predlagaemoæ rabote budem vyqislØt~ integral (2.2), rassmatrivaØ usloviØ (2.4) kak svØzi, kotorye nalaga¸tsØ na pere-

146 K. MALYXEV mennye integrirovaniØ. S fftoæ cel~¸ vvedem pod znak integrirovaniØ sootvetstvu¸wie del~ta-funkcii.

Del~ta-funkci¸ ot nekotoroæ grassmanovoæ peremennoæ θ moßno opredelit~ po analogii s obyqnoæ del~ta-funkcieæ Diraka pri pomowi integrala tipa svertki: ∫ f(θ)δ(θ − θ^′)dθ = f(θ^′), (2.5) gde f(θ) – proizvol~naØ funkciØ na grassmanovoæ algebre. Rassmotrim (2.5) dlØ f(θ) ≡ 1. Togda antikommutativnost~ argumenta θ okazyvaetsØ priqinoæ togo, qto svoæstvom del~ta-funkcii obladaet raznost~ θ − θ^′. Drugimi slovami, dlØ grassmanovoæ del~ta-funkcii poluqaem: δ(θ − θ^′) ≡ θ − θ^′. Grassmanova del~tafunkciØ moßet byt~ predstavlena v vide integrala po vspomogatel~noæ grassmanovoæ peremennoæ.

V rezul~tate, dlØ usloviæ (2.4) moßno poluqit~ sledu¸wee integral~noe predstavlenie: m∏ k=1 ( x_k(τ_0) − se^{−α}x_k(τ_0 + β) )^M∏ k=m+1 ( x_k(τ_0) − sx_k(τ_0 + β) )

× m∏ k=1 ( x^∗_k(τ_0) − se^αx^∗_k(τ_0 + β) )^M∏ k=m+1 ( x^∗_k(τ_0) − sx^∗_k(τ_0 + β) )

= ∫ dλ^∗dλ exp [

m∑ k=1 λ^∗_k ( x_k(τ_0) − se^{−α}x_k(τ_0 + β) ) + M∑ k=m+1 λ^∗_k ( x_k(τ_0) − sx_k(τ_0 + β) )

+ m∑ k=1 ( x^∗_k(τ_0) − se^αx^∗_k(τ_0 + β) ) λ_k + M∑ k=m+1 ( x^∗_k(τ_0) − sx^∗_k(τ_0 + β) ) λ_k ] . (2.6) Zdes~ λ^∗_k, λ_k – vspomogatel~nye nezavisimye grassmanovy parametry. Argument τ_0 oznaqaet, qto usloviØ (2.4) nalaga¸tsØ dlØ proizvol~nogo fiksirovannogo znaqeniØ τ = τ_0. Voobwe govorØ, pri vyvode integral~nogo predstavleniØ (2.2) usloviØ, podobnye (2.4), voznika¸t tol~ko dlØ x^∗_k(τ ) ili dlØ x_k(τ ). Odnako pri vyqislenii neobhodimo konkretizirovat~ ograniqeniØ dlØ obeih nezavisimyh peremennyh. Estestvennym okazyvaetsØ trebovanie, qtoby uslovie dlØ x^∗_k(τ ) bylo analogiqnym (2.4), no

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 147 s zamenoæ e^{−α} na e^α. Dostatoqno potrebovat~ sobl¸deniØ (2.4) pri proizvol~nom znaqenii τ = τ_0.

Pereædem k fur~e-predstavleniØm po formule

x_k(τ ) = e^{−iπ/4} √ M ∑ q e^{iqk}x_q(τ ), (2.7)

gde summirovanie osuwestvlØetsØ po kvazi-impul~sam q ∈ S^±; mnoßestva S^± opredelØ¸tsØ usloviØmi cos M q = ∓1, kotorye voznika¸t pri podstanovke (2.7) v graniqnye usloviØ x_{M+1}(τ ) = ∓x_1(τ ) (o graniqnyh usloviØh po indeksu k skazano vyxe). Fur~e-razloßeniØ dlØ λ^∗_k, λ_k analogiqny razloßeniØm (2.7). V dal~neæxem, pri neobhodimosti budem pisat~ x_{k,τ} vmesto x_k(τ ), i t.d. Ispol~zuØ (2.7), poluqaem sledu¸wee sootnoxenie dlØ bilineænyh form, figuriru¸wih v pokazatele ffksponenty v pravoæ qasti (2.6): m∑ k=1 λ^∗_k ( x_k(τ_0) − se^{−α}x_k(τ_0 + β) ) + M∑ k=m+1 λ^∗_k ( x_k(τ_0) − sx_k(τ_0 + β) )

= ∑ q,q^′ λ^∗_q ( δ_{qq}′ x_q′ (τ_0) − s ( e^{−α} b^Q ) qq^′ xq^′ (τ0 + β) ) . (2.8) Pri zapisi (2.8) uqtena vozmoßnost~ sdelat~ v funkcional~nom integrale zamenu x_{q,τ} −→ e^{−i m+1}2^qx_{q,τ} , v rezul~tate qego matriqnye fflementy M × M matricy ^Q prinima¸t vid: Q_{qq}′ ≡ e^{−i m+12 (q′ −q)} 1 M m∑ k=1 e^{ik(q′−q)} = 1 M sin^m_2 (q^′ − q)

sin^{q′ −q}_2

. (2.9)

DiagonalizaciØ fermionnogo gamil~toniana XY modeli, zapisannogo v impul~snom predstavlenii, okazyvaetsØ estestvenno svØzannoæ s matricami razmera 2M × 2M , qto, v svo¸ oqered~, privodit k ispol~zovani¸ ukazannyh matric i v podhode [2]. UqityvaØ neobhodimost~ pereæti k matricam razmera 2M × 2M , poluqim iz (2.6), (2.8) sledu¸wee predstavlenie dlØ obsußdaemoæ del~ta-funkcii: ∫ exp (1 2 ∫ ( X^∗_τ J_τ + J^∗_τ X_τ ) dτ ) dΛ, (2.10)

148 K. MALYXEV gde J^∗_τ ≡ Λ^∗ ( ~Iδ(τ − τ_0) − se^{−α} e^Qδ(τ − τ_0 − β) ) , J_τ ≡ ( ~Iδ(τ − τ_0) − se^α e^Qδ(τ − τ_0 − β) ) Λ. (2.11)

V sootnoxeniØh (2.10) i (2.11) vvedeny oboznaqeniØ dlØ matricstolbcov razmernosti 2M :

Λ ≡ . . λ_q −λ^∗_{−q} . . , X_τ ≡ . . x_{q,τ} x^∗_{−q,τ} . . (2.12)

(i t.d.). Krome togo, v (2.10) i (2.11) prinØty sledu¸wie matriqnye oboznaqeniØ: ~I ≡ ^I ⊗ σ^0, ~Q ≡ ^Q ⊗ σ^3, gde ^I – ediniqnaØ M ×M matrica, σ^0 – ediniqnaØ 2×2 matrica, ^Q – M ×M matrica s matriqnymi fflementami (2.9), i σ^a, gde a prinimaet znaqeniØ 1, 2, 3 ili x, y, z, – matricy Pauli. Integrirovanie po τ v (2.10) idet ot −∞ do ∞. Pri fftom uqityvaetsØ, qto M qetno i qto pri diagonalizacii gamil~toniana modeli v sluqaØh q = 0 i q = π (esli q ∈ S^−) trebu¸tsØ special~nye doopredeleniØ (sm. ssylki v [7]).

Posle vseh sdelannyh zameqaniæ moßno pereæti ot integral~- nogo predstavleniØ, zadavaemogo sootnoxeniØmi (2.2)–(2.4), k sledu¸wemu funkcional~nomu integralu, v kotorom pod znak integrirovaniØ vvedena sootvetstvu¸waØ del~ta-funkciØ: ∫ exp ( 1 2 ∫ { X^∗_τ ( d dτ − ~H ) X_τ + X^∗_τ J_τ + J^∗_τ X_τ } dτ ) dΛDX, (2.13) gde DX – funkcional~naØ mera integrirovaniØ po peremennym x_{q,τ} , x^∗_{−q,τ} , ob¨edinennym v matriqnoznaqnu¸ peremennu¸ (stolbec) X_τ (2.12). V (2.13) ispol~zuetsØ oboznaqenie ~H dlØ matricy razmera 2M ×2M , voznika¸weæ iz gamil~toniana XY modeli v impul~snom predstavlenii:

~H ≡ ^ε ⊗ σ^3 + ^Γ ⊗ σ^1. (2.14)

V sootnoxeniØh (2.13), (2.14) prinØty sledu¸wie matriqnye oboznaqeniØ: ^ε ≡ diag_q {ε_q }, ^Γ ≡ diag_q {Γ_q} (γ – parametr anizo-

tropii XY modeli, ε_q ≡ h − cos q, Γ_q ≡ γ sin q, i h – postoØnnoe

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 149 odnorodnoe magnitnoe pole); diag_q oznaqaet diagonal~nu¸ M ×M

matricu, gde q probegaet odno iz mnoßestv S^± (hotØ sootvetstvu- ¸wie indeksy ± v ispol~zuemyh formulah, kak pravilo, opuska- ¸tsØ). Formal~no, temperaturnyæ argument τ izmenØetsØ ot −∞ do ∞ (sootvetstvu¸wee ograniqenie otrezkom [0, β] “zaloßeno” v nalagaemu¸ svØz~). Predstavlenie, zadavaemoe sootnoxeniØmi (2.13), (2.14) imeet smysl kak dlØ G^±_F Z^±_F , tak i dlØ G^±_BZ^±_B .

Gamil~tonian ~H (2.14) diagonalizuetsØ [7] preobrazovaniem Bogol¸bova, qto sootvetstvuet perehodu k novym peremennym Y^∗ = X^∗~g^{−1}, Y = ~gX: ~g ( d dτ − ~H ) ~g^{−1} = d dτ − ~E, ~E ≡ ^E ⊗ σ^3, (2.15) gde ^E ≡ diag_q {E_q}, q ∈ S^±; E_q = √ ε^2_q + Γ^2_q – urovni ffnergii XY

modeli. UnitarnaØ matrica ~g, osuwestvlØ¸waØ diagonalizaci¸ ~H (2.14), zapisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: ~g ≡ diag_q { e^{−i(θq /2)σ2} } , e^{−i(θq/2)σ2} = cos(θ_q /2)σ^0 − i sin(θ_q /2)σ^2,

(2.16)

gde ugly θ_q opredelØ¸tsØ iz uravneniØ tan θ_q = −Γ_q/ε_q . UqityvaØ neobhodimost~ podeæstvovat~ s pomow~¸ matric ~g, ~g^{−1} i na peremennye Λ^∗, Λ, pereædem ot integrala (2.13) k sledu¸wemu predstavleni¸: ∫ exp ( 1 2 ∫ { Y^∗_τ ( d dτ − ~E ) Y_τ + Y^∗_τ ~J_τ + ~J^∗_τ Y_τ } dτ ) d~ΛDY, (2.17) gde ~J^∗_τ , ~J_τ – “istoqniki” J^∗_τ , J_τ posle primeneniØ preobrazovaniæ s matricami ~g, ~g^{−1}: ~J^∗_τ ≡ ~Λ^∗ ( ~Iδ(τ − τ_0) − s~ge^{−α} e^Q~g^{−1}δ(τ − τ_0 − β) ) , ~J_τ ≡ ( ~Iδ(τ − τ_0) − s~ge^α e^Q~g^{−1}δ(τ − τ_0 − β) ) ~Λ, gde ~Λ^∗ ≡ Λ^∗~g^{−1}, ~Λ ≡ ~gΛ. Sdvigom peremennyh integrirovaniØ Y^∗_τ ,

150 K. MALYXEV

Y_τ uniqtoßaem lineænye qleny v (2.17) i poluqaem: ∫ exp ( 1 2 ∫ Y^∗_τ ( d dτ − ~E ) Y_τ dτ ) DY × ∫ exp ( 1 2 ∫ ~J^∗_τ ~G(τ − τ^′) ~J_{τ ′} dτ dτ^′ ) d~Λ, (2.18)

gde ~G(τ − τ^′) – matriqnoznaqnoe fundamental~noe rexenie operatora d/dτ − ~E, t.e. ( d dτ − ~E ) ~G(τ − τ^′) = δ(τ − τ^′)~I. Rassmatrivaemyæ integral (2.18) trebuet regulØrizacii, kotoru¸ moßno osuwestvit~ proizvodØ delenie vyraßeniØ (2.18) na analogiqnoe vyraßenie, otveqa¸wee α = 0. Pri fftom pervye somnoßiteli v (2.18) sokrawa¸tsØ. V fftoæ svØzi rassmotrim vtoroæ integral v (2.18), kotoryæ ØvlØetsØ gaussovym i beretsØ standartno. Integrirovanie po τ, τ^′ toße vypolnØetsØ neposredstvenno i v rezul~tate poluqaem:

det^{1/2}_{2M} [ ~G(0) − s~ge^{−α} e^Q~g^{−1} ~G(β) −s ~G(−β)~ge^α e^Q~g^{−1} + ~ge^{−α} e^Q~g^{−1} ~G(0)~ge^α e^Q~g^{−1} ] . (2.19)

Funkci¸ Grina ~G(τ − τ^′) vyberem v vide:

~G(τ − τ^′) = (~IΘ(τ − τ^′) + ~M )e^{(τ−τ ′ )} e^E , (2.20)

t.e. v vide summy rexeniæ neodnorodnogo i odnorodnogo uravneniæ. V (2.20), Θ(τ − τ^′) – funkciØ Hevisaæda, dlØ kotoroæ Θ(0) = 1/2, i ~M – postoØnnaØ matrica. Pri pomowi matricy ~M moßno izbavit~sØ ot nekotorogo mul~tiplikativnogo proizvola v okonqatel~nom otvete, t.e., v koneqnom sqete, zafiksirovat~ vybor regulØrizacii dlØ rassmatrivaemogo integrala. Soglasovannost~ s rezul~tatami predyduwih vyqisleniæ [2] voznikaet pri sledu¸wem vybore ~M : ~M = ( e^{(α/2)} ( b_{Q⊗σ}^0 ) − ~I )( ~I − se^{−β} e^E ~ge^α e^Q~g^{−1} )_{−1} . (2.21)

PodstavlØØ (2.20), (2.21) v (2.19) poluqaem:

det^{1/2}_{2M} ( e^{(α/2)} ( b_{Q⊗σ}^0 )) det^{1/2}_{2M} ( ~I − s~ge^{−α} e^Q~g^{−1}e^β e^E ) . (2.22)

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 151 Okonqatel~no, dlØ poluqeniØ vyraßeniæ G^±_F i G^±_B, razdelim (2.22) na sootvetstvu¸wee vyraßenie pri α = 0. Togda prihodim k otvetu [2]: e^{αm/2}det^{1/2}_{2M} (~ I + ~M_{F,B} ) , (2.23) gde ~M_{F,B} ≡ ~g [ ^Q ⊗ (e−ασ^3 − σ0) ] ~g^{−1} ~I − se−β eE . (2.24)

Pri zapisi (2.23), (2.24) ispol~zovany sootnoxeniØ: tr ^Q = m i exp ( −α~g ~Q~g^{−1} ) − ~I = ~g [ ^Q ⊗ (exp(−ασ^3) − σ^0) ] ~g^{−1}. V otvete dlØ G^±_F ispol~zuem ~M_F (2.24), gde podstavlØem s = −1, a v sluqae G^±_B berem ~M_B, gde s = 1.

Otvety dlØ G^±_F , G^±_B poluqeny v [1], [2] imenno v vide (2.23), (2.24). V sledu¸wem razdele budet pokazano, qto kvadratnyæ koren~ v (2.23) moßno izvleq~ i pridti k otvetu v vide opredelitelØ matricy razmera M ×M . V rabote [2] graniqnye usloviØ (2.4) uqityvalis~ pri zapisi sootvetstvu¸wego fur~e-razloßeniØ po qastotam. DlØ poluqeniØ mnoßitelØ e^{αm/2} v (2.23), v rabotah [2] ispol~zuetsØ priem, sostoØwiæ v pripisyvanii, na opredelennom xage vyqisleniØ, funkcional~nym peremennym operatornogo soderßaniØ. V podhode nastoØweæ raboty graniqnye usloviØ uqityva¸tsØ s pomow~¸ del~ta-funkciæ v podintegral~nom vyraßenii. Sootvetstvu¸wu¸ rol~ teper~ igraet special~nyæ vybor v (2.20) rexeniØ odnorodnogo uravneniØ. Vybor netrivial~noæ matricy ~M v (2.20) faktiqeski fiksiruet sled matriqnoznaqnoæ funkcii Grina: Tr ( ~G(τ − τ^′) ) = βtr (~I/2 + ~M ) = βM + βtr ( ~M ).

V blizkoæ forme, funkciØ Grina (2.20) voznikala v vide Ødra integral~nogo operatora v [11] pri vyqislenii statistiqeskih summ boze- i fermi-oscillØtorov funkcional~nymi metodami.

3. Kvadratnyæ koren~ iz opredelitelØ

Itak, vyqislenie funkcional~nogo integrala (2.13), s pomow~¸ kotorogo moßno predstavlØt~ vhodØwie v (2.1) veliqiny

152 K. MALYXEV

G^±_F , G^±_B , privodit k otvetu (2.23) v vide kvadratnogo kornØ iz opredelitelØ matricy razmera 2M × 2M . �tot koren~ moßno izvleq~ i pridti k opredelitel¸ matricy razmera M × M . DlØ fftogo nußno vospol~zovat~sØ preobrazovaniem podobiØ, ukazannym v rabote [6], kotoroe opredelØetsØ 2M × 2M matriceæ ~Σ: ~Σ ≡ ^I ⊗ exp ( −i π 4 σ^1 ) , ~Σ^{−1} = ^I ⊗ exp ( i π 4 σ^1 ) , (3.1) gde exp ( i π 4 σ^1 ) = 1 √ 2 (σ^0 + iσ^1), (3.2)

i ispol~zu¸tsØ matricy ^I i σ^a, a ∈ {0, 1, 2, 3}, vvedennye v predyduwem razdele.

Vvedem dopolnitel~no sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ diagonal~nyh matric razmera M × M : ^c = cos(^θ/2), ^s = sin(^θ/2), ^θ = diag_q { θ_q } , ^e = ^c + i^s, ^e^∗ = ^c − i^s. (3.3)

V sootnoxeniØh (3.3) (kak i v (2.16)), v oboznaqenii diag_q podra-

zumevaetsØ, qto indeks q prinimaet znaqeniØ v mnoßestvah S^±. V oboznaqeniØh dlØ matric sootvetstvu¸wiæ indeks ± budem opuskat~ dlØ sohraneniØ naglØdnosti. OpredeleniØ (3.3) pozvolØ¸t zapisat~ matricu ~g (2.16), kotoraØ diagonalizuet gamil~- tonian ~H (2.14), sledu¸wim obrazom: ~g = ^c ⊗ σ^0 − i^s ⊗ σ^2 = (1/2) [ ^e ⊗ ( σ^0 − σ^2 ) + ^e^∗ ⊗ ( σ^0 + σ^2 )] . (3.4)

Pri neobhodimosti budem snabßat~ matriqnye oboznaqeniØ (3.3), (3.4) Øvno ukazannym argumentom: ^c_θ, ~g_θ i t.d.

Primenim k ~g (3.4) preobrazovanie podobiØ s matriceæ ~Σ (3.1). Ispol~zuØ (3.1)–(3.4) pri peremnoßenii matric, poluqa- em: ~Σ~g ~Σ^{−1} = ^c ⊗ σ^0 − i^s ⊗ σ^3 = ^e ⊗ σ^⊥ + ^e^∗ ⊗ σ^⊤ = exp ( −i ^θ 2 ⊗ σ^3 ) ≡ ~e, (3.5)

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 153 gde σ^⊤ ≡ (1/2) ( σ^0 + σ^3 ) , σ^⊥ ≡ (1/2) ( σ^0 − σ^3 ) . Vospol~zuemsØ (3.5), qtoby vyqislit~ preobrazovanie podobiØ matricy ~I + ~M_{F,B} , gde ~M_{F,B} opredelØetsØ ravenstvami (2.24). Poluqaem: ~Σ(~I + ~M_{F,B} )~Σ^{−1} = ~I + ~e~Σ [ ^Q ⊗ (e^{−ασ3} − σ^0) ] ~Σ^{−1}~e^∗ × ~Σ (~ I − se^{−β} e^E )_{−1} ~ Σ^{−1},

(3.6)

gde matrica ~E opredelena v (2.15).

Prodolßim vyqislenie pravoæ qasti (3.6). Peremnoßenie matric daet: ~Σ [ ^Q ⊗ (e^{−ασ3} − σ^0) ] ~Σ^{−1} = ^Q ⊗ [( cosh α − 1 ) σ^0 + sinh ασ^2 ]

= ( cosh ( α ^Q ) − ^δ ) ⊗ σ^0 + sinh ( α ^Q ) ⊗ σ^2, (3.7) gde ispol~zuetsØ exp ( ±α ^Q ) = ^I + ( e^{±α} − 1 ) ^ Q. (3.8)

Ravenstvo (3.8) osnovano na tom, qto ^Q (2.9) obladaet svoæstvom proektornosti: ^Q^2 = ^Q. Dalee, vvedem ewe oboznaqeniØ dlØ diagonal~nyh matric:

^f_s ≡ diag q {( 1 − se^{βEq} )_{−1}} , ^f^c_s ≡ ^I − ^f_s. (3.9) S ispol~zovaniem oboznaqeniæ (3.9) poluqaem:

~Σ(~I − se^{−β} e^E )^{−1} ~Σ^{−1} = 1 2 ( ^f^c_s ⊗ (σ^0 − σ^2) + ^f_s ⊗ (σ^0 + σ^2) )

= 1 2 (~ I − ^t^{(−s)} ⊗ σ^2 ) , (3.10)

gde prinØto oboznaqenie dlØ matricy ^t^{(1)} = ^t, ^t ≡ diag_q { tanh ( βE_q /2 )} , (3.11)

i ^t^{(−1)} oboznaqaet matricu, obratnu¸ k ^t.

154 K. MALYXEV

Osuwestvim podstanovku sootnoxeniæ (3.7) i (3.10) v pravu¸ qast~ (3.6). Ispol~zuem pri fftom sledu¸wee ravenstvo: ~e^∗_θ (~ I − ^t^{(−s)} ⊗ σ^2 ) ~e_θ = ~I + i ( ^e_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^+ − i ( ^e^∗_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^−, (3.12)

gde argument v ~e_θ sootvetstvuet opredeleni¸ (3.5), a v ~e_{2θ} fftot argument udvoen. Krome togo, v (3.12) ispol~zovany opredeleniØ:

σ^± = (1/2) ( σ^1 ± iσ^2 ) . Sootnoxenie (3.12) pozvolØet “pronesti” matricu ~e^∗ v pravu¸ qast~ formuly (3.6). Teper~, s uqetom (3.7), (3.10) i (3.12) privodim (3.6) k sledu¸wemu vidu: ~Σ(~I + ~M_{F,B} )~Σ^{−1} = ~e 2 [( cosh ( α ^Q ) + ^I −sinh ( α ^Q ) ^e_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^⊥ + ( cosh ( α ^Q ) + ^I − sinh ( α ^Q ) ^e^∗_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^⊤ +i ( sinh ( α ^Q ) − ( cosh ( α ^Q ) − ^I ) ^e^∗_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^− −i ( sinh ( α ^Q ) − ( cosh ( α ^Q ) − ^I ) ^e_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^+ ] ~e^∗ = ~e ( cosh ( α 2 ^Q) ⊗ σ^0 + sinh( α 2 ^Q) ⊗ σ^2 )

× [( cosh ( α 2 ^Q) − sinh( α 2 ^Q)^e^∗_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^⊤ + ( cosh ( α 2 ^Q) − sinh( α 2 ^Q)^e_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^⊥ ] ~e^∗. (3.13) Tak kak opredelitel~ matricy ~I + ~M_{F,B} ne menØetsØ pri soprØßenii matricami ~Σ, ~Σ^{−1} i ~e, ~e^∗, iz (3.13) poluqaem:

det_{2M} (~ I + ~M_{F,B} ) = det_{2M} ( cosh ( α 2 ^Q) ⊗ σ^0 + sinh( α 2 ^Q) ⊗ σ^2 )

×det_{2M} [( cosh ( α 2 ^Q) − sinh( α 2 ^Q)^e^∗_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^⊤ + ( cosh ( α 2 ^Q) − sinh( α 2 ^Q)^e_{2θ}^t^{(−s)} ) ⊗ σ^⊥ ] . (3.14) Vospol~zuemsØ ravenstvom tr ^Q = m i predstavim mnoßitel~ e^{αm/2} v (2.21) v vide:

det^{1/2}_{2M} ( e^α b^{Q/2} ⊗ σ^⊤ + e^α b^{Q/2} ⊗ σ^⊥ ) . (3.15)

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 155 Uqtem, qto pervyæ somnoßitel~ v pravoæ qasti (3.14) raven edinice. Togda, s uqetom (3.15), vyqislØemoe vyraßenie (2.21) prinimaet vid:

det^{1/2}_{2M} [( ^I + ^K^∗_s ) ⊗ σ^⊤ + (^I + ^K_s) ⊗ σ^⊥ ] = det^{1/2}_M (^ I + ^K_s ) det^{1/2}_M (^ I + ^K^∗_s ) . (3.16)

V (3.16) vvedeno oboznaqenie: ^K_s ≡ e^α − 1 2 ^Q(^I − ^e_{2θ}^t^{(−s)}), (3.17) gde s = 1 dlØ indeksa B i s = −1 dlØ indeksa F . Vo vtorom somnoßitele v pravoæ qasti (3.16) moßno vypolnit~ otraßenie q ←→ −q [7], posle qego okonqatel~nyæ otvet glasit:

e^{αm/2}det^{1/2}_{2M} (~ I + ~M_{F,B} ) = det_M (^ I + ^K_s ) . (3.18)

Takim obrazom, kvadratnyæ koren~ v (2.23) izvlekaetsØ, i otvet prinimaet vid, ukazannyæ v [7]. V [7] ispol~zovany kratnye grassmanovy integraly po kogerentnym sostoØniØm. Podhod v [1], [2] privodit k funkcional~nym integralam s kvaziperiodiqeskimi graniqnymi usloviØmi i nezavisimo daet dlØ G(α, m) (1.1) te ße otvety, qto i [7]. Takim obrazom, dal~neæxee razvitie tehniqeskih priemov, ispol~zovannyh v [12], [13], okazyvaetsØ korrektnym i dopuska¸wim dal~neæxie priloßeniØ.

V zakl¸qenie razdela rassmotrim ewe odin sposob izvleq~ koren~ iz opredelitelØ. �tot sposob podrazumevaet “pronesenie” matricy ~g, stoØweæ sleva v opredelenii ~M_{F,B} (2.24), v kraænee pravoe poloßenie. Tak kak pri soprØßenii opredelitel~ ne menØetsØ, vypolnim dlØ ~I + ~M_{F,B} soprØßenie s pomow~¸ ~g^{−1}, ~g (3.4). Vospol~zuemsØ sootnoxeniem (~ I − se^{−β} e^E )_{−1} = ^I ⊗ σ^⊤ − ^f_s ⊗ σ^3, (3.19)

gde ^f_s opredelØetsØ v (3.9). Dalee, podeæstvuem soprØßeniem na pravu¸ qast~ formuly (3.19): ~g^{−1} (^ I ⊗ σ^⊤ − ^f_s ⊗ σ^3 ) ~g = (1/2) (~ I + (^t^{(−s)} ⊗ σ^3)~g_{2θ} ) , (3.20)

156 K. MALYXEV gde ispol~zu¸tsØ sootnoxeniØ

^I − 2 ^f_s = ^t^{(−s)}, (~g_θ)^2 = ~g_{2θ}. (3.21)

Teper~ vyqislim soprØßenie matricy ~I + ~M_{F,B} . UqityvaØ (3.20) poluqaem: ~g^{−1} (~ I + ~M_{F,B} ) ~g = ~I + (1/2) [( e^{−α} b^Q − ^I ) ⊗ σ^⊤ + ( e^α b^Q − ^I ) ⊗ σ^⊥ ]

× ( ~I + (^t^{(−s)} ⊗ σ^3)~g_{2θ} ) . (3.22)

UmnoßaØ (3.22) sleva na matricu

e^α b^Q ⊗ σ^⊤ + ^δ ⊗ σ^⊥

(qto sootvetstvuet uqetu e^{αm/2}) i privodØ podobnye qleny, poluqaem: ~I + e^α − 1 2 ( ^ Q ⊗ σ^0 )[~ I − ( ^t^{(−s)} ⊗ σ^0 ) ~g_{2θ} ] . (3.23)

Teper~ vyqislim soprØßenie matricy (3.23) matriceæ ~Σ. Faktiqeski, trebuetsØ vospol~zovat~sØ formuloæ (3.5), vzØtoæ pri udvoennom argumente θ. Poluqaem otvet: [ ^I + e^α − 1 2 ^Q(^I − ^t^{(−s)}^e^∗_{2θ}) ] ⊗ σ^⊤ + [ ^I + e^α − 1 2 ^Q(^I − ^t^{(−s)}^e_{2θ}) ] ⊗ σ^⊥. Drugimi slovami, vnov~ prihodim k matricam, vhodØwim v (3.16), (3.17). Na fftom razdel, posvØwennyæ izvleqeni¸ kvadratnogo kornØ iz opredelitelØ v (2.23), zakonqen.

4. VremennaØ dvuhtoqeqnaØ korrelØcionnaØ funkciØ Z-komponent spinov

4.1 ProizvodØwaØ funkciØ.

Kak uße bylo skazano, v [1], [2] predstavlen funkcional~nointegral~nyæ podhod k vyqisleni¸ statiqeskih korrelØcionnyh funkciæ Z-komponent spinov dlØ XY i XX magnetikov Geæzenberga. V dannom razdele prodemonstrirovano obobwenie [1],

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 157 [2] na sluqaæ vremennyh ZZ-korrelØtorov dlØ XX modeli. A imenno, rassmotrim vyqislenie dvuhtoqeqnogo korrelØtora g_{zz}(m, t) ≡ ⟨ σ^z_k(0)σ^z_l (t) ⟩ T (4.1)

dlØ sluqaØ XX magnetika (zdes~ uglovye skobki oznaqa¸t temperaturnoe usrednenie, vyqislØemoe analogiqno (1.1)). Ukazannyæ korrelØtor pri t = 0 byl vpervye vyqislen v [9] dlØ nulevogo magnitnogo polØ s pomow~¸ toqnoæ diagonalizacii gamil~toniana XY -modeli. V rabote [10] ffto vyqislenie bylo obobweno dlØ neravnyh vremen i nenulevogo magnitnogo polØ. Bolee detal~no dvuhvremennye prodol~nye funkcii Grina dlØ izotropnogo sluqaØ XY modeli izuqalis~ v [14] pri proizvol~- noæ temperature. V rabote [15] poluqeny Øvnye vyraßeniØ dlØ vremennyh dvuhtoqeqnyh korrelØtorov Z-komponent spinov, a takße dlØ vremennoæ avtokorrelØcionnoæ funkcii namagniqennosti dlØ XY modeli na koneqnoæ cepoqke. Vremennye korrelØcionnye funkcii (v qastnosti, zavisØwie ot vremeni ZZkorrelØtory) rassmatrivalis~ takße v [16] dlØ neodnorodnoæ (dvuhpodrexetoqnoæ) XY modeli. V rabote [4] ukazannyæ korrelØtor byl vosproizveden s pomow~¸ tehniki, primenØemoæ v teorii integriruemyh sistem [3]. Mnogoqislennye literaturnye ukazaniØ, kasa¸wiesØ vyqisleniØ dinamiqeskih korrelØtorov XY magnetika ime¸tsØ v [16], a takße v svØzannoæ s qislennymi issledovaniØmi rabote [17]. Niße budet pokazano, qto moßno dat~ nezavisimyæ vyvod ukazannogo korrelØtora i v podhode [1], [2], esli vospol~zovat~sØ priemom, kotoryæ sostoit vo vvedenii proizvodØwego funkcionala.

Itak, iskomaØ vremennaØ korrelØcionnaØ funkciØ (4.1) pri nenulevoæ temperature T = 1/β konkretiziruetsØ sledu¸wim obrazom: g_{zz}(m, t) = Tr ( σ^z_k(0)σ^z_l (t)e^{−βHXX} ) Tr ( e^{−βHXX} ) , (4.2) gde σ^z_l (t) ≡ e^{itHXX} σ^z_l e^{−itHXX} , σ^z_k(0) ≡ σ^z_k,

(4.3)

m ≡ l − k, i H_{XX} – gamil~tonian XX modeli na periodiqeskoæ cepoqke s qetnym qislom uzlov M (v dal~neæxem indeks XX

158 K. MALYXEV

budem opuskat~). Perepixem g_{zz}(m, t) (4.2) sledu¸wim obrazom: g_{zz}(m, t) = Tr ( σ^z_ke^{itH} σ^z_l e^{−(β+it)H} ) Tr ( e^{−βH} ) , (4.4) gde H ≡ − 1 2 M∑ n=1 ( σ^+_n σ^−_{n+1} + σ^−_n σ^+_{n+1} ) − h 2 M∑ n=1 σ^z_n. (4.5)

Periodiqeskie graniqnye usloviØ dlØ spinovyh peremennyh ime¸t vid:

σ^±_{M+1} = σ^±_1 . (4.6)

S uqetom predstavleniØ (4.4) svedem vyqislenie g_{zz}(m, t) k vyqisleni¸ nekotoryh proizvodØwih funkcionalov, differencirovanie kotoryh privodit k g_{zz}(m, t). S fftoæ cel~¸, vnaqale s pomow~¸ preobrazovaniØ `ordana-Vignera perehodim ot spinovyh peremennyh σ^+_n , σ^−_n , σ^z_n k fermionnym peremennym c^†_n, c_n (n ∈ M). Algebra spinovyh peremennyh opredelØetsØ perestanovoqnymi sootnoxeniØmi: [ σ^α_k , σ^β_n ] = 2iδ_{kn} ∈^{αβγ} σ^γ_n (4.7)

(greqeskie bukvy prinima¸t znaqeniØ iz nabora { x, y, z } ), ili [ σ^+_k , σ^−_l ] = δ_{kl}σ^z_l , [ σ^z_k, σ^±_l ] = ±2δ_{kl}σ^±_l , (4.8) gde σ^±_n = (1/2) ( σ^x_n ± iσ^y_n ) . Algebra fermionnyh peremennyh zadaetsØ antikommutacionnymi sootnoxeniØmi: { c_k, c_l } = { c^†_k, c^†_l } = 0, { c_k, c^†_l } = δ_{kl}. (4.9)

Sootvetstvu¸wee otobraßenie zadaetsØ operatornymi ravenstvami:

σ^+_n = n−1∏ j=1 ( 1 − 2c^†_jc_j ) c_n, σ^−_n = c^†_n n−1∏ j=1 ( 1 − 2c^†_jc_j ) (n ∈ M). (4.10)

S uqetom (4.10), ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva:

c^†_nc_n = σ^−_n σ^+_n = (1/2) ( 1 − σ^z_n ) , σ^+_n σ^−_{n+1} = c^†_{n+1}c_n, σ^−_n σ^+_{n+1} = c^†_nc_{n+1}.

(4.11)

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 159 Ispol~zuØ (4.11), moßno predstavit~ (4.10) sledu¸wim obrazom:

σ^+_n = e^{−iπQ(n−1)}c_n, σ^−_n = c^†_ne^{iπQ(n−1)}, (4.12) gde Q(n) ≡ n∑ j=1 σ^−_j σ^+_j = n∑ j=1 c^†_jc_j , Q(M ) ≡ N . (4.13)

Operator Q(n) imeet smysl operatora qisla qastic na pervyh m uzlah cepoqki, i dlØ operatora polnogo qisla qastic Q(M ) prinØto oboznaqenie N .

V rezul~tate preobrazovaniØ (4.12), korrelØtor g_{zz}(m, t) (4.4) privoditsØ v fermionnyh peremennyh k sledu¸wemu vidu: g_{zz}(m, t) = 1 − 2 Tr ( c^†_kc_ke^{−βH} ) Tr ( e^{−βH} ) − 2 Tr ( c^†_l c_le^{−βH} ) Tr ( e^{−βH} )

+4 Tr ( c^†_kc_ke^{itH} c^†_l c_le^{−(β+it)H} ) Tr ( e^{−βH} ) . (4.14)

Pri fftom periodiqeskie graniqnye usloviØ (4.6) perehodØt v netrivial~nye graniqnye usloviØ dlØ fermionnyh peremennyh:

c_{M+1} = ( −1 )_N c_1, c^†_{M+1} = c^†_1 ( −1 )_N . (4.15)

Vvedem v rassmotrenie operatory P_±, osuwestvlØ¸wie proektirovanie na sostoØniØ s qetnym/neqetnym qislom fermionov:

P_+ + P_− = 11, P_+ − P_− = ( −1 )_N . (4.16)

S pomow~¸ (4.16) moßno predstavit~ vhodØwiæ v (4.14) gamil~- tonian H sledu¸wim obrazom:

H = P_+H_+ + P_−H_−, (4.17)

gde kvadratiqnye po fermionnym peremennym operatory H_± ime¸t sledu¸wee matriqnoe predstavlenie:

H_± = c^† ^H_±c − (M h/2). (4.18)

160 K. MALYXEV V (4.18), c^† i c oznaqa¸t M -komponentnye stroku i stolbec, postroennye iz c^†_n, c_n, a M × M matrica ^H_± imeet sledu¸wiæ vid:

^H_± = h −1/2 ±1/2 −1/2 h −1/2 −1/2 h −1/2 . . . −1/2 h −1/2 ±1/2 −1/2 h , (4.19)

gde ukazany tol~ko nenulevye fflementy. Nißnie indeksy v ^H_± oznaqa¸t, qto graniqnye usloviØ (4.15) konkretiziru¸tsØ dlØ podprostranstv s qetnym/neqetnym qislom fermionov sledu¸- wim obrazom:

c_{M+1} = ∓c_1, c^†_{M+1} = ∓c^†_1 ∼ ^H_±. (4.20)

ImeØ vvidu strukturu veliqin v pravoæ qasti (4.14), zaæmemsØ vyqisleniem proizvodØwego funkcionala sledu¸wego vida: G ≡ G(S, T | |μ, ν) = Tr ( e^S e^{−μH} e^T e^{−νH} ) Tr ( e^{−βH} ) , (4.21)

gde S i T – kvadratiqnye operatory S ≡ c^† ^Sc, T ≡ c^† ^T c, (4.22) postroennye iz diagonal~nyh matric

^S = diag {S_1, S_2, . . . , S_M }, ^T = diag {T_1, T_2, . . . , T_M }, (4.23)

i μ, ν – proizvol~nye kompleksnye qisla, μ+ν = β (β – obratnaØ temperatura). Naprimer, poslednee slagaemoe v pravoæ qasti (4.14) voznikaet v rezul~tate sledu¸weæ operacii nad proizvodØwim funkcionalom (4.21): ∂ ∂S_k ∂ ∂T_l G(S, T | |μ, ν) | | | | |S_n, T_n, ∀n −→ 0 μ, ν −→ −it, β + it . (4.24)

Esli zamenit~ ^T v (4.21) nulevoæ matriceæ, to vozniknet proizvodØwiæ funkcional dlØ vtorogo i tret~ego slagaemyh v pravoæ qasti (4.14).

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 161 Pol~zuØs~ predstavleniem (4.16) i svoæstvami proekcionnyh operatorov ( P_± )_2

= P_±, P_+P_− = 0, poluqaem: e^{−νH+P+−νH−P−} = e^{−νH+} P_+ + e^{−νH−} P_−. (4.25) Dalee, pol~zuØs~ (4.17) i (4.25) poluqaem: Tr ( e^S e^{−μH} e^T e^{−νH} ) = 1 2 ( G^+_F Z^+_F + G^−_F Z^−_F + G^+_B Z^+_B − G^−_B Z^−_B ) , (4.26)

gde vvedeny oboznaqeniØ: G^±_F Z^±_F ≡ G^±_F (S, T | |μ, ν)Z^±_F = Tr (e^S e^{−μH}± e^T e^{−νH}± ), (4.27) G^±_B Z^±_B ≡ G^±_B (S, T | |μ, ν)Z^±_B = Tr (e^S e^{−μH}± e^T (−1)^N e^{−νH}± ). DlØ Z^±_F , Z^±_B ispol~zu¸tsØ sledu¸wie formuly:

Z^±_F = Tr (e^{−βH±} ), Z^±_B = Tr ( (−1)^N e^{−βH±} ) , 4.2 Funkcional~nyæ integral.

SootnoxeniØ (4.26), (4.27) pokazyva¸t, qto vyqislenie proizvodØweæ funkcii (4.21) svoditsØ k vyqisleni¸ veliqin G^±_F Z^±_F , G^±_B Z^±_B . Vospol~zuemsØ proceduroæ, predstavlennoæ v [1] dlØ XX-magnetika, i rassmotrim, dlØ opredelennosti, vyqislenie G^±_F Z^±_F . Ispol~zuem predstavlenie dlØ sleda operatora v integral~nom vide [11]:

G^±_F Z^±_F = ∫ dzdz^∗e^{z∗ z} ⟨ z^∗|e^Se^{−μH±} e^T e^{−νH±} |z ⟩ , (4.28)

gde podrazumeva¸tsØ kogerentnye sostoØniØ, postroennye v koordinatnom predstavlenii: | z ⟩ ≡ exp {^M∑ k=1 c^†_kz_k } | 0 ⟩ ≡ exp(c^†z) | 0 ⟩ , ⟨ z^∗ |≡ ⟨ 0 | exp {^M∑ k=1 z^∗_kc_k } ≡ ⟨ 0 | exp(z^∗c).

(4.29)

SostoØniØ (4.29) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi dlØ operatorov c^†_n, c_n, n ∈ M.

162 K. MALYXEV

V kaqestve pervogo xaga vvedem v (4.28) dva razloßeniØ edinicy. V rezul~tate, uqityvaØ pri perestanovkah differencialov qetnost~ M , prihodim k sledu¸wemu sootnoxeni¸: ∫ dzdz^∗dχ^∗dχdψ^∗dψe^{z∗ z−χ∗χ−ψ∗ψ} × ⟨ z^∗|e^S |ψ ⟩⟨ ψ^∗|e^{−μH±} |χ ⟩⟨ χ^∗|e^T e^{−νH±} |z ⟩ . (4.30)

Napomnim standartnye formuly: ⟨ ξ^∗|e^{c†} b^{Lc}|ξ ⟩ = exp ( ξ^∗eb^Lξ ) , (4.31) ∫ dξdξ^∗ exp ( ξ^∗ ^Kξ + ξ^∗η + η^∗ξ ) = ( det ^K ) exp ( −η^∗ ^K^{−1}η ) , (4.32)

gde c^† i c oznaqa¸t, sootvetstvenno, stroku i stolbec, postroennye iz fflementov c^†_n, c_n (n ∈ M). Pri vyvode (4.31) ispol~zuetsØ diagonalizuemost~ ffrmitovoæ matricy ^L unitarnym preobrazovaniem. Vypolnim s pomow~¸ (4.31), (4.32) integrirovanie v (4.30) po ψ^∗, χ i po z^∗, ψ, i poluqim (snova v oboznaqeniØh z^∗, z): e^{μMh/2}det ^E ∫ dzdz^∗e^{z∗} b^{E−1z} ⟨ z^∗|e^T e^{−νH±} |z ⟩ , (4.33) gde ^E ≡ eb^S e^{−μ} b^H± , (4.34)

i matricy ^H_±, ^S opredeleny v (4.19), (4.23).

Integral, vhodØwiæ v (4.33), imeet v toqnosti tot ße vid, qto i integral, rassmotrennyæ v [1] dlØ proizvodØwego funkcionala prodol~nyh korrelØtorov XX modeli. Dal~neæxee vyqislenie provedem, sleduØ [1], s pomow~¸ perehoda k funkcional~- nomu integralu. Predstavim e^{−νH±} v vide proizvedeniØ N odinakovyh somnoßiteleæ i podstavim meßdu nimi N ffkzemplØrov razloßeniæ ediniqnogo operatora po bazisam kogerentnyh sostoØniæ ⟨ x^∗(a_I ) | | ≡ ⟨{x∗_k(a_I )}_{k∈M} | |, | |x(a_I )⟩ ≡ | |{x_k(a_I )}_{k∈M}⟩. Zdes~ a_I ∈ { a_I }_N I=1 – nezavisimye kompleksnye qisla, “indeksiru¸- wie” kogerentnye sostoØniØ. Posle fftogo osuwestvlØetsØ perehod k N → ∞. Ukazannye kogerentnye sostoØniØ stroØtsØ po analogii s (4.29) nad fokovskim vakuumom |0⟩ (c_n|0⟩ = 0, ∀n). Kaßdyæ ffkzemplØr fftih sostoØniæ parametrizuetsØ kompleksnoznaqnymi grassmanovymi parametrami x^∗_k(·), x_k(·), k ∈ M. Krome togo, pri

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 163 ispol~zovanii ukazannyh kogerentnyh sostoØniæ sleduet uqityvat~, qto operatory v nih udovletvorØ¸t ewe kakomu-to odnomu iz graniqnyh usloviæ (4.20). DlØ uproweniØ formul sootvetstvu¸wee oboznaqenie vvodit~ ne budem.

S uqetom (4.31) vospol~zuemsØ sledu¸wim predstavleniem, kotoroe neobhodimo pri vyqislenii integrala (4.33): ⟨ z^∗|e^T |x(a_1) ⟩ = ⟨ z^∗|e^{c†} b^{T c}|x(a_1) ⟩ = exp ( z^∗e b_T x(a_1) ) , (4.35)

V sootnoxenii (4.35) z^∗ i x(1) – stroka i stolbec, obrazovannye peremennymi na uzlah z^∗_k i x_k(1). Drugoe srednee, neobhodimoe dlØ perehoda ot (4.33) k funkcional~nomu integralu, vyglØdit sledu¸wim obrazom (I ∈ { 1, 2, . . ., N − 1 } ): ⟨ x^∗(a_I )|e^{(−ν/N)H±} |x(a_{I+1}) ⟩ ≃_{N≫1} ≃ e^{(ν/N)Mh/2} exp ( x^∗(a_I )x(a_{I+1}) − ν N x^∗(a_I ) ^H_±x(a_{I+1}) ) . (4.36) V rezul~tate, s ispol~zovaniem (4.35), (4.36), prihodim k predstavleni¸ (pol~zuemsØ zamenoæ peremennyh pri funkcional~nom integrirovanii [11]): G^±_F Z^±_F = e^{βMh/2} ∫ dz^∗dz N∏ I=1 dx^∗(I)dx(I)

× exp { z^∗ ( z + ^Ee b^T x(1) ) + x^∗(1) ( x(2) − x(1) ) + . . . + x^∗(N ) ( z − x(N ) )

− ν N ( x^∗(1) ^H_±x(2) + x^∗(2) ^H_±x(3) + . . . + x^∗(N ) ^H_±z )} , (4.37)

gde matrica ^E opredelena v (4.34). Napomnim, qto parametr ν i indeksy a_I , “numeru¸wie” kogerentnye sostoØniØ – kompleksnye qisla. Pust~ Im a_I = Im ν, a uveliqenie nomera I na edinicu oznaqaet, qto Re a_I ispytyvaet prirawenie na edinicu. Sokrawennye oboznaqeniØ x^∗(I), x(I) v (4.37) prinØty vmesto oboznaqeniæ x^∗(a_I ), x(a_I ) (I ∈ { 1, . . ., N } ). SleduØ procedure [1], i uqityvaØ ee modifikaci¸ v razdele 2 nastoØweæ raboty (sm. takße [18]), soverxim pereoboznaqeniØ z^∗ −→ x^∗(0)e^− b^T ^E^{−1}, z −→ x(N + 1),

164 K. MALYXEV i potrebuem vypolneniØ usloviØ e^− b^T ^E^{−1}x(N + 1) = −x(0). UstremlØØ N k beskoneqnosti, perehodim ot (4.37) k funkcional~nomu integralu: e^{βMh/2} ∫ e^S dλ^∗dλDx^∗Dx, (4.38) gde S – funkcional deæstviØ, S ≡ ∫ L(τ )dτ, (4.39) i lagranßian L(τ ) imeet vid: L(τ ) ≡x^∗(τ ) ( d dτ − ^H_± ) x(τ ) + J^∗(τ )x(τ ) + x^∗(τ )J(τ ), J^∗(τ ) ≡ λ^∗ ( δ(τ − τ_0)^I + δ(τ − τ_0 − ν)e^− b^T e^μ b^{H±} e^− b^S ) , J(τ ) ≡ ( δ(τ − τ_0)^I + δ(τ − τ_0 − ν)e b_S e^{−μ} b_{H±} e b_T ) λ. (4.40)

Kompleksnyæ argument τ v (4.39), (4.40) – kontinual~naØ versiØ diskretnogo kompleksnogo indeksa a_I . V formule (4.38) del~tafunkcii, uqityva¸wie vozniknovenie netrivial~nyh graniqnyh usloviæ po kompleksnoæ peremennoæ τ , zameneny sootvetstvu¸wimi integralami po vspomogatel~nym grassmanovym peremennym λ^∗, λ. Integrirovanie ∫ dτ v funkcionale deæstviØ S (4.39) idet v kompleksnoæ ploskosti C po prØmoæ, parallel~noæ vewestvennoæ osi; po povodu integrirovaniØ po τ ∈ C sm. [11], [19]. Krome togo, Dx^∗Dx – funkcional~naØ mera integrirovaniØ.

DlØ vyqisleniØ integrala (4.38) vospol~zuemsØ metodom stacionarnoæ fazy [11]. UravneniØ dlØ ffkstremaleæ ime¸t sledu- ¸wiæ vid: δS δx^∗ = d dτ x − ^H_±x + J = 0, δS δx = − d dτ x^∗ − x^∗ ^H_± + J^∗ = 0

(4.41)

(predpolagaetsØ, qto variacii traektoriæ δx^∗(τ ), δx(τ ) isqeza- ¸t pri τ → ±∞). Odno iz rexeniæ uravneniæ (4.41) zapisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: x = ∫ ^G(τ − τ^′)J(τ^′)dτ^′, (4.42)

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 165 gde ^G(τ −τ^′) – fundamental~noe rexenie dlØ operatora − ( d/dτ − ^H_±): ( d dτ − ^H_± ) ^G(τ − τ^′) = −δ(τ − τ^′)^I. Vybiraem fundamental~noe rexenie v sledu¸wem vide: ^G(τ − τ^′) = θ(τ^′ − τ )e^{(τ−τ ′ )} b^H± , i s ispol~zovaniem (4.42) poluqaem sledu¸wiæ otvet dlØ (4.38): e^{βMh/2}Det ( d dτ − ^H_± ) ∫ exp (∫ J^∗(τ ) ^G(τ − τ^′)J(τ^′)dτ dτ^′ ) dλ^∗dλ. (4.43) Dal~neæxee vyqislenie proishodit po analogii s perehodom ot (2.18) k (2.22) v razdele 2. V rezul~tate, pri Re ν > 0, poluqaem:

G^±_F Z^±_F = e^{βMh/2}Det ( d dτ − ^H_± ) det (^ I + e^{−ν} b^{H±} e b_S e^{−μ} b^{H±} e b_T ) , (4.44)

otkuda sleduet, qto

G^±_F = det (^ I + ^M_F ) , (4.45) gde ^M_F ≡ ^M_F ( ^S, ^T | |μ, ν) ≡ e^{(β−ν)} b_{H±} eb_S e_{−μ} b_{H±} e b_T − ^I ^I + eβ bH± . (4.46)

Perehod ot (4.44) k (4.45) svØzan s deleniem na Z^±_F i svoditsØ k deleni¸ pravoæ qasti (4.44) na analogiqnoe vyraßenie, gde matricy ^S i ^T zameneny nulevymi matricami, a takße uqteno, qto μ + ν = β. DlØ poluqeniØ korrelØtora neobhodimo, v sootvetstvii s (4.24), differencirovat~ vyraßenie (4.45).

4.3 VremennaØ dvuhtoqeqnaØ korrelØcionnaØ funkciØ.

Itak, my poluqili otvety (4.45), (4.46) dlØ proizvodØwego funkcionala G^±_F v koordinatnom predstavlenii (dlØ G^±_B vyqisleniØ analogiqny). UbedimsØ v tom, qto v termodinamiqeskom predele voznika¸t korrektnye otvety dlØ prodol~noæ korrelØcionnoæ funkcii XX modeli kak v sluqae periodiqeskoæ cepoqki, tak i dlØ cepoqki s otkrytymi koncami.

166 K. MALYXEV

4.3.1 PeriodiqeskaØ cepoqka.

Soverxim nad ^H_± (4.19) i nad ^S, ^T (4.23) unitarnoe preobrazovanie s M × M matricami ^u^†, ^u, gde ( ^u ) kq ≡ 1 √ M e^{ikq}, (4.47)

^u^† – ffrmitovo-soprØßennaØ matrica, i indeksy matriqnyh fflementov k i q prinima¸t znaqeniØ v mnoßestvah M i S^±, sootvetstvenno (mnoßestva S^± sostoØt iz korneæ uravneniæ cos(M q) = ∓1, [1, 2]). Poluqaem: ^u^† ^H_±^u = ^ε ≡ diag_q { ε_q } , ε_q ≡ h − cos q, (4.48)

^u^† ^S ^u = ^S, ( ^ S ) pq ≡ 1 M M∑ k=1 S_ke^{ik(q−p)},

^u^† ^T ^u = ^T , ( ^ T ) pq ≡ 1 M M∑ k=1 T_ke^{ik(q−p)}. (4.49)

Tak kak soprØßenie ne menØet opredelitelØ, ispol~zuem (4.48), (4.49) i perepisyvaem predstavlenie (4.44) sledu¸wim obrazom:

G^±_F Z^±_F = e^{βMh/2}Det ( d dτ − ^ε ) det (^ I + e^{−ν}b^εe b^S e^{−μ}b^εe b^T ) . (4.50)

Dalee perehodim k ν = β + it, μ = −it, i poluqaem dlØ G^±_F (4.45):

G^±_F = det (^ I + ^M_F ) , (4.51) gde ^M_F ≡ ^M_F ( ^S, ^T | | − it, β + it) ≡ e^{−it} bεe bS eitbεe bT − ^I ^I + eβbε . (4.52)

Poloßim diagonal~nu¸ matricu ^S (4.23) ravnoæ nulevoæ matrice ^O. Togda matrica ^M_F v (4.51) prinimaet vid: ^M_F = ^M_F ( ^O, ^T | |·) = e b_T − ^I ^I + eβbε . (4.53)

Poloßim dlØ matricy ^T (4.23): T_1 = T_2 = · · · = T_m = α, T_{m+1} = · · · = T_M = 0, gde α ∈ C. Togda vypolnØØ ewe odno soprØßenie s

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 167 diagonal~noæ matriceæ diag_q { e^{i(m+1)q/2} } poluqaem pravu¸ qast~

(4.51) v sledu¸wem vide: det ( ^I + (e^α − 1) ^Q ^I + eβbε ) , (4.54)

gde matriqnye fflementy matricy ^Q opredelØ¸tsØ (2.9). Inymi slovami, prihodim k sootvetstvu¸weæ (“neqetnoæ”) proizvodØweæ funkcii G^±_F , svØzannoæ so statiqeskimi prodol~nymi korrelØtorami [1].

V termodinamiqeskom predele M → ∞, i opredeliteli det v pravyh qastØh (4.50), (4.51) perehodØt v opredeliteli Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov s Ødrami, voznika¸- wimi iz matricy (4.52) (takße (4.53), (4.54)) pri zamene vseh diskretnyh argumentov p, q na ih kontinual~nye analogi, prinima¸wie znaqeniØ v otrezke [−π, π] [6].

Poluqim teper~, pol~zuØs~ (4.51)–(4.53), Øvnoe vyraßenie dlØ vremennoæ dvuhtoqeqnoæ korrelØcionnoæ funkcii v termodinamiqeskom predele. Vvedem oboznaqeniØ dlØ qastnyh proizvodnyh v (4.24): ∂/∂S_k i ∂/∂T_l oboznaqim kak ∂_1 i ∂_2. Togda dlØ G^±_F (4.51), gde ^M_F opredelØetsØ (4.52), poluqaem (dlØ udobstva sohranØem “diskretnye” oboznaqeniØ):

∂_1∂_2G^±_F = G^±_F [ tr ( ∂_1 ^M_F ^I + ^M_F ) tr ( ∂_2 ^M_F ^I + ^M_F )

+ tr

( ∂_1∂_2 ^M_F ^I + ^M_F ) − tr ( ∂_1 ^M_F ^I + ^M_F ∂_2 ^M_F ^I + ^M_F ) ] . (4.55)

Iz sootnoxeniæ (4.52) poluqaem sledu¸wie vyraßeniØ dlØ proizvodnyh (posle vypolneniØ predel~nyh perehodov, predpisyvaemyh (4.24)):

∂_1 ^M_F = e^{−it}b^ε ( ∂_1 ^S ) e^{it}b^ε ^I + eβbε , ∂_2 ^M_F = ∂_2 ^T ^I + eβbε , ∂_1∂_2 ^M_F = e^{−it}b^ε ( ∂_1 ^S ) e^{it}b^ε ( ∂_2 ^T ) ^I + eβbε . (4.56)

Vyqislenie proizvodnyh ∂_1 ^S i ∂_2 ^T privodit k matricam ^c_k i ^c_l, sootvetstvenno, gde matriqnye fflementy takovy: ( ^c_l ) pq ≡

168 K. MALYXEV

(1/M )e^{il(q−p)}. S ispol~zovaniem (4.55), (4.56) poluqaem dlØ g_{zz}(m, t) (4.14) v termodinamiqeskom predele sledu¸wee vyraßenie: g_{zz}(m, t) = ( 1 − 1 π π∫ −π dp 1 + e^{βεp} )_2 − | | | | | | 1 π π∫ −π e^{ip(l−k)+it cos p} dp 1 + e^{βεp} | | | | | | 2

+ ( 1 π π∫ −π e^{iq(k−l)−it cos q}dq )( 1 π π∫ −π e^{ip(l−k)+it cos p} dp 1 + e^{βεp} ) . (4.57)

Pri t = 0 poluqaem rezul~tat [1]: ⟨ σ^z_kσ^z_l ⟩ T = ( 1 − 1 π π∫ −π dp 1 + e^{βεp} )_2 − | | | | | | 1 π π∫ −π e^{ip(l−k)} dp 1 + e^{βεp} | | | | | | 2

+2δ_{kl} ( 1 π π∫ −π e^{ip(l−k)} dp 1 + e^{βεp} ) . (4.58)

Formula (4.57) sovpadaet s sootvetstvu¸wim otvetom, poluqennym v [4] s pomow~¸ vyqisleniæ v bazise betevskih volnovyh funkciæ.

4.3.2 Cepoqka so svobodnymi koncami.

V sluqae XX cepoqki s otkrytymi koncami situaciØ neskol~- ko prowe: sootvetstvu¸wiæ gamil~tonian po preßnemu zadaetsØ sootnoxeniem (4.5), no teper~ v summe, opisyva¸weæ vzaimodeæstvie blißaæxih sosedeæ otsutstvuet slagaemoe n = M . Sootvetstvenno, pri perehode k fermionnomu opisani¸ pol~zuemsØ vyraßeniem (4.14) dlØ korrelØtora s gamil~tonianom (4.18). Odnako teper~ v matrice ^H_± (4.19) matriqnye fflementy s indeksami (M, 1) i (1, M ) ravny nul¸ (faktiqeski, nißniæ indeks ± stanovitsØ lixnim). ProizvodØwiæ funkcional opredelØetsØ tol~ko vyraßeniem (4.45), gde vmesto ^H_± nußno podstavlØt~ matricu (4.19) s nulØmi vmesto ±1/2 (oboznaqim ee ^H).

Sobstvennye znaqeniØ matricy ^H ØvlØ¸tsØ kornØmi harakteristiqeskogo mnogoqlena det ( ^ H −λ ) i opredelØ¸tsØ uravneniem U_M (cos q) = 0, cos q ≡ h − λ, gde U_n(cos q) – mnogoqlen Qebyxeva 2-go roda [20]. Sobstvennye znaqeniØ ime¸t takoæ ße vid, kak i

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 169

ε_q (4.48), a dopustimye znaqeniØ q opredelØ¸tsØ sootnoxeniem sin ( (M + 1)q ) = 0: q ∈ S ≡ { q = π M + 1 l | |l ∈ M } . (4.59)

Matrica ^H diagonalizuetsØ ortogonal~nym preobrazovaniem s M × M matriceæ ^u [9]: ( ^u ) kq ≡ ( 2 M + 1 )_{1/2} sin qU_{k−1}(cos q) = ( 2 M + 1 )_{1/2} sin ( kq ) , (4.60)

i soprØßennaØ k ^u matrica poluqaetsØ transponirovaniem. Poluqaem: ^u^† ^H^u = ^ε ≡ diag_q { ε_q } ,

^u^† ^S^u = ^S, ( ^ S ) pq ≡ 2 M + 1 M∑ k=1 S_k sin ( kq ) sin ( kp ) . (4.61)

gde ε_q kak i v (4.48), a q opredelØetsØ (4.60). V rezul~tate vyqisleniæ, analogiqnyh predyduwemu sluqa¸, poluqaem proizvodØwiæ funkcional G:

G = det (^ I + ^M ) , ^M ≡ ^M( ^S, ^T | | − it, β + it) ≡ e^{−it} bεe bS eitbεe bT − ^I ^I + eβbε , (4.62)

gde ^T opredelØetsØ analogiqno (4.61). Ewe odno otliqie ot predyduwego vyqisleniØ svØzano s tem, qto vyqislenie proiz-

vodnyh ∂_1 ^S i ∂_2 ^T privodit k matricam ^c_k i ^c_l, sootvetstvenno, gde matriqnye fflementy takovy: ( ^c_l ) pq ≡^2_{M+1} sin ( lq ) sin ( lp ) . V rezul~tate poluqaem sledu¸wee vyraßenie dlØ korrelØtora g_{zz}(m, t) (termodinamiqeskiæ predel): g_{zz}(m, t) = ( 1 − 4 π π∫ 0 sin^2 ( kp ) 1 + e^{βεp} dp )( 1 − 4 π π∫ 0 sin^2 ( lq ) 1 + e^{βεq} dq )

− | | | | | | 4 π π∫ 0 sin ( lp ) sin ( kp ) e^{it cos p} dp 1 + e^{βεp} | | | | | | 2

170 K. MALYXEV + ( 4 π π∫ 0 sin ( lq ) sin ( kq ) e^{−it cos q} dq )( 4 π π∫ 0 sin ( lp ) sin ( kp ) e^{it cos p}dp 1 + e^{βεp} ) . (4.63)

5. Obsußdenie

PredstavlennaØ rabota prodolßaet raboty [1], [2], posvØwennye primeneni¸ funkcional~nogo integrirovaniØ k vyqisleni¸ prodol~nyh korrelØcionnyh funkciæ dlØ XX i XY magnetikov Geæzenberga. HarakternaØ osobennost~ rassmatrivaemogo podhoda sostoit v tom, qto peremennye integrirovaniØ podqinØ¸tsØ kvaziperiodiqeskim (“avtomorfnym”) graniqnym usloviØm na otrezke mnimogo vremeni. Po smyslu, predlagaemaØ rabota sostoit iz dvuh qasteæ. V pervoæ qasti (razdely 2 i 3) pokazano, qto graniqnye usloviØ po mnimomu vremeni, voznika¸wie v [1], [2], moßno uqityvat~ kak funkcional~nye svØzi, kotorye ograniqiva¸t oblast~ integrirovaniØ. Pri fftom v podintegral~noe vyraßenie vvodØtsØ sootvetstvu¸wie del~ta-funkcii. PredloßennaØ regulØrizaciØ voznika¸wih funkcional~nyh integralov privodit k otvetam, sovpada¸wim s otvetami [2]. V razdele 3 pokazano, kakim obrazom moßno izvleq~ kvadratnyæ koren~ iz opredelitelØ matric razmera 2M × 2M i privesti otvet k toæ forme, v kotoroæ on voznikaet v [6] i [7]. V rabote [6] ispol~zuetsØ podhod, osnovannyæ na vyqisleniØh v bazise betevskih volnovyh funkciæ. V [7] primenØetsØ koneqnokratnoe grassmanovo integrirovanie. Takim obrazom demonstriruetsØ korrektnost~ podhoda, predloßennogo v [1], [2], i slußawego, v opredelennom smysle, dal~neæxim razvitiem tehniqeskih ideæ, vyskazannyh v [12], [13]. VtoraØ qast~ predlagaemoæ raboty (razdel 4) soderßit obobwenie [1] na sluqaæ dvuhtoqeqnyh korrelØtorov tret~ih komponet spinov s Øvnoæ zavisimost~¸ ot vremeni. Razdel 4 takße osnovan na vvedenii proizvodØweæ funkcii i ee vyqislenii metodom funkcional~nogo integrirovaniØ. V kaqestve testa vyqislØetsØ dvuhtoqeqnaØ prodol~naØ funkciØ Grina dlØ XX magnetikov kak na periodiqeskoæ cepoqke, tak i na cepoqke so svobodnymi koncami.

V zakl¸qenie otmetim, qto XX model~, zatragivaemaØ v razdele 4, moßet rassmatrivat~sØ kak model~, voznika¸waØ v predele beskoneqnogo ottalkivaniØ na uzle dlØ bozonnoæ modeli

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 171 Habbarda (sluqaæ bozonov s “tverdoæ serdcevinoæ”), i okazyvaetsØ poleznoæ pri izuqenii (kvantovoæ) fazovoæ diagrammy posledneæ [21]. Krome togo, XX model~ predstavlØet interes v svØzi s opisaniem ffksitonov FrenkelØ [22], a takße v svØzi s kvantovymi vyqisleniØmi [23]. Krome togo, XY , XXX i XXZ modeli takße predstavlØ¸t interes dlØ kvantovyh vyqisleniæ [24].

Blagodarnosti

Avtor blagodarit N. M. Bogol¸bova i P. P. Kulixa za obsußdenie raboty i poleznye ukazaniØ.

Literatura

1. K. Malyxev Funkcional~noe integrirovanie s “avtomorfnym” graniq-

nym usloviem i korrelØtory tret~ih komponent spinov v XX modeli Geæzenberga. — Teor. Mat. Fiz. 136, ˝ 2 (2003), 285–298; arXiv:

hep-th/0204007.

2. C. Malyshev Functional integration with “automorphic” boundary conditions and correlators of z-components of spins in the XY and XX Heisenberg chains. — In: New Developments in Mathematical Physics Research. Ed., Charles V. Benton (Nova Science Publishers, New York, 2004), pp. 85–116; arXiv: math-ph/0405009.

3. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, A. G. Izergin Quantum Inverse Scattering Method and Correlation Functions. Cambridge, Cambridge University Press (1993).

4. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti Temperature correlation functions in the XXO Heisenberg chain. I. — Teor. Mat. Fiz. 94 no. 1 (1993), 19–51.

5. F. H. L. Eßler, H. Frahm, A. G. Izergin, V. E. Korepin Determinant representation for correlation functions of spin-1/2 XXX and XXZ Heisenberg magnets. — Comm. Math. Phys. 174 no. 1 (1995), 191–214.

6. A. G. Izergin, N. A. Kitanin, N. A. Slavnov O korrelØcionnyh funkciØh

XY -modeli. — Zap. nauqn. semin. POMI 224 (1995), 178–191.

7. A. G. Izergin, V. S. Kapitonov, N. A. Kitanin Odnovremennye temper-

aturnye korrelØtory odnomernoæ XY -cepoqki Geæzenberga. — Zap. na-

uqn. semin. POMI 245 (1997), 173–206; arXiv: solv-int/9710028.

8. N. Kitanine, J. M. Maillet, N. Slavnov, V. Terras Spin-spin correlation functions of the XXZ- 12 Heisenberg chain in a magnetic field. — Nucl. Phys. B 641 no. 3 (2002), 487–518.

N. Kitanine, J. M. Maillet, N. Slavnov, V. Terras Correlation functions of the XXZ spin- 12 Heisenberg chain at the free fermion point from their multiple integral representations. — Nucl. Phys. B 642 no. 3 (2002), 433–455.

9. E. Lieb, T. Schultz, D. Mattis Two soluble models of an antiferromagnetic chain.

— Ann. Phys. (NY) 16 no. 3 (1961), 407–466.

172 K. MALYXEV

10. Th. Niemeijer Some exact calculations on a chain of spins 1/2. I, II. — Physica

36 no. 3 (1967), 377–419; 39 (1968), no. 3, 313–326.

11. V. N. Popov, V. S. Yarunin Collective Effects in Quantum Statistics of Radiation and Matter. Dordrecht, Kluwer (1988).

12. L. Alvarez-Gaumé Supersymmetry and index theory. In: Supersymmetry. NATO ASI Ser. V. 125. Eds., K. Dietz et. al. (Plenum Press, New York, 1985), pp. 1–44.

13. V. N. Popov, S. A. Fedotov Metod funkcional~nogo integrirovaniØ i

diagrammnaØ tehnika dlØ spinovyh sistem. — ȷurn. �ksp. Teor. Fiz. 94, ˝ 3 (1988), 183–194.

14. S. Katsura, T. Horiguchi, M. Suzuki Dynamical properties of the isotropic XY model. — Physica 46 no. 1 (1970), 67–86.

15. P. Mazur, Th. J. Siskens Time correlation functions in the a-cyclic XY model.

I. — Physica 69 no. 1 (1973), 259–272.

16. J. H. H. Perk, H. W. Capel Time-dependent xx-correlation functions in the one - dimensional XY -model. — Physica A 89 no. 2 (1977), 265–303. J. H. H. Perk, H. W. Capel, Th. J. Siskens The correlation functions and ergodic properties in the alternating XY chain. — Physica A 89 no. 2 (1977), 304–325.

17. G. Müller, R. E. Shrock Dynamic correlation functions for one-dimensional quantum spin systems: New results based on a rigorous approach. — Phys. Rev. B 29 no. 1 (1984), 288–301.

18. F. A. Berezin Metod vtoriqnogo kvantovaniØ. Moskva, Nauka (1986).

19. A. M. Polyakov Gauge Fields and Strings. London, Harwood Academic Publishers (1987).

20. W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni, Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics. Berlin, Springer (1966).

21. S. Sachdev Quantum Phase Transitions. Cambridge, Cambridge University Press (1999).

22. F. Colomo, A. G. Izergin, V. Tognetti Correlation functions in the XXO Heisenberg chain and their relations with spectral shapes. — J. Phys. A: Math. Gen. 30 no. 2 (1977), 361–370.

23. B.-Q. Jin, V. E. Korepin Entanglement, Toeplitz determinants and Fisher-Hartwig conjecture. — J. Stat. Phys. 116 no. 1-4 (2004), 79–95; arXiv: quant-ph/0304108.

24. B.-Q. Jin, V.E. Korepin Correlation functions in spin chains and information theory. — Phys. Rev. A 69 no. 6 (2004), 120406PRA; arXiv: quant-ph/0309188. A. R. Its, B.-Q. Jin, V. E. Korepin Entanglement in XY spin chain; arXiv: quant-ph/0409027.

Malyshev C. The condition of quasi-periodicity in imaginary time as a constraint at the functional integration and the time-dependent ZZcorrelator of the XX Heisenberg magnet.

A functional integration approach for calculation of the longitudinal correlation functions of the XY Heisenberg magnet in the constant homogeneous magnetic field is considered in the present paper. The generating functionals of the correlators are defined in the form of the functional integrals over anti-commuting variables. The peculiarity of the functional

USLOVIE KVAZIPERIODIQNOSTI 173 integrals consists in the fact that the integration variables depend on the imaginary time quasi-periodically. The corresponding boundary conditions are accounted for as constraints which reduce the integration domain. For the XX Heisenberg magnet an application of the approach is given in the case of two-point correlator of third components of spins with an explicit dependence on time.

Postupilo 18 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN