Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 316, 2004 g.

A. S. Kulikov, S. S. Fedin

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK NA VREM˚ RABOTY ALGORITMOV RASWEPLENI˚

1. Vvedenie

Suwestvuet neskol~ko podhodov k rexeni¸ NP-trudnyh zadaq. K primeru, dlØ nekotoryh zadaq izvestny algoritmy, nahodØwie priblißennoe rexenie, a takße algoritmy, nahodØwie toqnye rexeniØ s nekotoroæ veroØtnost~¸. Odnako, na praktike mnogie problemy dolßny byt~ rexeny toqno, pofftomu v dannoæ stat~e my rassmatrivaem naibolee populØrnyæ tip algoritmov, tak nazyvaemye algoritmy raswepleniØ. Horoxo izvestnyæ primer algoritma raswepleniØ dlØ zadaqi SAT–DLL-podobnyæ algoritm [5].

Mnogie NP-trudnye zadaqi mogut byt~ sformulirovany v terminah bulevyh formul (naprimer, v stat~e [8] pokazano, kak sformulirovat~ v terminah bulevyh formul zadaqu o maksimal~nom seqenii grafa). Pofftomu my rassmatrivaem algoritmy raswepleniØ dlØ zadaq, ime¸wih delo s formulami v KNF (naprimer, SAT, MAXSAT). Niße my kratko opisyvaem osnovnu¸ ide¸ algoritma raswepleniØ dlØ takih zadaq. Na kaßdom xage algoritm snaqala uprowaet formulu, ispol~zuØ pravila uproweniØ. Dalee, esli poluqennaØ formula F ne ØvlØetsØ trivial~noæ, on delaet dva rekursivnyh vyzova na formulah, poluqennyh iz F prisvaivaniØmi l = true i l = false, gde l – literal formuly F (kak pravilo, takie formuly oboznaqa¸tsØ qerez F [l] i F [l]). I nakonec, algoritm vozvrawaet otvet, ishodØ iz otvetov, vozvrawennyh rekursivnymi vyzovami. K primeru, v sluqae zadaqi SAT on vozvrawaet otvet “Vypolnima”, esli i tol~ko esli hotØ by odin iz rekursivnyh vyzovov vernul takoæ

Pri qastiqnoæ podderßke granta No. 1 6-go konkursa-ffkspertizy nauqnyh proektov molodyh uqenyh RAN (1999), a takße granta nauqnyh xkol (kod 3180X1). 111

112 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN otvet. V obwem sluqae algoritm raswepleniØ moßet rekursivno vyzvat~ sebØ na bol~xem koliqestve formul. Edinstvennym usloviem na ffti formuly ØvlØetsØ vozmoßnost~ postroeniØ za polinomial~noe vremØ rexeniØ dlØ ishodnoæ formuly po rexeniØm dlØ fftih formul.

Suwestvuet bol~xoe koliqestvo literatury, opisyva¸weæ algoritmy raswepleniØ. Bolee togo, dlØ mnogih problem est~ celaØ “ierarhiØ” stateæ, soderßawih takie algoritmy, gde kaßdaØ stat~Ø uluqxaet rezul~tat predyduweæ bolee twatel~- nym razborom sluqaev ili vvedeniem novogo pravila uproweniØ. K primeru, suwestvu¸t algoritmy raswepleniØ dlØ zadaq SAT (sm. obzornu¸ stat~¸ [4]), MAXSAT ([2, 3, 8]), XSAT ([1, 10]), MUX-CUT ([6, 8]), a takße mnogih drugih. Kak pravilo, razmer analiza sluqaev v takoæ ierarhii rastet s uluqxeniem rezul~tata. Inogda, odnako, novoe pravilo uproweniØ pozvolØet dokazat~ luqxiæ rezul~tat, rassmotrev men~xee koliqestvo sluqaev.

V dannoæ rabote my predstavlØem algoritm, kotoryæ po mnoßestvu pravil uproweniØ avtomatiqeski generiruet dokazatel~stvo verhneæ ocenki na vremØ raboty algoritma raswepleniØ, ispol~zu¸wego ffti pravila. My predstavlØem neskol~ko avtomatiqeski poroßdennyh dokazatel~stv verhnih ocenok dlØ zadaq SAT, MAXSAT i (n, 3)-MAXSAT.

OrganizaciØ stat~i.

Naxa stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom: v razdele 2 my daem osnovnye opredeleniØ; razdel 3 soderßit detal~noe opisanie naxeæ programmy; v razdele 4 my obsußdaem podobnye raboty; razdel 5 soderßit dal~neæxie napravleniØ (v qastnosti, my ukazyvaem neskol~ko “uzkih” mest vseh izvestnyh na dannyæ moment programm dlØ avtomatiqeskogo dokazatel~stva verhnih ocenok dlØ NP-trudnyh zadaq).

2. Osnovnye opredeleniØ

Pust~ V – mnoßestvo bulevyh peremennyh. Otricanie peremennoæ v oboznaqaetsØ qerez v, posredstvom V my oboznaqaem mnoßestvo {v | v ∈ V }. Literalami my nazyvaem fflementy mnoßestva W = V ∪V . Esli w oboznaqaet literal l, to w oboznaqaet literal l. Kloz est~ diz¨¸nkciØ koneqnogo qisla literalov, ne soderßawaØ ni odnoæ peremennoæ odnovremenno s ee otricaniem.

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK113 Pustoæ kloz interpretiruetsØ kak false. Formula v KNF – ffto kon¨¸nkciØ koneqnogo qisla klozov. PustaØ formula interpretiruetsØ kak true. Dlina kloza est~ koliqestvo ego literalov, dlina formuly – summa dlin ee klozov. My govorim, qto literal l vstreqaetsØ v kloze ili formule, esli dannyæ kloz ili dannaØ formula soderßit literal l. Odnako, kogda my govorim, qto peremennaØ v vstreqaetsØ v kloze ili formule, my imeem v vidu, qto dannyæ kloz ili dannaØ formula soderßit literal v ili literal v. (i, j)-literal est~ literal, vstreqa¸wiæsØ v formule i raz poloßitel~no i j raz otricatel~no.

Naborom my nazyvaem koneqnoe podmnoßestvo mnoßestva W , ne soderßawee ni odnoæ peremennoæ odnovremenno s ee otricaniem. GovorØ neformal~no, to, qto nabor I soderßit literal l, oznaqaet, qto literalu l prisvoeno znaqenie true v I. DlØ poluqeniØ formuly F [I] iz formuly F i nabora I = {l_1, . . . , l_s}, my snaqala udalØem iz F vse klozy, soderßawie literaly l_i, a potom udalØem vse vhoßdeniØ literalov l_i iz ostavxihsØ klozov.

2.1. Ocenka razmera dereva raswepleniØ.

Kul~man i L¸khardt v rabote [11] vveli ponØtie dereva raswepleniØ. Rabotu algoritma raswepleniØ moßno rassmatrivat~ kak derevo, list~Ø kotorogo pomeqeny formulami v KNF, tak qto esli verxina pomeqena formuloæ F , to ee synov~Ø pomeqeny uprowennymi formulami F [I_1], F [I_2], . . . , F [I_k] dlØ nekotoryh naborov I_1, I_2, . . . , I_k. Kaßdoæ formule takogo dereva my pripisyvaem neotricatel~noe celoe qislo μ(F ), oboznaqa¸wee sloßnost~ F . V naxeæ programme my ispol~zuem sledu¸wie mery sloßnosti:

1. μ(F ) = N (F ) – koliqestvo peremennyh F ; 2. μ(F ) = K(F ) – koliqestvo klozov F ; 3. μ(F ) = L(F ) – dlina F .

Derevo ØvlØetsØ derevom raswepleniØ, esli sloßnost~ formuly kaßdoæ verxiny strogo bol~xe sloßnosti kaßdoæ iz formul, kotorymi pomeqeny synov~Ø fftoæ verxiny.

Rassmotrim verxinu naxego dereva, pomeqennu¸ formuloæ

F_0. Pust~ ee synov~Ø pomeqeny formulami F_1, F_2, . . . , F_m. Vektorom raswepleniØ fftoæ verxiny nazyvaetsØ vektor (t_1, t_2, . . . , t_m), v kotorom t_i est~ natural~noe qislo, ne prevoshodØwee μ(F_0) −

μ(F_i). Harakteristiqeskiæ mnogoqlen dannogo vektora raswe-

114 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN pleniØ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: h(x) = 1 − P^m_{i=1} x�^{ti} . Edinstvennyæ poloßitel~nyæ koren~ fftogo mnogoqlena nazyvaetsØ qislom raswepleniØ i oboznaqaetsØ qerez τ (t_1, t_2, . . . , t_m). Qislom raswepleniØ dereva T nazyvaetsØ maksimal~noe iz qisel raswepleniØ vseh ego verxin; my oboznaqaem ego qerez τ_{max,T} .

Na dannyæ moment my dali vse neobhodimye opredeleniØ dlØ predostavleniØ lemmy, dokazannoæ Kul~manom i L¸khardtom [11], kotoraØ pozvolØet ocenit~ koliqestvo list~ev dereva raswepleniØ, ispol~zuØ ego qislo raswepleniØ.

Lemma 2.1. Pust~ T – derevo raswepleniØ, koren~ kotorogo po-

meqen formuloæ F_0. Togda ego koliqestvo list~ev ne prevoshodit (τ_{max,T} )^{μ(F0)}.

Niße my pokazyvaem, kakim obrazom ffta lemma pomogaet ocenit~ vremØ raboty algoritma raswepleniØ. Kak uße bylo upomØnuto, algoritm raswepleniØ snaqala uprowaet vhodnu¸ formulu, posle qego proizvodit neskol~ko rekursivnyh vyzovov na formulah men~xeæ sloßnosti. PonØtno, qto obwee vremØ raboty takogo algoritma skladyvaetsØ iz vremeni raboty vseh rekursivnyh vyzovov, a takße vremeni, potraqennogo na to, qtoby proizvesti ffti vyzovy (otmetim, qto my rassmatrivaem tol~- ko algoritmy, kotorye na kaßdom xage proizvodØt rekursivnye vyzovy, koliqestvo kotoryh ograniqeno nekotoroæ konstantoæ). Takim obrazom, s toqnost~¸ do mnogoqlena vremØ raboty algoritma est~ koliqestvo verxin (ili list~ev) dereva rekursii.

2.2. Zadaqi SAT, MAXSAT i (n, 3)-MAXSAT.

V dannom podrazdele my daem opredeleniØ NP-trudnyh zadaq, na kotoryh my testirovali naxu programmu.

Zadaqa propozicional~noæ vypolnimosti (SAT) zakl¸qaetsØ v proverke suwestvovaniØ dlØ dannoæ formuly v KNF nabora bulevyh znaqeniæ dlØ vseh ee peremennyh, kotoryæ vypolnØet vse klozy dannoæ formuly. V zadaqe maksimal~noæ vypolnimosti (MAXSAT) trebuetsØ naæti maksimal~noe koliqestvo klozov dannoæ formuly, kotoroe moßet byt~ odnovremenno (to est~ odnim naborom) vypolneno. Zadaqa (n, 3)-MAXSAT est~ qastnyæ sluqaæ zadaqi MAXSAT, gde kaßdaØ peremennaØ poØvlØetsØ vo vhodnoæ formule ne bolee, qem tri raza.

Luqxie na dannyæ moment verhnie ocenki dlØ dannyh problem privedeny v tablice 1. Vse ffti ocenki poluqeny pri pomowi

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK115 metoda raswepleniØ. Otmetim, qto poka ne izvestno ocenok v forme O(c^N ), gde c < 2 est~ konstanta, dlØ zadaq SAT i MAXSAT. My ne znaem ocenok dlØ (n, 3)-MAXSAT otnositel~no koliqestva klozov i dliny formuly, uluqxa¸wih sootvetstvu¸wie ocenki dlØ MAXSAT.

Tablica 1. Luqxie izvestnye ocenki dlØ SAT, MAXSAT i (n, 3)-MAXSAT. N K L SAT O(2.000000N) O(1.238823K) [9] O(1.073997L) [9] MAXSAT O(2.000000N) O(1.341294K) [3] O(1.105729L) [2] (n, 3) � MAXSAT O(1.324719N) [2] O(1.341294K) [3] O(1.105729L) [2]

3. Algoritm

Snaqala my daem neskol~ko nestandartnyh opredeleniæ, kotorye udobny v kontekste dannoæ raboty, a potom predstavlØem osnovnoæ algoritm naxeæ programmy.

Tipiqnyæ algoritm raswepleniØ snaqala uprowaet vhodnu¸ formulu, posle qego rasweplØet poluqennu¸ formulu. Kak pravilo, on rasweplØet v zavisimosti ot nekotoryh svoæstv formuly. To est~ v opisanii algoritma raswepleniØ primenenie pravil uproweniØ predxestvuet neskol~kim sluqaØm sledu¸- weæ formy: “esli formula soderßit takie klozy ili literaly: . . . , to raswepit~ sledu¸wim obrazom: . . . ”. DlØ dokazatel~stva korrektnosti takogo algoritma neobhodimo dokazat~, qto kaßdaØ uprowennaØ formula (my nazyvaem formulu uprowennoæ, esli ni odno pravilo uproweniØ k neæ ne primenimo) udovletvorØet uslovi¸ hotØ by odnogo iz fftih sluqaev. Otmetim, qto kaßdomu takomu sluqa¸ sootvetstvuet mnoßestvo formul, udovletvorØ¸wih uslovi¸ fftogo sluqaØ, i algoritm korrekten, esli ob¨edinenie vseh takih mnoßestv soderßit mnoßestvo uprowennyh formul. V sledu¸wem podrazdele my vvodim udobnoe dlØ opisaniØ algoritmov raswepleniØ ponØtie klassa formul.

3.1. Klass formul.

Rassmotrim kloz C, sostoØwiæ iz literalov l_1, l_2, . . . , l_k. Klozom s neopredelennoæ dlinoæ my nazyvaem mnoßestvo klozov, ka-

116 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN ßdyæ iz kotoryh soderßit vse pereqislennye literaly, a takße, vozmoßno, ewe kakie-nibud~ literaly. OboznaqaetsØ takoe mnoßestvo sledu¸wim obrazom: (l_1 ∨ l_2 ∨ . . . ∨ l_k . . . ). Literaly

l_1, l_2, . . . , l_k my nazyvaem bazisom fftogo kloza. K primeru, (l . . . )

est~ mnoßestvo vseh klozov, soderßawih literal l, bazisom fftogo kloza ØvlØetsØ {l}. V dal~neæxem my ispol~zuem slovo “kloz” dlØ oboznaqeniØ kak klozov v standartnom opredelenii, tak i klozov s neopredelennoæ dlinnoæ.

Analogiqno my opredelØem klass formul. Rassmotrim klozy C0_{1, . . . , C}0_k (nekotorye iz nih mogut byt~ s neopredelennoæ dlinoæ). Togda klass formul otnositel~no C0_1, . . . , C0_k est~ mnoßestvo formul, kaßdaØ iz kotoryh predstavlØetsØ, kak C_1 ∧. . .∧C_m, i pri fftom vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: 1. m ≥ k, 2. dlØ vseh i, takih qto 1 ≤ i ≤ k, C0_i ⊆ C_i (kak mnoßestva literalov), esli C0_i ØvlØetsØ klozom s neopredelennoæ dlinoæ, i C_i = C0_i v protivnom sluqae, 3. dlØ vseh i, j, takih qto 1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ j ≤ m, C_j ne soderßit ni odnoæ peremennoæ bazisa C0_i.

My oboznaqaem ffto mnoßestvo qerez C0_1 ∧ . . . ∧ C0_k . . . i nazyvaem klozy C0_1, . . . , C0_k bazisom dannogo klassa. My govorim, qto peremennye klozov C0_1, . . . , C0_k ØvlØ¸tsØ izvestnymi dlØ dannogo klassa.

GovorØ neformal~no, moßno poluqit~ klass formul, zameniv vse vhoßdeniØ nekotorogo mnoßestva peremennyh formuly zna- kom “. . . ”. K primeru, formula (x∨y∨z)∧(x)∧(y ∨z∨u)∧(u∨x)∧(z) ØvlØetsØ fflementom sledu¸wego klassa formul: (z . . . ) ∧ (z ∨ u . . . ) ∧ (u . . . ) ∧ (z) . . . . Zametim, qto v bol~xinstve situaciæ my moßem rabotat~ s klassom formul tak ße, kak i s formuloæ v KNF. K primeru, esli my udalim iz bazisa klassa formul vse klozy, soderßawie literal x, posle qego udalim vse vhoßdeniØ literala x iz ostavxihsØ klozov, to my poluqim klass formul, poluqa¸wiæsØ iz ishodnogo klassa prisvaivaniem znaqeniØ true literalu x. Legko videt~ takße, qto esli posle prisvaivaniØ bulevogo znaqeniØ literalu klassa formul ili primeneniØ (rassmatrivaemogo v dannoæ stat~e) pravila uproweniØ k nemu sloßnost~ klassa umen~xilas~ na Δ, to sloßnost~ kaßdoæ formuly fftogo klassa umen~xilas~ hotØ by na Δ.

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK117 DlØ klassa formul F i kloza C my opredelØem klass formul

F + {C} kak klass, poluqa¸wiæsØ iz F pribavleniem kloza C

k ego bazisu. Analogiqno opredelØetsØ kloz s neopredelennoæ dlinoæ C + {l} dlØ kloza C s neopredelennoæ dlinoæ i literala l. Pod fiksirovaniem dliny kloza (l_1 ∨ . . . ∨ l_k . . . ) my ponimaem zamenu fftogo kloza na kloz (l_1 ∨ l_2 ∨ . . . ∨ l_k).

My govorim, qto pravilo uproweniØ primenimo k klassu formul, esli ffto pravilo primenimo k kaßdoæ formule fftogo klassa. K primeru, kaßdaØ formula klassa (x) ∧ (x ∨ y . . . ) ∧ (y . . . ) . . . soderßit qistyæ literal (to est~ literal, otricanie kotorogo ne vstreqaetsØ v formule). Analogiqno, my govorim, qto dlØ klassa formul suwestvuet rasweplenie, esli takoe rasweplenie suwestvuet dlØ kaßdoæ formuly fftogo klassa. Naprimer, dlØ kaßdoæ formuly klassa (x ∨ y) ∧ (x ∨ y ∨ t . . . ) ∧ (y ∨ u) ∧ (u ∨ z) ∧

(x∨t)∧(u∨y∨z) . . . suwestvu¸t (1, 2)-rasweplenie (po peremennoæ

x) otnositel~no qisla peremennyh (pri prisvaivanii znaqeniØ

false literalu x udalØetsØ peremennaØ t), (2, 3)-rasweplenie

(po y) otnositel~no qisla klozov i (4, 3)-rasweplenie (po z) otnositel~no dliny formuly. Odnako, pri rabote s konkretnoæ formuloæ, kak pravilo, vozmoßno naæti luqxie raswepleniØ (to est~ raswepleniØ s men~xim qislom raswepleniØ), poskol~- ku pravila uproweniØ mogut umen~xit~ sloßnost~ formuly posle raswepleniØ.

3.2. Pravila uproweniØ.

My govorim, qto pravilo uproweniØ primenimo k formule F , esli ono moßet za polinomial~noe vremØ zamenit~ F formuloæ F 0, tak qtoby vypolnØlis~ dva sledu¸wih usloviØ:

• sloßnost~ F 0 men~xe sloßnosti F ,

• rexenie dlØ F moßet byt~ za polinomial~noe vremØ postroeno iz rexeniØ dlØ F 0.

My govorim, qto pravilo uproweniØ primenimo k klassu formul, esli ono primenimo k kaßdoæ formule fftogo klassa.

V naxeæ programme my ispol~zuem sledu¸wie pravila uproweniØ (F oboznaqaet klass formul):

1. Qistyæ literal. Esli F soderßit (k, 0)-literal l, zamenit~ F na F[l]. Deæstvitel~no dlØ vseh rassmatrivaemyh zadaq.

118 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN 2. Ediniqnyæ kloz. Esli (l) ∈ F, zamenit~ F na F[l]. Deæstvitel~no tol~ko dlØ SAT.

3. Rezol¸ciØ. Esli F soderßit (1, 1)-literal l i l ∈ C_1 i l ∈ C_2, zamenit~ ffti klozy klozom C_1 ∪ C_2 − {l, l} (esli fftot kloz pust ili soderßit paru dopolnØ¸wih drug druga literalov, to ishodnye klozy prosto udalØ¸tsØ). Deæstvitel~no dlØ vseh rassmatrivaemyh zadaq. (Na samom dele, zdes~ my privodim uprowennu¸ versi¸ pravila, bolee ße detal~no ono opisano, naprimer, v [9].)

4. Dominiru¸wiæ ediniqnyæ kloz. Esli F soderßit literal l, takoæ qto literal l vstreqaetsØ v F ne bol~xe, qem literal l vstreqaetsØ v ediniqnyh klozah, zamenit~ F na F[l]. Deæstvitel~no dlØ MAXSAT i (n, 3)-MAXSAT.

5. ZamknutaØ podformula. Esli F soderßit zamknutu¸ podformulu F 0, zamenit~ F na F − F 0. Deæstvitel~no dlØ vseh rassmatrivaemyh zadaq.

6. Poqti dominiru¸wiæ ediniqnyæ kloz. Esli F soderßit literal l, takoæ qto l vstreqaetsØ v k ediniqnyh klozah F, a l vstreqaetsØ v k + 1 klozah, dva iz kotoryh soderßat paru dopolnØ¸wih drug druga literalov (qto oznaqaet, qto odin iz fftih klozov vypolnen vsegda), zamenit~ F na F[l]. Deæstvitel~no dlØ MAXSAT i (n, 3)-MAXSAT.

7. Poqti obwie klozy. Esli F soderßit dva kloza C_1, C_2 s opredelennoæ dlinoæ, takih qto dlØ nekotorogo literala l vypolneno C_1 − {l} = C_2 − {l}, zamenit~ ih na kloz C_1 − {l}. Deæstvitel~no dlØ MAXSAT i (n, 3)-MAXSAT.

8. VypolnØ¸wiæ nabor. Esli suwestvuet nabor dlØ vseh izvestnyh peremennyh F, vypolnØ¸wiæ vse klozy bazisa F, podstavit~ fftot nabor v F (to est~ prisvoit~ znaqenie true vsem literalam fftogo nabora). Deæstvitel~no dlØ vseh rassmatrivaemyh zadaq.

Vse pravila, krome poslednego, mogut byt~ naædeny v [2, 8, 9], korrektnost~ poslednego pravila oqevidna.

3.3. RealizaciØ i struktury dannyh.

V fftom podrazdele my opisyvaem realizaci¸ osnovnyh procedur i struktury dannyh naxeæ programmy.

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK119 Kloz predstavlØetsØ spiskom literalov i flagom IsLength-

Fixed. Kogda fftot flag ustanovlen, literaly ne mogut byt~ do-

bavleny v kloz. Po umolqani¸ flag ne ustanovlen i kloz rassmatrivaetsØ kak kloz s neopredelennoæ dlinoæ. Osnovnymi operaciØmi kloza ØvlØ¸tsØ fiksirovanie ego dliny, a takße dobavlenie i udalenie literala.

Pravilo uproweniØ realizovano kak procedura, prinima¸- waØ na vhod klass formul. Ona proverØet, vypolnØetsØ li ee sobstvennoe uslovie dlØ vhodnogo klassa, i, esli vypolnØetsØ, proizvodit sootvetstvu¸wee uprowenie formuly. Naprimer, pravilo qistyæ literal proverØet, soderßit li klass (k, 0)- literaly i prisvaivaet znaqenie true vsem takim literalam.

Klass formul predstavlØetsØ kak spisok klozov. Osnovnoæ operacieæ klassa formul ØvlØetsØ prisvaivanie bulevogo znaqeniØ ee literalu. Pri prisvaivanii znaqeniØ true literalu l my snaqala udalØem iz klassa formul vse klozy, soderßawie literal l, posle qego udalØem vse vhoßdeniØ literala l.

Drugoæ vaßnoæ operacieæ klassa formul ØvlØetsØ nahoßdenie ego vozmoßnyh raswepleniæ. Naxa programma rassmatrivaet sledu¸wie raswepleniØ (F – klass formul, x, y – ego literaly): 1. F[x], F[x]; 2. F[x, y], F[x, y], F[x]; 3. F[x, y], F[x, y], F[x, y], F[x, y]. Posle postroeniØ klassov formul v odnom iz pereqislennyh vyxe sluqaev programma primenØet vse pravila uproweniØ (dannye eæ v kaqestve vhodnyh dannyh) ko vsem poluqennym klassam do teh por, poka hotØ by odno iz pravil primenimo. Pravila primenØ¸tsØ v porØdke, v kotorom oni da¸tsØ programme, kaßdoe pravilo primenØetsØ tol~ko togda, kogda ni odno iz predyduwih pravil ne primenimo. Posle fftogo programma vyqislØet rezul~tiru¸wee qislo raswepleniØ otnositel~no dannoæ mery sloßnosti.

3.4. Algoritm.

Osnovnoæ cel~¸ naxeæ programmy ØvlØetsØ dokazatel~stvo verhneæ ocenki na vremØ raboty algoritma, forma kotorogo dana na ris. 1.

120 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

Procedura AlgoritmRaswepleniØ Vhod:

formula F , mnoßestvo pravil uproweniØ S, mera sloßnosti μ.

Metod

1. primenØt~ pravila uproweniØ iz mnoßestva S k formule F do teh por, poka hotØ by odno iz nih primenimo 2. esli rexenie dlØ F moßet byt~ postroeno za polinomial~- noe vremØ (v qastnosti, esli F pusta), vernut~ rexenie 3. dlØ kaßdoæ pary peremennyh x i y rassmotret~ sledu¸wie raswepleniØ: (a) F [x], F [x] (b) F [x, y], F [x, y], F [x] (c) F [x, y], F [x, y], F [x, y], F [x, y] vybrat~ to, kotoromu sootvetstvuet maksimal~noe qislo raswepleniØ (otnositel~no μ) 4. postroit~ formuly, sootvetstvu¸wie raswepleni¸, naædennomu na predyduwem xage, i proizvesti rekursivnye vyzovy dlØ fftih formul 5. vernut~ otvet, osnovyvaØs~ na otvetah, vozvrawennyh rekursivnymi vyzovami

Ris. 1. Forma algoritma raswepleniØ.

Poluqiv na vhod mnoßestvo pravil uproweniØ S, meru sloßnosti μ i qislo SplitNum, naxa programma pytaetsØ dokazat~, qto takoæ algoritm vsegda nahodit raswepleniØ s qislom raswepleniØ, ne prevoshodØwim SplitNum. Takim obrazom, ona pytaetsØ dokazat~ verhn¸¸ ocenku O(SplitN um^μ) dlØ takogo algoritma.

OsnovnaØ qast~ naxeæ programmy realizovana v procedure Analizirovat~Sluqaæ, kotoraØ predstavlena na ris. 2. GovorØ neformal~no, ffta procedura pytaetsØ naæti podhodØwee rasweplenie dlØ vhodnogo klassa formul. Esli takoe rasweplenie naædeno, programma vozvrawaet, v protivnom sluqae ona stroit neskol~ko novyh klassov, ob¨edinenie kotoryh soderßit ishod-

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK121 nyæ klass, i rekursivno vyzyvaet sebØ na fftih klassah. Legko videt~, qto esli ffta procedura ostanavlivaetsØ na dannom klasse formul, to dlØ kaßdoæ formuly fftogo klassa est~ podhodØwee rasweplenie.

Procedura Analizirovat~Sluqaæ Vhod:

klass formul F, mnoßestvo pravil uproweniØ S, qislo

SplitN um > 1, mera sloßnosti μ.

Metod

1. esli k F primenimo hotØ by odno pravilo mnoßestva S, vernut~ 2. esli dlØ F est~ rasweplenie otnositel~no μ, kotoromu sootvetstvuet qislo raswepleniØ, ne prevoshodØwee SplitN um, vernut~ 3. vybrat~ iz F soglasno nekotoroæ ffvristike kloz C s neopredelennoæ dlinoæ 4. (a) C_1 = C

(b) fiksirovat~ dlinu C_1 (c) proizvesti rekursivnyæ vyzov dlØ F + {C_1} − {C}

5. (a) vvesti novu¸ peremennu¸ u v F (b) C = C + {u} (c) dlØ vseh i, j > 0, takih qto (i, j) ∈ α(μ, SplitN um),

i. postroit~ mnoßestvo vseh vozmoßnyh klassov formul, poluqa¸wihsØ iz F dobavleniem vhoßdeniæ peremennoæ u, pri kotoryh u stanovitsØ (i, j)-peremen- noæ ii. proizvesti rekursivnyæ vyzov na kaßdom postroennom klasse formul

Ris. 2. Procedura Analizirovat~Sluqaæ.

Na pervom xage procedura Analizirovat~Sluqaæ proverØet, primenimo li k F hotØ by odno pravilo mnoßestva S, i vozvra-

122 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN waet, esli takoe pravilo est~. �tot xag motiviruetsØ tem faktom, qto algoritm raswepleniØ (opisannoæ vyxe formy) rasweplØet tol~ko uprowennye formuly. Na vtorom xage procedura pytaetsØ naæti podhodØwee rasweplenie (to est~ rasweplenie, kotoromu sootvetstvuet qislo raswepleniØ, ne prevoshodØwee

SplitN um) dlØ vhodnogo klassa formul i vozvrawaet, esli takoe

rasweplenie est~ (v podrazdele 3.3 my pokazyvaem, kak imenno programma delaet ffto).

Na tret~em xage procedura prosto vybiraet kloz s neopredelennoæ dlinoæ. Otmetim, qto situaciØ, kogda takih klozov net, nevozmoßna, poskol~ku v protivnom sluqae vse izvestnye peremennye klassa F obrazovyvali by zamknutu¸ podformulu i, sledovatel~no, bylo by primenimo sootvetstvu¸wee pravilo uproweniØ.

Na qetvertom i pØtom xagah procedura rassmatrivaet dva sluqaØ: kogda vybrannyæ kloz soderßit ewe hotØ by odin literal i kogda ne soderßit. V nekotorom smysle, ona rasweplØet klass formul, dlØ kotorogo ne moßet naæti podhodØwee rasweplenie, na neskol~ko bolee melkih klassov i rekursivno vyzyvaet sebØ na nih. Cel~¸ dannyh dvuh xagov ØvlØetsØ postroenie klassov formul, ob¨edinenie kotoryh soderßit F.

Tablica 2. Avtomatiqeski dokazannye verhnie ocenki. N K L SAT O(2.000000^N) O(1.272021^K) O(1.112777^L) MAXSAT O(2.000000^N) O(1.372260^K) O(1.135889^L) (n, 3) − MAXSAT O(1.285200^N) O(1.236507^K) O(1.098267^L)

My ispol~zuem otnoxenie α na pØtom xage procedury dlØ oboznaqeniØ mnoßestva par (i, j), takih qto (i, j)-literal ne predostavlØet nemedlenno podhodØwego raswepleniØ. Legko videt~, qto dlØ l¸boæ zadaqi ffto otnoxenie moßet byt~ opredeleno sledu¸wim obrazom: α(K, SplitN um) = {(i, j) : τ (i, j) > SplitN um}, α(L, SplitN um) = {(i, j) : τ (i + j, i + j) > SplitN um}, gde K – koliqestvo klozov vhodnoæ formuly, L – ee dlina. �ti mnoßestva koneqny vsledstvie svoæstv qisel raswepleniØ [11].

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK123 K soßaleni¸, my ne moßem opredelit~ takoe koneqnoe otnoxenie, kogda rabotaem s qislom peremennyh, kak s meroæ sloßnosti. Tem ne menee, v sluqae zadaqi (n, 3)-MAXSAT vozmoßno napisat~ sledu¸wee: α(N, SplitN um) = {(i, j) : i + j ≤ 3}, gde N – qislo peremennyh formuly.

Otmetim, qto na tret~em xage rassmatrivaemaØ procedura moßet vybrat~ l¸boæ kloz s neopredelennoæ dlinoæ, na praktike ße razmer poluqa¸wegosØ analiza sluqaev (kogda my zapisyvaem vse klassy formul, obrabotannye proceduroæ) sil~no zavisit ot vybrannogo kloza. TekuwaØ versiØ programmy vybiraet kloz sledu¸wim obrazom: dlØ kaßdogo kloza s neopredelennoæ dlinoæ stroØtsØ klassy formul, kak ffto delaetsØ na qetvertom i pØtom xagah procedury, i sqitaetsØ koliqestvo plohih klassov sredi nih (zdes~ my nazyvaem klass plohim, esli on ne udovletvorØet usloviØm pervyh dvuh xagov procedury). V itoge vybiraetsØ kloz, kotoromu sootvetstvuet minimal~noe koliqestvo plohih klassov. V podavlØ¸wem bol~xinstve situaciæ ffta ffvristika vybora kloza pozvolØla poluqat~ dokazatel~stva men~xego razmera, qem pri ispol~zovanii drugih ffvristik. Bolee togo, s nekotorymi ffvristikami programma ne moßet dokazat~ ocenku, v to vremØ kak fftu ocenku moßno dokazat~ s drugoæ ffvristikoæ. Takim obrazom, ffvristika vybora kloza ØvlØetsØ oqen~ vaßnoæ qast~¸ algoritma (sm. takße obsußdenie v razdele 5).

3.5. Avtomatiqeski dokazannye verhnie ocenki.

Verhnie ocenki, dokazannye naxeæ programmoæ, predstavleny v tablice 2. Vyhodnye faæly s dokazatel~stvami dostupny po adresu http://logic.pdmi.ras.ru/∼kulikov (tam ße predstavleno neskol~ko dokazatel~stv bolee prostyh ocenok). Struktura dokazatel~stv pozvolØet proverØt~ kaßdyæ xag programmy. Otmetim zdes~, qto bol~xoe koliqestvo sluqaev vo vseh predstavlennyh dokazatel~stvah ne oznaqaet, qto sootvetstvu¸wie algoritmy sloßny dlØ realizacii (na samom dele, forma takih algoritmov dana na risunke 1).

Tablica 3 soderßit statistiku rassmatrivaemyh dokazatel~stv. Niße my vvodim oboznaqeniØ, ispol~zu¸wiesØ v tablice.

124 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

ocenka: Zadaqa i verhnØØ ocenka dlØ nee. vremØ: VremØ raboty programmy v sekundah. sluqai: Koliqestvo sluqaev v dokazatel~stve.

uz. sluqai: Koliqestvo “uzkih” sluqaev (to est~ sluqaev, v

kotoryh naædennoe qislo raswepleniØ sootvetstvuet kak raz oßidaemoæ verhneæ ocenke).

glubina: Maksimal~naØ glubina rekursii procedury Ana-

lizirovat~Sluqaæ.

Tablica 3. Statistika.

ocenka vremØ sluqai uz. sluqai glubina

SATO(1.272021K) 1 40 25 2 SATO(1.112777L) 7 389 11 2 MAXSATO(1.372260K) 2632 9862 400 6 MAXSATO(1.135889L) 2968 19566 268 5 (n, 3) � MAXSATO(1.285200N) 49637 16074 20901 8 (n, 3) � MAXSATO(1.236507K) 923 3077 472 6 (n, 3) � MAXSATO(1.098267L) 143 1257 2452 5

NesmotrØ na to, qto luqxie izvestnye na dannyæ moment algoritmy dlØ SAT i MAXSAT ispol~zu¸t metod raswepleniØ, naxa programma ne smogla dokazat~ ih ocenki. My polagaem, priqinoæ tomu ØvlØetsØ to, qto ffti algoritmy soderßat nekotorye nestandartnye xagi, kotorye trudno dobavit~ v naxu programmu (ravno kak i vo vse izvestnye na dannyæ moment podobnye programmy). Niße my kratko opisyvaem ffti xagi:

• Algoritm Girxa dlØ SAT ([9]) ispol~zuet sledu¸wee pravilo uproweniØ: esli kaßdyæ kloz formuly, kotoryæ soderßit (2, 3^+)-literal, soderßit takße i (3^+, 2)-literal, to vsem (3^+ , 2)-literalam moßet byt~ prisvoeno znaqenie

true. PonØtno, qto takoe pravilo nevozmoßno dobavit~ v

naxu programmu, poskol~ku programma moßet rassmatrivat~ tol~ko konstantnoe koliqestvo literalov.

• Algoritm Qena i Kana dlØ MAXSAT ([3]) sohranØet nekotoryæ invariant vhodnoæ formuly. To est~ on primenØet pravila uproweniØ ili rasweplØet vhodnu¸ formulu, tol~ko esli vse poluqa¸wiesØ formuly udovletvorØ¸t

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK125 fftomu invariantu. �to delaetsØ dlØ togo, qtoby izbeßat~ nekotoryh “uzkih” sluqaev.

Privedennye ocenki ØvlØ¸tsØ nailuqximi iz dokazannyh naxeæ programmoæ dlØ rassmatrivaemyh zadaq. Kak my uße otmeqali vyxe, nevozmoßno zaranee skazat~, ostanovitsØ li naxa programma na konkretnyh vhodnyh dannyh. Takim obrazom, my byli vynußdeny prervat~ programmu, kogda ona pytalas~ dokazat~ bolee sil~nye ocenki.

4. Podobnye raboty

Nezavisimo ot nas byli napisany dve programmy dlØ avtomatiqeskih dokazatel~stv verhnih ocenok. PervaØ iz nih, napisannaØ Nikolenko i Sirotkinym [12], byla razrabotana dlØ dokazatel~stva verhnih ocenok dlØ SAT i ispol~zuet tol~ko odno pravilo uproweniØ, a imenno: pravilo udaleniØ qistyh literalov. �toæ programmoæ bylo dokazano, qto zadaqa SAT moßet byt~ rexena za vremØ O(1.56639^K) algoritmom raswepleniØ, ispol~zu¸wim tol~ko pravilo udaleniØ qistyh literalov. DrugaØ programma byla razrabotana Grammom i dr. [7]. �toæ programmoæ bylo dokazano neskol~ko novyh ocenok dlØ sloßnyh zadaq modifikacii grafov. Naprimer, verhnØØ ocenka dlØ zadaqi

Cluster Editing byla uluqxena do O(1.92^k) (gde k oboznaqaet ko-

liqestvo dopustimyh modifikaciæ reber). Programma Gramma i dr. pozvolØet rabotat~ s razliqnymi pravilami uproweniØ.

Vse sovremennye programmy (vkl¸qaØ naxu) osnovany na sledu¸wem prostom zameqanii: vozmoßno dokazat~ verhn¸¸ ocenku dlØ zadaqi, prosto rassmatrivaØ vse vozmoßnye podformuly razmera, ograniqennogo nekotoroæ konstantoæ. Programma Gramma i dr. ØvlØetsØ, v nekotorom smysle, neposredstvennoæ realizacieæ fftogo fakta: programma, poluqiv na vhod qislo s, stroit mnoßestvo S grafov na s verxinah, takoe qto l¸boæ vozmoßnyæ graf soderßit v kaqestve podgrafa hotØ by odin fflement mnoßestva S. DlØ kaßdogo grafa mnoßestva S perebira¸tsØ vse vozmoßnye raswepleniØ i vybiraetsØ to, kotoromu sootvetstvuet naimen~xee qislo raswepleniØ. Nakonec, kak rezul~tat, vydaetsØ ocenka, sootvetstvu¸waØ maksimal~nomu iz rassmotrennyh qisel raswepleniØ. ˚sno, qto itogovaØ ocenka tem luqxe, qem bol~xe vhodnoe qislo s. Tem ne menee, s uveliqeniem qisla s oqen~ sil~no rastet koliqestvo vozmoßnyh

126 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN raswepleniæ grafa na s verxinah (ravno kak i razmer samogo mnoßestva S).

Niße my privodim otliqiØ naxeæ programmy ot programmy, napisannoæ Grammom i dr.

1. Naxa programma snaqala poluqaet na vhod ocenku i posle fftogo pytaetsØ ee dokazat~, v to vremØ kak programma Gramma i dr. po dannomu qislu s pytaetsØ dokazat~ kak moßno luqxu¸ ocenku, rassmatrivaØ grafy na s verxinah.

2. Mnoßestvo vozmoßnyh podformul v naxeæ programme stroitsØ v processe poiska dokazatel~stva, postroenie ße analogiqnogo mnoßestva v programme Gramma i dr. delaetsØ na pervom xage. Takim obrazom, my nikogda ne znaem, ostanovitsØ li (to est~ dokaßet li) naxa programma dannu¸ ocenku. Analogiqno, nevozmoßno skazat~ zaranee, dlØ kakogo qisla s (i suwestvuet li takoe s voobwe) programma Gramma i dr. smoßet dokazat~ dannu¸ ocenku.

3. Naxa programma ne rassmatrivaet vse vozmoßnye raswepleniØ dlØ kaßdogo klassa formul (ona rassmatrivaet lix~ raswepleniØ po naboram, soderßawim ne bolee, qem dve peremennye), kak ffto delaet programma Gramma i dr.

5. Dal~neæxie napravleniØ

Bylo by interesno razrabotat~ ffvristiki bystrogo nahoßdeniØ horoxih raswepleniæ dlØ malen~kih formul (ili grafov). Naprimer, avtory raboty [7] ukazyva¸t na to, qto v bol~xinstve sluqaev poqti vse vremØ (raboty ih programmy) tratitsØ na konkatenaci¸ vektorov raswepleniØ.

Sledu¸wim napravleniem dlØ dal~neæxih issledovaniæ ØvlØetsØ razrabotka ffffektivnoæ procedury postroeniØ mnoßestva vseh vozmoßnyh malen~kih podformul (podgrafov). ˚sno, qto takoe mnoßestvo daleko ne edinstvenno (k primeru, razliqnye takie mnoßestva mogut byt~ postroeny posredstvom vybora razliqnyh klozov na tret~em xage procedury Analizirovat~Sluqaæ), i rezul~tiru¸waØ verhnØØ ocenka zavisit ot fftogo mnoßestva.

Vse izvestnye na dannyæ moment programmy ne predostavlØ- ¸t instrumenta dlØ konvertacii vyhodnyh faælov v algoritmy raswepleniØ. Poluqennyæ algoritm raswepleniØ moßet ispol~zovat~ vyhodnoæ faæl programmy kak instrukci¸. Takim

AVTOMATIQESKIE DOKAZATEL^STVA VERHNIH OCENOK127 obrazom, vpolne vozmoßno, qto takoæ algoritm mog by rabotat~ luqxe, qem prostoæ algoritm raswepleniØ (poskol~ku emu ne prixlos~ by tratit~ vremØ na nahoßdenie horoxih raswepleniæ).

Luqxiæ izvestnyæ na dannyæ moment algoritm dlØ SAT [9] ispol~zuet sledu¸wee pravilo uproweniØ: esli kaßdyæ kloz formuly, soderßawiæ (2, 3^+)-literal, soderßit takße i (3^+, 2)- literal, to vsem (3^+ , 2)-literalam moßet byt~ prisvoeno znaqenie true. Vidno, qto takoe pravilo ne moßet byt~ dobavleno ni v odnu iz izvestnyh programm, poskol~ku vse oni rassmatriva¸t tol~ko formuly (grafy) ograniqennogo razmera. Takim obrazom, bylo by interesno vvesti kakim-libo obrazom ffto pravilo v suwestvu¸wie programmy.

Drugoæ nestandartnyæ xag ispol~zuetsØ luqxim izvestnym algoritmom dlØ MAXSAT [3]: na kaßdoæ iteracii algoritm sohranØet nekotoryæ invariant vhodnoæ formuly. My sobiraemsØ dobavit~ taku¸ vozmoßnost~ v naxu programmu.

Blagodarnosti.

Avtory priznatel~ny �duardu Alekseeviqu Girxu za privleqenie ih vnimaniØ k zadaqe. My takße hoteli by poblagodarit~ anonimnyh recenzentov za mnoßestvo poleznyh kommentariev.

Literatura

1. J. M. Byskov, B. A. Madsen, and B. Skjernaa, New Algorithms for Exact Satisfiability. Theoretical Computer Science Preprint (2003).

2. N. Bansal and V. Raman, Upper Bounds for MaxSat: Further Improved. — Proceedings of ISAAC’99 (1999), pp. 247–258.

3. J. Chen and I. Kanj, Improved exact algorithms for MAX-SAT. To appear in Discrete Applied Mathematics.

4. M. A. Vsemirnov, �. A. Girx, E. ˚. Dancin, S. V. Ivanov, Algoritmy

dlØ propozicional~noæ vypolnimosti i verhnie ocenki ih sloßnosti.

— Zap. nauqn. semin. POMI 277 (2001), 14–46.

5. M. Davis, G. Logemann, and D. Loveland, A machine program for theoremproving. — Comm. ACM 5 (1962), 394–397.

6. A. S. Kulikov, S. S. Fedin, Rexenie zadaqi o maksimal~nom seqenii za

vremØ 2^{jEj/4} . — Zap. nauqn. semin. POMI 293 (2002), 129–138.

7. J. Gramm, J. Guo, F. Hüffner, and R. Niedermeier, Automated Generation of Search Tree Algorithms for Hard Graph Modification Problems. — Algorithmica 39, (4) (2004), 321–347.

128 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

8. J. Gramm, E. A. Hirsch, R. Niedermeier, and P. Rossmanith, New worst-case upper bounds for MAX-2-SAT with application to MAX-CUT. — Discrete Applied Mathematics 130, (2), (2003) 139–155.

9. E. A. Hirsch, New worst-case upper bounds for SAT. — J. Automated Reasoning

24 (4) (2000), 397–420.

10. A. S. Kulikov, VerhnØØ ocenka O(2^{0.16254n}) dlØ X3SAT: bolee prostoe

dokazatel~stvo. — Zap. nauqn. semin. POMI 293 (2002), 118–128.

11. O. Kullmann and H. Luckhardt, Algorithms for SAT/TAUT decision based on various measures. — Informatics and Computation (1998).

12. S. I. Nikolenko and A. V. Sirotkin, Worst-case upper bounds for SAT: automated proof. — in: Proceedings of the 8th ESSLLI Student Session (2003), pp. 225–232.

13. V. Raman, B. Ravikumar, and S. Srinivasa Rao, A Simplified NP-complete MAXSAT Problem. — Information Processing Letters 65 (1998), 1–6.

Fedin S. S., Kulikov A. S. Automated proofs of upper bounds on the running time of splitting algorithms.

The splitting method is one of the most powerful and well-studied approaches for solving various NP-hard problems. The main idea of this method is to split an input instance of a problem into several simpler instances (further simplified by certain simplification rules), such that when the solution for each of them is found, one can construct the solution for the initial instance in polynomial time. There exists a huge number of articles describing algorithms of this type and usually a considerable part of such an article is devoted to case analysis. In this paper, we present a program that, given a set of simplification rules, automatically generates a proof of an upper bound on the running time of a splitting algorithm using these rules. As an example we report the results of experiments with such a program for the SAT, MAXSAT, and (n, 3)-MAXSAT (the MAXSAT problem for the case where every variable in the formula appears at most three times) problems.

Postupilo 11 oktØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet