Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

A. Kucenko

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI`, SV˚ZANNYH S PERIODIQESKO` MATRICE` ˚KOBI

Vvedenie i osnovnye rezul~taty

Pri rassmotrenii raznyh obratnyh zadaq odnim iz fftapov ØvlØetsØ poluqenie dvustoronnih ocenok spektral~nyh dannyh qerez potencial. �tot vopros qasto svoditsØ k zadaqe o dvustoronnih ocenkah parametrov special~nyh konformnyh otobraßeniæ (sm., naprimer, [5]). Otmetim, qto redko udaetsØ naæti toqnye ocenki v podobnyh zadaqah, inogda daße sloßno naæti porØdok rosta oceniva¸wih funkciæ, ne govorØ uße o toqnyh konstantah-mnoßitelØh (sm., naprimer, [5, 6]). V dannoæ rabote budut poluqeny toqnye dvustoronnie ocenki parametrov konformnyh otobraßeniæ, svØzannyh s periodiqeskoæ matriceæ ˚kobi, takße budet pokazana “ffkvivalentnost~” (v vide gladkogo gomeomorfizma) meßdu dvumØ razliqnymi naborami parametrov i dany ih vzaimnye toqnye ocenki. V kaqestve normy voz~mem maksimum modulØ komponent (t.e. ‖.‖_∞).

Itak, v sluqae periodiqeskoæ matricy ˚kobi, konformnoe otobraßenie zadaœtsØ sledu¸wim obrazom (sm. [3, 8, 7]). Fiksiruem N > 2. Pust~ u_n = π −^{πn}_N i h ∈ R^{N−1}_+ , vvedem mnoßestva P = {z ∈ C_+ : 0 < Re z < π}, K(h) = P \ N−1⋃ n=1 Γ_n, Γ_n = [u_n, u_n +ih_n]. (1) Horoxo izvestno, qto suwestvuet edinstvennoe konformnoe otobraßenie z = z(k, h) oblasti K(h) na oblast~ C_+ (sm. naprimer, [8]), s asimptotikoæ k(z, h) = i ln z + π − iQ^2(h) z^2 + O(z^{−3}), |z| → ∞, (2) zdes~ k(z, h) – obratnoe otobraßenie k z(k, h), a Q(h) > 0. ˚sno, qto otobraßenie z(k, h) nepreryvno v zamykanii oblasti K(h), 102

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 103

budem oboznaqat~

γ_n(h) = z(Γ_n, h) = [z(u_n − 0, h), z(u_n + 0, h)] ⊂ R, l_n(h) = |γ_n(h)|, l(h) = {l_n(h)}^{N−1}_{n=1} , zdes~ i dalee |.| takße oboznaqaet dlinu promeßutka. Po principu simmetrii k(z, h) konformno prodolßaetsØ v C \ ∪γ_n (h). Cel~ dannoæ raboty – poluqit~ dvustoronnie ocenki veliqin ‖l(h)‖ i Q(h) qerez ‖h‖, zdes~ i dalee budem oboznaqat~ ‖x‖ = ‖x‖_∞ dlØ x ∈ R^n. V konce fftogo paragrafa pokaßem svØz~ ukazannyh parametrov s matriceæ ˚kobi (bolee podrobno sm. v [3, 8, 7]). Opredelim funkcii

M_1(r) = sup_{‖h‖=r} ‖l(h)‖, m_1(r) = inf_{‖h‖=r} ‖l(h)‖, (3)

M_2(r) = sup_{‖h‖=r} Q(h), m_2(r) = inf_{‖h‖=r} Q(h). (4)

S pomow~¸ fftih funkciæ poluqa¸tsØ toqnye ocenki m_1(‖h‖) 6 ‖l(h)‖ 6 M_1(‖h‖), m_2(‖h‖) 6 Q(h) 6 M_2(‖h‖). Pervyæ rezul~tat govorit ob “ffkvivalentnosti” parametrov l i h Predloßenie 1.1. Otobraßenie l : R^{N−1}_+ → R^{N−1}_+ – gomeomor-

fizm. ProizvodnaØ Frexe^{∂l}_{∂h} (s) nepreryvna po s ∈ R^{N−1}_+ i obratima (kak matrica).

Osnovnym rezul~tatom ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema. Teorema 1.2. Pust~ c(r) = cosh^{1N} (N r), togda pri qetnom N = 2k, k > 2, verny sledu¸wie sootnoxeniØ:

M_1(r) = 4 sinh r; m_1(r) = c(r)2^{1N} k∏ m=1 ( m − 1 2 )_− 1_k + O(c^{1−N} (r)), r → +∞. (5) Pust~ A = (2N −2)^2 �N_{2N} , togda pri l¸bom N > 3 verny sootnoxeniØ

M_2(r) = c(r); m_2(r) = Ac(r) + o(1), r → +∞; m_2(r) > Ac(r). (6)

104 A. KUCENKO

Iz dokazatel~stva lemmy 1.8 i formulirovok lemm 1.11, 1.13 moßno uvidet~, pri kakih imenno h dostiga¸tsØ ffkstremal~nye znaqeniØ v (3), (4), a ffti h edinstvenny pri fiksirovannom r dlØ funkciæ m_1(r), M_2(r) i v sluqae qetnogo N = 2k dlØ M_1(r). Teper~ privedœm toqnye ocenki dlØ summy dlin lakun. Zametim, qto ffti ocenki ne poluqa¸tsØ neposredstvenno iz predyduweæ teoremy, a dokazyva¸tsØ inymi metodami.

Predloßenie 1.3. Pust~ N > 3 i |γ| = |γ(h)| =^{∑N−1}_{n=1} Gn(h),

togda m_3 < Q^2(h) < M_3, zdes~

m_3 = m_3(h) = N − 1 2N^2

|γ|^2, M_3 = M_3(h) =

N^2 − δ_N 8N^2

(4 + |γ|)^2,

δ_N ravno 1, esli N neqœtnoe, i ravno 0, esli N qœtnoe. Ocenki toqny v sledu¸wem smysle: sup ‖h‖=r m_3(h) Q^2(h) → 1, r → ∞; inf_{‖h‖=r} M_3(h) Q^2(h) → 1, r → ∞. Teper~ nemnogo pro matricu ˚kobi. V rabote [3] stroitsØ estestvennyæ nabor spektral~nyh dannyh H = (h_{1n}, h_{2n})^{N−1}_{n=1} i dokazyvaetsØ, qto H : H^2 → R^{2N−2} est~ vewestvenno-analitiqeskiæ izomorfizm, zdes~ H^2 ffto prostranstvo potencialov, H = {x ∈

R^N : ∑ x_n = 0}. A vot kak svØzany s fftim naxi parametry

konformnyh otobraßeniæ. Pust~ H = {‖(h_{1n}(q), h_{2n}(q))‖_2}^{N−1}_{n=1} i

q = (x, b) ∈ H^2, togda 2N Q^2(h) = 2‖a‖^2 + ‖b‖^2, gde a = {e^{xn} }^N_{n=1},

v fftom sluqae G(h) ffto tak nazyvaemye dliny spektral~nyh lakun, to est~ rasstoØniØ meßdu sosednimi zonami spektra matricy ˚kobi s potencialom q. Otmetim ewe, qto zadannye takim obrazom h odnoznaqno opredelØ¸t spektr matricy ˚kobi s potencialom q, a znaqit, po predloßeni¸ 1.1, lakuny G(h) toße odnoznaqno opredelØ¸t fftot spektr. Vse privedœnnye ocenki legko perepisyva¸tsØ na Øzyk matricy ˚kobi, i my poluqaem toqnye ocenki spektral~nyh dannyh qerez normu potenciala. Otobraßenie z(k, h). Zdes~ i dalee budem oboznaqat~ qerez A, ∂A zamykanie i granicu mnoßestva A, i qerez e_j = {δ_{j,i}}^m_{i=1} standartnyæ bazisnyæ vektor, zdes~ δ – simvol Kronekera, a razmernost~ m budet vidna iz konteksta. Takße, esli x ∈ R^m, to budem oboznaqat~ qerez x_k kofffficient pri e_k v razloßenii vektora x po bazisu {e_j }^m_{j=1}. Vvedem ewe oboznaqeniØ i opredelim funkcii

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 105 X(t) = {x_j(t)}^{N−1}_{j=1} i E(t) = {E_j(t)}^{N−1}_{j=1} , E_j(t) = |p(x_j(t), t)|, gde

p(x, t) = N∏ k=1 (x − t_k), t = {t_k} ∈ P_0; ∂p ∂x (x_j(t), t) = 0,

x_{N−1}(t) 6 .. 6 x_1(t), (7)

P_0 = {t ∈ R^N : t_N < ... < t_1, N∑ k=1 t_k = 0}, P_α = {t ∈ P_0 : ‖E(t)‖ > α}, α > 0. (8) Inymi slovami, E(t) – ffto vektor vysot polinoma p(x, t), esli vysota ravna 0, to sqitaem ee stol~ko raz, kakova kratnost~ kornØ proizvodnoæ. Legko zametit~, qto E(αt) = α^N t, α > 0, tak kak p(x, αt) = α^N p(y, t), y =^x_α , takße vidno, qto E(t + α^{N−1} ∑ j=1 e_j ) =

E(t). Ewe otmetim, qto p(x, t) = N∏ k=1 (x − t_k) = x^N − ‖t‖^2 2 x^{N−2} + O(x^{N−3}), t ∈ P_0, (9)

tak kak ∑ t_k = 0. Zdes~ i dalee budem oboznaqat~ ‖r‖^2 = ∑_m k=1 r^2_k

dlØ r ∈ R^m.

Teper~ opredelim tak nazyvaemye “lakuny” polinoma. Pust~

t ∈ P_2, togda

p(x, t^+) = p(x, t) + 2, t^+ = t^+(t) ∈ P_0; p(x, t^−) = p(x, t) − 2, t^− = t^−(t) ∈ P_0. (10)

FunkciØ ^G(t) = { ^G_j(t)}^{N−1}_{j=1} , t ∈ P_2, opredelØetsØ tak:

^γ_{2k−1} = [t^+_{2k}, t^+_{2k−1}], k = 1, .., [ N 2 ] ; ^γ_{2k} = [t^−_{2k+1}, t^−_{2k}], k = 1, .., [ N − 1 2 ] , ^G_j = |^γ_j|, (11) zdes~ [x] – blißaæxee celoe k x, kotoroe ne bol~xe x. Promeßutki ^γ_j budem nazyvat~ “lakunami” polinoma p(x, t). Izvestno

106 A. KUCENKO

(sm., naprimer, [8]), qto funkciØ θ(z, t), θ(z, t) = 1 N arccos p(z, t) 2 = − (−1)^N N z∫ α

∂p ∂x (x, t) √ 4 − p^2(x, t) dx, α = mint^±_i (t), (12) pri l¸bom t ∈ P_2 osuwestvlØet konformnoe otobraßenie (po z) oblasti C_+ na oblast~ K(h) (sm. (1.1)) dlØ nekotorogo h = h(t) ∈

R^{N−1}_+ , kstati h_j (t) = arccosh^{Ej (t)}_2 > 0, j = 1..N − 1. Otmetim, qto

v (12) vybiraetsØ vetv~ radikala tak, qtoby Im √ 4 − p^2(x, t) > 0

pri x < α i qtoby mnoßestvo razrezov fftogo radikala sovpadalo s {x ∈ R : |p(x, t)| > 2}, faktiqeski θ(z) ffto integral KristoffelØ–Xvarca. Iz (1.9) i opredeleniØ funkcii θ(z) sleduet, qto θ(z, t) = i ln z + π − i‖t‖^2 2N z^2 + O(z^{−3}), |z| → ∞. Znaqit (sm. (1.2)), k(z, h(t)) = θ(z, t), tak kak takoe konformnoe otobraßenie edinstvenno. Krome togo vidno, qto l(h(t)) = ^G(t), poskol~ku imenno “lakuny” polinoma p(x, t) perehodØt v vertikal~nye razrezy pri otobraßenii θ(x, t). V itoge, ob¨edinØØ vsœ vmeste, poluqaem, qto esli h_j =^1_N arccosh^{Ej (t)}_2 > 0, j = 1..N − 1, dlØ nekotorogo t ∈ P_2, to l(h) = ^G(t), Q(h) = ‖t‖_2 √ 2N , h = {h_j}^{N−1}_{j=1} . (13)

Zavisimost~ meßdu kornØmi polinoma i ego vysotami. Vnaqale privedœm odnu abstraktnu¸ lemmu, na osnove kotoroæ pokaßem gomeomorfnost~ otobraßeniØ E. Otobraßenie meßdu dvumØ topologiqeskimi prostranstvami f : X → Y budem nazyvat~ lokal~no obratimym, esli dlØ l¸bogo x ∈ X suwestvuet otkrytoe mnoßestvo B_x, x ∈ B_x ⊂ X takoe, qto obraz f(B_x ) otkryt i

f : B_x → f(B_x ) biekciØ.

Lemma 1.3. Pust~ X, Y ⊂ R^N otkrytye i svØznye mnoßestva,

a otobraßenie f : X → Y lokal~no obratimo, nepreryvno vplot~ do granicy i f(∂X) ⊂ ∂Y . V sluqae, esli X neograniqeno, predpoloßim, qto ‖f(x)‖ → ∞, ‖x‖ → ∞. Togda, esli suwestvuet toqka y_0 ∈ Y , takaØ qto f^{−1}(y_0) = x_0 sostoit iz odnoæ toqki, to f – biekciØ meßdu X i Y .

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 107

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo F = {x ∈ X : f^{−1}(f(x))

= x} i zametim, qto x_0 ∈ F . Pokaßem, qto mnoßestvo F otkry-

to. Rassußdaem ot protivnogo: pust~ suwestvu¸t x ∈ F i posledovatel~nost~ x_n → x i t_n ≠ x_n takie, qto f(x_n) = f(t_n). Togda posledovatel~nost~ ‖t_n‖ ograniqena, tak kak posledovatel~nost~ f(t_n) → f(x) ograniqena i t_n ∉ B_x (B_x – nekotoraØ okrestnost~ toqki x) v silu lokal~noæ obratimosti otobraßeniØ f, znaqit nekotoraØ podposledovatel~nost~ t_k stremitsØ k t ≠ x. No t ∉ ∂X, tak kak f(∂X) ⊂ ∂Y ∌ f(x) = f(t), znaqit t ∈ X i f(t) = f(x), t ≠ x, qto protivoreqit uslovi¸ x ∈ F . Teper~ pokaßem, qto mnoßestvo F zamknuto v X. Pust~ x_n → x ∈ X,

x_n ∈ F . Esli by suwestvovala toqka t ≠ x, f(t) = f(x), to

iz-za lokal~noæ obratimosti otobraßeniØ f v toqkah t, x naxlis~ by toqki y_n ≠ x_n, f(y_n) = f(x_n), qto protivoreqit uslovi¸ x_n ∈ F , znaqit x ∈ F . To est~ F otkryto-zamknutoe, nepustoe podmnoßestvo svØznogo mnoßestva X, to est~ X = F i, znaqit, f – in¨ekciØ. Pokaßem, qto f s¸r¨ekciØ. Rassußdaem ot protivnogo: pust~ H = Y \ f(X) ≠ ⊥, togda iz-za svØznosti mnoßestva Y i otkrytosti mnoßestva f(X), H ne moßet byt~ otkrytym, to est~ naædœtsØ vektor y ∈ H ⊂ Y takoæ, qto y ∈ ∂H ⊂ ∂f(X) ∪ ∂Y ⊂ f(∂X) ∪ ∂Y ⊂ ∂Y , to est~ y ∈ Y i y ∈ ∂Y , protivoreqie. V itoge f biekciØ. �

Sledu¸waØ lemma takße trebuetsØ dlØ dokazatel~stva gomeomorfnosti otobraßeniØ E i, na samom dele, predstavlØet horoxo izvestnye svoæstva polinomov Qebyxeva.

Lemma 1.4. Pust~ p(x, t^0) = 2 cos^(N arccos^x_2^). Togda esli E(t) = ∑_{N−1} j=1 he_j i t ∈ P_0, to t = (_h 2 ) 1_N t^0 i ‖t^0‖_2 = √ 2N. Dokazatel~stvo. Neposredstvenno proverØetsØ, qto t0 ∈ P0,

‖t^0‖_2 = √ 2N i E(t_0) = ∑_{N−1} j=1 2e_j . Teper~ dostatoqno pokazat~

edinstvennost~ s toqnost~¸ do sdviga argumenta polinoma, vse vysoty kotorogo ravny h. Pust~ est~ p(x) = x^N + O(x^{N−1}) i

^p(x) = x^N + O(x^{N−1}) s takim svoæstvom. Pust~ x_N < ... < x_0 i ^x_N < ... < ^x_0 – takie, qto p(x_j) = ^p(^x_j) = (−1)^j h, to est~ vse toq-

ki, krome kraænih, sootvetstvu¸t ffkstremumam polinomov p i ^p. Moßno sqitat~, qto x_0 = ^x_0 i x_N > ^x_N , togda max_{x∈[xN ,x0]} |^p(x)| = h

i, znaqit, p(x_j) − ^p(x_j ) = (−1)^jh_j , h_j > 0. To est~ v kaßdom intervale σ_j = [x_j, x_{j−1}] est~ koren~ u p − ^p i, esli koren~ popal

108 A. KUCENKO

na granicu intervala σ_j, to tam on kratnosti ne men~xe 2, tak kak h ffto ffkstremal~noe znaqenie dlØ p i ^p. V itoge polinom ne bolee (N − 1)-æ stepeni p − ^p imeet ne menee N korneæ, to est~ p − ^p ≡ 0. � Lemma 1.5. Otobraßenie E : P0 → R^{N−1}_+ ØvlØetsØ gomeomorfiz-

mom i nepreryvno vplot~ do granicy. Krome togo, proizvodnaØ ∂E ∂t (s), s ∈ P_0, suwestvuet i obratima.

Dokazatel~stvo. Nepreryvnost~ Øsna. Dalee fiksiruem j, togda x_i(s) ≠ x_j(s), i ≠ j, znaqit^{∂p}_{∂2x} (x_j (s), s) ≠ 0 i po teoreme o neØvnoæ funkcii v nekotoroæ okrestnosti toqki s suwestvuet i edinstvenno rexenie uravneniØ^{∂p}_{∂x} (y(t), t) = 0, y(s) = x_j(s); krome togo, rexenie y(t) gladkoe, iz edinstvennosti sleduet, qto x_j(t) = y(t). Teper~ v maloæ okrestnosti toqki s imeem

E_j(t) = |p(x_j(t), t)| = p(x_j(t), t) sign p(x_j (s), s) – toße gladkaØ funk-

ciØ.

Esli t ∈ P_0, to t =^{N−1} ∑ j=1 t_j^e_j , gde ^e_j = e_j − e_N – bazis v P_0,

vdol~ fftih napravleniæ i budem differencirovat~, oboznaqim p ≡ p(x_i(s), s), x_i ≡ x_i(s); ∂E_i ∂t_j (s) = (−1)^{σi} ( ∂p ∂x (x_i, s) ∂x_i ∂t_j (s) − p x_i − s_j + p x_i − s_N )

= (−1)^{σi} (s_N − s_j )p (x_i − s_j )(x_i − s_N ) . V itoge matricu^{∂E}_{∂t} (s) izomorfnymi preobrazovaniØmi moßno privesti k matrice {^1_{xi−sj} }^{N−1}_{i,j=1}, u kotoroæ opredelitel~ ne raven 0. Otobraßenie E lokal~no obratimo i E(∂P_0) ⊂ ∂R^N_+, tak kak esli sosednie korni ravny, to sootvetstvu¸waØ vysota ravna 0. PrimenØem lemmu 1.3 k f = E, X = P_0, Y = R^{N−1}_+ i y_0 = ∑_{N−1} j=1 2e_j , E^{−1}(y_0) = t^0 (sm. lemmu 1.4). �

Ocenki i asimptotiki. Lemma 1.5 pozvolØet opredelit~ gladkie funkcii T i φ,

T (h) = {T_j(h)}^N_{j=1} = E^{−1}(h) ∈ P_0, φ(h) = ‖E^{−1}(h)‖^2, h ∈ R^{N−1}_+ .

(14) V sledu¸weæ lemme naædœm proizvodnye fftih funkciæ.

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 109

Lemma 1.6. Pust~ h ∈ R^{N−1}_+ , oboznaqim T = T (h), Tj = Tj (h), φ =

φ(h), x_j = x_j (T (h)), togda ime¸t mesto ravenstva (oboznaqeniØ takße sm. v (7)) 2N ( ∂φ ∂h_j )_{−1} = − ∂^2p ∂x^2 (x_j, T ) sign p(x_j, T ) > 0, ∂T_k ∂h_j = 1 2N (T_k − x_j ) ∂φ ∂h_j . (15)

Dokazatel~stvo. RaskryvaØ skobki i ispol~zuØ sootnoxenie ∑ T_i = 0, tak kak T ∈ P_0, imeem p(x, T ) = N∏ i=1 (x − T_i) = x^N − φ 2 x^{N−2} + N−3∑ i=0 p_ix^i, (16)

gde funkcii p_i = p_i(h) gladkie. Napomnim, qto vezde v dokazatel~stve my ispol~zuem oboznaqeniØ, prinØtye v formulirovke lemmy. Dalee, po opredeleni¸ funkcii E (sm. (7)) imeem

p(x_k, T ) = E_k(T ) sign p(x_k, T ) = h_k sign p(x_k, T ), ∂p ∂x (x_k, T ) = 0, k = 1, .., N − 1, (17)

δ_{k,j} sign p(x_j , T ) = ∂p ∂x (x_k, T ) ∂x_k ∂h_j − 1 2 ∂φ ∂h_j x^{N−2}_k + N−3∑ i=0 ∂p_i ∂h_j x^i_k

= − 1 2 ∂φ ∂h_j x^{N−2}_k + N−3∑ i=0 ∂p_i ∂h_j x^i_k, (18)

zdes~ δ – simvol Kronekera, ravenstvo (18) poluqaetsØ differencirovaniem ravenstva (17). Polinom sprava v (18) imeet stepen~ N − 2 i my naxli vse ego korni, to est~ − 1 2 ∂φ ∂h_j x^{N−2} + N−3∑ i=0 ∂p_i ∂h_j x^i = − 1 2 ∂φ ∂h_j ∏ i≠j (x − x_i) =

− 1 2N (x − x_j) ∂φ ∂h_j ∂p ∂x (x, T ), (19)

110 A. KUCENKO

tak kak^{∂p}_{∂x} (x, T ) = N^{N−1} ∏ i=1 (x − x_i). PodstavlØØ v (19) x = x_j i

ispol~zuØ (18), poluqaem pervoe ravenstvo v (15). Dalee iz (16) i (19) imeem − ∂T_j ∂h_k ∂p ∂x (T_j , T ) = − ∂T_j ∂h_k ∏ i≠j (T_j − T_i) =

− 1 2 ∂φ ∂h_k T^{N−2}_j + N−3∑ i=0 ∂p_i ∂h_k T^i_j = − 1 2N (T_j − x_k) ∂φ ∂h_k ∂p ∂x (T_j , T ). Tak kak^{∂p}_{∂x} (T_j, T ) ≠ 0, my poluqaem vtoroe ravenstvo v (15). � Sledstvie 1.7. i) Esli Ej(t) > Ej(s), j = 1, .., N −1, to ‖t‖2 > ‖s‖2

i ravenstvo vozmoßno tol~ko esli E_j(t) = E_j(s), j = 1, .., N − 1. ii) Esli E_j(t) > E_j(s) dlØ nekotorogo j i vse ostal~nye E_i(t) sovpada¸t s E_i(s), i ≠ j, togda t_j − t_{j+1} > s_j − s_{j+1}, a t_i − t_{i+1} < s_i − s_{i+1} pri i ≠ j.

Rassmotrim funkci¸ φ_j (h) = φ( ∑ i≠j 2e_i + he_j ), h > 2. Togda

po lemmam 1.4, 1.6 imeem φ_j(2) = 2N ,^{∂φj}_{∂h} > 0 i, oqevidno,

φ_j (h) → ∞, h → ∞. Znaqit, odnoznaqno opredelØ¸tsØ funkcii h_j(r), r > √ 2N takie, qto φ_j (h_j(r)) = r^2, funkcii h_j (r) gladkie.

V sledu¸wih lemmah dokaßem neskol~ko svoæstv funkciæ h_j (r). Lemma 1.8. Verny toßdestva inf t∈P0, ‖t‖2=r ‖E(t)‖ = 2r^N (2N )^{N2} , r > 0; sup t∈P2, ‖t‖2=r ‖E(t)‖ = max_k h_k(r), r > √ 2N . (20)

Dokazatel~stvo. Pust~ inf_{t∈P0, ‖t‖2=r} ‖E(t)‖ = ‖E(s)‖; takoe s ∈ P0 suwestvuet, tak kak funkciØ E nepreryvna i nißnØØ gran~ dostigaetsØ na kompakte. Po sledstvi¸ 1.7 i) i lemme 1.4 imeem r = ‖s‖_2 6 ‖E^{−1} (∑ ‖E(s)‖e_i ) ‖_2 = ( ‖E(s‖) 2 ) 1_N √ 2N, 2r^N (2N )^{N2} 6 ‖E(s)‖,

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 111

i my dostigaem nißn¸¸ gran~ pri t = E^{−1} ( ∑ i 2r^N (2N)^N2 e_i ) , ‖t‖_2 = r i tol~ko pri takom t.

Dalee, pust~ sup_{t∈P2, ‖t‖2=r} ‖E(t)‖ = ‖E(^s)‖, ^s ∈ P_2, i pust~ E_j(^s) =

‖E(^s)‖ > E_i(^s), i = 1, .., N − 1. Togda po sledstvi¸ 1.7 i) i po

opredeleni¸ funkcii h_j (r) imeem ‖E^{−1}( ∑ i≠j 2e_i + ‖E(^s)‖e_j )‖_2 6 ‖^s‖_2 = r = ‖E^{−1}( ∑ i≠j 2e_i + h_j(r)e_j )‖_2,

otkuda snova po sledstvi¸ 1.7 poluqaem E(^s) 6 h_j(r). Znaqit, verhnØØ gran~ dostigaetsØ pri t = E^{−1}( ∑ i≠j 2e_i + h_j (r)e_j ) i tol~ko

pri takom t. �

Lemma 1.9. Pust~ fj (r) = N^{− N}2^{( N}_j − 1^{) N2 −j} r^N , togda ime¸t me-

sto ocenka i asimptotika h_j(r) < f_j (r), r > √ 2N ; h_j(r) = f_j (r) + o(r^{N−1}), r → ∞. (21)

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto pri dostatoqno bol~xih r = ‖t‖2,

t = E^{−1}( ∑ i≠j 2e_i + h_j (r)e_j ), u polinoma p(x, t) rasstoØnie meßdu

j-m i (j + 1)-m kornem stanovitsØ bol~xim, i naprotiv, qtoby ostal~nye vysoty byli ravny 2, nußno qtoby rasstoØniØ meßdu drugimi kornØmi byli malen~kimi; oqevidno, oni dolßny stremit~sØ k 0, kogda r → ∞. To est~ polinom budet vyglØdet~ tak: p(x, t) = j∏ i=1 (x − s + ε_i) N∏ i=j+1 (x + t − ε_i), max |ε_i| → 0, r → ∞, (22) dlØ dostatoqno bol~xih poloßitel~nyh s, t. Iz usloviæ t ∈ P_2 i ‖t‖_2 = r poluqaem −j s r + (N − j) t r + δ_1 = 0, j ( s r )_2 + (N − j) ( t r )_2 + δ_2 = 1,

δ_1, δ_2 → 0, r → ∞. (23)

112 A. KUCENKO

Ots¸da^s_r ≈ √_{N−j} Nj ,^t_r ≈ √_j (N−j)N . Oboznaqim gk(y, α) = ( y − α √ N − jN j )_j ( y + α √ j(N − j)N )_{N−j} . Togda (22) vleqet p(x, t) = r^N g_k(y, 1) + o(r^{N−1}), y = x r , r → ∞, (24) zdes~^{o(rN}

�1_)

r^N�1 → 0 ravnomerno pri ograniqennyh y. Znaqit, qtoby

poluqit~ asimptotiku dlØ h_j (r), nußno sosqitat~ maksimal~nu¸ vysotu polinoma g_j(y, 1). Legko proverit~, qto vse ffkstremumy fftogo polinoma ravny 0, krome odnogo, kotoryæ po modul¸ raven

α_j = N^{− N2} (_N j − 1 ) N_{2 −j} , i my poluqaem trebuemu¸ asimptotiku dlØ h_j (r). Dalee, pust~ p(x, t) = g_j(x, r), togda t ∈ P_0, ‖t‖_2 = r i ‖E(t)‖ = E_j(t) = α_jr^N = f_j (r), E_i(t) = 0, i ≠ j. Teper~ ocenka

f_j (r) > h_j (r) poluqaetsØ iz sledstviØ 1.7 i opredeleniØ funkcii h_j(r). �

Lakuny. Napomnim, qto funkciØ^^G, izobraßa¸waØ dliny lakun polinoma, opredelena v (11). My budem rabotat~ so sledu- ¸weæ funkcieæ G(h) = ^G(T (h)), h ∈ (2, +∞)^{N−1}. (25) Zametim, qto ‖G(h)‖ < ‖G(αh)‖ pri α > 1, tak kak G(αh) – ffto lakuny polinoma αp(α^{− 1}N x, T (h)), kotorye, kak netrudno proverit~, bol~xe lakun polinoma p(x, T (h)), kotorye v svo¸ oqered~ ravny G(h). Dalee budem ocenivat~ ‖G(h)‖ qerez ‖h‖. Vnaqale ustanovim osnovnu¸ lemmu.

Lemma 1.10. Otobraßenie G : (2, +∞)^{N−1} → R^{N−1}_+ ØvlØetsØ go-

meomorfizmom i nepreryvno vplot~ do granicy. Krome togo, proizvodnaØ^{∂G}_{∂t} (s), s ∈ P_2, suwestvuet i obratima.

Dokazatel~stvo. Pust~ h ∈ E(P2); vvedem oboznaqeniØ

y^− = y^−(h) = h − 2 N−1∑ j=1 (−1)^je_j , y^+ = y^+(h) = h + 2 N−1∑ j=1 (−1)^j e_j , T = T (h). Togda v oboznaqeniØh (10), (11) imeem T (y^−) = t^− i T (y^+) = t^+. ˚sno, qto

X(t^−) = X(t^+ ) = X(T ), φ(y^−) = φ(y^+) = φ(h), (26)

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 113

tak kak ot dobavleniØ k polinomu konstanty toqki ego ffkstremumov ne menØ¸tsØ i tak kak −^φ_2 – ffto kofffficient pri x^{N−2} (sm. (16)) i on toße ne menØetsØ ot dobavleniØ k polinomu konstanty. Oboznaqim φ = φ(h), togda, ispol~zuØ opredelenie (25) otobraßeniØ G i (11), a takße (15), (16) i formuly pered (26), imeem ∂G_{2k} ∂h_j = ∂T_{2k} ∂h_j (y^−) − ∂T_{2k+1} ∂h_j (y^−) = ( 1 t^−_{2k} − x_j(T ) − 1 t^−_{2k+1} − x_j(T ) ) 1 2N ∂φ ∂h_j , (27) ∂G_{2k−1} ∂h_j = ( 1 t^+_{2k−1} − x_j (T ) − 1 t^+_{2k} − x_j (T ) ) 1 2N ∂φ ∂h_j . (28)

Pokaßem, qto^{∂G}_{∂h} ØvlØetsØ matriceæ s diagonal~nym preobladaniem. Dalee v lemme budem predpolagat~ N qetnym, v sluqae neqœtnogo N dokazatel~stvo analogiqno. Ispol~zuØ (27), (28) i gruppiruØ nußnym obrazom slagaemye, poluqaem ( 1 2N ∂φ ∂h_j )_{−1} | | | ∂G^j ∂h_j | | | − ∑ i≠j | | |∂G^i ∂h_j | | |

= 1 x_j(T ) − t^−_1 + N−2∑ i=2 ( (−1)^i

t^+_{i−1} − x_j (T ) − (−1)^i

t^−_i − x_j (T ) ) +

+ 1 t^−_N − x_j (T )

> 0, t^−_{i+3} < t^−_{i+2} < t^+_{i+1} < t^+_i < t^−_{i+1} < t^−_i ,

1 6 i 6 N − 3;

otmetim, qto poloßitel~nost~ pravoæ qasti ravenstva sleduet iz ukazannoæ uporØdoqennosti korneæ i iz neravenstva t^−_N <

x_j(T ) < t^−_1 . Teper~ iz^{∂φ}_{∂hj} > 0 (sm. (15)) sleduet diagonal~noe

preobladanie i obratimost~ matricy^{∂G}_{∂h} . To est~ otobraßenie G lokal~no izomorfno. Dalee, pust~ t ∈ P_2 i oboznaqim

s = {t_j − t_{j+1}}^{N−1}_{j=1} ; pust~ α > 1, togda p(x, αt) ± 2 = α^N (p(y, t) ± 2α^{−N} ), y = x α ; G(E(αt)) = αs + O(α^{1−N} ), α → +∞. (29)

114 A. KUCENKO

Otmetim, qto asimptotika sleduet iz pervogo sootnoxeniØ v (29) i opredeleniØ otobraßeniØ G. Voz~mem dostatoqno bol~- xoe qislo α i dopustim, qto G(E(αt)) = G(E(^t_α)) dlØ nekotorogo

^t_α ∈ P_2. Pohoßimi metodami, kak i v (29), moßno pokazat~, qto

^t_α = αt + O(α^{1−N} ), t^±(E(^t_α)) = t^±(E(αt)) + O(α^{1−N} ) = αt + O(α^{1−N} ), α → +∞. (30) Oboznaqim t^± = t^±(E(αt)), ^t^± = t^±(E(^t_α)). Iz skazannogo vyxe vidno, qto intervaly γ^±_i = [t^±_{2i}, t^±_{2i−1}], ^γ^±_i = [^t^±_{2i}, ^t^±_{2i−1}] pereseka¸tsØ pri dostatoqno bol~xih α i, poskol~ku oni ime¸t odinakovu¸ dlinu (tak kak G_i(E(t_α)) = G_i(E(^t_α))), vozmoßny tol~ko tri varianta vzaimnogo raspoloßeniØ fftih promeßutkov: t^±_{2i} = ^t^±_{2i} < t^±_{2i−1} = ^t^±_{2i−1}, t^±_{2i} < ^t^±_{2i} < t^±_{2i−1} < ^t^±_{2i−1}, ^t^±_{2i} < t^±_{2i} < ^t^±_{2i−1} < t^±_{2i−1}. Oboznaqim p(x) = p(x, αt), ^p(x) = p(x, ^t_α). Ispol~zuØ posledn¸¸ formulu, sootnoxeniØ |p(x)| = |^p(y)| = 2, x ∈ ∂γ^±_i , y ∈ ∂^γ^±_i ; |p(x)| > 2, |^p(x)| > 2, x ∈ γ^±_i ∩ ^γ^±_i , i to qto p i ^p odnogo znaka na γ^±_i ∩ ^γ^±_i , poluqaem, qto suwestvuet toqka s_i ∈ γ^±_i ∩ ^γ^±_i , dlØ kotoroæ p(s_i) = ^p(s_i), i = 1, .., N − 1; vse ffti toqki razliqny. Tak kak polinom p − ^p imeet stepen~ N − 2 (obsußdalos~ v (16)), to p ≡ ^p i, znaqit, αt = t_α i G^{−1}(G(E(αt))) =

E(αt) – proobraz sostoit iz odnoæ toqki. Teper~ vsœ gotovo dlØ

primeneniØ lemmy 1.3 pri f = G, X = (2, +∞)^{N−1}, Y = R^{N−1}_+ (usloviØ f(∂X) ⊂ ∂Y ; f(x) → ∞, x → ∞, i nepreryvnost~ vplot~ do granicy proverØ¸tsØ dostatoqno prosto). �

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.1. Sleduet iz lemmy 1.10 i sootnoxeniæ (25), (13). �

Lemma 1.11. Pust~ u > 2, togda imeet mesto toßdestvo sup ‖h‖=u ‖G(h)‖ = ‖G(ue_k + 2 ∑ i≠k e_i)‖.

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 115

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto u > 2. Pust~ sup_{‖h‖=u} ‖G(h)‖

= ‖G(h^0)‖ = ‖G_j0(h^0)‖ dlØ nekotorogo j^0. Predpoloßim, qto u

vektora h^0 komponenta h^0_j0 strogo men~xe u, togda, primenØØ sledstvie 1.7 ii) dlØ t = t^±(^h) (zdes~ ^h = h^0 − h^0_j0 e^0_j + ue_j0 , ‖^h‖ = u) i dlØ s = t^±(h^0) (sm. (10), (11)), poluqaem ‖G(^h)‖ > ‖G(h^0)‖, qto protivoreqit opredeleni¸ toqki h^0; znaqit h^0_j0 = u. Ispol~- zuØ sledstvie 1.7 ii) dlØ ostal~nyh h^0_i , i ≠ j^0, moßno pokazat~, qto h^0_i = 2, i ≠ j^0. Takim obrazom, h^0 = ue_j0 + 2 ∑ i≠j0 ei. Teper~

dokaßem, qto j_0 = k, dlØ fftogo vvedem funkcii

h^j = h^j(r) = re_j + 2 ∑ i≠j e_i, l_j = l_j (r) = G_j (h^j(r)), r > 2, j = 1, ..., N − 1. (31) Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo r_0 > 2 okazalis~ ravny sosednie lakuny, to est~ l_{j+1}(r_0) = l_j (r_0) = l^0 dlØ nekotoryh l^0 > 0 i

1 6 j 6 N − 2. Budem sqitat~ j qœtnym (v sluqae neqœtnogo j vsœ

analogiqno), vvedœm oboznaqeniØ (T sm. v (14))

t^0 = T (h^{j+1}(r_0)) − t^+_{j+2}(h^{j+1}(r_0)) N∑ i=1 e_i,

^t^0 = T (h^j(r_0)) − t^−_{j+1}(h^j (r_0)) N∑ i=1 e_i, oboznaqim p(x) = p(x, t^0), ^p(x) = p(x, ^t^0) i x^0 = X(t^0), ^x^0 = X(^t^0) (sm. (7)), togda

p(x^0_i ) = (−1)^i2, i ≠ j + 1, ^p(^x^0_i ) = (−1)^i2, i ≠ j, p(x^0_{j+1}) = −^p(^x^0_j ) = −r_0, (32)

p(0) = −^p(0) = p(l^0) = −^p(l^0) = −2, −p(x) > 2, ^p(x) > 2, x ∈ (0, l^0). (33)

Ewe zametim, qto x_{n+1}, ^x_n ∈ (0, l^0); teper~ temi ße metodami, qto i v dokazatel~stve lemmy 1.4, moßno pokazat~, qto u polinoma

p + ^p na intervale [−∞, 0] ne men~xe N − j − 1 korneæ, na pro-

meßutke (0, l^0) ne men~xe dvuh korneæ i na intervale [l^0, +∞) ne

116 A. KUCENKO

men~xe j korneæ, to est~ p + ^p ≡ 0, qego ne moßet byt~, tak kak

p + ^p = 2x^N + o(x^N ). Znaqit, naxe predpoloßenie otnositel~no r_0 neverno i vsegda l_j(r) ≠ l_{j+1}(r) pri vseh r > 2, 1 6 j 6 N − 1.

Voz~mœm r dostatoqno bol~xim. Napomnim, qto my uße izuqali polinomy, u kotoryh odna vysota bol~xaØ, a ostal~nye ravny 2, v lemme 1.9. DeæstvuØ temi ße metodami, moßno pokazat~, qto

τ_j = t^j −t^j_{+1} = r^{1N} (1 − α)^{1−α}α^α +o(r^{1N} ), α = j N ; t^j = t^j(r) = T (h^j(r)).

To est~ pri dostatoqno bol~xih r imeem τ_j < τ_{j+1}, 1 6 j 6

k − 1. No Øsno, qto l_j = τ_j + o(1), r → ∞ (metod takoæ ße, kak

i v (30)), znaqit, pri dostatoqno bol~xih r imeem neravenstvo

l_j (r) < l_{j+1}(r), 1 6 j 6 k − 1, a tak kak l_j (r) ≠ l_{j+1}(r), r > 2, i

ffti funkcii nepreryvny, to neravenstvo “<” sohranØetsØ pri vseh r > 2. V itoge, vozvrawaØs~ k naxemu u, poluqaem l_k(u) = max 16j6k^{lj (u)} i, znaqit,^{j0 = k}; tak kak v^{h0} dostigaetsØ verhnØØ gran~ (sm. (31) i vyxe), takße imeem h^0 = ue_k + 2 ∑ i≠k ei. � Sledstvie 1.12. Pust~ N = 2k, togda imeet mesto toßdestvo sup ‖h‖=u ‖G(h)‖ = 4 sinh ( 1 N arccosh u 2 ) . (34)

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem oboznaqeniØ, prinØtye v dokazatel~stve lemmy 1.11. V sluqae N = 2k ffkstremal~nyæ polinom vypisyvaetsØ v Øvnom vide:

p(x, T (h^0)) = 2(−1)^k cos ( k arccos ( − x^2 2 + β )) , β = cosh ( 1 k arccosh u 2 ) , tak kak u fftogo polinoma vse vysoty ravny 2, krome central~noæ (k-æ), kotoraØ ravna u, otkuda i nahodim ‖G(h^0)‖. � Lemma 1.13. Pust~ u > 2, togda ime¸t mesto sootnoxeniØ

inf_{‖h‖=u} ‖G(h)‖ = ‖G(h^0)‖ = g(u), h^0 = h^0(u) = G^{−1}(g(u) N−1∑ m=1 e_m), ‖h^0‖ = u.

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 117 Inymi slovami, nißnØØ gran~ dostigaetsØ togda, kogda vse lakuny odinakovoæ dliny.

Dokazatel~stvo. Ot protivnogo: pust~ odna iz lakun Gj(h^0) strogo men~xe g(u). Voz~mem h^ε = h^0 + εe_j , ε > 0, togda, primenØØ sledstvie 1.7.ii) dlØ t = t^±(T (h^ε)), s = t^±(T (h^0)) (napomnim, qto t^± opredeleno v (10), a T v (14)) i ispol~zuØ opredelenie otobraßeniØ G (sm. (11), (25)), poluqaem, qto ‖G(h^ε)‖ < ‖G(h^0)‖ pri dostatoqno malyh ε > 0. No tak kak ‖h^0‖ < ‖h^ε‖, to po zameqani¸ posle (25) imeem ‖G(^{‖h0‖}_{‖hε‖} h^ε)‖ < ‖G(h^ε)‖ < ‖G(h^0)‖, i ffto protivoreqit tomu, qto v h^0 dostigaetsØ nißnØØ gran~ normy G.

�

Sledstvie 1.14. Pust~ N = 2k, togda v oboznaqeniØh lemmy 1.13

imeet mesto asimptotika

g(u) = u^{1N} k∏ m=1 ( m − 1 2 )_− 1_k + O(u^{1N −1}), u → +∞. (35)

Dokazatel~stvo. Ostavim te ße oboznaqeniØ, qto i v lemme 1.13. ˚sno, qto g(u) → +∞, kogda u → +∞. DeæstvuØ tak ße, kak pri vyvode (29), (30), moßno pokazat~, qto

T_m(h^0) − T_{m+1}(h^0) = g(u) + O(g(u)^{1−N} ), u → +∞

(T opredeleno v (14)). To est~ poluqaem

T (h^0) = g(u) k∑ m=1 ( m − 1 2 ) (e_{k+1−m} − e_{k+m}) + O(g(u)^{1−N} ), u → +∞,

p(x, T (h^0)) = g(u)^N f(u, y), y = x g(u) , u → +∞, (36)

f(u, y) = k∏ m=1 ( y − m + 1 2 + O(g(u)^{−N} ) ) ( y + m − 1 2 + O(g(u)^{−N} ) ) , u → +∞. (37) Tak kak u polinoma p(y, s^0) = ∏_k m=1(y^2 − (m −^1_2 )^2) maksimal~-

naØ vysota ‖E(s^0)‖ = |p(0, s^0)| (pokazat~ ffto moßno, naprimer, po

118 A. KUCENKO

indukcii), to iz (36) i (37) my poluqaem

u = ‖h^0‖ = g(u)^N k∏ m=1 ( m − 1 2 )_2 + O(1), u → +∞, otkuda nahodim (35). � Dokazatel~stvo teoremy 1.2. Iz pervoæ formuly (20) s pomow~¸ (14) poluqaem, qto inf_{Q(h)=c(r)} ‖h‖ = r, otkuda, s uqetom opredeleniØ M_2 (sm. (4)), my poluqaem pervu¸ formulu v (6). Vtoru¸ formulu v (6) poluqaem pohoßim obrazom iz vtoroæ formuly (20) i iz (21) s pomow~¸ (3) i toæ ße formuly (13), zameqaØ, qto max_j h_j(r) < max_j f_j(r) = f_1(r). Formuly (5) poluqa¸tsØ iz (34), (35) s primeneniem formul (25), (13) i opredeleniæ (3). � Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.3. Rassmotrim mnoßestvo Sβ =

{x ∈ P_0 : x_1 − x_N = β}, β > 0. Netrudno proverit~ sledu¸wee:

min_{x∈Sβ} ‖x‖^2 = ‖x^0‖^2 = N − 1 N β^2, max_{x∈Sβ} ‖x‖^2 = ‖x^1‖^2 =

N^2 − δ_N 4N β^2,

(38)

x^0 = N∑ n=2 a(e_1 − e_n), x^1 = m∑ n=1 a(N − m)e_n − N∑ n=m+1 ame_n, a = β N , m = N − δ_N 2 . (39)

V oboznaqeniØh (10) pust~ t ∈ P_2 i t^± = t^±(t), togda moßno pokazat~, qto

0 6^{N∑}_{k=1}(t^{εk}_k − t^{−εk}_k ) 6 4, εk = (−1)^k.

�to tak nazyvaemaØ ocenka dlin spektral~nyh zon (sm. [9]). Pervoe neravenstvo oqevidno, vo vtorom nußno zametit~, qto pri

t^0 = E^{−1}( ∑ 2e_n) budet ravenstvo, a esli vysoty polinoma p(x, t)

bol~xe 2 (to est~ bol~xe vysot polinoma p(x, t^0), v naxem sluqae ffto tak, poskol~ku t ∈ P_2), to kaßdoe iz slagaemyh tol~ko umen~xitsØ (poskol~ku primenimo sledstvie 1.7.ii k polinomu

p(x, T ) = p^2(x, t) − 4), i my poluqim trebuemoe neravenstvo. Do-

bavlØØ k fftomu neravenstvu |γ̂| = ∑_{N−1} n=1 Ĝ_n, Ĝ_n = Ĝ_n(t) (sm. (11)),

OCENKI PARAMETROV KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 119

poluqaem

|γ̂| 6 t^−_1 − t^−_N 6 4 + |γ̂|. (40)

Teper~, uqityvaØ, qto ‖t^−‖^2 = ‖t‖^2, i prinimaØ vo vnimanie vtoroe ravenstvo v (13), a takße primenØØ dlØ t^− ∈ S_β , β = t^−_1 − t^−_N toßdestva (38) i neravenstva (40) i uqityvaØ, nakonec, pervoe ravenstvo v (13), my poluqaem iskomye ocenki. Netrudno uvidet~, qto

m_3(re_1) Q^2(re_1) → 1, r → ∞; M_3(re_m) Q^2(re_m) → 1, r → ∞, m = N + δ_N 2 ; (41)

zametim, qto polinomy, u kotoryh odna vysota bol~xaØ, a ostal~nye po modul¸ ravny 2 (ffto sootvetstvuet re_1 i re_m v (41)), neodnokratno izuqalis~ v fftoæ rabote (sm. lemmu 1.9, (22)–(24)) i poluqit~ dlØ nih (41) ne predstavlØet bol~xogo truda.

Literatura

1. V. A. Marqenko, Operatory Xturma–LiuvillØ i ih priloßeniØ. “Naukova dumka,” Kiev (1977).

2. P. van Moerbeke, The spectrum of Jacobi matrices. — Invent. Math. 37 No. 1

(1976), 45–81.

3. E. Korotyaev, A. Kutsenko, Inverse problem for the periodic Jacoby matrices. —

Preprint 2004.

4. Y. Last, On the measure of gaps and spectra for discrete 1D Schrodinger operators.

— Comm. Math. Phys. 149, No. 2 (1992), 347–360.

5. P. Kargaev, E. Korotyaev, Inverse problems generated by conformal mappings on complex plane with parallel slits. — Sfb 288 Preprint No. 458.

6. P. Kargaev, E. Korotyaev, Inverse Problem for the Hill Operator, the Direct Approach. — Invent. Math. 129, No. 3 (1997), 567–593.

7. E. Korotyaev, I. Krasovsky, Spectral estimates for periodic Jacobi matrices. —

Comm. Math. Phys. 234, No. 3 (2003), 517–532.

8. L. Perkolab, An inverse problem for a periodic Jacobi matrix. — (Russian) Teor.

Funktsii Funktsional. Anal. i Prilozhen. 42 (1984), 107–121.

9. P. Deift, B. Simon, Almost periodic Shrödinger operators III The absolutely continuous spectrum in one dimension. — Commun. Math. Phys., 90 (1983), 389–411.

Kutsenko A. A. Estimates of parameters of conformal mappings related to a periodic Jacobi matrix.

We study the conformal mappings of the band without some vertical symmetric slits into the plane without horizontal slits (which lie on the real axis). Sharp two-sided estimates involving the lengths of slits and

120 A. KUCENKO other parameters are obtained. In terms of the spectral theory of Jacobi matrices, we obtain sharp estimates involving isospectral parameters and the norm of potentials.

Postupilo 13 oktØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet,

Institut für Mathematik, Universität Potsdam, E-mail: kucenko@math.uni-potsdam.de