Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 315, 2004 g.

A. F. Grixin, I. V. Poedinceva

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA

Dokazyva¸tsØ novye varianty tauberovoæ teoremy Keldyxa. PrivodØtsØ primery, pokazyva¸wie, naskol~ko toqny usloviØ v dokazyvaemyh teoremah. Sredi promeßutoqnyh rezul~tatov novye varianty obraweniØ pravila LopitalØ.

UslovimsØ o terminologii i oboznaqeniØh. V rabote poloßitel~noe qislo – ffto fflement poluosi [0, ∞). Vozrasta¸waØ funkciØ f – ffto takaØ funkciØ, qto iz neravenstva x_1 ≤ x_2 sleduet neravenstvo f(x_1) ≤ f(x_2). Esli f_1 i f_2 – poloßitel~nye funkcii na poluosi (0, ∞), to sootnoxenie f_1(x) << f_2(x) oznaqaet, qto suwestvu¸t qisla R i M takie, qto pri x ≥ R vypolnØetsØ neravenstvo f_1(x) ≤ M f_2(x). Analogiqno ponimaetsØ znak >>. Simvolom M my budem oboznaqat~ strogo poloßitel~nye, voobwe govorØ razliqnye, postoØnnye.

Pust~ my imeem ravenstvo

Φ(x) = ∞∫ 0 K(x, t)dφ(t). (1) Teoremy, v kotoryh po asimptotiqeskim svoæstvam funkcii φ nahodØtsØ asimptotiqeskie svoæstva funkcii Φ, nazyva¸tsØ abelevymi teoremami. Teoremy, v kotoryh po asimptotiqeskim svoæstvam funkcii Φ nahodØtsØ asimptotiqeskie svoæstva funkcii φ, nazyva¸tsØ tauberovymi. M.V.Keldyx ([1], perepeqatka v [2]) naxel novyæ tip tauberovyh teorem. NarØdu s ravenstvom (1) on rassmatrival ravenstvo

Ψ(x) = ∞∫ 0 K(x, t)dψ(t). Pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh im bylo dokazano, qto iz ravenstva lim_{x→∞} Ψ(x) Φ(x) = 1 63

64 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA sleduet ravenstvo lim_{x→∞} ψ(x) φ(x) = 1.

V teoreme Keldyxa Ødro imeet vid K(x, t) = 1 ( 1 +^t_x )_m , m > 0. OgraniqeniØ na funkcii φ i ψ v fftoæ teoreme, kak ffto qasto byvaet v pervyh variantah dokazatel~stva, bolee sil~nye, qem ffto neobhodimo dlØ poluqeniØ zakl¸qeniØ teoremy. �ti ograniqeniØ byli znaqitel~no oslableny v rabote B.I.Korenbl¸ma [3] (sm. takße [4]), gde oni ime¸t sledu¸wiæ vid:

1) φ i ψ – vozrasta¸wie na poluosi [0, ∞) funkcii, priqem φ(0) = φ(+0) = 0, ψ(0) = ψ(+0) = 0, 2) lim_{x→∞} φ(x) = ∞, 3) suwestvu¸t qisla α < m i x_0 takie, qto pri y ≥ x ≥ x_0 vypolnØetsØ neravenstvo φ(y) φ(x) ≤ ( y x )_α . (2)

Otmetim, qto Korenbl¸m v [3] rassmatrivaet dostatoqno obwiæ klass Øder, soderßawiæ v kaqestve svoego fflementa Ødro iz teoremy Keldyxa.

V dannoæ rabote my ograniqivaemsØ Ødrom, kotoroe rassmatrival Keldyx. Zdes~ po sravneni¸ s usloviØmi Korenbl¸ma oslablØ¸tsØ trebovaniØ na monotonnost~ funkciæ φ i ψ, uslovie 2) zamenØetsØ na trebovanie, qtoby funkciØ φ ne byla toßdestvenno ravnoæ nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti, neravenstvo (2) zamenØetsØ na bolee slaboe φ(y) ≤ M φ(x) ( y x )_α , y ≥ x ≥ x_0, M = M (φ, x_0). (3)

Otmetim ewe, qto uslovie (2) v teoreme Korenbl¸ma oslableno do usloviØ φ(y) φ(x) ≤ (1 + ε(x)) ( y x )_α , y ≥ x, ε(x) → 0 pri x → ∞ (4)

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 65 v rabote V. I. Macaeva i ı. A. Palanta [5]. Klassy funkciæ, udovletvorØ¸wih usloviØm (3) i (4), razliqny. �ti klassy byli predmetom special~nyh issledovaniæ. Ob fftom napisano v knige [6, glava 2].

Skaßem neskol~ko slov o dokazatel~stvah. Keldyx dokazyval svo¸ teoremu metodami kompleksnogo analiza. Dokazatel~stvo Korenbl¸ma qisto vewestvennoe. My povtorØem nekotorye iz ego rassußdeniæ. Vmeste s tem, dokazatel~stvo Korenbl¸ma opiraetsØ na special~nu¸ teoremu ob approksimacii vinerovskogo tipa, a v osnove naxih rassußdeniæ leßat soobraßeniØ kompaktnosti, v qastnosti, teorema vybora Helli [7, glava 8, §4]. Primenenie soobraßeniæ kompaktnosti v tauberovyh teoremah uße imeet dostatoqno dlinnu¸ istori¸, smotri, naprimer, [8, 9, 6], gde ime¸tsØ dal~neæxie ssylki. V zametke ispol~zuetsØ horoxo razvitaØ teoriØ rosta vewestvennyh funkciæ, kotoraØ seæqas naibolee polno izloßena v [6].

Tauberovy teoremy Keldyxa nahodØt xirokoe primenenie v teorii operatorov. Tak, ego tauberova teorema byla nußna Keldyxu dlØ dokazatel~stva svoih rezul~tatov po teorii operatorov [10] (perepeqatka v [2]). Toqno tak ße obstoit delo i s tauberovoæ teoremoæ iz raboty [5]. Xiroko primenØ¸tsØ tauberovy teoremy i v knige [11]. Otdel~naØ glava fftoæ knigi posvØwena tauberovym teoremam.

Osnovnye rezul~taty stat~i – ffto teoremy 8 i 9. Naqnem izloßenie s vypisyvaniØ neobhodimyh opredeleniæ i citirovaniØ izvestnyh rezul~tatov, kotorye ispol~zu¸tsØ v zametke.

Pust~ f – poloßitel~naØ funkciØ na poluosi [0, ∞). Oboznaqim qerez E mnoßestvo teh α, dlØ kotoryh suwesvu¸t qisla M i R takie, qto vypolnØetsØ neravenstvo f(tr) ≤ M t^αf(r) pri t ≥ 1, r ≥ R. Verhnim indeksom Matuxevskoæ funkcii f nazyvaetsØ qislo α(f) = inf E. Esli mnoßestvo E pustoe, to polaga¸t α(f) = +∞.

Oboznaqim qerez G mnoßestvo teh qisel β, dlØ kotoryh suwestvu¸t qisla M i R takie, qto vypolnØetsØ neravenstvo f(tr) ≥ M t^βf(r) pri t ≥ 1, r ≥ R. Nißnim indeksom Matuxevskoæ funkcii f nazyvaetsØ qislo β(f) = sup G. Esli mnoßestvo G pustoe, to polaga¸t β(f) = −∞.

�ti opredeleniØ ffkvivalentny opredeleniØm iz [6, razdel

66 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA 2.1].

Otmetim odno prostoe utverßdenie, kotorym my budem pol~- zovat~sØ v dal~neæxem. Pust~ f – poloßitel~naØ na poluosi (0, ∞) funkciØ, kotoraØ ne ravna toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti. Pust~ hotØ by odna iz veliqin α(f), β(f) koneqna. Togda suwestvuet okrestnost~ beskoneqnosti, v kotoroæ funkciØ f strogo poloßitel~na.

Sledu¸wee utverßdenie – ffto variant izvestnoæ teoremy o pikah Polia.

Teorema 1 ([6, teorema 2.5.2]). Pust~ f – poloßitel~naØ izme-

rimaØ na poluosi (0, ∞) funkciØ i vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv β(f) > −∞, α(f) < +∞. Togda dlØ kaßdogo vewestvennogo p takogo, qto β(f) ≤ p ≤ α(f), suwestvu¸t beskoneqno bol~xie posledovatel~nosti r_n, a_n i beskoneqno malaØ posledovatel~nost~ δ_n (ffti posledovatel~nosti razliqnye v dvuh napisannyh niße neravenstvah) takie, qto f(tr_n) ≤ (1 + δ_n)f(r_n)t^p, t ∈ [ 1 a_n , a_n ] , f(tr_n) ≥ (1 − δ_n)f(r_n)t^p, t ∈ [ 1 a_n , a_n ] , i ni dlØ kakih drugih p takih posledovatel~nosteæ ne suwestvuet.

V original~nom dokazatel~stve Dreæsina i Xia [12] dopolnitel~no trebovalos~, qtoby funkciØ f byla nepreryvna. Odnako, dostatoqno izmerimosti. Voprosy, svØzannye s otkazom ot izmerimosti, obsußda¸tsØ v [6].

V rassmatrivaemom kruge voprosov predstavlØet interes svØz~ meßdu svoæstvami funkciæ φ i Φ,

Φ(r) = ∞∫ 0 φ(ur)du (1 + u)^{m+1} = 1 r ∞∫ 0 φ(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+1} , m > −1. (5)

My budem ispol~zovat~ predstavlenie (5), a ne predstavlenie, kotoroe rassmatrival Keldyx

Φ(x) = ∞∫ 0 dφ(t) ( 1 +^t_x

)_m . (6)

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 67 �to ne umen~xaet obwnosti rassußdeniæ, tak kak integrirovaniem po qastØm ot predstavleniØ (6) moßno priæti k predstavleni¸ (5). Bolee togo, esli ispol~zovat~ predstavlenie (5), to uslovie monotonnosti funkcii φ ne vyglØdit estestvennym i my inogda budem otkazyvat~sØ ot nego. Izlagaemye niße rezul~taty o svØzi meßdu svoæstvami funkciæ φ i Φ po suwestvu izvestny, no privodØtsØ v nußnom nam oformlenii i dlØ polnoty izloßeniØ.

Lemma 1. Pust~ φ – poloßitel~naØ izmerimaØ funkciØ na polu-

osi (0, ∞), a funkciØ Φ opredelØetsØ formuloæ (5). Togda funkciØ rΦ(r) ØvlØetsØ vozrasta¸weæ funkcieæ na poluosi (0, ∞), a funkciØ r^{−m}Φ(r) – ubyva¸weæ. �to ffkvivalentno tomu, qto vypolnØ- ¸tsØ neravenstva Φ(tr) ≥ 1 t Φ(r), Φ(tr) ≤ t^mΦ(r), t ≥ 1, r > 0. Utverßdenie lemmy legko usmotret~ iz vtorogo ravenstva v formule (5).

Zameqanie. Zametim, qto koneqnost~ funkcii Φ(r) hotØ by dlØ

odnogo r ∈ (0, ∞) vleqet koneqnost~ fftoæ funkcii pri vseh r ∈ (0, ∞). V principe, dlØ spravedlivosti lemmy ne nußno trebovat~ koneqnosti Φ. Odnako, esli ffto ne vypolnØetsØ, to neravenstva lemmy prevrawa¸tsØ v trivial~noe neravenstvo ∞ ≤ ∞. Zametim ewe, qto lemma 1 ØvlØetsØ odnim iz faktov, poroßdaemyh specifiqnost~¸ rassmatrivaemogo Ødra.

Lemma 2. Pust~ φ – poloßitel~naØ izmerimaØ na poluosi (0, ∞)

funkciØ, priqem β(φ) > −∞. Togda φ(r) << Φ(r), gde Φ – funkciØ, opredelØemaØ ravenstvom (5).

Dokazatel~stvo. Pust~ β < β(φ). Togda suwestvu¸t qisla R i

M takie, qto pri r ≥ R, u ≥ 1 vypolnØetsØ neravenstvo φ(ur) ≥ M u^βφ(r). Pofftomu pri takih r poluqaem Φ(r) ≥ ∞∫ 1 φ(ur)du (1 + u)^{m+1} ≥ M φ(r) ∞∫ 1 u^βdu (1 + u)^{m+1} . Ots¸da sleduet utverßdenie lemmy.

68 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA

My budem govorit~, qto poloßitel~nye funkcii f i g ime¸t odinakovyæ rost na beskoneqnosti, esli 0 < lim_{r→∞} f(r) g(r) ≤ lim_{r→∞} f(r) g(r) < ∞. Teorema 2. Pust~ m > −1, φ – poloßitel~naØ izmerimaØ ne rav-

naØ toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti funkciØ na poluosi (0, ∞), Φ – koneqnaØ funkciØ, opredelennaØ ravenstvom (5). DlØ togo, qtoby funkcii φ i Φ imeli odinakovyæ rost na beskoneqnosti, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ neravenstva β(φ) > −1, α(φ) < m.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto vypolnØ¸tsØ neravenstva

β(φ) > −1, α(φ) < m. Pust~ β ∈ (−1, β(φ)), α ∈ (α(φ), m). Suwestvu¸t qisla R, M_1, M takie, qto pri r ≥ R, u ≥ 1 budut vypolnØt~sØ neravenstva φ(ur) ≤ M_1u^αφ(r), φ(ur) ≥ M u^βφ(r), (7) priqem moßno sqitat~, qto φ(R) ≠ 0.

Iz neravenstva (7) sledu¸t neravenstva φ(ur) ≤ M_2u^βφ(r), u ∈ (0, 1], ur ≥ R, φ(v) ≥ M φ(R) R^β v^β , v ≥ R. (8) Privedennye sootnoxeniØ pozvolØ¸t ocenit~ pri r ≥ R funkci¸ Φ sverhu:

Φ(r) = R r∫ 0 φ(ur)du (1 + u)^{m+1} + 1∫ R r φ(ur)du (1 + u)^{m+1} + ∞∫ 1 φ(ur)du (1 + u)^{m+1}

≤ R r∫ 0 φ(ur)du + M_2φ(r) 1∫ 0 u^βdu (1 + u)^{m+1}

+ M_1φ(r) ∞∫ 1 u^αdu (1 + u)^{m+1}

= 1 rφ(r) R∫ 0 φ(t)dt + M_2 1∫ 0 u^βdu (1 + u)^{m+1}

+ M_1 ∞∫ 1 u^αdu (1 + u)^{m+1} φ(r).

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 69 Iz fftogo i neravenstva (8) sleduet, qto Φ(r) << φ(r). Vmeste s lemmoæ 2 ffto daet, qto funkcii φ i Φ ime¸t odinakovyæ rost na beskoneqnosti.

Dokaßem vtoru¸ qast~ teoremy. Predpoloßim, qto funkcii φ i Φ ime¸t odinakovyæ rost na beskoneqnosti. Iz fftogo i lemmy 1 sleduet, qto α(φ) ≤ ∞. Predpoloßim, qto α(φ) ≥ m.

Po teoreme 1 suwestvu¸t beskoneqno bol~xie posledovatel~- nosti r_n, a_n i beskoneqno malaØ posledovatel~nost~ δ_n takie, qto φ(ur_n) ≥ (1 − δ_n)φ(r_n)u^m, u ∈ [1, a_n] . Iz ravenstva (5) sleduet, qto

Φ(r_n) ≥ a_n∫

1 φ(ur_n)du (1+u)^{m+1} ≥ (1−δ_n)φ(r_n) a_n∫

1 u^mdu (1+u)^{m+1}

≥ (1 − δ_n)φ(r_n) ln a_n.

�to protivoreqit sootnoxeni¸ Φ(r) << φ(r). Tem samym dokazano, qto α(φ) < m. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto β(φ) > −1. Teorema dokazana.

Analogiqnymi rassußdeniØmi moßno dokazat~ takie teore- my. Teorema 3. Pust~ m – proizvol~noe vewestvennoe qislo, φ – po-

loßitel~naØ lokal~no integriruemaØ ne ravnaØ toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti funkciØ na poluosi (0, ∞), A(r) = ∞∫ 1 φ(ur) u^{m+1} du, A(r) < ∞. DlØ togo, qtoby funkcii φ i A imeli odinakovyæ rost na beskoneqnosti, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ neraven- stva β(φ) > −∞, α(φ) < m.

70 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA

Teorema 4. Pust~ m – proizvol~noe vewestvennoe qislo, φ – po-

loßitel~naØ izmerimaØ ne ravnaØ toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti funkciØ na poluosi (0, ∞), B(r) = 1∫ 0 φ(ur) u^{m+1} du, B(r) < ∞. DlØ togo, qtoby funkcii φ i B imeli odinakovyæ rost na beskoneqnosti, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ neraven- stva β(φ) > m, α(φ) < ∞. Teoremy 3 i 4 lix~ oformleniem otliqa¸tsØ ot teorem 2.6.1, 2.6.3 i zameqaniæ k nim v [6]. Iz teoremy 3 poluqaetsØ l¸bopytnoe sledstvie.

Teorema 5. Pust~ m – proizvol~noe vewestvennoe qislo, φ – po-

loßitel~naØ izmerimaØ funkciØ na poluosi (0, ∞), priqem β(φ) > −∞. Esli suwestvuet qislo R takoe, qto semeæstvo funkciæ peremennoæ u na poluosi [1, ∞) vida 1 u^{m+1} φ(ru) φ(r) , r ≥ R, imeet integriruemu¸ maßorantu na fftoæ poluosi, to suwestvuet qislo α < m takoe, qto pri u ≥ 1 vypolnØetsØ neravenstvo φ(ru) << u^αφ(r). Dokazatel~stvo. Rassmotrim funkci¸ A(r) = ∞∫ 1 φ(ru) u^{m+1} du. Iz usloviØ β(φ) > −∞, povtorØØ rassußdeniØ iz lemmy 2, moßno poluqit~ neravenstvo φ(r) << A(r). Iz usloviØ teoremy sleduet, qto suwestvu¸t qislo R i integriruemaØ na poluosi [1, ∞) funkciØ a(u) takie, qto 1 u^{m+1} φ(ru) ≤ a(u)φ(r), r ≥ R, u ≥ 1.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 71

Iz fftogo sleduet, qto A(r) ≤ φ(r)^∞ ∫ 1 a(u)du pri r ≥ R. Teper~ teo-

rema 3 daet α(φ) < m, a ffto ffkvivalentno utverßdeni¸ teoremy. Teorema dokazana.

Sledu¸waØ lemma – vaßnyæ promeßutoqnyæ rezul~tat. Dokazatel~stva posledu¸wih predloßeniæ iz zametki, po suwestvu, ØvlØ¸tsØ fragmentami dokazatel~stva fftoæ lemmy.

Lemma 3. Pust~ φ, ψ – poloßitel~nye izmerimye funkcii na

poluosi (0, ∞), udovletvorØ¸wie usloviØm:

1) vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv β(φ) > −∞, β(ψ) > −∞, 2) vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv α(φ) < m, α(ψ) < m, gde m – nekotoroe qislo, strogo bol~xee −1,

3) funkcii

Φ(r) = 1 r ∞∫ 0 φ(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+1} , Ψ(r) = 1 r ∞∫ 0 ψ(t)dt ( 1 +^t_r )_{m+1} koneqny, priqem lim_{r→∞} Ψ(r) Φ(r)

= 1.

Togda lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt = 1.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim

φ_{−1}(t) = t∫ 0 φ(u)du, ψ_{−1}(t) = t∫ 0 ψ(u)du. (9) Imeem τ∫ 0 φ(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+1} = φ_{−1}(τ ) ( 1 +^τ_r

)_{m+1} + m + 1 r τ∫ 0 φ_{−1}(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+2} . (10)

72 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA Iz ograniqennosti sverhu po peremennoæ τ integrala v levoæ qasti ravenstva (10) sleduet ograniqennost~ sverhu integrala iz pravoæ qasti fftogo ravenstva i shodimost~ integrala ∞∫ 0 φ_{−1}(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+2} . (11)

Takim obrazom, kaßdyæ iz integralov v ravenstve (10) imeet predel pri τ → ∞. Sledovatel~no, vneintegral~nyæ qlen takße imeet predel. �tot predel s neobhodimost~¸ raven nul¸, inaqe integral (11) byl by rashodØwimsØ. PerehodØ v ravenstve (10) k predelu pri τ → ∞, nahodim

Φ(r) = m + 1 r^2 ∞∫ 0 φ_{−1}(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+2} = m + 1 r ∞∫ 0 φ_{−1}(ur) (1 + u)^{m+2} du. (12) Analogiqno

Ψ(r) = m + 1 r^2 ∞∫ 0 ψ_{−1}(t)dt ( 1 +^t_r

)_{m+2} = m + 1 r ∞∫ 0 ψ_{−1}(ur) (1 + u)^{m+2} du. (13) Tak kak β(φ_{−1}) ≥ 0, β(ψ_{−1}) ≥ 0, to po lemme 2 suwestvu¸t qisla R > 0 i M takie, qto pri r ≥ R budut vypolnØt~sØ neravenstva φ_{−1}(r) ≤ M rΦ(r), ψ_{−1}(r) ≤ M rΨ(r). (14) Krome togo, my moßem sqitat~, qto pri r ≥ R vypolnØ¸tsØ neravenstva Φ(r) ≤ 2Ψ(r), Ψ(r) ≤ 2Φ(r).

Predpoloßim teper~, qto α(φ) < m. Vyberem α ∈ (α(φ), m), α > −1. Suwestvu¸t qisla R > 0 i M takie, qto φ(ru) ≤ M u^αφ(r), r ≥ R, u ≥ 1. �to daet pri r ≥ R, u ≥ 1

φ_{−1}(ru) = ru∫ 0 φ(τ )dτ = φ_{−1}(R) + Ru∫ R φ(τ )dτ + ru∫ Ru φ(τ )dτ =

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 73

= φ_{−1}(R) + R u∫ 1 φ(vR)dv + ru 1∫ R r φ(vru)dv ≤

≤ φ_{−1}(R) + M Rφ(R) u∫ 0 v^αdv + M ru^{α+1} 1∫ 0 φ(rv)dv =

= φ_{−1}(R) + M α + 1

Rφ(R)u^{α+1} + M u^{α+1}φ_{−1}(r) = = ( φ_{−1}(R) u^{α+1}φ_{−1}(r) + M α + 1 Rφ(R) φ_{−1}(r) + M ) u^{α+1}φ_{−1}(r) ≤ M u^{α+1}φ_{−1}(r). (15) Vyvod neravenstva (15) my pomestili dlØ polnoty izloßeniØ. Ego spravedlivost~ moßno izvleq~ iz rassußdeniæ razdela 2.6 knigi [6]. Teper~ iz ravenstva (12) i teoremy 2 delaem vyvod, qto rΦ(r) << φ_{−1}(r). (16) Analogiqno, esli α(ψ) < m, to naædutsØ qisla α ∈ (−1, m), R > 0, M takie, qto ψ_{−1}(ru) ≤ M u^{α+1}ψ_{−1}(r), r ≥ R, u ≥ 1, rΨ(r) << M ψ_{−1}(r). UtverßdeniØ, kotorye my poluqili do sih por, ØvlØ¸tsØ prØmymi sledstviØmi usloviæ lemmy i predyduwih utverßdeniæ. Perehodim k suwestvennoæ qasti dokazatel~stva. Vvedem dva semeæstva funkciæ

a_r(x) = φ_{−1}(rx) rΦ(r) , b_r(x) = ψ_{−1}(rx) rΦ(r) , x ∈ [0, ∞), r ≥ R, gde R – takoe qislo, qto pri r ≥ R vypolnØ¸tsØ vse neravenstva, neobhodimye dlØ spravedlivosti poluqennyh ranee sootnoxeniæ. �to semeæstva vozrasta¸wih funkciæ. Pust~ x ≥ 1, α(φ) < m. Imeem a_r(x) ≤ M x^{α+1} φ_{−1}(r) rΦ(r) ≤ M x^{α+1},

74 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA b_r(x) ≤ M rxΨ(rx) rΦ(r) ≤ M rxΦ(rx) rΦ(r) ≤ M φ_{−1}(rx) rΦ(r) ≤ M x^{α+1}. Napomnim, qto odnim simvolom M my oboznaqaem ne obØzatel~- no ravnye postoØnnye. Spravedlivost~ posledneæ cepoqki neravenstv sleduet iz neravenstv (14), (16), (15).

Analogiqnye neravenstva vypolnØ¸tsØ i v sluqae, kogda verno neravenstvo α(ψ) < m. Takim obrazom, vypolnenie hotØ by odnogo iz neravenstv α(φ) < m, α(ψ) < m vleqet za soboæ suwestvovanie qisel α ∈ (−1, m) i M takih, qto na poluosi [0, ∞) vypolnØ¸tsØ neravenstva

a_r (x) ≤ M max(1, x^{α+1}), b_r(x) ≤ M max(1, x^{α+1}), r ≥ R. (17) V qastnosti, oba semeæstva ravnomerno ograniqeny na l¸bom segmente [0, A].

Predpoloßim teper~, qto β(φ) > −∞. Po lemme 2 naædutsØ qisla R i M takie, qto φ(r) ≤ M Φ(r), r ≥ R. S pomow~¸ fftoæ ocenki dokaßem ravnostepennu¸ nepreryvnost~ semeæstva a_r(x) na segmentah [a, b] ⊂ (0, ∞). Pust~ x_2 > x_1, x_1, x_2 ∈ [a, b]. Pri uslovii ar ≥ R spravedlivy sootnoxeniØ

a_r (x_2) − a_r(x_1) = 1 rΦ(r) rx2∫ rx1 φ(t)dt ≤ M rΦ(r) rx2∫ rx1 Φ(t)dt

= M Φ(ξ) Φ(r)

(x_2 − x_1) ≤ M (a, b)(x_2 − x_1),

gde ξ – nekotoroe qislo iz segmenta [rx_1, rx_2]. Zametim, qto poslednee iz napisannyh neravestv sleduet iz lemmy 1. Analogiqno iz neravenstva β(ψ) > −∞ sleduet neravenstvo b_r (x_2) − b_r(x_1) ≤ M (a, b)(x_2 − x_1).

Perehodim k zakl¸qitel~noæ qasti dokazatel~stva. Pust~ nekotorye beskoneqno bol~xaØ posledovatel~nost~ r_n i veliqina s ∈ [0, ∞] takovy, qto

lim_{n→∞} r_n∫ 0 ψ(t)dt r_n∫ 0 φ(t)dt = s.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 75 Po teoreme Helli suwestvuet podposledovatel~nost~ R_n posledovatel~nosti r_n takaØ, qto posledovatel~nosti a_{Rn} (x) i b_{Rn} (x) budut shodØwimisØ na poluosi [0, ∞). Oboznaqim ν_1(x) = lim_{n→∞} a_{Rn} (x), ν_2(x) = lim_{n→∞} b_{Rn} (x).

Dalee iz ravenstv (12), (13) sleduet

Φ(R_nx) Φ(R_n)

= (m + 1) ∞∫ 0 φ_{−1}(R_nxu) R_nΦ(R_n) du (1 + u)^{m+2}

, (18)

Ψ(R_nx) Φ(R_n)

= (m + 1) ∞∫ 0 ψ_{−1}(R_nxu) R_nΦ(R_n) du (1 + u)^{m+2}

. (19)

Iz (17) sleduet, qto k integralam v pravyh qastØh (18) i (19) primenima teorema Lebega o maßoriruemoæ shodimosti. V qastnosti, ffti integraly ime¸t predely. Togda i levye qasti ravenstv (18) i (19) ime¸t predely, skaßem μ_1(x) i μ_2(x). PerehodØ k predelu v ravenstvah (18) i (19), poluqim

μ_1(x) = (m + 1) ∞∫ 0 ν_1(xu) (1 + u)^{m+2} du,

μ_2(x) = (m + 1) ∞∫ 0 ν_2(xu) (1 + u)^{m+2} du. Iz lemmy 1 moßno vyvesti, qto μ_1(x) > 0 pri x > 0. Togda iz usloviØ 3) teoremy sleduet, qto μ_1(x) = μ_2(x). �to daet ∞∫ 0 ν(t)dt (t + x)^{m+2}

= 0, x ∈ (0, ∞), ν(t) = ν_1(t) − ν_2(t).

Zametim, qto |ν(t)| ≤ M max(1, t^{α+1}). Iz fftogo sleduet, qto integral ∞∫ 0 ν(t)dt (t + z)^{m+2} ,

76 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA gde vetv~ funkcii (t + z)^{m+2} opredelØetsØ usloviem arg(t + z) = 0 pri z > 0, opredelØet golomorfnu¸ funkci¸ N (z) v oblasti D = C\(−∞, 0]. Tak kak N (z) = 0 pri z > 0, to N (z) = 0 v oblasti D. Po teoreme Fubini ravenstvo N (z) = 0 pri ℜz > 0 moßno zapisat~ v vide ∞∫ 0 y^{m+1} ∞∫ 0 ν(t)e^{−yt}dt e^{−yz}dy = 0. Oboznaqim

g(y) = y^{m+1} ∞∫ 0 ν(t)e^{−ty}dt. Nahodim |g(y)| ≤ M y^{m+1} 1∫ 0 e^{−ty}dt + ∞∫ 1 t^{α+1}e^{−ty}dt

≤ M y^{m+1} ( 1 + Γ(α + 2) y^{α+2} ) . Ots¸da sleduet, qto funkciØ

g_1(y) = { e^{−y}g(y), y > 0, 0, y ≤ 0 prinadleßit L_1(−∞, ∞). Ravenstvo N (1+iτ ) = 0 pri τ ∈ (−∞, ∞) moßno zapisat~ v vide ∞∫ −∞ g_1(y)e^{−iτy} dy = 0. Po teoreme edinstvennosti dlØ preobrazovaniØ Fur~e v prostranstve L_1 poluqaem, qto g_1(y) est~ nulevoæ fflement fftogo prostranstva. Vmeste s nepreryvnost~¸ funkcii g(y) na poluosi (0, ∞) ffto daet ∞∫ 0 ν(t)e^{−ty}dt = 0, y > 0.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 77 PovtorØØ rassußdeniØ, svØzannye s vyhodom v kompleksnu¸ ploskost~, ili prØmo primenØØ teoremu edinstvennosti dlØ preobrazovaniØ Laplasa, poluqim, qto ν_1(t) = ν_2(t) poqti vs¸du na poluosi (0, ∞). Funkcii ν_1(x) i ν_2(x) vozrasta¸wie, pri fftom odna iz nih nepreryvna. Pofftomu ν_1(x) = ν_2(x) pri x > 0. V qastnosti, ν_1(1) = ν_2(1). Krome togo, iz neravenstva (16) i usloviØ α(φ) < m i analogiqnogo neravenstva dlØ funkcii ψ_{−1} i usloviØ α(ψ) < m sleduet, qto hotØ by odna iz veliqin ν_1(1), ν_2(1) strogo poloßitel~na. Pofftomu ν_1(1) = ν_2(1) > 0. Ots¸da sleduet, qto s = 1, a iz fftogo, v svo¸ oqered~, sleduet utverßdenie lemmy. Lemma dokazana.

V sledu¸wih dvuh utverßdeniØh ukazany usloviØ, pri kotoryh neravenstva meßdu integralami ot funkciæ perenosØtsØ, v opredelennom smysle, na neravenstva meßdu funkciØmi. �ti utverßdeniØ moßno rassmatrivat~ kak varianty obraweniØ pravila LopitalØ.

Lemma 4. Pust~ φ, ψ – poloßitel~nye lokal~no integrirue-

mye funkcii na poluosi [0, ∞), priqœm funkciØ φ ne obrawaetsØ toßdestvenno v nol~ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti, β(φ) > −1, α(φ) < ∞, β(ψ) > −∞. Togda iz neravenstva

lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt < ∞

sleduet neravenstvo lim_{r→∞} ψ(r) φ(r) < ∞. Dokazatel~stvo. Pust~ β1 ∈ (−1, β(φ)), α1 > α(φ), β2 < β(ψ).

Suwestvu¸t qisla R > 0, M takie, qto pri r ≥ R, u ≥ 1 budut vypolnØt~sØ neravenstva φ(ur) ≤ M u^{α1} φ(r), φ(ur) ≥ M u^{β1} φ(r), ψ(ur) ≥ M u^{β2} ψ(r). (20)

78 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA Krome togo, moßno sqitat~, qto φ(R) ≠ 0 i qto pri r ≥ R vypolnØetsØ neravenstvo r∫ 0 ψ(t)dt ≤ M r∫ 0 φ(t)dt. Iz neravenstva (20) sledu¸t neravenstva φ(v) ≥ M φ(R) R^{β1} v^{β1} , v ≥ R, φ(ur) ≤ M u^{β1}φ(r), u ∈ (0, 1], ur ≥ R. (21) Dalee ocenivaem r∫ r 2 ψ(t)dt = r 2 2∫ 1 ψ ( r 2 u ) du ≥ M r 2 ψ ( r 2 )^2∫ 1 u^{β2}du.

Ots¸da sleduet r 2 ψ ( r 2 ) ≤ M r∫ r 2 ψ(t)dt ≤ M r∫ 0 ψ(t)dt ≤ M r∫ 0 φ(t)dt

= M R∫ 0 φ(t)dt + r 1∫ R r φ(ur)du ≤ M R∫ 0 φ(t)dt

+M rφ(r) 1∫ 0 u^{β1}du ≤ M R∫ 0 φ(t)dt rφ(r) + M β_1 + 1 r 2 φ ( r 2 ) .

Iz fftogo i neravenstva (21) sleduet utverßdenie lemmy. Lemma dokazana.

Teorema 6. Pust~ φ, ψ – poloßitel~nye lokal~no integrirue-

mye, ne ravnye toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti funkcii na poluosi [0, ∞), priqœm β(φ) > −1, β(ψ) >

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 79 −1, α(φ) < ∞, α(ψ) < ∞. Togda iz neravenstv

0 < lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt ≤ lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt < ∞

sledu¸t neravenstva 0 < lim_{r→∞} ψ(r) φ(r) ≤ lim_{r→∞} ψ(r) φ(r) < ∞. Teorema dokazyvaetsØ primeneniem lemmy 4 k param φ i ψ, a takße ψ i φ.

Dalee nas interesu¸t usloviØ, pri vypolnenii kotoryh spravedliva implikaciØ

lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt = 1 =⇒ lim_{r→∞} ψ(r) φ(r) = 1. (22)

Zametim, qto esli φ i ψ vozrasta¸wie funkcii, priqœm dlØ nekotorogo α vypolnØetsØ neravenstvo φ(tx) ≤ t^αφ(x), x ≥ x_0(α), t ≥ 1, to spravedlivost~ ukazannoæ implikacii dokazal B. I. Korenbl¸m [3]. Sluqaæ φ(t) = t^{ρ(t)}, gde ρ(t) – utoqnennyæ porØdok v smysle Valirona, detal~no razobran v [13]. Dalee budet privedeno neskol~ko novyh usloviæ, obespeqiva¸wih spravedlivost~ implikacii (22). My naqnem so sledu¸wego promeßutoqnogo rezul~tata.

Lemma 5. Pust~ φ i ψ – poloßitel~nye funkcii na poluosi

[0, ∞), udovletvorØ¸wie usloviØm:

1) funkcii φ i ψ ne ravny toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti, 2) vypolnØ¸tsØ neravenstva β(φ) > −1 i β(ψ) > −1, 3) vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv α(φ) < ∞, α(ψ) < ∞, 4) ψ_{−1}(r) ∼ φ_{−1}(r), r → ∞.

80 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA Togda dlØ l¸boæ beskoneqno bol~xoæ posledovatel~nosti r_n suwestvuet podposledovatel~nost~ R_n takaØ, qto dlØ poqti vseh x ∈ [0, ∞) suwestvuet predel S(x) = lim_{n→∞} ψ(R_nx) φ(R_nx) , i funkciØ S(x) ravna edinice poqti vs¸du na poluosi [0, ∞).

Dokazatel~stvo. Budem sqitat~, qto α(φ) < ∞. Togda iz uslo-

viæ lemmy i lemmy 4 sleduet, qto naædutsØ qisla M , R > 1, β > −1, α > β takie, qto φ(ur) ≤ M u^βφ(r), u ∈ (0, 1), ur ≥ R, ψ(ur) ≤ M u^βψ(r), u ∈ (0, 1), ur ≥ R, φ(ur) ≤ M u^αφ(r), u ≥ 1, r ≥ R, ψ(r) ≤ M φ(r), r ≥ R. Moßno takße sqitat~, qto φ(r) > 0, ψ(r) > 0 pri r ≥ R. Rassmotrim dva semeæstva funkciæ peremennoæ x na poluosi [0, ∞):

c_r(x) = φ(rx) φ(r) , r ≥ R, d_r(x) = ψ(rx) φ(r) , r ≥ R. Pust~ A – proizvol~noe qislo bol~xe 1. Imeem A∫ 0 c_r(x)dx ≤ 1 φ(r) R r∫ 0 φ(rx)dx + M 1∫ R r x^βdx + M A∫ 1 x^αdx

≤ 1 rφ(r) R∫ 0 φ(t)dt + M ≤ M R^β φ(R) R∫ 0 φ(t)dt + M = M. Napominaem, qto simvolom M my oboznaqaem ne obØzatel~no ravnye postoØnnye. Analogiqno A∫ 0 d_r(x)dx ≤ M R^β φ(R) R∫ 0 ψ(t)dt + M = M.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 81 Toqno tak ße, esli E – proizvol~noe izmerimoe mnoßestvo na segmente [0, A], to ∫ E c_r (x)dx ≤ M R^β φ(R) ∫ E∩[0,A] φ(t)dt + M ∫ E∩[0,1] t^β dt + M ∫ E∩[1,A] t^αdt, ∫ E d_r(x)dx ≤ M R^β φ(R) ∫ E∩[0,A] ψ(t)dt + M ∫ E∩[0,1] t^βdt + M ∫ E∩[1,A] t^αdt. Takim obrazom, c_r(x), d_r(x) – ffto ravnomerno integriruemye, ograniqennye v prostranstve L_1([0, A]) semeæstva. Izvestno ([14, gl.4, §8, punkt 9]), qto takie semeæstva slabo kompaktny v prostranstve L_1([0, A]). Iz fftogo sleduet, qto iz l¸boæ posledovatel~nosti funkciæ iz fftih semeæstv moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ slabo v L_1([0, A]). PrimenØØ diagonal~nyæ process Kantora, poluqaem, qto iz l¸boæ posledovatel~nosti funkciæ iz semeæstva c_r(x), a takße iz semeæstva d_r(x), moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ slabo v L_1 na l¸bom koneqnom segmente poluosi [0, ∞).

Dalee my rassmatrivaem special~nu¸ beskoneqno bol~xu¸ posledovatel~nost~ r_n. V to ße vremØ dlØ zakl¸qeniØ spravedlivosti lemmy nußno bylo by rassmatrivat~ proizvol~nu¸ beskoneqno bol~xu¸ posledovatel~nost~. Odnako specifika posledovatel~nosti nikak ne ispol~zuetsØ v dal~neæxem dokazatel~stve. Ona ispol~zuetsØ v dal~neæxem tekste stat~i pri dokazatel~stve drugih utverßdeniæ.

Pust~ teper~ posledovatel~nost~ r_n → ∞ i veliqina s ∈ [0, ∞] takovy, qto lim_{n→∞} ψ(r_n) φ(r_n) = s. Pust~ R_n takaØ podposledovatel~nost~ posledovatel~nosti r_n, qto suwestvu¸t slabye predely

lim_{n→∞} c_{Rn} (x) = c(x), lim_{n→∞} d_{Rn} (x) = d(x)

(imeetsØ v vidu slabaØ shodimost~ v L_1 na l¸bom koneqnom segmente). Napixem teper~ ravenstva

φ_{−1}(R_nx) R_nφ(R_n) = x 1∫ 0 φ(R_nxu) φ(R_n) du, (23)

82 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA

ψ_{−1}(R_nx) R_nφ(R_n) = x 1∫ 0 ψ(R_nxu) φ(R_n) du. (24) Esli pereæti k peremennoæ xu, iz slaboæ shodimosti vidno, qto integraly ime¸t predel pri kaßdom x. Togda i levye qasti ravenstv (23) i (24) ime¸t predely, skaßem C(x), D(x), i spravedlivy ravenstva C(x) = x 1∫ 0 c(xu)du,

D(x) = x 1∫ 0 d(xu)du. Iz usloviØ 4) lemmy moßno vyvesti, qto C(x) = D(x). �to daet x∫ 0 c(t)dt = x∫ 0 d(t)dt. Pofftomu c(x) = d(x) poqti vs¸du na [0, ∞). Iz neravenstv c_r(x) ≥ M x^α, pri x ∈ (0, 1), xr ≥ R i c_r(x) ≥ M x^β pri x ≥ 1, r ≥ R sleduet, qto c(x) > 0 pri x > 0. Takim obrazom, funkciØ S(x) opredelena i ravna 1 poqti vs¸du na poluosi [0, ∞). Lemma dokazana.

Zameqanie. Pri dokazatel~stve lemmy 5 my poluqili, qto

funkcii c(x) i d(x) opredeleny ne vs¸du, a poqti vs¸du i qto ravenstvo c(x) = d(x) vypolnØetsØ takße poqti vs¸du. Esli by slabu¸ shodimost~ funkciæ c_{Rn} i d_{Rn} udalos~ zamenit~ shodimost~¸ p.v. i bylo by dokazano, qto shodimost~ imeet mesto i v toqke 1 i qto vypolnØetsØ ravenstvo c(1) = d(1), to iz fftogo sledovalo by, qto opredelennoe v tekste dokazatel~stva qislo s obØzano byt~ ravnym 1 i qto lim_{r→∞} ψ(r) φ(r) = 1. (25)

Tem ne menee, kak pokazyvaet nißesledu¸wiæ primer, iz usloviæ lemmy 5 ravenstvo (25) ne vytekaet.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 83

Primer 1. Pust~ α > 0. OpredelØem funkci¸ φ sledu¸wim

obrazom: φ(r) = r^α + n(r), gde n(r) – vozrasta¸waØ funkciØ s toqkami rosta r_n = 2^{n!}, n = 1, 2, ..., priqœm n(r) = 0 pri r ∈ [0, r_1), n(r) = r^α_k pri r ∈ [r_k, r_{k+1}), k = 1, 2, .... Funkci¸ ψ opredelØem sledu¸wim obrazom: ψ(r) = r^α + n(r), gde n(r) – nepreryvnaØ na poluosi [0, ∞) funkciØ, kotoraØ sovpadaet s n(r) vs¸du, krome intervalov (r_k − 1, r_k), a na segmentah [r_k − 1, r_k] ØvlØetsØ lineænoæ. DlØ funkciæ φ i ψ vypolnØ¸tsØ vse usloviØ lemmy 5. Oqevidno, qto funkciØ ψ(r)/φ(r) ne imeet predela pri r → ∞.

Ukaßem dopolnitel~nye usloviØ, obespeqiva¸wie ravenstvo (25).

Teorema 7. Pust~ v dopolnenie k usloviØm lemmy 5 vypolnØ¸tsØ

usloviØ

lim_r!1_τ !1 φ(τ r) φ(r) = 1, lim_r!1_τ !1 ψ(τ r) ψ(r) = 1. (26)

Togda vypolnØetsØ ravenstvo (25).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim g(λ) = lim_{r→∞} φ(λr) φ(r) , g(λ) = lim_{r→∞} φ(λr) φ(r) . Iz usloviæ (26) sleduet, qto obe ffti funkcii nepreryvny v toqke λ = 1. Pust~ R_n – ta posledovatel~nost~ iz teksta dokazatel~- stva lemmy 5, kotoraØ opredelØet funkcii c(x) i d(x). Vvedem funkcii c(x) = lim_{n→∞} φ(R_nx) φ(R_n) , c(x) = lim_{n→∞} φ(R_nx) φ(R_n) . Zametim, qto iz l¸boæ podposledovatel~nosti c_{Rnj} funkciæ iz dokazatel~stva lemmy 5, opredelØ¸wih funkci¸ c, moßno sformirovat~ vypuklye kombinacii, shodØwiesØ k c p.v. na R. Napisav^{φ(Rnx)}_{φ(Rn )} =^{φ(Rnx)}_{φ(Rnx1)} c_{Rn} (x_1), ots¸da legko vyvesti, qto dlØ

84 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA kaßdogo x pri p.v. x_1 (iskl¸qitel~noe mnoßestvo mery 0 zavisit ot x) spravedlivy neravenstva c(x) 6 lim_{n→∞} φ(R_nx) φ(R_nx_1) c(x_1)

≤ g ( x x_1 ) c(x_1),

c(x) = lim_{n→∞} φ(R_nx) φ(R_nx_1) c(x_1) ≥ g ( x x_1 ) c(x_1),

c(x) − c(x) ≤ ( g ( x x_1 ) − g ( x x_1 )) c(x_1). (27)

Zametim, qto iz ograniqeniæ na funkci¸ φ sleduet, qto vypolnØ¸tsØ neravenstva c(x_1) ≤ M x_1^β pri x_1 ∈ (0, 1) i c(x_1) ≤ M x_1^α pri x_1 > 1. PerehodØ v neravenstve (27) k predelu pri x_1 → x, poluqim c(x) − c(x) ≤ 0, c(x) = c(x). Esli analogiqnym obrazom vvesti funkcii d(x) i d(x), to poluqim, qto d(x) = d(x). Takim obrazom, v dopolnenie k utverßdeni¸ lemmy 5 my poluqaem, qto slabu¸ shodimost~ v neæ moßno zamenit~ shodimost~¸ vs¸- du i funkcii c(x) i d(x) opredeleny na vseæ poluosi (0, ∞). Iz sootnoxeniæ (26) vytekaet, qto ffti funkcii budut nepreryvnymi. Teper~ iz ravenstva “c(x) = d(x) poqti vs¸du” sleduet, qto ffto ravenstvo vypolnØetsØ vs¸du. V qastnosti, d(1) = c(1) = 1. Iz fftogo, kak skazano v zameqanii k lemme 5, vytekaet ravenstvo (25). Teorema dokazana.

Zametim, qto vypolnenie tol~ko odnogo iz usloviæ (26) ne obespeqivaet vypolneniØ ravenstva (25). Privedem soovetstvu- ¸wiæ primer.

Primer 2. Pust~ φ(r) = r^α, E = ∞⋃ n=1 [r_n, r_n + 1],

gde r_n – posledovatel~nost~ iz primera 1,

ψ(r) = r^α (1 + χ_E (r)) ,

gde χ_E – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva E.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 85 DlØ funkciæ φ i ψ vypolnØ¸tsØ vse usloviØ teoremy 7, krome usloviØ

lim_r!1_τ !1 ψ(τ r) ψ(r) = 1.

Oqevidno, qto funkciØ ψ(r)/φ(r) ne imeet predela pri r → ∞.

Esli dlØ funkcii φ vypolnØetsØ ravenstvo iz usloviØ (26), to budem govorit~, qto funkciØ φ mul~tiplikativno nepreryvna v beskoneqnosti.

V teoreme 7 priveden variant usloviæ, garantiru¸wih spravedlivost~ implikacii (22). SohranØØ zakl¸qenie teoremy 7, odno (l¸boe) iz usloviæ (26) moßno zamenit~ na uslovie vozrastaniØ. Poluqa¸tsØ tri razliqnyh varianta teoremy 7.

KombiniruØ ffti varianty i lemmu 3, poluqaem varianty tauberovyh teorem, tipa teoremy Keldyxa. Poskol~ku takie teoremy – osnovnaØ cel~ raboty, niße my privodim, po vozmoßnosti, nezavisimu¸ ot ostal~nogo teksta formulirovku takoæ teoremy.

Teorema 8. Pust~ φ i ψ – poloßitel~nye funkcii na poluosi

[0, ∞), udovletvorØ¸wie usloviØm:

1) funkcii φ i ψ ne ravny toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti, 2) φ – mul~tiplikativno nepreryvnaØ v beskoneqnosti funkciØ, priqem β(φ) > −1, 3) ψ – vozrasta¸waØ funkciØ, 4) vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv α(φ) < m, α(ψ) < m, gde m > −1, 5) funkcii

Φ(r) = ∞∫ 0 φ(ur)du (1 + u)^{m+1}

, Ψ(r) = ∞∫ 0 ψ(ur)du (1 + u)^{m+1}

koneqny, priqœm lim_{r→∞} Ψ(r) Φ(r)

= 1.

Togda lim_{r→∞} ψ(r) φ(r) = 1.

86 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA

Dokazatel~stvo. Esli vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy, to tem

samym vypolnØ¸tsØ usloviØ lemmy 3. Pofftomu

lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt = 1.

Dalee, pust~ c(x) i d(x) – ffto te funkcii, kotorye postroeny pri dokazatel~stve lemmy 5. Tam dokazano, qto c(x) = d(x) poqti vs¸du na poluosi (0, ∞). V usloviØh teoremy moßno sqitat~, qto ffti funkcii predstavlØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi potoqeqnymi predelami na vseæ poluosi (0, ∞), naprimer to, qto funkci¸ d(x) moßno predstavit~ takim obrazom, sleduet iz teoremy Helli. Krome togo, funkciØ c(x) ØvlØetsØ nepreryvnoæ, a funkciØ d(x) – vozrasta¸weæ. �to obespeqivaet ravenstvo c(x) = d(x) na poluosi (0, ∞). V qastnosti, c(1) = d(1) = 1. Iz fftogo sleduet ravenstvo (25). Teorema dokazana.

Zameqanie. Otmetim, qto v teoreme 8 v kaqestve funkcii φ

moßno vzØt~ funkci¸ vida φ(t) = t^ν e^{f(ln t)}, ν < m, gde f – ograniqennaØ ravnomerno nepreryvnaØ na vewestvennoæ osi funkciØ. Zametim, qto takomu uslovi¸ udovletvorØ¸t nepreryvnye poqti periodiqeskie funkcii.

Primer 3. Pust~ m = 2, φ(t) = t^2 1 + ln^2 t , ψ(t) = t^2 1 + ln^2 t

(1 + η cos ln t).

Esli |η| dostatoqno maloe qislo, to funkciØ ψ budet vozrasta- ¸weæ. V fftom sluqae pokazyvaetsØ, qto dlØ funkciæ φ i ψ budut vypolnØt~sØ vse usloviØ teoremy 8, za iskl¸qeniem usloviØ 4). Oqevidno, qto dlØ takih funkciæ φ i ψ pri η ≠ 0 zakl¸qenie teoremy ne verno.

Nakonec, privedem teoremu, v kotoroæ zakl¸qenie lemmy 3 poluqaetsØ pri men~xih ograniqeniØh na funkcii φ i ψ, qem v lemme 3.

Teorema 9. Pust~ φ i ψ – poloßitel~nye izmerimye funkcii na

poluosi [0, ∞), udovletvorØ¸wie usloviØm:

1) funkcii ne ravny toßdestvenno nul¸ ni v kakoæ okrestnosti beskoneqnosti,

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 87 2) vypolnØetsØ hotØ by odno iz neravenstv α(φ) < m, α(ψ) < m, gde m > −1, 3) funkcii

Φ(r) = ∞∫ 0 φ(ur)du (1 + u)^{m+1}

, Ψ(r) = ∞∫ 0 ψ(ur)du (1 + u)^{m+1} koneqny, priqœm lim_{r→∞} Ψ(r) Φ(r)

= 1.

Togda lim_{r→∞} r∫ 0 ψ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt = 1.

Dokazatel~stvo. V integralah, opredelØ¸wih funkcii Φ i Ψ,

proizvedem integrirovanie po qastØm. My poluqim rΦ(r) = (m + 1) ∞∫ 0 φ_{−1}(ur) (1 + u)^{m+2}

, rΨ(r) = (m + 1) ∞∫ 0 ψ_{−1}(ur) (1 + u)^{m+2} . PrimenØØ k funkciØm φ_{−1}, ψ_{−1} lemmu 3, nahodim lim_{r→∞} ψ_{−2}(r) φ_{−2}(r)

= 1,

gde f_{−2}(r) =^r ∫ 0 f_{−1}(t)dt. Predpoloßim teper~, qto α(φ) < m. V fftom sluqae semeæstvo funkciæ c_r(x) = φ_{−1}(rx) φ_{−1}(r) , r ≥ R, x ∈ [0, ∞) budet ravnostepenno nepreryvnym na l¸bom segmente [a, b] ⊂ (0, ∞) pri sootvetstvu¸wem vybore qisla R, kotoroe moßet zaviset~ ot a. Deæstvitel~no, pust~ x_1, x_2 ∈ [a, b], x_1 ≤ x_2. Imeem

c_r(x_2) − c_r(x_1) = rx2∫ rx1 φ(t)dt r∫ 0 φ(t)dt .

88 A. F. GRIXIN, I. V. POEDINCEVA Pust~ A = inf{φ(t) : t ∈ [^1_2ãr, ãr]}, gde ã = min(1, a). Spravedlivo neravenstvo_r ∫ 0 φ(t)dt ≥ 1 2 Arã. Vybiraem proizvol~nym obrazom γ > α(φ). Togda suwestvu¸t veliqiny R = R(a) i M takie, qto vypolnØetsØ neravenstvo φ(t) ≤ M ( 2b ã )_γ A, t ∈ [ar, br], : r ≥ R. Iz privedennyh neravenstv sleduet utverßdenie o ravnostepennoæ nepreryvnosti.

Esli teper~ v rassußdeniØh iz dokazatel~stva lemmy 5 sqitat~ za funkcii φ i ψ funkcii φ_{−1} i ψ_{−1}, to v rassmatrivaemom sluqae moßno dopolnitel~no sqitat~, qto funkcii c(x) i d(x), poluqennye tam, budut predstavlØt~sØ sootvetstvu¸wimi potoqeqnymi predelami na vseæ poluosi (0, ∞), priqem c(x) budet nepreryvnoæ, a d(x) – vozrasta¸weæ funkcieæ. V fftom sluqae iz ravenstva c(x) = d(x) poqti vs¸du sleduet, qto ffto ravenstvo vypolnØetsØ na vseæ poluosi. V qastnosti d(1) = c(1) = 1. �to dokazyvaet teoremu.

Avtory blagodarØt A. I. Il~inskogo za obsußdeniØ i konstruktivnu¸ kritiku, qto bylo vesomoæ pomow~¸ pri napisanii stat~i.

Literatura 1. M. V. Keldyx, Ob odnoæ tauberovoæ teoreme. — Trudy MIAN SSSR 38 (1951), 77–86.

2. M. V. Keldyx, Izbrannye trudy. Matematika. Nauka, M. (1985). 3. B. I. Korenbl¸m, ObwaØ tauberova teorema dlØ otnoxeniØ funkciæ. — DAN SSSR 88, No. 5 (1953), 745-748.

4. B. I. Korenbl¸m, Obobwenie tauberovoæ teoremy Vinera i garmoniqeskiæ analiz bystro rastuwih funkciæ. — Trudy MMO 7 (1958), 121–148.

5. V. I. Macaev, ı. A. Palant, O raspredelenii spektra polinomial~nogo operatornogo puqka. — DAN Arm. SSR 42, No. 5 (1966), 836–845.

6. N. H. Bingham, C. H. Goldie, J. L. Teugels, Regular variation, Cambrige university

press. Cambrige, London, New York, New Roshelle, Melburn, Sydney, (1987).

7. I. P. Natanson, TeoriØ funkciæ vewestvennoæ peremennoæ. Nauka, M.

(1974).

8. U. Stadtmüller, R. Trauntner, Tauberian theorems for Laplas transforms. — J. für

die reine und angewandte Mathematik 310 (1979), 283-290.

K TAUBEROVO` TEOREME KELDYXA 89

9. V. S. Vladimirov, ı. N. Droßßinov, B. I. Zav~Ølov, Mnogomernye tauberovy teoremy dlØ obobwennyh funkciæ. Nauka, M. (1986).

10. M. V. Keldyx, O sobstvennyh znaqeniØh i sobstvennyh funkciØh nekotoryh klassov nesamosoprØßennyh operatorov. — DAN SSSR 77, No. 1 (1951), 11–14.

11. A. G. Kost¸qenko, I. S. SargsØn, Raspredelenie sobstvennyh znaqeniæ, Nauka, M. (1985).

12. D. Drasin, D. F. Shea, Polya peaks and the oscillation of positive functions. Pro-

ceedings of AMS, 34 (1972), 403–411.

13. A. F. Grixin, ProsteæxaØ tauberova teorema. — Matem. zametki 74 (2003), vyp. 2, 221–229.

14. N. Danford, Dß. Xvarc, Lineænye operatory, IL., M., (1962).

Grishin A. F., Poedintseva I. V. Towards the Tauberian theorem of Keldysh.

New versions of the Tauberian theorem of Keldysh are proved. We give examples to show the sharpness of the conditions of these theorems. Among auxiliary results, new cases of inversion of the de l’Hospital rule are obtained.

Postupilo 20 maØ 2004 g. Har~kovskiæ nacional~nyæ universitet im. V. N. Karazina

E-mail: grishin@univer.kharkov.ua.

Har~kovskiæ nacional~nyæ universitet im. V. N. Karazina

E-mail: Irina. V.Poedintseva@univer.kharkov.ua