Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

�. A. Muhaqeva, A. S. Muhaqeva

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI: NOVYE PODHODY DL˚ REXENI˚ KOMBINATORNYH ZADAQ LINE`NOGO RASKRO˚ I PR˚MOUGOL^NO` UPAKOVKI

V teqenie poslednih pØtidesØti let problema raskroØ-upakov-ki (Cutting&Packing, C&P) privlekaet vnimanie uqenyh i proizvodstvennikov. Priqina interesa k zadaqam C&P sostoit v ih prinadleßnosti k NP-trudnym problemam, v xirokoæ primenimosti k ih rexeni¸ matematiqeskogo programmirovaniØ i kombinatornyh metodov, v sloßnosti mnogih zadaq real~nogo mira, kotorye moßno realizovat~ tol~ko kak NP-trudnye.

Pod zadaqami raskroØ-upakovki ponimaetsØ xirokiæ klass problem, dopuska¸wih razliqnoe prikladnoe tolkovanie. Obwim faktorom fftogo klassa zadaq ØvlØetsØ naliqie dvuh grupp ob¨ektov. Meßdu fflementami grupp ustanavlivaetsØ i ocenivaetsØ sootvetstvie. Vpervye klassifikaciØ zadaq C&P byla provedena L. V. Kantoroviqem i V. A. Zalgallerom v 1971 g. [2]. Provedennyæ imi obzor kasalsØ v osnovnom literatury oteqestvennyh avtorov. KaqestvennaØ tipologiØ v oblasti raskroØupakovki provedena v 1991 g. germanskim uqenym H. Dykhoff [15]. Ona prinØta v mirovoæ praktike i ispol~zuetsØ pri izuqenii modeleæ i metodov rexeniØ zadaq C&P. Obzor zadaq C&P i metodov ih rexeniØ rasxiren H. Dykhoff, J. Terno i G. Scheithauer [14]. Analitiqeskiæ obzor v oblasti raskroØ i upakovki vypolnen po zadani¸ RFFI �. A. Muhaqevoæ, A. S. Muhaqevoæ, A. F. Valeevoæ i V. M. Kartakom [9].

Sistematiqeskoe izuqenie problemy raskroØ-upakovki zaloßeno v knige L. V. Kantoroviqa i V. A. Zalgallera [3, 2]. Vpervye zadaqi lineænogo i gil~otinnogo raskroØ opisyva¸t-

Rabota podderßana Fondom Prezidenta Rossiæskoæ Federacii, proekt ˝ MK 145.2003.01. 239

240 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA sØ model~¸ lineænogo programmirovaniØ s neØvno zadannoæ informacieæ o stolbcah matricy (raskroØh). DlØ ih generacii V. A. Zalgallerom byl predloßen priem, predvoshitivxiæ po- ØvivxeesØ pozdnee dinamiqeskoe programmirovanie. Proryvom v prikladnoæ oblasti Øvilis~ ob¨ektivno-obuslovlennye ocenki (o.o.ocenki) zagotovok. Poslednie predstavlØ¸t ffkonomiqeskiæ smysl dvoæstvennyh peremennyh v optimal~nom plane raskroØ. Takim obrazom, o.o.ocenki okazalis~ mownym instrumentom analiza plana raskroØ v processe zakaza materiala. IzmeneniØ ocenok v processe rexeniØ zadaqi byli umelo ispol~zovany Leonidom Vital~eviqem i Viktorom Abramoviqem dlØ poluqeniØ racional~nyh raskroev. Uße togda byli predprinØty popytki vnedreniØ ffkonomnyh planov dlØ rØda proizvodstv v Leningrade (Kirovskiæ zavod, vagonostroitel~nyæ zavod im. Egorova). Analogiqnye metody poØvilis~ za rubeßom tol~ko qerez 10 let v rabotah P. Gilmore&R. Gomory [16] i pozdnee v knige

J. Terno, R. Lindeman&G. Scheithauer [22]. DlØ rexeniØ zadaqi ge-

nerirovaniØ lineænogo i gil~otinnogo prØmougol~nogo raskroØ byli razrabotany metod skleæki I. V. Romanovskogo [12] i setoqnyæ metod �. A. Muhaqevoæ [6]. Pri fftom interes L. V. Kantoroviqa k zadaqam C&P ne oslab. Kniga �. A. Muhaqevoæ [6] byla napisana i opublikovana pod liqnym patronaßem Leonida Vital~eviqa. OsnovnaØ cel~ L. V. Kantoroviqa – ill¸straciØ i primenenie lineænogo programmirovaniØ v promyxlennosti – byla dostignuta v usloviØh massovogo i seriænogo proizvodstva. Analogiqnye metody byli primeneny i dlØ zadaq gil~otinnogo prØmougol~nogo raskroØ, kogda vozmoßnymi ØvlØ¸tsØ tol~ko skvoznye rezy, parallel~nye kromkam raskraivaemogo materiala. Odnako zadaqi C&P po svoeæ suti ØvlØ¸tsØ problemami diskretnoæ optimizacii, i ih rexenie s pomow~¸ lineænogo programmirovaniØ – ne bolee qem nepreryvnaØ relaksaciØ. Dalee zadaqi C&P rassmatriva¸tsØ kak prikladnye problemy issledovaniØ operaciæ. N. Gffri i D. Dßonson pokazali, qto prosteæxaØ zadaqa odnomernoæ upakovki (1 Dimensional Bin Packing

Problem, 1DBPP) prinadleßit k klassu NP-trudnyh zadaq [1].

�tot fakt stanovitsØ klassikoæ v kombinatornoæ optimizacii.

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 241

1. CeloqislennaØ zadaqa lineænogo raskroØ: primenenie metoda otseka¸wih ploskosteæ 1.1. Dvuhfftapnye podhody na baze lineænogo i lineænogo celoqislennogo programmirovaniØ. Material dlØ raskroØ

na zagotovki zadannyh razmerov postupaet v vide odinakovyh sterßneæ (polos). TrebuetsØ raskroit~ sterßni na zagotovki s naimen~ximi zatratami materiala. Zadaqa lineænogo raskroØ

(1DCSP) opredelØetsØ sledu¸wim informacionnym vektorom: (L; m; λ = (λ_1, . . . , λ_i, . . . , λ_m); β = (b_1, . . . , b_i, . . . , b_m)), (1) gde L – dlina raskraivaemogo materiala; m – koliqestvo razliqnyh zagotovok; λ_i, i = 1, m, – dliny (vesa) zagotovok; b_i, i = 1, m, – trebuemoe koliqestvo zagotovok. Vektor

(a_{1j}, a_{2j}, . . ., a_{mj} )^T ∈ Z^m_+ opisyvaet xablon raskroØ j s kompo-

nentami a_{ij}, ukazyva¸wimi v nem koliqestvo zagotovok tipa

i = 1, m. Matrica A = (a_{ij}), i = 1, m, j = 1, n, gde n – koliqestvo

xablonov, nazyvaetsØ raskroænoæ matriceæ; α^j ∈ A oznaqaet dopustimyæ raskroæ, esli m∑ i=1 a_{ij}l_i 6 L, j = 1, n. (2) Oboznaqim qerez x_j, j = 1, n, – intensivnost~ primeneniØ raskroØ j. Problema planirovaniØ optimal~nogo raskroØ materiala svoditsØ k sledu¸weæ zadaqe.

Zadaqa 1DCSP. TrebuetsØ minimizirovat~ funkci¸ μ(x) = {_n∑ j=1 x_j | |x = (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ Z^n_+;^n ∑ j=1 x_j α^j = β } . (3)

Esli sqitat~, qto vse vektory α^j, j = 1, n, zadany, to 1DCSP ØvlØetsØ zadaqeæ lineænogo celoqislennogo programmirovaniØ. Odnako koliqestvo n razliqnyh xablonov raskroØ oqen~ veliko, pofftomu stolbcy matricy A zada¸tsØ neØvno qerez usloviØ (2). Oni generiru¸tsØ na kaßdoæ iteracii lineænogo programmirovaniØ putem rexeniØ vspomogatel~noæ zadaqi dinamiqeskogo programmirovaniØ. �to pozvolilo rexat~ problemy raskroØ s ispol~zovaniem lineænogo programmirovaniØ i nahodit~ nepreryvnye znaqeniØ komponent vektora x i funkcii μ(x). S pomow~¸ fftogo podhoda L. V. Kantoroviq i V. A. Zalgaller i

242 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA predloßili rexat~ zadaqi lineænogo i gil~otinnogo raskroØ v usloviØh massovogo ili krupnoseriænogo proizvodstva.

V 1985 g. O. Marcotte sformuliroval vaßnye svoæstva celoqislennogo rexeniØ dlØ zadaqi lineænogo raskroØ [19]: celoqislennye svoæstva (Integer Property, IP), esli celoqislennyæ optimum μ^∗ sovpadaet s optimal~nym rexeniem μ zadaqi nepreryvnoæ relaksacii; svoæstvo okrugleniØ do celogo vverh (Integer

Round-up Property, IRUP), esli μ^∗ = ⌈μ⌉; modificirovannoe svoæstvo okrugleniØ do celogo vverh, MIRUP, esli μ^∗ 6 ⌈μ⌉ + 1 . Otnositel~no fftih svoæstv vyskazano sledu¸wee predpoloßenie.

Predpoloßenie. StandartnaØ odnomernaØ zadaqa raskroØ ob-

ladaet svoæstvom MIRUP.

�to predpoloßenie do sih por ne oprovergnuto, no i ne dokazano.

Na fftoæ baze dlØ sluqaev ediniqnogo ili melkoseriænogo proizvodstva byl predloßen dvuhfftapnyæ process rasqeta celoqislennogo raskroØ. Na pervom fftape s pomow~¸ lineænogo programmirovaniØ rexaetsØ zadaqa nepreryvnoæ relaksacii. Naædennoe optimal~noe znaqenie μ(x) okruglØetsØ sverhu do blißaæxego celogo μ_c(x) = ⌈μ(x)⌉, a poluqennye znaqeniØ x_j okruglØ¸tsØ do celogo snizu. Pri fftom μ_c(x) slußit nißneæ graniceæ optimuma dlØ ishodnoæ zadaqi i formiruetsØ ostatoqnaØ zadaqa (Surplus Problem, SP) iz nedopoluqennyh zagotovok. DlØ rexeniØ SP na vtorom fftape primenØetsØ ffvristika. Razvitie dvuhfftapnogo podhoda privelo k ispol~zovani¸ otseka¸- wih ploskosteæ Gomori. Pri dobavlenii seqeniæ nepreryvnoe rexenie stanovitsØ vse bliße k celoqislennomu optimumu. DlØ generacii novyh seqeniæ v sluqae, kogda imeetsØ tol~ko bazisnaØ matrica, ispol~zuetsØ procedura okrugleniØ Hvatala–Gomori

(Chvatal-Gomory Rounding Procedure, C-GRP) [13]. Na vtorom ffta-

pe ispol~zuetsØ ffvristika – metod posledovatel~nogo utoqneniØ ocenok, SVC.

1.2. Harakteristika algoritma SVC.

Metod SVC predstavlØet soboæ mnogoprohodnu¸ ffvristiku, prednaznaqennu¸ dlØ rexeniØ zadaq odno-, dvuh- i trehmernogo raskroØ. IdeØ metoda, osnovannaØ na ispol~zovanii ffkonomiqeskogo smysla dvoæstvennyh peremennyh, byla predloßena �. A. Muhaqevoæ i V. A. Zalgallerom [21].

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 243 Metod posledovatel~nogo utoqneniØ ocenok (SVC) realizuetsØ po sheme FFD s procedurami prioriteta i povtoreniØ. Naprimer, primenØetsØ prosteæxaØ shema FFD, ona imitiruet deæstviØ mastera v raskroænom cehe. Pust~ izvesten prioritetnyæ spisok (Priority List, PL), v kotorom kakim-to obrazom uporØdoqeny zagotovki. Na j-m takte ot sterßnØ otrezaetsØ pervaØ iz PL vozmoßnaØ zagotovka s nomerom i, dlina l_i kotoroæ ne prevoshodit dliny L sterßnØ. Potrebnost~ b_i v fftoæ zagotovke korrektiru¸t, polagaØ b_i = b_i − 1. Esli novoe znaqenie b_i = 0, to fflement i udalØetsØ iz PL. Ot poluqennogo ostatka dliny

L := L − l_i vnov~ otrezaetsØ pervaØ iz PL vozmoßnaØ zagotov-

ka. Esli takovoæ net, to takt zakonqen i poluqennyæ raskroæ j harakterizuetsØ vektorom α^j = (a_{1j} , a_{2j}, . . . , a_{ij}, . . . , a_{mj} ), komponenty a_{ij} kotorogo ukazyva¸t koliqestvo i-x zagotovok v j-m raskroe. Sledu¸wiæ (j + 1)-æ takt naqinaetsØ s raskroØ celogo sterßnØ. Esli PL= ?, t.e. vse trebuemye zagotovki poluqeny, to konec. V metode SVC uporØdoqivanie fflementov osnovano na ffkonomiqeskom smysle ob¨ektivno-obuslovlennyh ocenok (o.o.ocenok) L. V. Kantoroviqa v lineænom programmirovanii [2]. A imenno, oni ime¸t smysl podetal~nyh norm rashoda materiala v optimal~nom plane. V dopustimom plane lineænogo nepreryvnogo raskroØ v kaqestve ocenok prinima¸t dvoæstvennye peremennye. S pomow~¸ poslednih proverØetsØ optimal~- nost~ plana i v protivnom sluqae nameqaetsØ put~ ego uluqxeniØ. V celoqislennom sluqae imeetsØ razryv dvoæstvennosti i neposredstvennoe primenenie lineænogo programmirovaniØ i o.o.ocenok stanovitsØ nevozmoßnym. My ispol~zuem tol~ko ide¸ peresqeta ocenok s cel~¸ uluqxeniØ plana raskroØ.

Rassmotrim zadaqu (3) raskroØ sterßnØ (1DCSP). Plan celoqislennogo raskroØ udobno predstavit~ v vide sovokupnosti N raskroev s ediniqnoæ primenØemost~¸ kaßdogo iz nih. Togda iskomyæ plan opisyvaetsØ matriceæ A = (a_{ij} ), i = 1, m;

j = 1, N, v kotoroæ neizvestnymi ØvlØ¸tsØ fflementy a_{ij} i koli-

qestvo stolbcov N . Pervyæ plan (dopustimoe rexenie) poluqa- ¸t s pomow~¸ metoda FFD. Sootvetstvu¸wee znaqenie celevoæ funkcii N_f prinimaetsØ v kaqestve verhneæ granicy. Estestvennoæ nißneæ graniceæ ØvlØetsØ N_0 = ⌈ ∑_m i=1 l_ib_i/L⌉, ili polaga¸t N_0 := N_μ = ⌈μ(x)⌉, gde μ(x) – optimal~noe rexenie nepreryv-

nogo analoga zadaqi (3), poluqennoe s pomow~¸ lineænogo pro-

244 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA grammirovaniØ. V kaqestve “psevdo-ocenok” y_i prinima¸tsØ podetal~nye normy rashoda materiala, svØzannye s konkretnym planom A_f , poluqennym FFD-algoritmom. Dalee stroitsØ PL po ubyvani¸ udel~nyh ocenok y_{i0} = y^0_i /l_i. Na sledu¸wih fftapah s pomow~¸ PL organizuetsØ poisk oqerednoæ karty raskroØ metodom vetveæ i granic s maksimal~noæ summoæ “psevdo-ocenok” zagotovok. Pri fftom ocenki i PL ispravlØ¸tsØ posle postroeniØ kaßdogo oqerednogo vektora α^j. Process zakanqivaetsØ na poslednem xage nekotorogo fftapa s v sluqae, esli znaqenie celevoæ funkcii N_s = N_0, ili po qislu iteraciæ.

Pust~ na pervom fftape posle vypolneniØ FFD poluqeny raskroi α^j i PL, v kotorom zagotovki uporØdoqeny po ubyvani¸ ih udel~nyh psevdo-ocenok y_{i0}. V raskroe j dlina i-h zagotovok ravna a_{ij}l_i. UqityvaØ ostatok h_j , v kaqestve normy dliny sterß-

nØ v j-m raskroe primem veliqinu ( a_{ij}l_i^L_{L−hj} ) . Togda dlØ vseh

raskroev j = 1, N s uqetom trebuemogo koliqestva b_i zagotovok i-go vida poluqaem podetal~nu¸ normu dliny i-æ zagotovki

y^0_i = l_iL b_i N∑ j=1 a_{ij} L − h_j , i = 1, m. (4) �ta veliqina i prinimaetsØ v kaqestve naqal~nogo znaqeniØ psevdo-ocenki i-æ zagotovki.

V posledu¸wih iteraciØh sposoby raskroØ stroØtsØ po modificirovannoæ sheme FFD. Na oqerednom j-m takte nahodØt raskroæ sterßnØ s maksimal~noæ summarnoæ psevdo-ocenkoæ zagotovok. DlØ fftogo ispol~zuetsØ dinamiqeskiæ metod rexeniØ zadaqi r¸kzaka na baze tekuwego PL. S pomow~¸ poslednego znaqitel~no sokrawaetsØ perebor zagotovok na predmet vkl¸qeniØ ih v raskroæ. Posle postroeniØ j-go raskroØ perevyqislØ¸tsØ psevdo-ocenki zagotovok i s a_{ij} > 0 po formulam

y^j_i = 1 b_i (a_{i,j−1}l_i L L − h_{j−1} + y^{j−1}_i (b_i − a_{i,j−1})), ∀i : a_{i,j−1} > 0. (5) NovaØ ocenka ØvlØetsØ vzvexennoæ sredneæ veliqinoæ staroæ i novoæ norm ispol~zovaniØ materiala. Dalee PL korrektiruetsØ v sootvetstvii s udel~nymi ocenkami.

Vyqislenie “psevdo-ocenok” (4) i (5) na baze modificirovannoæ shemy FFD s povtoreniem predstavlØet determinirovannyæ

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 245

variant SVC. Odnako na nekotoryh klassah FFD-trudnyh zadaq algoritm SVC ploho vyvodit ih iz fftih oblasteæ. PredlagaetsØ modifikaciØ, metod sluqaænogo utoqneniØ ocenok (Sequential

Value Correction Stochastic, SVCS), pozvolØ¸waØ var~irovat~ ve-

sami staryh i novyh znaqeniæ ocenok pri ih korrektirovke. Togda tekuwie ocenki podsqityva¸tsØ po sledu¸wim formulam, naædennym ffmpiriqeskim putem:

y^j_i = 1 Ω ×(b_i + b^j_i ) + a_{i,j−1} ( a_{i,j−1}l_i L L − h_{j−1} +y^{j−1}_i ×Ω ×(b_i +b^j_i ) ) , (6)

gde b^j_i – trebuemoe koliqestvo i-h zagotovok posle poluqeniØ jgo raskroØ, Ω – nekotoryæ parametr, kotoryæ sleduet menØt~ v predelah ot 1 do neskol~kih edinic. �to vnosit fflement sluqaænosti v process poiska rexeniæ i pozvolØet predotvrawat~ zaciklivanie. Krome togo vesa staryh psevdo-ocenok umen~xa- ¸tsØ s umen~xeniem veliqiny zaprosa b^j_i zagotovok. �to odna iz mnogih vozmoßnyh formul, pokazavxih svo¸ ffffektivnost~.

DlØ kaßdogo primera suwestvuet neskol~ko znaqeniæ Ω, kotorye prinosØt oqen~ horoxee rexenie. Tak kak ne suwestvuet metoda dlØ ih opredeleniØ, predlagaetsØ sledu¸wee: ispol~zovat~ Ω, izmenØ¸weesØ lineæno v intervale [1, 3] s periodom 30 generaciæ raskroev so sluqaænym iskaßeniem. Algoritm prekrawaet deæstvovat~ pri dostißenii nißneæ granicy ili qerez dannoe qislo iteraciæ. U fftogo metoda net teoretiqeskogo obosnovaniØ, qto i slußit prekrasnym stimulom prodolßeniØ raboty dlØ avtorov i ih posledovateleæ. Sleduet otmetit~ osobennost~ metoda: za pervye neskol~ko iteraciæ, kotorye prohodØt za doli sekundy, proishodit osnovnoe uluqxenie rexeniØ. A uluqxenie znaqeniØ celevoæ funkcii na posledn¸¸ edinicu moßet potrebovat~ neskol~ko desØtkov iteraciæ. Rezul~taty ffksperimenta privedeny v rabote [20].

2. BloqnaØ tehnologiØ konstruirovaniØ algoritmov dlØ rexeniØ zadaq prØmougol~noæ upakovki polubeskoneqnoæ polosy

Pri rexenii zadaq prØmougol~noæ i parallelepipednoæ upakovki rassmatriva¸tsØ dve zadaqi: planirovanie upakovok (raskroØ) i zadaq generirovaniØ xablona odnogo raskroØ. Teoretiqeski oni shodny s sootvetstvu¸wimi problemami lineæno-

246 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA go raskroØ (ili upakovki). Odnako vtoraØ zadaqa okazyvaetsØ mnogo sloßnee. A imenno, ona ØvlØetsØ NP-trudnoæ, i toqnye metody priemlemy tol~ko dlØ rexeniØ zadaq nebol~xoæ razmernosti. Zdes~ predloßena bloqnaØ tehnologiØ, pozvolØ¸waØ svodit~ rexenie dvumernoæ zadaqi k odnoæ ili dvum zadaqam lineænogo raskroØ s dopolnitel~nymi ograniqeniØmi.

2.1. Postanovka zadaqi 1.5DBP.

PredstavlennaØ zdes~ tehnologiØ prednaznaqena dlØ rexeniØ zadaq upakovki v polubeskoneqnu¸ polosu (1.5DBP). Ona legko modificiruetsØ na zadaqi upakovki dvuh- i trehmernyh konteænerov.

OstanovimsØ podrobnee na postanovke fftoæ zadaqi. Pust~ ime- ¸tsØ prØmougol~naØ polosa zadannoæ xiriny W i neograniqennoæ dliny i nabor iz m prØmougol~nyh predmetov zadannyh razmerov (w_i, l_i), i = 1, . . ., m, gde w_i – xirina, l_i – dlina storony, parallel~noæ neograniqennoæ grani polosy. Vvedem prØmougol~- nu¸ sistemu koordinat: osi Ox i Oy sovpada¸t sootvetstvenno s nißneæ neograniqennoæ i bokovoæ storonami polosy. Poloßenie kaßdogo prØmougol~nika P_i zadadim koordinatami (x_i, y_i) ego levogo nißnego ugla.

Zadaqa 1.5DBPP. Nabor vektorov (xi, yi), i = 1, . . . , m, nazy-

vaetsØ prØmougol~noæ upakovkoæ (Rectangular Packing, RP), esli dlØ i ≠ j; i, j = 1, . . ., m x_i ¿ (x_j + l_j) ∨ x_j ¿ (x_i + l_i); (7) ili y_i ¿ (y_j + w_j) ∨ y_i ¿ (y_i + w_i); (8) dlØ i = 1, . . . , m x_i ¿ 0 ∧ y_i ¿ 0 ∧ y_i + w_i 6 W (9)

UsloviØ (7) ili (8) oznaqa¸t nepereseqenie prØmougol~nikov meßdu soboæ, a (9) – s granØmi polosy. Na ris. 1 izobraßeny dopustimaØ i nedopustimaØ upakovki. Esli dlina L zanØtoæ qasti polosy dostigaet minimuma, to RP – optimal~naØ upakovka. Ishodnu¸ informaci¸ dlØ 1.5DBPP prinØto zadavat~ vektorom

(W ; m; w; l); w = (w_1, . . ., w_m); l = (l_1, . . . , l_m).

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 247

Ris. 1. Upakovki prØmougol~nikov: a – dopustimaØ ortogonal~naØ upakovka; b – neortogonal~naØ upakovka; v – nedopustimaØ ortogonal~naØ upakovka.

Razliqa¸tsØ zadaqi prØmougol~noæ upakovki i gil~otinnogo raskroØ. V tom i drugom sluqaØh trebuetsØ razdelit~ bol~- xoæ prØmougol~nik na malye tak, qtoby storony prØmougol~- nikov byli parallel~ny storonam bol~xogo prØmougol~nika i vybrannaØ funkciØ celi dostigala minimuma. Zadaqi upakovki i gil~otinnogo raskroØ razliqa¸tsØ tehnologieæ razdeleniØ. Gil~otinnost~ predpolagaet vozmoßnost~ tol~ko skvoznyh rezov, parallel~nyh kromkam raskraivaemogo materiala. Zadaqi gil~otinnogo raskroØ berut svoe naqalo ot odnomernogo sluqaØ i rassmatrivalis~ kak obobwenie poslednego v pervyh rabotah L. V. Kantoroviqa, V. A. Zalgallera i P. Gilmore & R. Gomory. Podrobno ffta zadaqa v usloviØh massovogo i seriænogo proizvodstva opisana v rabotah �. A. Muhaqevoæ [6] v Rossii i J. Ter-

no, R. Lindeman & G. Scheithauer v Germanii [22]. Metod skleæki

I. V. Romanovskogo, razrabotannyæ vnaqale dlØ zadaq lineænogo raskroØ, takße byl obobwen na sluqaæ gil~otinnogo raskroØ [12]. V sovremennyh rabotah avtory qasto ishodØt iz twatel~- noæ prorabotki 1DCSP. Naprimer, metod otseka¸wih ploskosteæ, podrobno razrabotannyæ i issledovannyæ G. Belovym i

G. Scheithauer, obobwaetsØ na sluqaæ gil~otinnogo raskroØ [13].

Qto kasaetsØ zadaq negil~otinnoæ upakovki, to dalee rassmatrivaetsØ ih svedenie k rexeni¸ 1DCSP.

2.2. Blok-struktury upakovki i ih svoæstva.

Zadaqa lineænogo raskroØ s dopolnitel~nymi ograniqeniØmi rassmatrivaetsØ na otdel~nyh fftapah rexeniØ zadaqi negil~otinnoæ upakovki. �to stalo vozmoßnym pri ispol~zovanii bloqnyh modeleæ upakovki. Predstavlenie upakovki v vide blok -struktur i razvitie na fftoæ baze metodov rasqeta naqato v se-

248 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA redine 90-h godov posle soderßatel~noæ besedy s V. A. Zalgallerom.

Pust~ imeetsØ prØmougol~naØ upakovka RP. Provedem qerez pravye storony prØmougol~nikov vertikal~nye rezy, oni razbiva¸t RP na prØmougol~nye vertikal~nye bloki odnoæ i toæ ße xiriny W i razliqnoæ dliny χ_j . Pust~ dlina RP ravna N . Provedem qerez verhnie storony prØmougol~nikov gorizontal~- nye linii. Togda RP razob~etsØ na gorizontal~nye bloki odnoæ i toæ ße dliny N i razliqnoæ xiriny η_j, priqem ∑ j η_j 6 W .

Takim obrazom, my poluqaem dve blok-struktury dlØ RP, vertikal~nu¸ i gorizontal~nu¸. Kaßdomu bloku j sopostavim korteß (zapis~ nomerov prØmougol~nikov, pereseka¸wih blok), dlinu χ_j vertikal~nogo bloka i xirinu η_j gorizontal~nogo bloka. V kaqestve xifrov blok-struktur ispol~zuem pary spiskov

(S, N )((S̃, Ñ )), gde S = {1(j), 2(j), . . . , i(j), . . . }χ_j , j = 1, r, N = r∑ j=1 χ_j ;

S̃ = {1(j, 2(j), . . ., i(j), . . . }η_j, j = 1, q, Ñ = q∑ j=1 η_j, (10)

gde i(j) – nomer prØmougol~nika v pozicii i, pereseka¸wego blok j; r – koliqestvo vertikal~nyh blokov, q – koliqestvo gorizontal~nyh blokov.

Primer 1. Na ris. 2(a) i 2(b) izobraßeny vertikal~naØ i go-

rizontal~naØ blok-struktury upakovki s m = 6. RazbieniØ na bloki ukazany xtrihovymi liniØmi. Tam ße ukazany dliny (xiriny) blokov. Legko proverit~, qto fftim blok-strukturam otveqa¸t sledu¸wie spiski:

S = (2, 1)20; (2, 3)10; (4, 3)22; (5, 3)26; (6, 3)5; (6)10;

S̃ = (2, 4, 5, 6)15; (2, 4, 5)12; (1, 4, 5)18; (1, 3)10.

Dlina N (RP)= 20 + 10 + 22 + 26 + 5 + 10 = 93; xirina Ñ (RP)=

15 + 12 + 18 + 10 = 55 = W .

Takim obrazom, imeØ upakovku, legko poluqit~ paru spiskov S i S̃, otveqa¸wih blok-strukturam. Nas interesuet drugaØ zadaqa: po ishodnoæ informacii (W ; m; w; l) naæti spiski S(S̃), so-

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 249

Ris. 2. Blok-struktury upakovki: a – vertikal~naØ blok-struktura; b – gorizontal~naØ blok-struktura.

otvetstvu¸wie upakovke. Oboznaqim: I_j (Ĩ_j ) – mnoßestvo prØmougol~nikov, pereseka¸wih j-æ vertikal~nyæ (gorizontal~nyæ) blok; I^+_j (Ĩ^+_j ) – mnoßestvo prØmougol~nikov i ∈ J_j (i ∈ Ĩ_j ), zakanqiva¸wihsØ v j-m bloke; I^−_j (Ĩ^−_j ) – mnoßestvo prØmougol~nikov

i ∈ I_j (i ∈ Ĩ_j), naqina¸wihsØ v j-m bloke. Vaßnymi ØvlØ¸tsØ

sledu¸wie neobhodimye svoæstva sootvetstviØ:

Lemma 1. Pust~ spisok S(^~S) postroen na osnovanii ishodnoæ in-

formacii (W ; m; w; l) zadaqi 1.5DBP. Esli fftot spisok sootvetstvuet dopustimoæ upakovke RP, to on udovletvorØet sledu¸- wim svoæstvam:

1^∘. Raznorodnost~ prØmougol~nikov. �lementy i(j) kaßdogo korteßa I_j (Ĩ_j ) razliqnye.

2^∘. Prodolßennost~ prØmougol~nikov. Esli nekotoryæ fflement i(j) /∈ I^+_j (Ĩ^+_j ), to i(j) ∈ I_{j+1}(Ĩ_{j+1}).

3^∘. Nepereseqenie. DlØ l¸bogo vertikal~nogo i l¸bogo gorizontal~nogo bloka vypolnØetsØ odno iz sledu¸wih usloviæ:

(a) dlØ l¸boæ pary (i_1, i_2) ∈ I_k, k ∈ S, i l¸bogo korteßa j ∈ S̃: esli i_1 ∈ Ĩ_j , to i_2 /∈ Ĩ_j ili esli i_2 ∈ Ĩ_j , to i_1 /∈ Ĩ_j ;

(b) dlØ l¸boæ pary (i_1, i_2) ∈ Ĩ_j , j ∈ S̃, i l¸bogo korteßa k ∈ S: esli i_1 ∈ I_k, to i_2 /∈ I_k ili esli i_2 ∈ I_k, to i_1 /∈ I_k.

4^∘. Nepereseqenie s granicami polosy: ∑_r j=1 χ_j = N ; ∑_q j=1 η_j =

Ñ 6 W ._{5∘. Koordinaty (xi; yi), i = 1, m, vyqislØ¸tsØ po formulam}

x_{i(k)} = k−1∑ j=1 χ_j, i(k) ∈ I^−_k ; y_{i(k)} = k̃−1∑

j=1 η_j, i(k̃) ∈ Ĩ^−_{k̃} . (11)

250 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA

Lemma 2. Svoæstvo 3^∘ ØvlØetsØ dostatoqnym usloviem nepere-

seqeniØ prØmougol~nikov v upakovke.

Dokazatel~stvo. Pust~ imeet mesto uslovie (a) svoæstva 3^∘.

Togda, esli prØmougol~niki P_{i1} i P_{i2} pereseka¸t odin i tot ße vertikal~nyæ blok, to oni ne mogut pereseq~ odin i tot ße gorizontal~nyæ blok, t.e. oni soderßatsØ v razliqnyh gorizontal~nyh blokah. A ffto oznaqaet razdvinutost~ prØmougol~nikov po osi Oy, t.e. (8). Analogiqno, vypolnenie usloviØ (b) oznaqaet razdvinutost~ prØmougol~nikov po osi Ox. Vypolnenie (a) ili (b) oznaqaet nepereseqenie prØmougol~nikov po opredeleni¸.

Utverßdenie 1. (Dostatoqnye usloviØ sootvetstviØ). Blok-

struktury (S, N ) i (S̃, Ñ), udovletvorØ¸wie svoæstvam 1^∘, 2^∘, 5^∘ i svoæstvam 3^∘, sootvetstvu¸t dopustimoæ upakovke RP s koordinatami (x_i; y_i), i = 1, m, vyqislennymi po formulam (11).

Dokazatel~stvo. Pust~ blok-struktury (S, N ) i (^~S,^~N) udovle-

tvorØ¸t svoæstvam 1^∘, 2^∘, 5^∘ i uslovi¸ 3^∘. Uslovie 1^∘ obespeqivaet nerazryvnost~ prØmougol~nikov po vertikali, uslovie 2^∘ – prodolßennost~ (nerazryvnost~) prØmougol~nikov po gorizontali. Takim obrazom, 1^∘, 2^∘ garantiru¸t celostnost~ prØmougol~nikov v blok-strukturah. Vypolnenie 3^∘ oznaqaet nepereseqenie prØmougol~nikov meßdu soboæ ((7) ili (8)), a vypolnenie 5^∘ – nepereseqenie s granØmi polosy (9). Togda blokstrukturam sootvetstvuet dopustimaØ upakovka po opredeleni¸. Oqevidno, qto koordinaty (x_i; y_i) prØmougol~nikov P_i, i = 1, m, udovletvorØ¸t usloviØm (11).

2.3. TehnologiØ bloqnyh struktur: veroØtnostnye blokalgoritmy lokal~nogo poiska.

Na osnove blok-struktur razrabotany metody parnyh spiskov: determinirovannye algoritmy ispol~zu¸tsØ v kaqestve algoritmov razmeweniØ prØmougol~nikov pri zadannom ili tekuwem prioritetnom spiske ih nomerov. V ramkah veroØtnostnogo metoda lokal~nogo poiska optimuma prostye algoritmy primenØ¸tsØ v kaqestve dekoderov dlØ postroeniØ upakovki po zadannym spiskam ee detaleæ [10].

Nazovem zadaqu 1DCSP, udovletvorØ¸wu¸ usloviØm 1^∘ i 2^∘, prØmougol~no orientirovannoæ zadaqeæ lineænogo raskroØ i oboznaqim ee RCSP.

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 251

Dvoæstvennyæ metod lokal~nogo poiska optimal~noæ upakovki. DvoæstvennaØ shema generiruet novyæ spisok π s pomo-

w~¸ nekotorogo algoritma Π.

1. Rexenie special~nyh zadaq lineænogo raskroØ. Ispol~zuØ poluqennyæ spisok π, rexaem zadaqu prØmougol~no orientirovannogo lineænogo raskroØ (RCSP) prostym odnoprohodnym algoritmom D s uqetom 1^∘ i 2^∘ i poluqaem paru (S, N ). RCSP^∗ takße rexaetsØ s pomow~¸ D i s uqetom 1^∘, 2^∘ i 3^∘.

2. Analiz. Posle poluqeniØ kaßdogo varianta rexeniØ (S̃; Ñ) vozmoßny sledu¸wie sluqai:

2.1. Vypolneno uslovie Ñ 6 W . Zapominaem rekord N i paru spiskov S, S̃. Pri dostißenii nißneæ granicy ili vypolnenii zadannogo qisla iteraciæ, perehodim k procedure 4. Inaqe perehodim k vypolneni¸ procedury 3.

2.2. Okazalos~, qto Ñ > W . Esli vypolneno zadannoe qislo iteraciæ, to dlØ rekorda N i sootvetstvu¸wih spiskov perehodim k 4. Inaqe perehodim k vypolneni¸ procedury 3, otbrakovyvaØ ranee poluqennye rexeniØ (S, N ) i (S̃; Ñ).

3. Izmenenie spiska π. Generiruem novyæ spisok π_{new}, soglasno vybrannogo algoritma Π, i perehodim k vypolneni¸ procedury 1.

4. Koordinaty upakovki. Procedura analiz perehoda ostavlØet luqxu¸ iz naædennyh upakovok. DlØ spiskov S i S̃ po formulam (11) podsqityva¸t koordinaty prØmougol~nikov i izobraßa¸t ffskiz upakovki.

Pri vybore individual~nyh algoritmov D i Π realizu¸tsØ razliqnye shemy lokal~nogo poiska optimal~noæ upakovki, ot prosteæxego naivnogo do optimizacionnogo algoritma.

Pri realizacii naivnoæ shemy v kaqestve algoritma D vybran “pervyæ podhodØwiæ” (First Fit, FF); posle poluqeniØ pary

(S; S̃) procedura 2 otbrasyvaet otbrakovannye rexeniØ i vybi-

raetsØ rekord; algoritm Π na procedure 3 osuwestvlØet sluqaænu¸ perestanovku fflementov spiska π [4].

Drugim primerom ØvlØetsØ metod “zameweniØ” (Substitution,

Sub), modifikacii kotorogo primenØ¸tsØ v kaqestve algorit-

ma tipa D. Pri ispol~zovanii Sub vsegda vozmoßna situaciØ, kogda Ñ 6 W , t.e. otbrakovka rexeniæ RCSP^∗ ne proishodit. ModifikaciØ Sub s pomow~¸ ßadnyh strategiæ privodit k znaqitel~nomu povyxeni¸ ego ffffektivnosti [10].

252 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA

Na segodnØ luqxie rezul~taty poluqeny pri ispol~zovanii v kaqestve golovnogo metoda Π genetiqeskogo bloqnogo algoritma

(Genetic Block Algorithm, GBA), a v kaqestve metoda D – bloqnogo

dekodera (Block Decoder, BD) [5]. Luqxie rezul~taty obespeqiva¸tsØ takße primeneniem metoda SVC dlØ postroeniØ naqal~- nogo rexeniØ i ego bloqnoæ struktury. Takim obrazom, zadaqa rexaetsØ v okrestnosti SVC, izmenenie kotoroæ proishodit pri ispol~zovanii procedury mutacii.

2.4. Qislennyæ ffksperiment.

V citiruemyh rabotah [4, 8] i [10] privedeny rezul~taty qislennyh ffksperimentov, podtverßda¸wih ffffektivnost~ tehnologii bloqnyh struktur. Zdes~ my ograniqimsØ rasqetami na bezothodnyh primerah Evy Hopper [17]. V tablice 1 privedeny rezul~taty, poluqennye s pomow~¸ sledu¸wih algoritmov:

– E.Hopper, gibridnyæ genetiqeskiæ [17]; – GBA, genetiqeskiæ bloqnyæ algoritm [8];

– GSubRec, genetiqeskiæ klassiqeskiæ algoritm s dekoderom zameweniØ s perestroækoæ [10];

– GMM, mul~timetodnyæ genetiqeskiæ algoritm [11]; – SP, algoritm parnyh posledovatel~nosteæ [18]; – TS, metaffvristiki “poisk s zapretami” [7]; – DSP, dinamiqeskiæ perebor [9].

Kak vidno iz tablicy 1, luqxie rezul~taty pokazal bloqnyæ genetiqeskiæ algoritm, postroennyæ na baze bloqnyh tehnologiæ. Hudxie rezul~taty pokazal algoritm E. Hopper. Genetiqeskiæ algoritm s dekoderom Sup, osnovannym na bloqnoæ tehnologii, pokazyvaet srednie rezul~taty, vpolne sopostavimye s mul~timetodnym genetiqeskim algoritmom I. P. Norenkova. Algoritm SeqPair, razrabotannyæ v ˚ponii, otstaet ot naxih oteqestvennyh algoritmov. Zametim, qto vse skazannoe verno lix~ na klasse zadaq E. Hopper. Okonqatel~nye vyvody moßno sdelat~ posle provedeniØ obxirnogo ffksperimenta.

Dekodery bloqnoæ struktury BD i Sub vosstanavliva¸t vse upakovki E. Hopper pri uslovii sohraneniØ zadannogo porØdka π prØmougol~nikov. �to svoæstvo nazvano nami restavracieæ.

V zakl¸qenie avtory vyraßa¸t blagodarnost~ V. A. Zalgalleru i I. V. Romanovskomu za vnimanie k naxeæ rabote, terpenie i poleznye sovety pri obsußdenii rezul~tatov. Prioritet L. V. Kantoroviqa vo vseh naxih razrabotkah v oblasti raskroØ

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 253 Tablica 1. Rezul~taty na bezothodnyh primerah Evy Hopper (otklonenie ot optimal~nogo rexeniØ).

Klass C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 Sr. Kol. zadaq znaq. luqx. rex.

Kol. 16-17 25 28-29 49 72-73 97 196-197

predmetov

E.Hopper 4.0 6.0 4.0 3.0 3.0 3.0 4.0 3.9 0

GBA 0.0 0 3.3 3.3 2.2 2.8 2.1 2.0 2

GSubRec 1.5 2.2 3.3 2.8 2.2 2.5 3.2 2.5 0

GMM 0 2.2 3.3 3.8 2.6 2.8 2.2 2.4 1

SP 0 6.6 3.3 2.2 1.9 2.7 2.9 2.8 2

TS 0 6.6 3.3 2.7 1.9 1.3 1.1 2.4 3

DSP 0 0 2.2 3.3 1.8 4.2 4.7 2.3 4

i upakovki nesomnenen, a ego poleznye sovety i podskazki, vnimanie k proizvodstvennym voprosam raskroØ da¸t o sebe znat~ i spustØ mnogo let. OstaetsØ sovremennym ego vyskazyvanie o praktiqeskom ispol~zovanii metodov racional~nogo raskroØ:

“V bol~xinstve proizvodstv sohranØetsØ owutimyæ rezerv ffkonomii materiala na stadii raskroØ. Sistematiqeski fftot rezerv malo izuqaetsØ”. L. V. Kantoroviq. Rexenie rasxirennogo zasedaniØ b¸ro Nauqnogo soveta GKNT po probleme ispol~zovaniØ optimizacionnyh zadaq po voprosu “OptimizaciØ raskroØ zagotovok”, 15–17 aprelØ 1983 g., g. Zvenigorod.

Literatura

1. M. Gffri, D. Dßonson, Vyqislitel~nye maxiny i trudnorexaemye zadaqi. Mir, M. (1982).

2. L. V. Kantoroviq, V. A. Zalgaller, Racional~nyæ raskroæ promyxlennyh materialov. Nauka SO, Novosibirsk (1971).

254 �. A. MUHAQEVA, A. S. MUHAQEVA

3. L. V. Kantoroviq, V. A. Zallgaller, Rasqet racional~nogo raskroØ materialov. Lenizdat, L. (1951).

4. A. S. Muhaqeva, S. H. Kurelenkov, M. A. Smagin, R. R. Xirgazin, Metody lokal~nogo poiska optimuma prØmougol~noæ upakovki s ispol~zovaniem dvoæstvennoæ shemy. — Informacionnye tehnologii, ˝ 10 (2002), 26– 31. 5. A. S. Muhaqeva, A. V. Qiglincev, M. A. Smagin, �. A.Muhaqeva, Zadaqi dvumernoæ upakovki: razvitie genetiqeskih algoritmov na baze smexannyh procedur lokal~nogo poiska optimal~nogo rexeniØ. — Informacionnye tehnologii, ˝ 9 (2001), priloßenie.

6. �. A. Muhaqeva, Racional~nyæ raskroæ promyxlennyh materialov. Primenenie v ASU. Maxinostroenie, M. (1984).

7. �. A. Muhaqeva, A. I. Ermaqenko, T. M. Sirazetdinov, A. R. Usmanova, Metod poiska minimuma s zapretami v zadaqah dvumernogo gil~otinnogo raskroØ. — Informacionnye tehnologii, ˝ 6 (2001), 25–31.

8. �. A. Muhaqeva, A. S. Muhaqeva, A. V. Qiglincev, Genetiqeskiæ algoritm bloqnoæ struktury v zadaqah dvumernoæ upakovki. — Informacionnye tehnologii, ˝ 11 (1999), 13–18.

9. �. A. Muhaqeva, A. S. Muhaqeva, A. F. Valeeva, V. M. Kartak, Metody lokal~nogo poiska optimuma v zadaqah ortogonal~nogo raskroØ i upakovki: analitiqeskiæ obzor i perspektivy razvitiØ. — Informacionnye tehnologii, ˝ 5 (2004), priloßenie, 2–17.

10. A. S. Muhaqeva, TehnologiØ bloqnyh struktur lokal~nogo poiska optimuma v zadaqah prØmougol~noæ upakovki. — Informacionnye tehnologii, ˝ 5 (2004), priloßenie, 18–31.

11. I. P. Norenkov, �vristiki i ih kombinacii v genetiqeskih metodah diskretnoæ optimizacii. — Informacionnye tehnologii, ˝ 1 (1999), 2–7.

12. I. V. Romanovskiæ, Algoritmy rexeniØ ffkstremal~nyh zadaq. Nauka, M.

(1977).

13. G. Belov, G. Scheithauer, A cutting plane algorithm for the one-dimensional cut-

ting stock problem with multiple stock lengths. — European Journal of Operational Research 141 (2002), 274–294.

14. H. Dyckhoff, G. Scheithauer, J. Terno, Cutting and packing. — In: Annotated Bib-

liographies in Combinatorial Optimization, M. Dell’Amico, F. Maffioli, S. Martello (eds.), John Wiley&Sons (1997), pp. 393–412.

15. H. Dykhoff, A typology of cutting and packing problems. — European Journal of

Operational Research 44 (1990), 145–159.

16. P. C. Gilmore, R. E. Gomory, A linear programming approach to the cutting-stock

problem. — Operations Research 9 (1961), 849–859.

17. E. Hopper, B. Turton, An empirical investigation of meta-heuristic and heuristic

algorithms for a 2D packing problem. — EJOR 128 (2001), 34–57.

18. S. Imahori, M. Yaguira, T. Ibaraki, Local search heuristics for the rectangle packing

problem with general spatial costs. — In: MIC’2001 – 4th Metaheuristics International Conference (2001), pp. 471–476.

19. O. Marcotte, The cutting stock problem and integer rouding. — Math. Program.

33, No. 1 (1985), 82–92.

L. V. KANTOROVIQ I ZADAQI RASKRO˚–UPAKOVKI 255 20. E. A. Mukhacheva, G. N. Belov, V. M. Kartak, A. S. Mukhacheva, Linear one-

dimensional cutting-packing problems: numerical experiments with sequential value correction method (SVC) and a modified branch-and-bound method (MBB). — Pesquisa Operacional 20, No. 2 (2000), 153–168.

21. E. A. Mukhacheva, V. A. Zalgaller, Linear programming cutting problems. — In-

ternational Journal of Software Engineering and Knowledge Engineering 3, No. 4 (1993), 463–476.

22. J. Terno, R. Lindeman, G. Scheithauer, Zuschnitprobleme und Ihre Praktische

Losung. Leipzig (1987).

Mukhacheva E. A., Mukhacheva A. S. L. V. Kantorovich and cuttingpacking problems: new approaches to combinatorial problems of linear cutting and rectangular packing.

In the middle of the XXth century L. V. Kantorovich and V. A. Zalgaller suggested to solve the problems of thrifty material using while cutting it with the help of linear programming. This resulted in permanent relaxation of planning the rational cutting problem and, as a matter of fact, closed up the problem in mass production. The paper briefly describes the ways of realization of the method for one-dimensional cutting. The problem is extended to integer cases typical for any cutting problem. The block structure technology has been worked out for two-dimensional cutting-packing problems. This technology reduces to solution of some special planning problem of one-dimensional cutting that can be solved by linear programming with the help of simple heuristics. Some calculating schemes and results of numerical experiments with wasteless packing are also shown in the paper. The comparison with other algorithms proves the efficiency of the block method.

Postupilo 15 aprelØ 2004 g. Ufimskiæ gosudarstvennyæ aviacionnyæ tehniqeskiæ universitet

E-mail: elita@vmk.ugatu.ac.ru