Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 312, 2004 g.

A. M. Verxik

METRIKA KANTOROVIQA: NAQAL^NA˚ ISTORI˚ I MALOIZVESTNYE PRIMENENI˚

1. Vvedenie: o pervyh rabotah po transportnoæ zadaqe

ȷemqußinoæ v bogateæxem nauqnom nasledii L. V. Kantoroviqa Ø by nazval issledovaniØ po transportnoæ zadaqe. Krasota i estestvennost~ postanovki voprosa, fundamental~nost~ osnovnoæ teoremy (kriteriØ optimal~nosti) i, nakonec, bogatstvo priloßeniæ (qast~ nih realizovana, no obnarußiva¸tsØ vse novye, v oblastØh, otkryva¸wihsØ tol~ko seæqas) — vse ffto pozvolØet otnesti ffti raboty k klassike matematiki 20-go veka. Te ße slova, nesomnenno, moßno otnesti i ko vsemu ciklu rabot po lineænomu programmirovani¸ (iz kotorogo nel~zØ vyrvat~ transportnu¸ zadaqu), stavxemu ishodnym punktom dlØ dal~- neæxih issledovaniæ po matematiqeskoæ ffkonomike, no zdes~ my ostanovimsØ tol~ko na zameqatel~noæ roli togo, qto pozße stali nazyvat~ “zadaqeæ Monßa–Kantoroviqa” i “transportnoæ metrikoæ”^1 . V fftom vvedenii my ne imeem v vidu dat~ obzor po fftoæ ogromnoæ teme, no nazovem lix~ samye pervye postanovoqnye raboty L.V. i ego soavtorov.

Po-vidimomu, formulirovka transportnoæ zadaqi poØvilas~ u L.V. vskore posle opredeleniØ obweæ modeli zadaqi proizvodstvennogo planirovaniØ, t.e. v konce 30-h gg. (brox¸ra [1]).

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke RFFI, grant 02-01-00093, i granta Prezidenta RF dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol NX- 2251.2003.1.

1U fftoæ metriki ne men~xe desØtka nazvaniæ, poskol~ku ona mnogokratno pereotkryvalas~ i pereotkryvaetsØ do sih por. Neodnokratno na protØßenii mnogih let mne prihodilos~ ob¨ØsnØt~, qto mnogie metriki, primenØemye v teorii mery, v ffrgodiqeskoæ teorii, v funkcional~nom analize, v statistike i t.d., vvedennye v 50–80-h gg., – qastnye sluqai obwego opredeleniØ transportnoæ metriki Kantoroviqa. S teh por napisano mnogo stateæ i knig (sm., naprimer, [28]), no, moßet byt~, tol~ko seæqas (2004) stoit govorit~ o tom, qto izvestnost~ osnovnyh faktov, otkrytyh L.V. i ego soavtorami, sootvetstvuet ih znaqimosti. 69

70 A. M. VERXIK

Odnako, esli datirovat~ po pervoæ publikacii, to nado sqitat~ datoæ ee roßdeniØ 1942 god, kogda vyxla stavxaØ pozße znamenitoæ zametka [2]. Sam po sebe god vyhoda predopredelØl dolgiæ put~, kotoryæ predstoØlo proæti fftoæ rabote preßde qem stat~ izvestnoæ specialistam. V neæ qetko sformulirovana obwaØ nepreryvnaØ transportnaØ zadaqa na metriqeskom kompakte, dvoæstvennaØ k neæ zadaqa i kriteriæ optimal~nosti. Pozße v nebol~xoæ zametke v “Uspehah” [3] budet ukazana svØz~ s zadaqeæ Monßa o zasypke rvov nasypØmi, t.e. s transportnoæ zadaqeæ na ffvklidovoæ ploskosti. S teh por i obwu¸ zadaqu Kantoroviqa inogda nazyva¸t zadaqeæ Monßa–Kantoroviqa (sokrawenno – MK-zadaqeæ). Sledu¸waØ rabota [4], sovmestnaØ s uqenikom L.V., M. K. Gavurinym, byla adresovana uße skoree prikladnikam i ffkonomistam; v neæ byl razvit metod potenciala (variant metoda razrexa¸wih mnoßiteleæ, predloßennogo L.V. v 1939 g.) dlØ rexeniØ koneqnomernoæ transportnoæ zadaqi. NapisannaØ zadolgo do publikacii, ona vyxla tol~ko v 1949 g., i takaØ zaderßka svØzana ne s usloviØmi voennogo vremeni, a s usloviØmi togdaxneæ sovetskoæ praktiki, kogda l¸baØ nauqnaØ rabota, hot~ skol~ko-nibud~ zatragiva¸waØ ffkonomiqesku¸ (ne govorØ uße o social~no-ffkonomiqeskoæ) problematiku, dolßna byla prohodit~ dlitel~noe i bessmyslennoe cenzurirovanie; k tomu ße publikaciØ byla ne v ßurnale, a v trudnodostupnom special~nom sbornike.

Do 1956 goda, t.e. za 18 let suwestvovaniØ novoæ ffkonomikomatematiqeskoæ teorii, L.V. i ego soavtorami bylo opublikovano menee 10 peqatnyh rabot po fftoæ tematike — Ø pomn¸, kak G. X. Rubinxteæn po moeæ pros~be osen~¸ 1956 goda napisal polnyæ spisok fftih rabot. I ffto, koneqno, ne potomu, qto ne byli napisany teksty na ffti temy. L.V. podgotovil uße celu¸ knigu po ffkonomike, sud~ba kotoroæ ØvlØetsØ toqnoæ i mraqnoæ ill¸stracieæ otnoxeniØ sistemy k nauqnym trudam, kotorye ne ukladyva¸tsØ v obØzatel~nye ßestkie i potomu besplodnye shemy. Kniga v obnovlennom variante byla opublikovana tol~ko poqti qerez dvadcat~ let ([5]).

V 1955–56 gg. L.V. rexil “otkryt~” fftu tematiku; on naqal delat~ publiqnye i special~nye nauqnye doklady, propagandirovat~ svo¸ teori¸. Moment dlØ fftogo byl vybran otnositel~- no udaqnyæ. Odnako do xirokogo rasprostraneniØ i priznaniØ

METRIKA KANTOROVIQA 71

fftih rabot bylo ewe oqen~ daleko. Obo vsem fftom moßno proqitat~ v knige [16] (v qastnosti, v moeæ stat~e [17]), no podrobnaØ istoriØ vseæ fftoæ ffpopei ewe ne napisana.

VernemsØ k transportnoæ zadaqe. Tret~eæ vaßneæxeæ rabotoæ na fftu temu byla stat~Ø L.V. i ego uqenika-soavtora G. X. Rubinxteæna [6]. Imenno v neæ byla qetko opredelena norma v prostranstve mer, svØzannaØ s transportnoæ metrikoæ. Glavnoe nabl¸denie sostoØlo v tom, qto prostranstvo, soprØßennoe prostranstvu mer s fftoæ normoæ, est~ prostranstvo lipxicevyh funkciæ, a kriteriæ optimal~nosti est~ prosto dvoæstvennoe opredelenie normy kak supremuma po sfere soprØßennogo prostranstva. Do fftoæ raboty ne bylo izvestno, ØvlØetsØ li prostranstvo lipxicevyh funkciæ soprØßennym k kakomu-libo banahovu prostranstvu. V to vremØ (1956–57 gg.) Ø podderßival tesnyæ kontakt s L.V. i G. X. Rubinxteænom po povodu matematiko-ffkonomiqeskoæ problematiki, i G.X. podrobno rasskazyval mne ob fftapah ih raboty; v qastnosti, on skazal, qto L.V. oqen~ udovletvoren takoæ traktovkoæ transportnoæ zadaqi. Posle fftoæ raboty metriku stali qasto nazyvat~ metrikoæ Kantoroviqa–Rubinxteæna.

Zdes~ umestno sdelat~ dva zameqaniØ. RazumeetsØ, ideØ dvoæstvennosti soderßalas~ s samogo naqala kak v brox¸re 1939 g. (metod razrexa¸wih mnoßiteleæ), tak i v zametke L.V. v “Dokladah” [7] — pervoæ rabote, v kotoroæ osmyslivalis~ svØzi funkcional~nogo analiza i neklassiqeskih lineænyh ffkstremal~nyh zadaq (vyqislenie norm i ffkstremumov); nelixne skazat~, qto ffto byl ewe odin primer pol~zy funkcional~nogo analiza dlØ priloßeniæ; sm. rabotu [8], posvØwennu¸ primeneni- Øm lineænogo programmirovaniØ k vyqislitel~noæ matematike, i klassiqesku¸ rabotu L.V. po metodu N~¸tona [9]. S drugoæ storony, priem, sostoØwiæ v ob¨Øvlenii celevoæ funkcii normoæ v prostranstve pravyh qasteæ ffkstremal~noæ zadaqi, a ffto i bylo sdelano v [6], moßet byt~ s uspehom primenen ko mnogim ffkstremal~nym zadaqam (sm., naprimer, [10, 14]). Uße ne raz otmeqalos~, qto oba klassika matematiqeskoæ ffkonomiki 20-go veka – fon Neæman i Kantoroviq – vyxli iz funkcional~nogo analiza.

Nel~zØ ne skazat~ ewe i o tom, qto s teqeniem vremeni, po mere osvoeniØ teorii neklassiqeskih ffkstremal~nyh zadaq, stali

72 A. M. VERXIK

oqevidnymi i drugie svØzi — s teorieæ lineænyh neravenstv i teorieæ otdelimosti, qebyxevskimi priblißeniØmi i kreænovskoæ L-problemoæ momentov, rabotami G. VeælØ o vypuklyh mnogogrannikah i vypukloæ geometrieæ v celom, teorieæ polØr po Burbaki i kombinatorikoæ i dr.^2 SegodnØ my by dobavili k fftomu spisku “tropiqesku¸” matematiku, ili maks-pl¸s algebru.

2. Osnovnye opredeleniØ

TransportnaØ zadaqa po svoeæ postanovke i metodam rexeniØ vsegda zanimala neskol~ko osoboe poloßenie sredi zadaq lineænogo programmirovaniØ. Dalee Ø hoqu rasskazat~ o neskol~kih maloizvestnyh primeneniØh transportnoæ metriki, no snaqala napomnim formulirovku transportnoæ zadaqi.

Opredelenie 1. Pust~ (X, r) – kompaktnoe metriqeskoe pro-

stranstvo i μ_1, μ_2 – dve veroØtnostnye borelevskie mery na X. Rassmotrim variacionnu¸ zadaqu Monßa–Kantoroviqa (korotko – MK-zadaqu): opredelim

k_r(μ_1, μ_2) = inf_L ∫ r(x_1, x_2) dL, (1)

gde L probegaet vse borelevskie mery na proizvedenii X × X, marginal~nye mery kotoryh sovpada¸t s merami μ_1 i μ_2.

Veliqina k_r(μ_1, μ_2) zadaet metriku na simplekse V (X) veroØtnostnyh mer na kompakte X, kotoraØ nazyvaetsØ metrikoæ Kantoroviqa (ili transportnoæ metrikoæ) ([2]).

Zameqanie. Mera L – ffto “plan perevozok mass μ1 v massy μ2”,

integral oznaqaet cenu dannogo plana, a infimum (metrika Kantoroviqa) realizuetsØ na optimal~nom plane.

Teorema 1 (Kantoroviq–Rubinxteæn [6]). 1) Na vektornom pro-

stranstve V_0(X) vseh borelevskih mer ν s nulevym zarØdom i koneqnoæ variacieæ (t.e. takih, qto poloßitel~naØ, ν^+, i otri-

2Kurs “�kstremal~nye zadaqi”, kotoryæ Ø qital na protØßenii mnogih let na mat-mehe LGU, sostavlØlsØ mnoæ s uqetom vseh fftih svØzeæ; faktiqeski v nem sintezirovan funkcional~nyæ analiz s teorieæ ffkstremal~- nyh zadaq. GotovivxiæsØ na ego osnove uqebnik ne byl zakonqen, no qast~ materiala kursa voxla v uqebnik, napisannyæ moim uqenikom A. I. Barvinkom [15].

METRIKA KANTOROVIQA 73 catel~naØ, ν_−, qasti mery ν ime¸t odinakovu¸ koneqnu¸ variaci¸) opredelim normu Kantoroviqa–Rubinxteæna ||ν||_k fflementa ν ∈ V_0(X) kak rasstoØnie Kantoroviqa meßdu poloßitel~noæ i otricatel~noæ qastØmi mery ν: ||ν||_k = k_r(ν_+, ν_−). Togda prostranstvo lipxicevyh (s toqnost~¸ do additivnoæ konstanty) funkciæ s lipxicevoæ normoæ ØvlØetsØ soprØßennym normirovannym prostranstvom k prostranstvu V_0(X) s normoæ ||.||_k. 2) Plan L v formule (1) optimalen togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet lipxiceva funkciØ U s lipxicevoæ konstantoæ 1, t.e. funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ |U (x) − U (y)| 6 r(x, y), takaØ, qto U (x) − U (y) = r(x, y) poqti navernoe otnositel~no plana L.

My budem opuskat~ indeks r v oboznaqenii k_r, esli metrika r fiksirovana, a takße indeks k v oboznaqenii ||.||_k.

Zameqanie 1. Metrika Kantoroviqa induciruet slabu¸ topo-

logi¸ na simplekse veroØtnostnyh mer na kompakte ([6]).

Zameqanie 2. V kontekste rexeniØ koneqnomernoæ transport-

noæ zadaqi optimal~naØ lipxiceva funkciØ U est~ ne qto inoe, kak potencial Kantoroviqa–Gavurina iz raboty [4].

ImeetsØ ogromnoe koliqestvo trudnyh zadaq, svØzannyh s Øvnym vyqisleniem metriki Kantoroviqa dlØ razliqnyh kompaktov. DlØ R^2 ffto klassiqeskaØ zadaqa Monßa o perevozke peska. DlØ R^1 est~ horoxiæ otvet: pust~ ν_1, ν_2 – dve veroØtnostnye mery na [0, 1] i r – obyqnaØ (ffvklidova) metrika; togda

k_r(ν_1, ν_2) =

∫_1 0 |ν_1([0, t])−ν_2([0, t])| dt, t.e. metrika Kantoroviqa est~ L^1-metrika dlØ funkciæ raspredeleniØ. Nikakih Øvnyh formul

dlØ R^n, n ¿ 2, po-vidimomu, net. �toæ zadaqe posvØweno mnogo

rabot; my upomØnem tol~ko nedavnie obzory [18, 20].

No imeet smysl ukazat~ odnu vaßnu¸ ide¸, kotoraØ poØvilas~ nedavno i igraet oqen~ suwestvennu¸ rol~ v sovremennyh priloßeniØh k gidrodinamike i drugim voprosam (sm. [21]); Ø ime¸ v vidu p-normy Kantoroviqa (sm. [19]). A imenno, ishodnoe

74 A. M. VERXIK

opredelenie metriki (i normy) Kantoroviqa pohoße na opredelenie L^1-normy, no my moßem opredelit~ i analog L_p-normy:

k_p(ν_1, ν_2) = inf_L [∫ r(x_1, x_2)^p dL ]_{1/p} , gde infimum, kak i ran~xe, beretsØ po vsem transportnym planam L dlØ pary veroØtnostnyh mer (ν_1, ν_2), i sootvetstvu¸wu¸ normu ||ν||_p = k_p(ν_+, ν_−) dlØ vseh p ≥ 1. Koneqno, ishodnaØ metrika Kantoroviqa (sluqaæ

p = 1) imeet bol~xiæ fiziqeskiæ smysl, no sluqaæ p = 2 gorazdo

bolee udoben v tehniqeskom i geometriqeskom smysle. Sootvetstvu¸waØ variacionnaØ zadaqa i uravnenie �ælera prowe, qem v sluqae p = 1, i rezul~taty raboty [19] pokazyva¸t, qto dlØ nekotoroæ geometriqeskoæ transportnoæ zadaqi uravnenie �ælera est~ horoxo izvestnoe uravnenie Monßa–Ampera (kotoroe a priori ne imeet niqego obwego s zadaqeæ Monßa–Kantoroviqa).

UpomØnem ewe odin vaßnyæ qastnyæ sluqaæ, kotoryæ inogda takße nazyva¸t MK-zadaqeæ; my budem nazyvat~ ego sil~noæ MKzadaqeæ (sm. ishodnye oboznaqeniØ): naæti

k̄(μ_1, μ_2) ≡ inf_T ∫ r(x, T x) dμ_1(x), (2) gde infimum beretsØ po vsem izmerimym otobraßeniØm T , takim, qto T μ_1 = μ_2.

Vopros o suwestvovanii minimuma v (2) oqen~ delikaten. RazumeetsØ, k̄(μ_1, μ_2) ≥ k(μ_1, μ_2), i vopros o tom, kogda dostigaetsØ ravenstvo, truden i oqen~ vaßen. V poslednem paragrafe my predloßim novyæ podhod k obeim zadaqam.

Sredi ogromnogo koliqestva priloßeniæ metriki Kantoroviqa Ø hotel by upomØnut~ tol~ko tri primera, kotorye malo izvestny specialistam po primeneni¸ fftoæ metriki, no v to ße vremØ oqen~ vaßny v teorii dinamiqeskih sistem i funkcional~nom analize.

3. IterirovannaØ metrika Kantoroviqa i baxnØ mer

My naqnem s ponØtiØ baxni mer, kotoroe bylo opredeleno v [11] i bolee podrobno rassmotreno v [12, 13]. Pust~ (X, r) –

METRIKA KANTOROVIQA 75

proizvol~nyæ metriqeskiæ kompakt (skaßem, ediniqnyæ otrezok s ffvklidovoæ metrikoæ). My moßem rassmotret~ novyæ kompakt V (X), kotoryæ est~ kompakt vseh veroØtnostnyh borelevskih mer na X, i snabdit~ ego metrikoæ Kantoroviqa. Takim obrazom, my opredelili funktor F iz kategorii metriqeskih prostranstv v sebØ: F : X → V (X), r → k_r; Øsno, qto F perevodit kaßdyæ gomeomorfizm kompakta X_1 v kompakt X_2 v gomeomorfizm kompakta V (X_1 ) v kompakt V (X_2).

Oqevidno, qto prostranstvo (X, r) izometriqeski vkladyvaetsØ v (V (X), k_r) pri pomowi otobraßeniØ x → δ_x.

Budem iterirovat~ fftu proceduru: (X, r) −→ (V (X), k_r) −→ (V (V (X)), k_kr ) −→ . . . . Poloßim V^n = V (V^{n−1}(X)) i k^n_r = k_kn�1_r i vvedem oboznaqenie F_n dlØ otobraßeniØ (V^{n−1}, k^{n−1}_r ) → (V^n, k^n_r ).

Moßno rassmotret~ induktivnyæ predel fftoæ posledovatel~- nosti metriqeskih prostranstv s izometriqeskimi vloßeniØmi:

(V^∞, k^∞_r ) ≡ ind lim_n ((V^n, k^n_r ), F_n).

�tot induktivnyæ predel (metriqeskoe prostranstvo) nazyvaetsØ beskoneqnoæ baxneæ mer; on igraet kl¸qevu¸ rol~ v teorii fil~traciæ sigma-algebr, poroßdennyh sluqaænymi processami, i ee raznoobraznyh priloßeniØh.

S drugoæ storony, pri n ¿ 2 imeetsØ estestvennaØ proekciØ P_n : V^n −→ V^{n−1}, P_n(μ) = μ̄, gde μ̄ oboznaqaet baricentr mery μ, kotoryæ korrektno opredelen dlØ mer na affinnyh kompaktah (tak qto proekciØ opredelena dlØ V^n, n ≥ 2), i my imeem posledovatel~nost~

(V^1(X), k_r) ←− (V^2(X), k^2_r ) ←− . . . .

Takim obrazom, opredelen proektivnyæ predel

V^∞ ≡ proj lim_n (V^n(X), P_n).

Poskol~ku imeet mesto sootnoxenie P_nF_n = Id_{n−1}, induktivnyæ predel V^∞ estestvenno vkladyvaetsØ v proektivnyæ predel:

V^∞ ⊂ V^∞;

76 A. M. VERXIK

odnako v otliqie ot induktivnogo predela na proektivnom predele net estestvennoæ metriki.^3

Osnovnoe priloßenie fftoæ baxni mer zakl¸qaetsØ v sledu- ¸wem. Pust~ imeetsØ “metriqeskaØ troæka” (X, r, μ), t.e. prostranstvo s meroæ, snabßennoe metrikoæ ili polumetrikoæ, i ubyva¸waØ posledovatel~nost~ izmerimyh razbieniæ fftogo prostranstva (diskretnaØ fil~traciØ) {ξ_n}, n = 0, 1, . . .; zdes~

ξ_0 trivial~no i ξ_n > ξ_{n+1}.

Snaqala rassmotrim odno razbienie ξ; dlØ poqti vseh toqek a ∈ X/ξ faktor-prostranstva po fftomu razbieni¸ korrektno opredelena uslovnaØ mera na fflemente razbieniØ ξ, sootvetstvu- ¸wem toqke a. Budem rassmatrivat~ ee kak meru na (X, r); takim obrazom, my imeem otobraßenie f_ξ : X/ξ → V (X, r), kotoroe sopostavlØet poqti vsem toqkam a ∈ X/ξ (uslovnu¸) meru na (X, r). Udobno rassmatrivat~ ffto otobraßenie kak funkci¸ iz (X, μ) v V (X). Teper~ zadadim metriku (ili polumetriku) na X/ξ sledu¸- wim obrazom: dlØ poqti vseh par toqek a, b ∈ X/ξ opredelim rasstoØnie meßdu nimi kak rasstoØnie Kantoroviqa meßdu sootvetstvu¸wimi uslovnymi merami. Takim obrazom, my opredelili metriku (ili polumetriku) na podmnoßestve polnoæ mery v faktor-prostranstve X/ξ; ee takße moßno rassmatrivat~ kak polumetriku v ishodnom prostranstve (X, μ).

Primenim fftot process k ubyva¸weæ posledovatel~nosti razbieniæ {ξ_n}: naqnem s razbieniØ ξ_1, zatem opredelim metriku na

X/ξ_1, otobraßenie f_1 : X → V (X, r) i razbienie ξ_2/ξ_1; teper~ my

imeem otobraßenie iz X/ξ_2 v V^2(X), novu¸ metriku na X/ξ_2 i otobraßenie f_2 :→ V^2(X, r).

ProdolßaØ fftot process, my poluqaem otobraßeniØ f_n iz

(X, μ) v iterirovannye prostranstva V^n(X, r) ili v induktiv-

nyæ predel (V^∞, k^∞_r ).

Odnim iz osnovnyh rezul~tatov teorii ubyva¸wih posledovatel~nosteæ ([11, 12]) ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Ubyva¸waØ odnorodnaØ posledovatel~nost~ izmeri-

myh razbieniæ standartna (sm. opredeleniØ v [11, 12]) togda i

3Induktivnye sistemy, v kotoryh est~ proekcii, ØvlØ¸wiesØ pravymi obratnymi k vloßeniØm, moßno nazvat~ indo-proektivnymi sistemami; oni vstreqa¸tsØ dovol~no qasto.

METRIKA KANTOROVIQA 77

tol~ko togda, kogda posledovatel~nost~ mer f_n ∗ μ (inymi slovami, posledovatel~nost~ raspredeleniæ otobraßeniæ f_n otnositel~no mery μ), rassmatrivaemaØ kak posledovatel~nost~ mer na induktivnom predele (V^∞, k_r^∞), stremitsØ k δ-mere.

Obsußdenie fftoæ tematiki sm. v [12] i posledu¸wih stat~Øh.

4. Metrika Kantoroviqa v teorii Ornsteæna

V naqale 70-h gg. Donal~d Ornsteæn rexil davno stoØvxu¸ v ffrgodiqeskoæ teorii problemu – on dal neobhodimye i dostatoqnye usloviØ na stacionarnyæ sluqaænyæ process s diskretnym vremenem, pri kotoryh sdvig v prostranstve traektoriæ fftogo processa izomorfen sdvigu Bernulli, i, ispol~zuØ fftot rezul~tat, dokazal, qto kolmogorovskaØ ffntropiØ ØvlØetsØ polnym invariantom sdvigov Bernulli ([24]). My sformuliruem osnovnu¸ teoremu, qtoby proill¸strirovat~ rol~ metriki Kantoroviqa, kotoraØ byla pereotkryta D. Ornsteænom (on nazyval ee d̄-metrikoæ).

Pust~ prostranstvo sostoØniæ S stacionarnogo processa koneqno i μ – stacionarnaØ mera v SZ, poroßdennaØ fftim processom. Vopros sostoit v sledu¸wem: kogda suwestvuet izomorfizm (v smysle teorii mery) prostranstva Bernulli S^′Zs prodaktmeroæ i prostranstva (SZ, μ), kommutiru¸wiæ so sdvigom? �to horoxo izvestnaØ problema izomorfizma v ffrgodiqeskoæ teorii. ˚sno, qto kriteriæ suwestvovaniØ izomorfizma dolßen vyraßat~sØ v terminah skorosti ubyvaniØ korrelØcii meßdu proxlym i buduwim processa. Izvestno mnogo usloviæ podobnogo roda, kotorye inogda nazyva¸tsØ “usloviØmi peremexivaniØ”. Bol~xinstvo iz takih usloviæ, rassmatrivavxihsØ v teorii stacionarnyh processov, slixkom sil~ny (usloviØ Kolmogorova, Rozenblatta, Ibragimova i dr.). Okazalos~, qto nußnoe ponØtie svØzano s metrikoæ Kantoroviqa na prostranstve slov s metrikoæ Hffmminga, – ffto bylo otkryto D. Ornsteænom. Naxa interpretaciØ slegka otliqaetsØ ot original~noæ, no ona bliße k predyduwemu kontekstu (sm. [29]).

Pust~ {ξ_n}, n ∈ Z, – stacionarnyæ sluqaænyæ process s koneqnym prostranstvom sostoØniæ S i μ – mera na SZ, invariantnaØ otnositel~no sdviga. Opredelim prostranstvo “proxlogo” processa: Past =

∏_0 −∞ S; proekci¸ mery μ na Past budem oboznaqat~

78 A. M. VERXIK

qerez μ^−. Zafiksiruem toqku x^− = (x_0, x_{−1}, x_{−2}, . . .) ∈ Past i rassmotrim uslovnoe raspredelenie na fragmentah buduwego dliny n pri fiksirovannom proxlom x^−:

P_n(x_1, x_2, . . . , x_n|x^−);

ffto mera na prostranstve S^n fragmentov buduwego dliny n, kotoraØ opredelena dlØ poqti vseh toqek x^− ∈ Past; ffta mera ØvlØetsØ fflementom V (S^n), pofftomu poqti vs¸du opredeleno otobraßenie F_n : Past → V (S^n).

Rassmotrim metriku Hffmminga na S^n: h_n(x, y) = 1 n #{i ∈ (1, . . . , n) : x_i ≠ y_i}, gde x = (x_1, . . . , x_n), y = (y_1, . . . , y_n) ∈ S^n, a # oboznaqaet qislo fflementov mnoßestva, i pust~ k_{hn} – metrika Kantoroviqa na prostranstve mer V (S^n, h_n) na fragmentah buduwego dliny n.

Teorema 3 ([24, 25]). Rassmotrim stacionarnyæ process {ξn}, n ∈

Z, i poroßdennyæ im pravyæ sdvig v prostranstve realizaciæ.

Obratimoe kodirovanie fftogo sdviga v sdvig Bernulli (inymi slovami, sohranØ¸wiæ meru izomorfizm sdviga v prostranstve realizaciæ processa i sdviga Bernulli) suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda lim_{n→∞} ∫ ∫ x�_{∈Past, y}�_{∈Past} k_hn (P (∗|x^−), P (∗|y^−)) dμ^−(x^−) dμ^−(y^−) = 0

(integral beretsØ ot znaqeniØ metriki Kantoroviqa dlØ pary uslovnyh mer, sootvetstvu¸wih param toqek iz Past × Past, po prodakt-mere μ^− × μ^−).

Bukval~nyæ smysl privedennogo usloviØ oqen~ prozraqen: ono oznaqaet, qto uslovnoe raspredelenie na buduwem pri fiksirovannom proxlom asimptotiqeski ne zavisit ot proxlogo; grubo govorØ, est~ tol~ko odin tip raspredeleniØ na buduwem. Odnako bolee toqnyæ smysl fftih slov suwestvenno zavisit ot vybora metriki na prostranstve realizaciæ processa (sleduet vybirat~ metriku Hffmminga) i metriki na prostranstvah mer (zdes~ nußno ispol~zovat~ metriku Kantoroviqa); zakl¸qenie teoremy okaßetsØ, voobwe govorØ, loßnym, esli zamenit~ metriku Kantoroviqa kakoæ-nibud~ drugoæ (naprimer, variacionnoæ metrikoæ).

METRIKA KANTOROVIQA 79

PoslednØØ formulirovka takße motiviruet opredelenie tak nazyvaemoæ vtoriqnoæ ffntropii stacionarnogo processa (sm. [25]). Opredelim M^+_n kak obraz mery μ^− (sm. vyxe) pod deæstviem otobraßeniØ F_n : Past → V (S^n, h_n); ffto mera na prostranstve

V (S^n, h_n). V sluqae avtomorfizmov Bernulli po teoreme Orn-

steæna mera M^+_n stremitsØ k δ-mere pri n → ∞. No dlØ obwego kolmogorovskogo stacionarnogo processa (K-avtomorfizma) ffto ne tak. Toqnee, esli avtomorfizm ne ØvlØetsØ avtomorfizmom Bernulli, to predel suwestvuet, no ne ØvlØetsØ δ-meroæ. Pofftomu estestvenno vvesti harakteristiku predel~noæ mery. A imenno, my moßem rassmotret~ tak nazyvaemu¸ ε-ffntropi¸ mery M^+_n . �to ponØtie takße ispol~zuet metriku Kantoroviqa. DlØ proizvol~noæ veroØtnostnoæ borelevskoæ mery ν v metriqeskom prostranstve (X, d) ε-ffntropiØ h_ε(ν) (kak funkciØ ε) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: h_ε(ν) = inf{H(l) : k_d(l, ν) < ε}, gde infimum beretsØ po vsem diskretnym meram l na (X, d) i

H(l) est~ obyqnaØ ffntropiØ diskretnoæ mery: H(l) = − ∑ l_i ln l_i, l = (l_1, . . ., l_n), ∑ i l_i = 1, l_i ≥ 0, i = 1, . . ., n.

Asimptotika veliqiny h_ε(M^+_n ) po n nazyvaetsØ vtoriqnoæ ffntropieæ processa. Otkrytyæ vopros sostoit v tom, kakoæ tip moßet imet~ ffta asimptotika. Predpoloßitel~no, vtoriqnaØ ffntropiØ ØvlØetsØ metriqeskim invariantom K-avtomorfizmov.

5. Priloßenie k klassifikacii metriqeskih prostranstv

Rassmotrim pol~skoe (= metriqeskoe, polnoe, separabel~noe) prostranstvo s veroØtnostnoæ borelevskoæ meroæ. My nazyvaem takoe prostranstvo metriqeskoæ troækoæ (drugoe nazvanie – mm-prostranstvo ([22])). Dve troæki (X, ρ, μ) i (X^′, ρ^′, μ^′) izomorfny, esli suwestvuet otobraßenie T : X → X^′, kotoroe ØvlØetsØ izometrieæ i sohranØet mery: ρ^′(T x, T y) = ρ(x, y) i T μ = μ^′.

My rassmatrivaem metriku kak izmerimu¸ funkci¸ dvuh peremennyh ρ : X × X −→ R. (PrivedennaØ niße teorema verna dlØ proizvol~noæ simmetriqnoæ izmerimoæ funkcii ρ, ne tol~ko dlØ metriki.)

80 A. M. VERXIK

Pust~ X^∞ – proizvedenie beskoneqnogo qisla kopiæ prostranstva X. Opredelim otobraßenie

F : X^∞ −→ M_∞(R)

prostranstva X^∞ v mnoßestvo simmetriqnyh matric sledu¸- wim obrazom: F (x) = {r_{i,j}}^∞_{i,j=1}, gde x = (x_1, x_2, . . . ) i r_{i,j} = ρ(x_i, x_j). Oboznaqim qerez D_ρ obraz mery μ^∞ pod deæstviem otobraßeniØ F ; meru D_ρ na M_∞(R) budem nazyvat~ matriqnym raspredeleniem funkcii ρ.

V rabote [23] my rassmotreli i klassificirovali obwie (nesimmetriqnye) izmerimye funkcii f(x, y) dvuh peremennyh na prostranstve (X × X, μ × μ) s toqnost~¸ do otobraßeniæ vida

T_1 × T_2, gde T_1, T_2 – sohranØ¸wie meru avtomorfizmy prostran-

stva (X, μ). My takße opredelili dlØ fftogo sluqaØ matriqnoe raspredelenie, kotoroe ØvlØetsØ polnym invariantom dlØ tak nazyvaemyh qistyh funkciæ. No teper~ nam nußna drugaØ klassifikaciØ. My takße rassmatrivaem proizvol~nye izmerimye (nesimmetriqnye) funkcii f na prostranstve (X × X, μ × μ), gde

(X, μ) – prostranstvo Lebega s nepreryvnoæ meroæ; no klassi-

ficiruem ih s toqnost~¸ do otobraßeniæ vida T × T , gde T – avtomorfizm prostranstva (X, μ) (inymi slovami, T_1 = T_2). A imenno, opredelim otobraßenie

F_f : X^∞ −→ M_∞(R),

gde F_f (x) = {f(x_i, x_j)}^∞_{i,j=1} i x = (x_1, x_2, . . . ) ∈ X^∞; zdes~ M_∞(R) – mnoßestvo proizvol~nyh (voobwe govorØ, nesimmetriqnyh) matric. My nazyvaem obraz mery μ^∞ pod deæstviem otobraßeniØ

F_f , kotoryæ ØvlØetsØ meroæ na M_∞(R), simmetriqnym matriqnym raspredeleniem funkcii f i oboznaqaem ego qerez D^{symm}_f .

Teorema 4 (Gromov [22], Verxik [23]). 1) Dve metriqeskie troæ-

ki (X, ρ, μ) i (X^′, ρ^′, μ^′) izomorfny togda i tol~ko togda, kogda ih matriqnye raspredeleniØ sovpada¸t:

D_ρ = D_ρ0 .

Inymi slovami, matriqnoe raspredelenie metriki ØvlØetsØ polnym invariantom metriqeskoæ troæki.

METRIKA KANTOROVIQA 81

2) ([23]) Simmetriqnoe matriqnoe raspredelenie D^{symm}_f izmerimoæ funkcii f(·, ·) dvuh peremennyh ØvlØetsØ polnym metriqeskim invariantom funkcii, rassmatrivaemoæ s toqnost~¸ do avtomorfizmov vida T × T , gde T – avtomorfizm prostranstva (X, μ). Teper~ my primenim fftu klassifikaci¸ k MK-zadaqam. Pust~ X – metriqeskiæ kompakt s metrikoæ ρ; my hotim “transportirovat~” veroØtnostnu¸ borelevsku¸ meru μ_1 v drugu¸ veroØtnostnu¸ borelevsku¸ meru μ_2. Takim obrazom, my imeem dve metriqeskie troæki (X, ρ, μ_1) i (X, ρ, μ_2). Udobnee privesti zadaqu k bolee simmetriqnoæ forme i imet~ odnu metriqesku¸ troæku. Budem rassmatrivat~ tol~ko nepreryvnye mery; togda moßno vybrat~ nekotoryæ sohrØnØ¸wiæ meru izomorfizm

T : (X, μ_2) → (X, μ_1). Pust~ f(x, y) = ρ(x, T y), tak qto f – neotri-

catel~naØ izmerimaØ (voobwe govorØ, nesimmetriqnaØ) funkciØ dvuh peremennyh – “sdvinutaØ metrika”. Teper~ my moßem rassmatrivat~ tol~ko odnu meru μ_1 ≡ μ i funkci¸ f na prostran- stve (X × X, μ × μ). V terminah sdvinutoæ metriki MK-zadaqa moßet byt~ sformulirovana sledu¸wim obrazom: naæti

k ≡ inf_L ∫ f(x_1 , x_2) dL,

gde L probegaet vse borelevskie mery na proizvedenii X × X, u kotoryh obe marginal~nye mery sovpada¸t s meroæ μ; takim obrazom, L prinadleßit mnoßestvu bistohastiqeskih mer, ili, inymi slovami, L est~ fflement polugruppy polimorfizmov s invariantnoæ nepreryvnoæ meroæ μ (sm. opredelenie v [26]). Tem samym MK-zadaqa stanovitsØ variacionnoæ zadaqeæ na vypuklom mnoßestve bistohastiqeskih mer (ili na polugruppe polimorfizmov).

Sil~naØ MK-zadaqa formuliruetsØ sledu¸wim obrazom: naæ- ti k̄ ≡ inf_T ∫ f(x, T x) dμ(x), gde T probegaet vse sohranØ¸wie meru μ preobrazovaniØ prostranstva (X, μ), a f – funkciØ, zadavaemaØ formuloæ f(x, y) = ρ(x, T y). V fftom sluqae my imeem variacionnu¸ zadaqu na gruppe sohranØ¸wih meru preobrazovaniæ.

82 A. M. VERXIK

Teper~ my moßem primenit~ opredelennoe vyxe simmetriqnoe matriqnoe raspredelenie D_f funkcii f kak izmerimoæ funkcii (sdvinutoæ metriki) na prostranstve (X × X, μ × μ). Poskol~ku D_f ØvlØetsØ polnym invariantom troæki (X, f, μ), vse svoæstva MK-zadaqi (obyqnoæ i sil~noæ) mogut byt~ vyraßeny v terminah D_f kak mery na prostranstve matric M_∞(R). No ffto oznaqaet, qto u nas est~ sluqaænaØ matrica s raspredeleniem

D_f , kotoru¸ my moßem ispol~zovat~ dlØ analiza zadaqi. Zdes~

my opixem tol~ko odin primer primeneniØ takogo podhoda.

Pust~ r = {r_{i,j}}^∞_{i,j=1} – sluqaænaØ matrica s raspredeleniem

D_f . NovaØ versiØ MK-zadaqi vyglØdit sledu¸wim obrazom. Vy-

berem sluqaænu¸ matricu r, rassmotrim pri kaßdom n obyqnu¸ koneqnu¸ transportnu¸ zadaqu i opredelim

k_nr ≡ inf_l n∑ i,j=1 l_{i,j}r_{i,j}, gde l = {l_{i,j}}^n_{i,j=1} – bistohastiqeskaØ matrica (t.e. ∑_n i=1 l_{i,j} = ∑_n j=1 l_{i,j} = 1, l_{i,j} ≥ 0 dlØ vseh i, j = 1, . . . , n) i r_n = {r_{i,j}}^n_{i,j=1} – n-

fragment sluqaænoæ matricy r (kotoraØ est~ sluqaænaØ matrica, postroennaØ po sdvinutoæ metrike, kak opisano vyxe). Veliqina k_n(r) ØvlØetsØ sluqaænoæ veliqinoæ, zavisØweæ ot sluqaænoæ matricy r.

Teorema 5. V predyduwih oboznaqeniØh

lim_{n→∞} k_n(r) = k

po mere D_f , gde k – rexenie ishodnoæ MK-zadaqi, t.e. posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin k_n(r) shoditsØ po mere D_f k rexeni¸ MK-zadaqi.

EstestvennaØ gipoteza: dlØ poqti kaßdogo vybora matricy

r = {r_{i,j}} otnositel~no mery D_f verno to ße utverßdenie:

D_f {r : lim_{n→∞} k_n(r) = k} = 1,

qto oznaqaet shodimost~ sluqaænoæ veliqiny k_n(r) k znaqeni¸ k s veroØtnost~¸ edinica otnositel~no vybora matricy r po mere D_f .

Zametim, qto my approksimiruem MK-zadaqu prosteæxeæ koneqnomernoæ zadaqeæ lineænogo programmirovaniØ – zadaqeæ

METRIKA KANTOROVIQA 83

o naznaqeniØh. Po teoreme Birkgofa–fon Neæmana ee rexeniem ØvlØetsØ perestanovka, t.e. fflement simmetriqeskoæ gruppy, ili ffkstremal~naØ toqka vypuklogo mnoßestva bistohastiqeskih matric (tak nazyvaemogo vengerskogo mnogogrannika). Tem ne menee vopros o tom, kogda sil~naØ MK-zadaqa imeet rexenie i kak ego approksimirovat~ perestanovkami, znaqitel~no bolee truden.

Privedennye vyxe teorema i gipoteza tipiqny dlØ priloßeniæ naxego metoda k razliqnym zadaqam s integral~nym Ødrom — my poluqaem veroØtnostnu¸ approksimaci¸ funkcionala ili variacionnoæ zadaqi, ispol~zuØ sluqaænyæ vybor znaqeniæ funkcii. My vernemsØ k fftomu v drugih publikaciØh.

Literatura

1. L. V. Kantoroviq, Matematiqeskie metody organizacii i planirovaniØ proizvodstva. Izd-vo LGU, L. (1939).

2. L. V. Kantoroviq, O peremewenii mass. — Dokl. AN SSSR 37, vyp. 7–8 (1942), 227–229.

3. L. V. Kantoroviq, Ob odnoæ probleme Monßa. — Uspehi mat. nauk 3, vyp. 2 (1948), 225–226.

4. M. L. Gavurin, L. V. Kantoroviq, Primenenie matematiqeskih metodov v voprosah analiza gruzopotokov. — V sb. “Problemy povyxeniØ ffffektivnosti raboty transporta”. Izd-vo AN SSSR, M., L. (1949), ss. 110–138.

5. L. V. Kantoroviq, �konomiqeskiæ rasqet nailuqxego ispol~zovaniØ resursov. Izd-vo AN SSSR, M. (1960).

6. L. V. Kantoroviq, G. X. Rubinxteæn, Ob odnom prostranstve vpolne additivnyh funkciæ. — Vestn. LGU. Matematika. Mehanika. AstronomiØ 7, vyp. 2 (1958), 52–59.

7. L. V. Kantoroviq, Ob odnom ffffektivnom metode rexeniØ nekotoryh klassov ffkstremal~nyh problem. — Dokl. AN SSSR 28, vyp. 3 (1940), 212–215.

8. L. V. Kantoroviq, O nekotoryh novyh podhodah k vyqislitel~nym metodam i obrabotke nabl¸deniæ. — Sib. mat. ßurn. 3, vyp. 5 (1962), 701–709.

9. L. V. Kantoroviq, Funkcional~nyæ analiz i prikladnaØ matematika.

— Uspehi mat. nauk 3, vyp. 6 (1948), 89–185.

10. A. M. Verxik, Neskol~ko zameqaniæ o beskoneqnomernyh zadaqah lineænogo programmirovaniØ. — Uspehi mat. nauk 25, vyp. 5 (1970), 117–124.

11. A. M. Verxik, Ubyva¸wie posledovatel~nosti izmerimyh razbieniæ i ih primeneniØ. — Dokl. AN SSSR 193, vyp. 4 (1970), 748–751.

12. A. M. Verxik, TeoriØ ubyva¸wih posledovatel~nosteæ izmerimyh razbieniæ. — Algebra i analiz 6, vyp. 4 (1994), 1–68.

84 A. M. VERXIK

13. M.^´Emery, Espaces probabilisés filtrés: de la théorie de Vershik au mouvement brownien, via les idées de Tsirelson. Séminaire BOURBAKI, 53 année, 2000– 2001, no. 882, Novembre 2000. Russkiæ perevod: M. �meri, VeroØtnostnye

prostranstva s fil~tracieæ: ot teorii Verxika k brounovskomu dvißeni¸ qerez idei Cirel~sona. — Zap. nauqn. semin. POMI 307 (2004), 236–269.

14. A. M. Verxik, M. M. Rubinov, ObwaØ teorema dvoæstvennosti v lineænom programmirovanii. — V sb. “MatematiqeskaØ ffkonomika i funkcional~nyæ analiz”. Nauka, M. (1974), s. 35–55.

15. A. Barvinok. A Course in Convexity. Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island (2002).

16. Leonid Vital~eviq Kantoroviq: qelovek i uqenyæ, t. 1. Izdat. SO RAN, Novosibirsk (2002).

17. A. M. Verxik, O L. V. Kantoroviqe i lineænom programmirovanii. — V sb. “Leonid Vital~eviq Kantoroviq: qelovek i uqenyæ”, t. 1. Izd-vo SO RAN, Novosibirsk (2002), ss. 130–152.

18. C. Villani, Topics in Optimal Transportation. Amer. Math. Soc., Providence,

Rhode Island (2000).

19. Y. Brenier. Extended Monge–Kantorovich theory. — Lecture Notes in Math.

1813 (2003), 91–122.

20. W. Gangbo, R. J. McCann, The geometry of optimal transportation. — Acta Math. 177, No. 2 (1966), 113–161.

21. U. Frix, Turbulentnost~. Nasledie A. N. Kolmogorova. Fazis, M.

(1998).

22. M. Gromov, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces.

Birkhäuser, Boston (1999).

23. A. M. Verxik, KlassifikaciØ izmerimyh funkciæ neskol~kih argumentov i invariantno raspredelennye sluqaænye matricy. — Funkc. anal. i pril. 36, vyp. 2 (2002), 12–28.

24. D. Ornstein, Ergodic Theory, Randomness, and Dynamical Systems. Yale Univ.

Press, New Haven–London (1974).

25. A. M. Verxik, DinamiqeskaØ teoriØ rosta v gruppah: ffntropiØ, granicy, primery. — Uspehi mat. nauk 55, vyp. 4 (2000), 59–128.

26. A. M. Verxik, Mnogoznaqnye otobraßeniØ s invariantnoæ meroæ (polimorfizmy) i markovskie operatory. — Zap. nauqn. semin. LOMI 72 (1977), 26–61.

27. A. Vershik, Polymorphims, Markov processes, random perturbations of Kautomorphisms, in preparation.

28. S. T. Rachev, Probability Metrics and the Stability of Stochastic Models. Wiley, Chichester (1991).

29. A. M. Verxik, O rabotah D. Ornxteæna, usloviØh slaboæ zavisimosti i o klassah stacionarnyh processov. — Teor. veroØtn. i primen. 21, No. 3 (1976), 673–675.

METRIKA KANTOROVIQA 85 Vershik A. M. The Kantorovich metric: initial history and little-known applications.

We remind of the history of the transportation metric (Kantorovich metric) and the Monge–Kantorovich problem. We describe several littleknown applications: the first one concerns the theory of decreasing sequences of partitions (tower of measures and iterated metric), the second one concerns Ornstein’s theory of Bernoulli automorphisms (d̄-metric), and the third one is the formulation of the strong Monge–Kantorovich problem in terms of matrix distributions.

Postupilo 25 avgusta 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: vershik@pdmi.ras.ru