Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 310, 2004 g.

M. A. Syqev

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚ K VARIACIONNYM ZADAQAM

1. Vvedenie

Mery ˚nga byli vvedeny L. S. ˚ngom [37] s cel~¸ naæti rasxirenie Sobolevskih funkciæ, v kotorom razreximy nevypuklye zadaqi variacionnogo isqisleniØ.

Horoxo izvestnaØ zadaqa J(u) = 1∫ 0 {(1 − u̇^2)^2 + u^2}dx → min, u(0) = u(1) = 0

predstavlØet primer zadaqi minimizacii, nerazreximoæ v klasse Sobolevskih funkciæ. V fftoæ zadaqe minimiziru¸wie posledovatel~nosti shodØtsØ k funkcii u_0 = 0, a ih proizvodnye shodØtsØ k mere s nositelem v [0, 1] × R, kotoraØ moßet byt~ rassmotrena kak semeæstvo veroØtnostnyh mer (ν_x)_{x∈[0,1]}, parametrizovannoe parametrom x, s ν_x = (^1_2 δ_{−1} +^1_2 δ_1) dlØ p.v. x ∈ Ω. Zdes~ i dalee δ_a oboznaqaet meru Diraka s nositelem v toqke a.

Voznikaet novyæ ob¨ekt, sostoØwiæ iz Sobolevskoæ funkcii u_0 i semeæstva veroØtnostnyh mer (ν_x)_{x∈Ω} s centrami mass v u̇_0(x) dlØ p.v. x ∈ [0, 1]. Takim obrazom L. S. ˚ng poluqil ras-

xirenie Sobolevskih funkciæ, izvestnoe v nastoØwee vremØ kak mery ˚nga (toqnye opredeleniØ privedeny v §2, 6).

Zametim, qto primerno v to ße vremØ N. N. Bogol¸bovym byla predloßena konstrukciØ dlØ polunepreryvnoæ snizu oboloqki integral~nogo funkcionala J:

J̃(u) = inf_u k⇀u lim inf k→∞ J(u_k) (zdes~ ⇀ oboznaqaet slabu¸ shodimost~).

�to issledovanie qastiqno podderßano Rossiæskim Fondom Fundamental~nyh Issledovaniæ, grant No 03-01-00162. 191

192 M. A. SYQEV Moßno pokazat~, qto^~J(u) ØvlØetsØ neqem drugim kak naimen~- xim znaqeniem funkcionala J v klasse mer, associirovannyh s funkcieæ u. ApproksimiruØ special~nye mery ˚nga gradientami slabo shodØwihsØ posledovatel~nosteæ, N. N. Bogol¸bov dokazal v [10], qto^~J imeet integral~noe predstavlenie s integrandom L^c, poluqennym dlØ vseh x i u kak ovypuklenie L(x, u, ·). Zametim takße, qto L. S. ˚ng ukazal svoæstvo integrandov, otveqa¸wee za sovpadenie iznaqal~nogo funkcionala i ego polunepreryvnoæ snizu oboloqki na funkcii, sm. [38, §56; 28].

Vzaimodeæstvie mer ˚nga i polunepreryvnyh snizu oboloqek integral~nyh funkcionalov do sih por ØvlØetsØ odnim iz razviva¸wihsØ napravleniæ variacionnogo isqisleniØ, tak kak vse ewe suwestvu¸t vaßnye nerexennye zadaqi v fftoæ oblasti. Tak, otkrytymi ØvlØ¸tsØ zadaqi matematiqeskoæ teorii uprugosti, zakl¸qa¸wiesØ v opisanii polunepreryvnyh snizu oboloqek funkcionalov s integrandami L : R^{3×3} → R^+ (R^+ = R ∪ {∞}), udovletvorØ¸wimi trebovaniØm: L(Du) → ∞ pri det Du → +0 i L(Du) = ∞ pri det Du 6 0; a takße harakterizaciØ teh iz nih, kotorye uße ØvlØ¸tsØ polunepreryvnymi snizu otnositel~no slaboæ shodimosti, sm. [2, 3]. Osobyæ interes predstavlØ¸t integrandy L = L(Du), zavisØwie ot glavnyh invariantov Du^tDu i udovletvorØ¸wie ocenke L(Du) ¿ α|Du|^p + γ s α > 0, p > n, takße s toqki zreniØ nekotoryh problem uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, sm. [16, 17, 18].

Podhod v kontekste mer ˚nga imeet preimuwestva. Deæstvitel~no, postroenie polunepreryvnoæ snizu oboloqki ili daße proverka polunepreryvnosti funkcionalov problematiqny. Suwestvu¸t primery polunepreryvnyh snizu otnositel~no slaboæ* shodimosti v W^{1,∞} funkcionalov, kotorye tem ne menee ne ØvlØ¸tsØ polunepreryvnymi snizu otnositel~no slaboæ shodimosti v ih oblasti opredeleniØ, sm. [9, 19, 24]. V to ße vremØ integral~nye funkcionaly vsegda polunepreryvny snizu v klasse mer ˚nga i, bolee togo, mery ˚nga, na kotoryh znaqeniØ funkcionala ograniqeny nekotoroæ konstantoæ, obrazu¸t kompaktnoe mnoßestvo, sm. §2 i sm. [29]. RazumeetsØ dlØ primeneniØ apparata mer ˚nga k zadaqam J(u) = ∫ Ω L(x, u(x), Du(x))dx → min (1.1)

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 193 neobhodimo znat~ kakie mery poroßda¸tsØ gradientami Sobolevskih funkciæ. Bolee togo, deæstvie fftih mer ˚nga na integrand dolßny priblißat~sØ deæstviØmi Sobolevskih funkciæ. �ta zadaqa byla polnost~¸ rexena D. Kinderlererom i P. Pedregalom v [20–22] dlØ sluqaØ integrandov s p-rostom

c_1|Du|^p + c_2 6 L(x, u, Du) 6 c_3|Du|^p + c_4, p > 1, c_3 ¿ c_1 > 0. (1.2)

Bolee togo, stalo Øsno kakie trudnosti neobhodimo preodolet~ dlØ primeneniØ tehniki mer ˚nga v bolee obwih sluqaØh. Preßde vsego oni svØzany s neobhodimost~¸ ispol~zovat~ bolee gibkiæ, qem tradicionnyæ, podhod, kotoryæ byl osnovan na ispol~zovanii tehniki Banahovyh prostranstv, sm. [4, 6]. Kak i logiqno bylo oßidat~ v takoæ situacii, novyæ podhod dolßen byl takße suwestvenno povliØt~ i na obwu¸ teori¸ mer ˚nga. Deæstvitel~no, okazalos~, qto predloßennaØ v [29] harakterizaciØ mer ˚nga, sm. teoremu 2.2, i osnovnye svoæstva takih ob¨ektov, sm. teoremy 2.3–6, dostatoqny dlØ al~ternativnogo postroeniØ teorii mer ˚nga, sm. [29]. Otnositel~no dal~neæxego ispol~zovaniØ apparata mer ˚nga v zadaqah (1.1), udalos~ harakterizovat~ odnorodnye mery, poroßdaemye gradientami, v sluqae proizvol~nyh integrandov, [30]. Kak sledstvie poØvilsØ bazis dlØ poluqeniØ rezul~tatov dlØ novyh klassov funkcionalov. Tem bolee nasuwno stalo izloßenie samogo podhoda, kotoryæ tak i ne byl opublikovan v ßurnal~noæ forme.

V nastoØweæ rabote my ispravlØem fftot nedostatok i izlagaem sootvetstvu¸wie podhodu rezul~taty obweæ teorii mer ˚nga v §2. V §3, 4 my privodim dokazatel~stva utverßdeniæ sformulirovannyh v §2. V §5 my obsußdaem sluqaæ skalØrnyh, m = 1, zadaq (1.1) i dokazyvaem teoremu o polunepreryvnyh snizu oboloqkah v situacii

c_1θ(v) + c_2 6 L(x, u, v) 6 c_3θ(v) + c_4, c_3 ¿ c_1 > 0, (1.3)

gde θ(v) : R^n → R^+ nepreryvnaØ funkciØ s bolee qem lineænym rostom, t.e. θ(v)/|v| → ∞ pri |v| → ∞. �to neskol~ko bolee obwiæ rezul~tat, qem v [15, 12], V §6 my obsußdaem vektornyæ sluqaæ.

V dannoæ rabote Ω ØvlØetsØ Lipxicievoæ oblast~¸. B(a, ϵ) oboznaqaet xar s centrom v toqke a i s radiusom ϵ. ⟨L; ν⟩ oboznaqaet deæstvie mery ν na integrand L. l_F ØvlØetsØ affinnoæ funkcieæ, gradient kotoroæ raven F .

194 M. A. SYQEV

2. ObwaØ teoriØ mer ˚nga Napomnim opredelenie mer ˚nga, sm. [37], standartnoe v naxi dni Opredelenie 2.1. Semeæstvo (νx)x∈Ω veroØtnostnyh mer νx ∈

C_0(R^l)^′, gde Ω – ograniqennoe i izmerimoe podmnoßestvo R^n, nazyvaetsØ meroæ ˚nga, esli suwestvuet posledovatel~nost~ izmerimyh funkciæ ξ_k : Ω → R^l takaØ, qto dlØ kaßdogo Φ ∈ C_0(R^l)

Φ(ξ_k) ⇀^∗ Φ̄ v L^∞(Ω), gde Φ̄(x) = ⟨Φ; ν_x⟩.

Mera ˚nga ØvlØetsØ odnorodnoæ, esli dlØ vseh x vypolneno ν_x = ν dlØ nekotoroæ veroØtnostnoæ mery ν.

Napomnim, qto slabaØ* shodimost~ fflementov mnoßestva M_c(R^l), ØvlØ¸wegosØ mnoßestvom vseh mer Radona s nositelem

v R^l i s variacieæ, ograniqennoæ c, ffkvivalentna shodimosti v

sledu¸weæ metrike ρ(μ, ν) = ∞∑ i=1 1 2^i||Φ_i||_C | |⟨Φi; μ⟩ − ⟨Φi; ν⟩ | |, gde {Φ_i} ⊂ C^∞_c (R^l) ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸, zada¸weæ plotnoe mnoßestvo fflementov prostranstva

C_0(R^l) = {Φ ∈ C(R^l) : lim_{v→∞} |Φ(v)| = 0}.

Indeks “c” v C^∞_c oznaqaet kompaktnost~ nositelØ.

Horoxo izvestno, qto (M_c(R^l), ρ) ØvlØetsØ kompaktnym metriqeskim prostranstvom. �tot fakt legko vytekaet iz teoremy Rissa. DlØ l¸boæ posledovatel~nosti μ_n ∈ M_c(R^l) suwestvuet podposledovatel~nost~ μ_{nk} takaØ, qto posledovatel~- nost~ ⟨Φ_i; μ_{nk} ⟩ shoditsØ dlØ kaßdogo i ∈ N. Togda, funkcional f : C_0(R^l) → R, opredelennyæ dlØ kaßdoæ funkcii Φ_i kak

f(Φ_i) := lim_{k→∞}⟨Φ_i; μ_{nk} ⟩,

ØvlØetsØ lineænym nepreryvnym funkcionalom, ograniqennym po norme konstantoæ c. Po teoreme Rissa f(·) = ⟨·; μ⟩ dlØ nekotoroæ μ ∈ M_c(R^l). Togda ρ(μ_{nk} , μ) → 0 pri k → ∞.

Metrika ρ harakterizuet mery ˚nga!

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 195

Teorema 2.2. Semeæstvo veroØtnostnyh mer (νx)x∈Ω ØvlØetsØ

meroæ ˚nga esli i tol~ko esli funkciØ ν : Ω → (M_c, ρ) ØvlØetsØ izmerimoæ (zdes~ c ¿ 1).

RazumeetsØ ranee uße ispol~zovalis~ nekotorye harakterizacii mer ˚nga. Sledu¸wee utverßdenie ukazyvaet drugu¸ udobnu¸ harakterizaci¸ iz [36].

Teorema 2.3. Pust~ Ω ØvlØetsØ ograniqennym izmerimym pod-

mnoßestvom R^n. Pust~ ν_x ∈ M_c(R^l) dlØ p.v. x ∈ Ω. Semeæstvo

(ν_x)_{x∈Ω} imeet izmerimye deæstviØ na fflementy prostranstva C_0(R^l) esli i tol~ko esli ν : Ω → (M_c, ρ) ØvlØetsØ izmerimoæ funkcieæ.

Tem ne menee okazyvaetsØ udaqnym ispol~zovat~ harakterizaci¸ iz teoremy 2.2, tak kak izmerimye funkcii Ω → (M_c, ρ) oblada¸t kak dostatoqno obwimi abstraktnymi svoæstvami, sm. teoremy 2.4, 2.5, tak i pozvolØ¸t ispol~zovat~ prostye koliqestvennye ocenki, sm. teoremu 2.6. OkazyvaetsØ takße vozmoßnym proverØt~ prinadleßnost~ veroØtnostnyh mer k razliqnym klassam mer ˚nga, sm. teoremu 2.10.

Teorema 2.4. Pust~ Ω ⊂ R^n ØvlØetsØ izmerimym mnoßestvom i

pust~ (K, d) ØvlØetsØ kompaktnym metriqeskim prostranstvom. FunkciØ ξ : Ω → (K, d) ØvlØetsØ izmerimoæ v obyqnom Lebegovskom smysle esli i tol~ko esli ona imeet svoæstvo Luzina: dlØ kaßdogo ϵ > 0 suwestvuet kompaktnoe podmnoßestvo Ω_ϵ mnoßestva Ω takoe, qto meas(Ω \ Ω_ϵ) 6 ϵ i funkciØ ξ | | |_{Ωϵ} nepreryvna.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy malo otliqaetsØ ot dokazatel~- stva v sluqae K – podmnoßestvo prostranstva R^n s evklidovoæ metrikoæ.

Pust~ Ω ØvlØetsØ ograniqennym izmerimym podmnoßestvom

R^n i pust~ (K, d) ØvlØetsØ kompaktnym metriqeskim prostran-

stvom. Otobraßenie V : Ω → 2^K nazyvaetsØ zamknutym izmerimym mnogoznaqnym otobraßeniem, esli mnoßestva V (x) ⊂ K ØvlØ¸tsØ zamknutymi dlØ p.v. x ∈ Ω i esli dlØ kaßdogo zamknutogo podmnoßestva C prostranstva K mnoßestvo {x ∈ Ω : V (x) ∩ C ≠ ∅} ØvlØetsØ izmerimym.

196 M. A. SYQEV

Teorema 2.5. DlØ l¸bogo zamknutogo izmerimogo mnogoznaqnogo

otobraßeniØ V : Ω → 2^K suwestvuet izmerimyæ selektor, t.e. funkciØ ν : Ω → (K, d) takaØ, qto ν(x) ∈ V (x) dlØ p.v. x ∈ Ω.

�ta teorema byla dokazana vpervye po-vidimomu v [23]. Bolee obwie varianty podobnyh utverßdeniæ mogut byt~ naædeny takße v [13].

Zametim, qto shodimost~ ⟨Φ; ν^k_{(·)}⟩ ⇀^∗ ⟨Φ; ν_{(·)}⟩ v L^∞ oznaqaet shodimost~ integralov

∫_~ Ω⟨Φ; ν^k_x⟩dx k integralu

∫_~ Ω⟨Φ; ν_x⟩dx dlØ vseh izmerimyh podmnoßestv^~Ω mnoßestva Ω. S drugoæ storony funkcional Φ → (1/ meas^~Ω)

∫_~ Ω⟨Φ; ν_x⟩dx ØvlØetsØ deæstviem mery Radona na funkcii Φ (ffta mera obyqno oboznaqaetsØ Av(ν_x)_{x∈}~_Ω):

⟨Φ; Av(ν_x)_{x∈}~_Ω⟩ := 1 meas Ω̃ ∫ Ω̃ ⟨Φ; ν_x⟩dx, ∀Φ ∈ C_0(R^l).

DlØ sravneniØ deæstviæ semeæstv mer (ν^1_x)_{x∈}~_Ω i (ν^2_x)_{x∈}~_Ω my dolßny nauqit~sØ ocenivat~ ρ(Av(ν^1_x)_{x∈}~_Ω, Av(ν^2_x)_{x∈}~_Ω).

Teorema 2.6. Pust~ ν^1, ν^2 : Ω → (Mc, ρ) ØvlØ¸tsØ izmerimymi

funkciØmi.

1. Esli ρ(Av(ν^1_x)_{x∈}~_Ω, Av(ν^2_x)_{x∈}~_Ω) 6 δ s^~Ω ⊂ Ω takim, qto meas(Ω\

Ω̃) 6 δ meas Ω, to ρ(Av(ν^1_x)x∈Ω, Av(ν^2_x)x∈Ω) 6 (2c + 1)δ.

2. Esli ρ(ν^1_x, ν^2_x) 6 δ dlØ p.v. x ∈^~Ω ⊂ Ω s meas(Ω \^~Ω) 6 δ meas Ω, to ρ(Av(ν^1_x)_{x∈Ω}, Av(ν^2_x)_{x∈Ω}) 6 (2c + 1)δ.

Teoremy 2.2-6 ukazyva¸t svoætva mer ˚nga, dostatoqnye dlØ postroeniØ obweæ teorii i, preßde vsego, dlØ poluqeniØ teoremy o kompaktnosti i teoremy suwestvovaniØ mery ˚nga.

Teorema 2.7 (kompaktnost~). Pust~ Ω ØvlØetsØ izmerimym ogra-

niqennym podmnoßestvom R^n i pust~ ν^k : Ω → (M_c, ρ), k ∈ N, ØvlØ¸tsØ izmerimymi funkciØmi. Togda suwestvuet podposledovatel~nost~ (ν^k_x)_{x∈Ω} (indeksaciØ sohranØetsØ) i funkciØ ν :

Ω → (M_c, ρ) takie, qto ⟨Φ; ν^k_{(·)}⟩ ⇀^∗ ⟨Φ; ν_{(·)}⟩ v L^∞(Ω) dlØ kaßdo-

go Φ ∈ C_0(R^l).

Teorema 2.8 (suwestvovanie). Pust~ θ : R^l → R takaØ nepre-

ryvnaØ funkciØ, qto θ(v) → ∞ pri |v| → ∞, i pust~ ξ_k : Ω → R^l

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 197 ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ izmerimyh funkciæ s ∫ Ω θ(ξ_k(x))dx 6 c < ∞, k ∈ N.

Togda ξ_k soderßit podposledovatel~nost~ poroßda¸wu¸ meru ˚nga.

Napomnim, qto integrand L(x, u) : Ω ×R^l → R^+ ØvlØetsØ Karateodorievym, esli funkciØ L izmerima po x i nepreryvna po v. V fftom sluqae po l¸bomu ϵ > 0 naædetsØ podmnoßestvo Ω_ϵ mnoßestva Ω takoe, qto meas(Ω \ Ω_ϵ) 6 ϵ i funkciØ L : Ω_ϵ × R^l → R^+ nepreryvna, sm. [15].

DlØ raboty s integral~nymi funkcionalami vaßnymi ØvlØ- ¸tsØ

Teorema 2.9. Pust~ Ω ØvlØetsØ ograniqennym izmerimym pod-

mnoßestvom R^n i pust~ L(x, v) : Ω × R^l → R^+ ØvlØetsØ ograniqennym snizu integrandom Karateodori. Predpoloßim, qto suwestvuet posledovatel~nost~ izmerimyh funkciæ ξ_i : Ω → R^l, poroßda¸waØ meru ˚nga (ν_x)_{x∈Ω}.

Togda

lim inf i→∞ ∫ Ω L(x, ξ_i(x))dx ¿ ∫ Ω ⟨L(x, ·); ν_x⟩dx.

Bolee togo, lim_{i→∞} ∫ Ω L(x, ξ_i(x))dx → ∫ Ω⟨L(x, v); ν_x⟩dx < ∞ esli i tol~ko esli funkcii L(·, ξ_i(·)), i ∈ N, ØvlØ¸tsØ ravnomerno summiruemymi. V fftom sluqae L(·, ξ_i(·)) ⇀ ⟨L(·, v); ν_{(·)}⟩ v L^1.

Teorema 2.10. Pust~ θ : R^l → R^+ ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkci-

eæ s bolee qem lineænym rostom. Pust~ M (A) ØvlØetsØ vypuklym podmnoßestvom mnoßestva veroØtnostnyh mer s centrom mass v A. Togda veroØtnostnaØ mera μ s centrom mass v A prinadleßit zamykani¸ M (A) v ffnergii, t.e. dlØ nekotoryh ν_k ∈ M (A) vypolneno ν_k ⇀^∗ μ i ⟨θ; ν_k⟩ → ⟨θ; μ⟩, k → +∞, esli i tol~ko esli

⟨θ + Φ; μ⟩ ¿ inf_{ν∈M(A)}⟨θ + Φ; ν⟩ (2.1)

dlØ l¸boæ funkcii Φ ∈ C^∞_c .

198 M. A. SYQEV

3. Dokazatel~stvo osnovnyh svoæstv izmerimyh funkciæ Ω → M_c(R^l)

V fftom paragrafe my dokaßem osnovnye svoæstva mer ˚nga – teoremy 2.2, 2.3, 2.6. Odnako naqnem s teoremy 2.3.

Dokazatel~stvo teoremy 2.3. Predpoloßim, qto semeæstvo

(ν_x)_{x∈Ω} imeet izmerimye deæstviØ na fflementy Φ prostranstva C_0(R^l). Pust~ takße {Φ_i} ∈ C_0(R^l) zadaet mnoßestvo, vs¸du plotnoe v C_0(R^l). DlØ l¸byh napered zadannyh ϵ > 0 i i ∈ N suwestvuet kompaktnoe mnoßestvo Ω_i ⊂ Ω takoe, qto ograniqenie ⟨Φ_i; ν_{(·)}⟩ : Ω → R na Ω_i ØvlØetsØ nepreryvnym i meas(Ω\Ω_i) 6 ϵ/2^i. Togda meas(Ω \ ∩Ω_i) 6 ϵ i ograniqeniØ vseh funkciæ ⟨Φ_i; ν_{(·)}⟩,

i ∈ N, na ∩Ωi ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi, qto i vleqet nepreryv-

nost~ funkcii ν : ∩Ω_i → (M_c, ρ). Togda ν : Ω → (M_c, ρ) ØvlØetsØ izmerimoæ funkcieæ.

Obratno, pust~ ν ØvlØetsØ izmerimoæ funkcieæ Ω → (M_c, ρ). Togda, po teoreme 2.4, svoæstvo Luzina vypolneno dlØ ν. Takim obrazom, dlØ l¸bogo fiksirovannogo ϵ > 0 suwestvuet kompaktnoe podmnoßestvo Ω_ϵ mnoßestva Ω takoe, qto meas(Ω \ Ω_ϵ) 6 ϵ i ograniqenie ν na Ω_ϵ ØvlØetsØ nepreryvnym v metrike ρ, qto, v svo¸ oqered~, vleqet nepreryvnost~ ograniqeniØ funkciæ ⟨Φ_i; ν_{(·)}⟩ na Ω_ϵ dlØ kaßdogo i ∈ N. Plotnost~ {Φ_i}, i ∈ N, v C_0(R^l) vleqet nepreryvnost~ ograniqeniØ ⟨Φ; ν_{(·)}⟩ na Ω_ϵ dlØ kaßdogo

Φ ∈ C_0(R^l). Takim obrazom ⟨Φ; ν_{(·)}⟩ : Ω → R ØvlØetsØ izmerimoæ

funkcieæ dlØ kaßdogo Φ ∈ C_0(R^l), qto i zaverxaet dokazatel~- stvo. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.6osnovano na formule, zada¸weæ

metriku ρ, i additivnosti Av(ν_x)_{x∈Ω} kak funkcii mnoßestva.

Pust~ funkcii Ψ_i := Φ_i/||Φ_i||_C, i ∈ N, zada¸t metriku ρ, t.e.

ρ(ν^1, ν^2) := ∞∑ i=1 1 2^i

|⟨Ψ_i; ν^1⟩ − ⟨Ψ_i; ν^2⟩|.

Additivnost~ pozvolØet utverßdat~, qto dlØ kaßdoæ funkcii

Ψ ∈ C_0(R^l), kaßdogo izmerimogo otobraßeniØ μ : Ω → (M_c, ρ), i

kaßdogo izmerimogo podmnoßestva^~Ω mnoßestva Ω vypolneno

⟨Ψ; Av(μ_x)_{x∈Ω}⟩ = meas Ω̃

meas Ω

⟨Ψ; Av(μ_x)_{x∈}~_Ω⟩+

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 199 meas(Ω \ Ω̃)

meas Ω

⟨Ψ; Av(μ_x)_{x∈(Ω\Ω̃)}⟩.

Iz fftogo toßdestva sleduet takße

ρ(Av(ν^1_x)_{x∈Ω}, Av(ν^2_x)_{x∈Ω}) = ∑ i 1 2^i

|⟨Ψ_i; Av(ν^1_x)_{x∈Ω}⟩−⟨Ψ_i; Av(ν^2_x)_{x∈Ω}⟩| 6

meas Ω̃ meas Ω ρ(Av(ν^1_x)_{x∈Ω̃}, Av(ν^2_x)_{x∈Ω̃})+

meas(Ω \ Ω̃)

meas Ω ρ(Av(ν^1_x)_{x∈(Ω\Ω̃)}, Av(ν^2_x)_{x∈(Ω\Ω̃)}). (3.1) Zametim, qto vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (3.1) ne prevyxaet 2cδ, esli meas(Ω \^~Ω) 6 δ meas Ω , tak kak ρ(μ^1, μ^2) 6 2c dlØ kaßdyh μ^1, μ^2 ∈ M_c. Qto kasaetsØ pervogo slagaemogo, ono ne prevoshodit δ v silu usloviæ lemmy. Takim obrazom ρ(Av(ν^1_x)_{x∈Ω}, Av(ν^2_x)_{x∈Ω}) 6 (2c + 1)δ.

DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ lemmy zametim, qto v pervom slagaemom my moßem ispol~zovat~ ocenku

ρ(Av(ν^1_x)_{x∈Ω̃}, Av(ν^2_x)_{x∈Ω̃}) = ∑ i 1 2^i meas Ω̃ | ∫ Ω̃ (⟨Ψ_i; ν^1_x⟩ − ⟨Ψ_i; ν^2_x⟩)dx|

6^∫_~ Ω ∑ i 1 2^i meas Ω̃

|⟨Ψ_i; ν^1_x⟩ − ⟨Ψ_i; ν^2_x⟩|dx = 1 meas Ω̃ ∫ Ω̃ ρ(ν^1_x, ν^2_x)dx 6 δ. Dokazatel~stvo lemmy zaverxeno. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Esli (νx)x∈Ω ØvlØetsØ meroæ ˚n-

ga, to ⟨Φ; ν_{(·)}⟩ : Ω → R ØvlØetsØ izmerimoæ funkcieæ dlØ l¸- boæ Φ ∈ C_0(R^l) v silu opredeleniØ 2.1. Po teoreme 2.3 funkciØ ν : Ω → ⟨M_1, ρ⟩ izmerima.

Obratno, pust~ funkciØ ν : Ω → ⟨M_1, ρ⟩ izmerima. Po teoreme 2.4 ona obladaet svoæstvom Luzina, a po teoreme 2.5 moßet byt~ approksimirovana v smysle shodimosti poqti vs¸du v metrike ρ kusoqno-postoØnnymi otobraßeniØmi ν : Ω → ⟨M_1, ρ⟩. Takim obrazom dostatoqno dokazat~ utverßdenie dlØ postoØnnogo otobraßeniØ ν : Ω → ⟨M_1, ρ⟩.

200 M. A. SYQEV

Situaci¸ moßno ewe uprostit~, tak kak veroØtnostnaØ mera ν moßet byt~ approksimirovana v metrike ρ vypuklymi kombinaciØmi mass Diraka. Takim obrazom ostalos~ rassmotret~ sluqaæ kogda ν = k∑ i=1 c_iδ_{vi} . Pust~ C = [−a, a]^n, gde a > 0 nastol~ko veliko, qto Ω ⊂ C. Pust~ C^1_j , j = 1, . . . , 2^n, kvadrandy C. DlØ kaßdogo j ∈ N moßno razbit~ C^1_j na kuby odinakovogo razmera. Togda, dlØ kaßdogo i ∈ N zadano razbienie C na kuby C^i_j, j = 1, . . ., 2^{ni}. Pust~ Ω^i_j = Ω ∩ C^i_j. DlØ kaßdogo i ∈ N, j ∈ {1, . . ., 2^{in}} opredelim kusoqno-postoØnnu¸ funkci¸ ξ_i : Ω → {v_1, . . ., v_k} v mnoßestve Ω^i_j takim obrazom, qto

meas{x ∈ Ω^i_j : ξ_i(x) = v_m} = c_m meas Ω^i_j , 1 6 m 6 k.

Togda Av(δ_{ξi+i}0 )_Ωi_j = ν, gde i, i^′ ∈ N, j ∈ {1, . . . , 2^{ni}}. Togda dlØ l¸boæ funkcii Φ ∈ C_0(R^l) vypolneno Φ(ξ_i) ⇀^∗ ⟨Φ; ν_{(·)}⟩, i → ∞, s ν_{(·)} = ν p.v.

Dokazatel~stvo teoremy 2.2 zaverxeno. •

4. Vyteka¸wie svoæstva mer ˚nga

V fftom paragrafe my dokaßem teoremy 2.7, 2.10. Teorema 2.8 – prØmoe sledstvie teoremy 2.7, a teorema 2.9 poluqaetsØ iz teoremy 2.8 primeneniem lemmy Fatu.

Dokazatel~stvo teoremy 2.7. Pust~ C = [−a, a]^n, gde a > 0 na-

stol~ko veliko, qto Ω ⊂ C. Pust~ takße C^1_j (j = 1, . . . , 2^n) oboznaqa¸t kvadrandy C. DlØ kaßdogo i ∈ N rassmotrim analogiqnye razbieniØ C^i_j na kuby odinakovogo razmera. Togda, dlØ kaßdogo i ∈ N zadano takße razbienie mnoßestva C na kuby C^i_j, j = 1, . . ., 2^{ni}. Pust~ B^i_j = Ω ∩ C^i_j .

PrimenØØ standartnyæ diagonal~nyæ process moßno naæti podposledovatel~nost~ (ν^k_x )_{x∈Ω} (indeksaci¸ ne menØem) taku¸, qto Av(ν^k_x )_{x∈B}i_j ⇀^∗ ν^i_j v C_0(R^l)^′ dlØ kaßdogo i ∈ N, j ∈ {1, . . ., 2^{ni}}. Teorema budet dokazana, esli budet ukazana funkciØ ν : Ω →

(M_c, ρ), u kotoroæ ν^i_j ØvlØ¸tsØ srednimi na B^i_j .

Rassmotrim posledovatel~nost~ vspomogatel~nyh funkciæ μ_i : Ω → M_c s μ_i(x) = ν^i_j dlØ x ∈ B^i_j , j ∈ {1, . . ., 2^{ni}}. ˚sno, qto

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 201 dlØ kaßdogo fiksirovannogo i ∈ N, j ∈ {1, . . . , 2^{ni}}, srednee μ_i0(x) na B^i_j ravnØetsØ ν^i_j, esli i^′ ¿ i.

Rassmotrim sledu¸wee podmnoßestvo Ω polnoæ mery

Ω_0 := ∩^∞_{i=1} ∪^{2ni}_{j=1} B̃^i_j ,

gde^~B^i_j := int C^i_j ∩ Ω. DlØ kaßdogo x ∈ Ω_0 naædetsØ edinstvennaØ posledovatel~nost~ B^i_{j(i)} takaØ, qto x ∈ B^i_{j(i)}, i ∈ N (zametim, qto B^{i+1}_{j(i+1)} ⊂ B^i_{j(i)}). DlØ fftih x opredelØem V (x) kak mnoßestvo vseh predel~nyh toqek posledovatel~nosti ν^i_{j(i)}. DlØ ostal~nyh x poloßim V (x) = M_c. Cel~¸ dal~neæxih rassußdeniæ budet pokazat~, qto V dopuskaet izmerimyæ selektor (ν_x)_{x∈Ω} i qto dlØ kaßdogo takogo selektora vypolneno Av(ν_x)_{x∈B}i_j = ν^i_j. Togda teoremy 2.2, 2.6 zaverxa¸t dokazatel~stvo.

˚sno, qto dlØ kaßdogo x ∈ Ω_0 mnoßestvo V (x) zamknuto. Togda V : Ω → 2^{Mc} ØvlØetsØ kompaktnym mnogoznaqnym otobraßeniem. Otobraßenie takße ØvlØetsØ izmerimym kak predel kusoqnopostoØnnyh funkciæ μ_i. Deæstvitel~no, esli O ØvlØetsØ otkrytym podmnoßestvom M_c i esli O_m = {ν ∈ O : ρ(ν, M_c \ O) > 1/m}, to V^{−1}(O) = (Ω \ Ω_0) ∪ ∪_m(∩_k ∪_i¿_k μ^{−1}_i (O_m)),

qto i vleqet izmerimost~ V^{−1}(O). Po teoreme ob izmerimyh selektorah (teorema 2.5) V dopuskaet izmerimyæ selektor ν : Ω → (M_c, ρ). Pust~ B = B^{i0}_{j0} , μ = ν^{i0}_{j0} . DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy ostalos~ ustanovit~, qto Av(ν_x)_{x∈B} = μ. Zafiksiruem ϵ > 0. Suwestvuet kompaktnoe mnoßestvo Ω_ϵ ⊂ Ω_0 ∩ B takoe, qto meas(B \ Ω_ϵ) < ϵ meas B, i sußenie funkcii ν : Ω → (M_c, ρ) na Ω_ϵ ØvlØetsØ nepreryvnym (sm. teoremu 2.4). Pust~ i^′ nastol~ko

bol~xoe, qto diametry B^i0_j0 ⊂ B ne prevoshodØt δ, gde δ dostatoqno malo qtoby obespeqit~ ρ(ν(x), ν(y)) 6 ϵ dlØ x, y ∈ Ω_ϵ takih, qto |x − y| 6 δ. Pust~^~Ω_ϵ ØvlØetsØ kompaktnym podmnoßestvom Ω_ϵ, sostoØwim iz Lebegovskih toqek Ω_ϵ, takim, qto meas(B \^~Ω_ϵ) < ϵ meas B. DlØ kaßdogo x ∈^~Ω_ϵ suwestvuet i ¿ i^′ i j ∈ {1, . . ., 2^{ni}} takie, qto x ∈ B^i_j ⊂ B i ρ(ν^i_j, ν(x)) < ϵ (avtomatiqeski ρ(ν^i_j , ν(y)) < 2ϵ dlØ vseh y ∈ B^i_j ∩^~Ω_ϵ). Togda suwestvuet koneqnoe pokrytie mnoßestva^~Ω_ϵ mnoßestvami B^i_j (i ¿ i^′, j ∈ {1, . . ., 2^{ni}}) takimi, qto

202 M. A. SYQEV ρ(ν^i_j , ν(y)) < 2ϵ dlØ vseh y ∈ B^i_j ∩ Ω̃_ϵ. L¸bye dva fflementa fftogo pokrytiØ ili ne pereseka¸tsØ ili odin iz nih ØvlØetsØ vloßennym v drugoæ. Togda suwestvuet takße podpokrytie sostoØwee iz nepereseka¸wihsØ mnoßestv^~B_1, . . . ,^~B_m. Pust~ ν̃_1, . . ., ν̃_m ØvlØ- ¸tsØ srednimi ν^i_j associirovannymi s^~B_1, . . . ,^~B_m.

Pust~ ν̃_x ravnØetsØ ν̃_1, . . . , ν̃_m na mnoßestvah^~B_1, . . .^~B_m sootvetstvenno. V ostavxemsØ mnoßestve B \ ∪^m_{i=1}^~B_i my opredelØem ν̃ := Av(ν_x)_{x∈(B\∪iB̃i)}. Togda Av(ν̃_x)_{x∈B} = μ. Soglasno konstrukcii neravenstvo ρ(ν(x), ν̃(x)) 6 2ϵ vypolneno dlØ vseh x ∈

Ω̃_ϵ, gde meas(B \ Ω̃_ϵ) 6 ϵ meas B. V silu teoremy 2.6 poluqaem ρ(Av(ν̃_x)_{x∈B} , Av(ν_x)_{x∈B} ) 6 (2c + 1)2ϵ. Tak kak ϵ > 0 moßet byt~ vybrano proizvol~no malen~kim i Av(ν̃_x)_{x∈B} = μ poluqaem, qto

Av(ν_x)_{x∈B} = μ.

Teorema dokazana. •

Dokazatel~stvo teoremy 2.10. Esli ν ∈ M (A), to neravenstvo

(2.1) razumeetsØ vypolneno. Esli ν ̸∈M (A), to |⟨L; ν⟩ − ⟨L; μ⟩| + ρ(ν, μ) ¿ ϵ > 0, ∀μ ∈ M (A). Pust~ Φ_i ∈ C^∞_c , i ∈ N, – funkcii, zada¸wie metriku ρ. Togda dlØ nekotorogo k ∈ N vypolneno |⟨L; ν⟩ − ⟨L; μ⟩| + k∑ i=1 1 2^i||Φ_i||_C |⟨Φ_i; ν⟩ − ⟨Φ_i; μ⟩| ¿ ϵ/2. Mnoßestvo K = {(⟨L; μ⟩, ⟨Φ_1/2||Φ_1||_C; μ⟩, . . ., ⟨Φ_k/2^k||Φ_k||_C; μ⟩) : μ ∈ M (A)} ØvlØetsØ vypuklym podmnoßestvom R^{k+1} i (⟨L; ν⟩, ⟨Φ_1/2||Φ_1||_C; ν⟩, . . ., ⟨Φ_k/2^k||Φ_k||_C; ν⟩) ∉ clK. Tak kak L → ∞ pri |v| → ∞, to dlØ nekotorogo c ∈ R^{k+1} s c_1 > 0 poluqaem

⟨c_1L + k∑ i=1 c_{i+1}Φ_i; ν⟩ 6 inf_{μ∈M(A)}⟨c_1L + k∑ i=1 c_{i+1}Φ_i; μ⟩ − ϵ_0, ϵ_0 > 0,

qto protivoreqit (2.1). •

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 203

5. SkalØrnyæ sluqaæ

V fftom paragrafe my rassmotrim sluqaæ Karateodorievyh integrandov L : Ω × R × R^n → R^+, udovletvorØ¸wih uslovi¸

c_1θ(v) + c_2 6 L(x, u, v) 6 c_3θ(v) + c_4, c_3 ¿ c_1 > 0, (5.1)

gde θ(v) : R^n → R^+ nepreryvnaØ funkciØ s bolee qem lineænym rostom.

Netrudno pokazat~, qto ovypuklenie θ^{∗∗} funkcii θ zadano sledu¸wim obrazom

θ^{∗∗}(v) = min{ n+1∑ i=1 c_iL(v_i) : c_i ¿ 0, v_i ∈ R^l, ∑ c_i = 1, ∑ c_iv_i = v} i ØvlØetsØ vypukloæ funkcieæ so znaqeniØmi v R^+, kotoraØ takße imeet bolee qem lineænyæ rost. Bolee togo, ovypuklenie L po v (L^{∗∗}) ØvlØetsØ Karateodorievym integrandom, vypuklym po v i udovletvorØ¸wim ocenke

c_1θ^{∗∗}(v) + c_2 6 L^{∗∗}(x, u, v) 6 c_3θ^{∗∗}(v) + c_4, (5.2)

sm. [31].

Teorema o vide polunepreryvnoæ snizu oboloqki v sluqae vypuklyh θ(v) byla dokazana v [15] dlØ funkciæ lineænyh na granice. Teorema peredokazavalas~ pri menee ograniqitel~nyh usloviØh, sm. naprimer [12]. V [31] my pokazali, qto teorema verna na vseh funkciØh dlØ integrandov L, udovletvorØ¸wih tol~ko ocenke snizu L(x, u, v) ¿ α| · |^{n+ϵ} + β, α > 0, ϵ > 0, β ∈ R. �tot sluqaæ logiqno voznik pri analize sovremennogo sosto- ØniØ matematiqeskoæ teorii uprugosti, tak kak sootvetstvuet situacii, kogda polnaØ ffnergiØ zadaetsØ tol~ko integral~nym slagaemym. Tem ne menee teorema ostaetsØ vernoæ i dlØ sluqaØ (5.1) na funkciØh u, dopuska¸wih rasxirenie na bol~xu¸ oblast~ s sohraneniem ograniqennosti ffnergii. Takim obrazom sluqaæ, kogda plotnost~ ffnergii (integrand) sravnima s odnorodnoæ (bez zavisimosti ot (x, u)) plotnost~¸, takße poddaetsØ analizu. Niße my pokaßem kak teoriØ mer ˚nga pozvolØet korotko dokazat~ fftot rezul~tat.

204 M. A. SYQEV

Teorema 5.1. Pust~ L : Ω × R × R^n → R^+ ØvlØetsØ Karate-

odorievym integrandom, kotoryæ udovletvorØet uslovi¸ (5.1). Pust~ u ∈ W^{1,1}(Ω), J^{∗∗}(u) < ∞, i suwestvuet oblast~ Ω̃ i Sobolevskoe rasxirenie ũ funkcii u na Ω̃ takie, qto Ω ⊂⊂ Ω̃ i ∫_~ Ω θ^{∗∗}(Dũ)dx < ∞. Togda naædetsØ posledovatel~nost~ u_k ∈ W^{1,1} takaØ, qto u_k ⇀ u v W^{1,1}(Ω), J(u_k) → J^{∗∗}(u).

Zameqanie. Polunepreryvnost~ funkcionalov s vypuklymi po

Du integrandami ØvlØetsØ davno izvestnym faktom, sm. [27, 28].

DlØ dokazatel~stva teoremy nam ponadobitsØ odna lemma iz [31].

Lemma 5.2. Pust~ a ∈ R^n i pust~ a = c1a1 + c2a2, gde c2, c1 > 0,

c_1 + c_2 = 1, a_1, a_2 ∈ R^n. Pust~ takße ϵ > 0. NaædetsØ kusoqnoafinnaØ funkciØ ϕ ∈ l_a + W^{1,∞}_0 (Ω) takaØ, qto Dϕ ∈ {a_1} ∪ B(a_2, ϵ) i | meas{Dϕ = a_1} − c_1 meas Ω| 6 ϵ meas Ω,

| meas{Dϕ ∈ B(a_2, ϵ)} − c_2 meas Ω| 6 ϵ meas Ω.

Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ moßno naæti v [20]. Tak kak ono igraet vaßnu¸ rol~ v teorii gradientnyh mer ˚nga, my privodim zdes~ korotkie dokazatel~stva.

Lemma 5.3. Pust~ ϕ ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m). Togda

1. suwestvuet posledovatel~nost~ ϕ_j ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m), j ∈ N, takaØ, qto ϕ_j ⇀^∗ 0 i Dϕ_j poroßdaet odnorodnu¸ meru ˚nga

Av(δ_{Dϕ})_Ω;

2. mnoßestvo mer Av(δ_{Dϕ})_Ω, gde ϕ ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m), vypuklo.

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti sqitaem, qto Ω so-

derßit naqalo koordinat. DlØ l¸bogo ϵ > 0 opredelim funkci¸

ϕ_ϵ : ϵΩ → R^m

sledu¸wim obrazom: ϕ_ϵ(x) = ϵϕ(x/ϵ). Togda

Av(Dϕ_ϵ)_{ϵΩ} = Av(Dϕ)_Ω, ||ϕ_ϵ||_L1_{(ϵΩ)} 6 ϵ||ϕ||_L1_{(Ω)}. (5.3)

1. Po horoxo izvestnoæ teoreme Vitali dlØ l¸bogo otkrytogo mnoßestva^~Ω i l¸bogo ϵ > 0 moßno naæti razbienie^~Ω na ne bolee qem sqetnyæ nabor vzaimonepereseka¸wihsØ mnoßestv

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 205 a_i + ϵ_iΩ, s ϵ_i 6 ϵ, i ∈ N, i mnoßestvo nulevoæ mery. DlØ kaßdogo i ∈ N polagaem_{ϕ̃(x + ai) = ϕϵi (x), x ∈ ϵiΩ.} Ispol~zuØ (5.3) poluqaem

Av(Dϕ̃)_{Ω̃} = Av(Dϕ)_Ω, ||ϕ̃||_L1_{(Ω̃)} 6 ϵ||ϕ||_L1_{(Ω)}. (5.4)

DlØ kaßdogo j ∈ N razob~em mnoßestvo Ω na podmnoßestva Ω^i_j ,

1 6 i 6 2^{nj}, kak v dokazatel~stve teoremy 2.2. V kaßdom Ω^i_j moßno

opredelit~ funkci¸ ϕ^i_j ∈ W^{1,∞}_0 (Ω^i_j ; R^m) so svoæstvami (5.4). Togda funkcii ϕ_j, ravnye ϕ^i_j v Ω^i_j , oblada¸t trebuemymi svoæstvami: ϕ_j ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m), ||ϕ_j||_L1 6 1/j, Av(δ_{Dϕj+j}0 )_Ωi_j = Av(δ_{Dϕ})_Ω.

Esli (ν_x)_{x∈Ω} – mera ˚nga, poroßdaemaØ podposledovatel~nost~¸ Dϕ_j , to po teoreme 2.5, 2.6

Av(ν_x)_Ωi_j = Av(δ_{Dϕ})_Ω

i togda ν_{(·)} = Av(δ_{Dϕ})_Ω p.v. Togda vsØ posledovatel~nost~ Dϕ_j poroßdaet meru ˚nga Av(δ_{Dϕ})_Ω i ϕ ⇀^∗ 0 v W^{1,∞}.

2. Pust~ ν_1, ν_2 ∈ M (0), t.e. suwestvu¸t ϕ_1, ϕ_2 ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m) takie, qto

Av(δ_{Dϕ1} )_Ω = ν_1, Av(δ_{Dϕ2} )_Ω = ν_2.

Pust~ c_1, c_2 ¿ 0 takie, qto c_1+c_2 = 1. Mnoßestvo Ω moßno razbit~ na dva lipxicevyh podmnoßestva so svoæstvami

meas Ω_1 = c_1 meas Ω, meas Ω_2 = c_2 meas Ω.

Suwestvu¸t funkcii^~ϕ_1 ∈ W^{1,∞}_0 (Ω_1; R^m),^~ϕ_2 ∈ W^{1,∞}_0 (Ω_2; R^m) so svoæstvami

Av(δ_{Dϕ̃1} )_{Ω1} = ν_1, Av(δ_{Dϕ̃2} )_{Ω2} = ν_2.

DlØ funkcii ϕ ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m) ravnoæ^~ϕ_1 v Ω_1 i^~ϕ_2 v Ω_2 vypolneno

Av(δ_{Dϕ})_Ω = c_1ν_1 + c_2ν_2.

Takim obrazom mnoßestvo M (0) vypuklo. •

Dokazatel~stvo teoremy 5.1. Srazu zametim, qto v silu (5.2)

moßno naæti posledovatel~nost~ u_j ∈ C^∞(Ω) taku¸, qto u_j → u v

206 M. A. SYQEV

W^{1,1} i J^{∗∗}(u_j) → J^{∗∗}(u), j → ∞. Deæstvitel~no, usredneniØ funkcii ũ :^~Ω → R s radiusom 1/j udovletvorØ¸t fftim trebovaniØm. Takim obrazom dostatoqno ograniqit~sØ sluqaem u ∈ C^1.

Lemma 5.2 i teorema 2.10 pozvolØ¸t pokazat~, qto l¸baØ veroØtnostnaØ mera ν s centrom mass v A i s ⟨θ^{∗∗}; ν⟩ < ∞ poroßdaetsØ kak mera ˚nga posledovatel~nost~¸ Dϕ_k, gde ϕ_k ∈ l_A + W^{1,∞}_0 (Ω), ϕ_k ⇀ l_A v W^{1,1} i ∫ Ω θ(Dϕ_k)dx → ⟨θ^{∗∗}; ν⟩ meas Ω.

Deæstvitel~no pust~ M (A) ØvlØetsØ zamykaniem v ffnergii ∫ θ klassa mer Av(δ_{Dϕ})_Ω s ϕ ∈ l_A + W^{1,∞}_0 (Ω). Po lemme 5.3 i teoreme 2.10 ν ∈ M (A) esli i tol~ko esli dlØ kaßdoæ Φ ∈ C^∞_c (R^n) vypolneno ⟨L + Φ; ν⟩ ¿ inf_{μ∈M(A)}⟨L + Φ; μ⟩. Na osnovanii lemm 5.2, 5.3 my moßem pokazat~ po indukcii, qto l¸baØ vypuklaØ kombinaciØ mass Diraka s centrom mass v A prinadleßit M (A). Togda pravaØ qast~ ravna (L + Φ)^{∗∗} (A), a otnositel~no levoæ v silu vypuklosti (L+Φ)^{∗∗} moßno utverßdat~

⟨L + Φ; ν⟩ ¿ ⟨(L + Φ)^{∗∗}; ν⟩ ¿ (L + Φ)^{∗∗}(A).

Takim obrazom ν ∈ M (A).

Dalee opredelim mnogoznaqnoe otobraßenie V : Ω → 2^{(M1,ρ)}, stavØwee v sootvetstvie kaßdomu x ∈ Ω mnoßestvo veroØtnostnyh mer V (x) takih, qto dlØ ν ∈ V (x) vypolneno ⟨L(x, u(x), ·); ν⟩ = L^{∗∗}(x, u(x), Du(x)). Mnoßestva V (x) zamknuty, nepusty i, bolee togo, otobraßenie x → V (x) izmerimo. Po teoreme 2.5 suwestvuet mera ˚nga (ν_x)_{x∈Ω} s ν_x ∈ V (x) dlØ p.v. x ∈ Ω. Tak kak kaßdaØ mera ν_x prinadleßit sootvetstvu¸wemu klassu M (Du(x)), my moßem ispol~zovat~ teoremy 2.4, 2.6 i uße poluqennyæ rezul~tat v sluqae ν_x = ν p.v. dlØ poluqeniØ okonqatel~nogo rezul~tata (napomnim, qto u ∈ C^1). •

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 207

6. Vektornyæ sluqaæ

Interes k vektornym zadaqam byl stimulirovan vozmoßnost~¸ dokazyvat~ razreximost~ nekotoryh zadaq matematiqeskoæ teorii uprugosti ne predpolagaØ apriori ograniqeniæ na deformacii, [2]. Ranee bylo izvestno, qto dlØ polunepreryvnosti snizu integral~nogo funkcionala otnositel~no slaboæ* shodimosti v W^{1,∞} neobhodimym i dostatoqnym usloviem ØvlØetsØ kvazivypuklost~ L po Du, gde L kvazivypukla v toqke A ∈ R^{m×n} esli ∫ Ω L(A + Dϕ(x))dx ¿ L(A) meas Ω, ∀ϕ ∈ W^{1,∞}_0 (Ω; R^m),

sm. [25] ili ispol~zuæ lemmu 5.3.

Estestvenno bylo predpoloßit~, qto variant kvazivypuklosti budet harakterizovat~ polunepreryvnost~ funkcionalov snizu otnositel~no slaboæ shodimosti v ih oblasti opredeleniØ. Odnako kontrprimery iz [9, 19, 24] oprovergli ffto, hotØ sleduet zametit~, qto integrand ne imeet ocenki na rost snizu, predotvrawa¸weæ razryvy v deformaciØh, qto v svo¸ oqered~ predpolagaetsØ v matematiqeskoæ teorii. V [1] bylo pokazano, qto kvazivypuklost~ harakterizuet polunepreryvnost~ snizu dlØ sluqaØ standartnogo rosta integrandov, sm. (1.2). Otnositel~no vida polunepreryvnyh snizu oboloqek okazalos~, qto kvaziovypuklenie

L^{qc}(A) = inf

ϕ∈W 1^,10 (Ω;R^m) 1 meas Ω ∫ Ω L(A + Dϕ(x))dx ØvlØetsØ kvazivypuklym integrandom, [14]. OpØt~ ße v usloviØh (1.2) kvaziovypukleniØ po Du zada¸t integrandy funkcionalov, ØvlØ¸wihsØ polunepreryvnymi snizu oboloqkami ishodnyh, [1]. Rezul~tat byl dokazan pri nekotoryh dopolnitel~nyh tehniqeskih ograniqeniØh na integrandy, kotorye byli snØty v [29, 26], ispol~zuØ tehniku gradientnyh mer ˚nga. Rezul~tat byl poluqen temi ße rassußdeniØmi, qto tol~ko qto ispol~zovalis~ pri dokazatel~stve teoremy 5.1.

Deæstvitel~no lemma 5.3 pozvolØet utverßdat~, qto L^{qc}(x, u, ·) = inf_{ν∈M(A)}⟨L(x, u, ·); ν⟩. (6.1)

208 M. A. SYQEV Vaßnym rezul~tatom [21] ØvlØetsØ utverßdenie o zamknutosti M (A) i daße bolee togo A → M (A) ØvlØetsØ polunepreryvnym sverhu mnogoznaqnym otobraßeniem: ν_k ∈ M (A_k), ⟨| · |^p; ν_k⟩ 6 c < ∞, ν_k ⇀^∗ ν, A_k → A vlekut ν ∈ M (A). Takim obrazom infimum v (6.1) dostigaetsØ i dlØ zadannogo u ∈ W^{1,p} mnogoznaqnoe otobraßenie x → V (x), stavØwee kaßdomu x ∈ Ω v sootvetstvie mnoßestvo mer, da¸- wih fftot infimum, izmerimo. Togda izmerimyæ selektor (ν_x)_{x∈Ω} ØvlØetsØ meroæ ˚nga i, tak kak ν_{(·)} ∈ M (Du(·)), netrudno pokazat~, qto ona poroßdaetsØ gradientami posledovatel~nosti u_k takoæ, qto u_k ⇀ u v W^{1,p}, ispol~zuØ lokal~no lemmu 5.3. Poluqaem L(·, u_k(·), Du_k(·)) ⇀ ⟨L(·, u(·), v); ν⟩ = L^{qc}(·, u(·), Du(·)), qto i trebuetsØ.

Odnako nahoßdenie drugih klassov funkcionalov, dlØ kotoryh moßno harakterizovat~ polunepreryvnost~ snizu i postroit~ polunepreryvnye snizu oboloqki, okazalos~ pod voprosom. Tipiqnye rezul~taty zakl¸qalis~ v tom, qto oboloqka sostoit iz sootvetstvu¸wego integral~nogo slagaemogo pl¸s nekotoryæ singulØrnyæ dobavok, sm. [7]. RazumeetsØ polnyæ rezul~- tat sleduet oßidat~ tol~ko v sluqae dostatoqnogo rosta integrandov snizu i pervyæ podobnyæ sluqaæ byl poluqen v [32]. Okazalos~ sravnitel~no prosto poluqit~ rezul~tat dlØ integrandov L, udovletvorØ¸wih (1.3) s vypukloæ θ(·) = G(| · |), gde G^′(t)t/G(t) → ∞ pri t → ∞. Utverßdenie o polunepreryvnosti sverhu otobraßeniØ A → M (A) sleduet iz teoremy 2.10. Na samom dele ono verno i dlØ bolee xirokogo klassa integrandov, qto my seæqas i pokaßem, i vmeste s neobhodimymi approksimacionnymi rezul~tatami dolßno privesti k sootvetstvu¸wim rezul~tatam po polunepreryvnosti snizu i o vide polunepreryvnoæ snizu oboloqki.

Lemma 6.1. Pust~ L udovletvorØet (1.3) s θ(v) takoæ, qto naæ-

detsØ funkciØ λ : [0; ∞[→ [0, 1[ s λ(r) → 1 pri r → ∞, dlØ kotoroæ θ(v)/θ(λ(|v|)v) → ∞, |v| → ∞, a funkciØ t → θ(te) ØvlØetsØ vozrasta¸weæ dlØ bol~xih t, |e| = 1.

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 209 Togda shodimosti A_k → A, ν_k ⇀^∗ ν dlØ ν_k ∈ M (A_k) s ⟨θ(·); ν_k⟩ 6 c, k ∈ N, vlekut ν ∈ M (A).

�to bolee obwiæ sluqaæ, qem rassmotrennyæ v [32], tak kak dlØ G funkciØ λ vsegda suwestvuet, sm. [32, lemma 5.4].

Dokazatel~stvo. Svoæstva funkciæ λ, θ pozvolØ¸t podobrat~

r_k → ∞ takie, qto mery ν̃_k, poluqennye kak ⟨Φ(·); ν̃_k⟩ = ⟨Φ(λ(r_k)·); ν_k⟩, ∀Φ ∈ C_0(R^{m×n}), oblada¸t svoæstvom ⟨θ(·); ν̃_k⟩ → ⟨θ(·); ν⟩. (6.2) ˚sno, qto ν̃_k ∈ M (λ(r_k)A_k).

DlØ l¸bogo Φ ∈ C^∞_c (R^{m×n}) vypolneno ⟨θ + Φ; ν̃_k⟩ → ⟨θ + Φ; ν⟩, k → ∞. Tak kak v silu shodimosti λ(r_k)A_k → A vypolneno lim k→∞ inf μ∈M(λ(r_k)A_k) ⟨θ + Φ; μ⟩ = inf_{μ∈M(A)}⟨θ + Φ; μ⟩ i tak kak po teoreme 2.10 ⟨θ + Φ; ν̃_k⟩ ¿ inf μ∈M(λ(r_k)A_k) ⟨θ + Φ; μ⟩, iz (6.2) my poluqaem ⟨θ + Φ; ν⟩ ¿ inf_{μ∈M(A)}⟨θ + Φ; μ⟩. OpØt~ ße v silu proizvol~nosti Φ ∈ C^∞_c poluqaem ν ∈ M (A), sm. teoremu 2.10. •

Zametim, qto do nastoØwego momenta my obsußdali klassy integrandov, zadavaemye neravenstvami (1.3), i edinstvennyæ rezul~tat dlØ integrandov tol~ko s ocenkoæ na rost snizu byl poluqen v [31] v skalØrnom sluqae. K nastoØwemu momentu tak i ne poØvilos~ analiza sluqaØ izotropnyh materialov, t.e. kogda L zavisit tol~ko ot glavnyh invariantov Du^tDu. V fftom sluqae est~ nadeßda, qto v klasse odnorodnyh mer ˚nga s odinakovymi deæstviØmi na L, kotorye mogut razliqat~sØ raspoloßeniem nositeleæ v mnoßestvah matric s odinakovymi invariantami,

210 M. A. SYQEV est~ udobnye dlØ raboty predstaviteli. Poka est~ tol~ko qastiqnye rezul~taty po opisani¸ takih mer, sm. [11, 33–35]. V obwem vektornom sluqae ffffektivnoe opisanie veroØtnostnyh mer, poroßdaemyh gradientami, problematiqno. Uße v sluqae ν = c_1δ_{A1} + c_2δ_{A2} mera poroßdaetsØ gradientami tol~ko kogda rank(A_2 − A_1) 6 1, sm. [8].

Literatura

1. E. Acerbi, N. Fusco, Semicontinuity problems in the calculus of variations. — Arch. Rat. Mech. Anal. 86 (1984), 125–145.

2. J. M. Ball, Convexity conditions and existence theorems in nonlinear elasticity. — Arch. Rat. Mech. Anal. 63 (1978), 337–403.

3. J. M. Ball, Some open problems in Elasticity. Geometry, Mechanics, and Dynamics. Springer, New York (2002), 3–59.

4. J. M. Ball, A version of the fundamental theorem for Young measures, in: PDE’s and Continuum Models of Phase Transitions, M. Rascle, D. Serre, M. Slemrod, eds., Lecture Notes in Physics 344. Springer-Verlag (1989), 207–215.

5. E. J. Balder, A general approach to lower semicontinuity and lower closure in optimal control theory. — SIAM J. Control and Optimization, 22 (1984), 570–598.

6. H. Berliocchi, J. M. Lasry, Intégrandes normales et mesures paramétrées en calcul des variations. — Bull. Soc. Math. France 101 (1973), 129–184.

7. G. Bouchitte, I. Fonseca, and J. Maly, The effective bulk energy of the relaxed energy of multiple integrals below the growth exponent. — Proc. Royal Soc. Edinb. Sect A 128 (1998), 463–497.

8. J. M. Ball and R. D. James, Fine mixtures as minimizers of energy. — Arch.

Rational Mech. Anal. 100 (1987), 13–52.

9. J. M. Ball and F. Murat, W 1;p-quasiconvexity and variational problems for multiple integrals. — J. Funct. Anal. 58 (1984), 225–253.

10. N. N. Bogolubov, Sur quelques methods novelles dans le calculus des variations.

— Ann. Math. Pura Appl. 7 (1930), No. 4, 149–271.

11. P. Cardaliaquet and R. Tahraoui, Sur léquaivalence de la 1-rang convexité et de la polyconvexité des ensembles isotropiques de R2�2. — C. R. Acad. Sci. Paris, Sér I 331 (2000), 851–856.

12. L. Carbone and R. De Arcangelis, On a non-standard convex regularization and the relaxation of unbounded integral functionals of the calculus of variations. — J. Conv. Anal. 6 (1999), 141–162.

13. C. Castaing and M. Valadier, Convex analysis and measurable multifunctions. — Lecture Notes in Mathematics, vol. 580. Springer-Verlag, Berlin-New York (1977).

14. B. Dacorogna, Direct methods in the Calculus of Variations. Springer-Verlag (1989).

15. I. Ekeland and R. Temam, Convex analysis and variational problems. North- Holland (1976).

16. T. Iwaniec, Nonlinear analysis and quasiconformal mappings from the perspective of PDEs. Quasiconformal geometry and dynamics (Lublin, 1996), pp. 119-140, Banach Center Publ., 48, Polish Acad. Sci., Warsaw (1999).

MERY ˚NGA KAK IZMERIMYE FUNKCII 211

17. T. Iwaniec and C. Sbordone, Quasiharmonic fields. — Ann. Inst. H. Poincaré Anal.

Non Linéaire 18, no. 5 (2001), 519–572.

18. T. Iwaniec, G. Verchota, and A. Vogel, The failure of rank-one connections. — Arch. Ration. Mech. Anal. 163, no. 2 (2002), 125–169.

19. R. James and S. Spector, Remarks on W 1;p-quasiconvexity, interpenetration of matter and function spaces for elasticity. — Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire 9 (1992), 263–280.

20. D. Kinderlehrer and P. Pedregal, Characterization of Young measures generated by gradients. — Arch. Rat. Mech. Anal. 115 (1991), 329–365.

21. D. Kinderlehrer and P. Padregal, Weak convergence of sequences and the Young measure representation. — SIAM J. Math. Anal. 23 (1992), 1–19.

22. D. Kinderlehrer and P. Pedregal, Gradient Young measures generated by sequences in Sobolev spaces. — J. Geom. Anal. 4, no. 1 (1994), 59–90.

23. K. Kuratowski and Ryll-Nardzewski, A general theorem of selectors. — Bull. Acad.

Polon. Sci., XIII, No. 6 (1966), 397–403.

24. J. Maly, Weak lower semicontinuity of polyconvex integrals. — Proc. Royal Soc.

Edinburgh 123A (1993), 681–691.

25. C. Morrey, Multiple integrals in the Calculus of Variations. Springer-Verlag (1966). 26. P. Pedregal, Parametrized measures and variational principles. Progress in nonlinear differential equations and their applications 30. Birkhäuser, Basel (1997).

27. ı. G. RexetnØk, Obwie teoremy o polunepreryvnosti i shodimosti s funkcionalom. — SMȷ 8 (1967), 1052–1071.

28. M. A. Syqœv, Neobhodimye i dostatoqnye usloviØ v teoremah o polunepreryvnosti snizu i shodimosti s funkcionalom. — Mat. Sb. 186, No. 6 (1995), 77–108.

29. M. Sychev, A new approach to Young measure theory, relaxation and convergence in energy. — Preprint 43/97/M, SISSA (Triest, Italy), March 1997.

30. M. Sychev, Characterization of homogeneous gradient Young measures in the case of arbitrary integrands. — Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4) Vol.XXIX (2000), Fasc. 3, 531–548.

31. M. Sychev, Attainment and relaxation results in special classes of deformations.

— Calc. Var. 19 (2004), 183–210.

32. M. Sychev, Young measures as measurable functions. — Preprint N 119, Institute of Mathematics, Novosibirsk, October 2003.

33. Šilhavý, Rotationally invariant rank-1 convex functions. — Appl. Math. Optim.

44 (2001), 1–15.

34. Šilhavý, Monotonicity of rotationally invariant convex and rank 1 convex functions. — Proc. Royal Soc. Edinburgh 132A (2002), 419–435.

35. Šilhavý, An O(n) invariant rank 1 convex function that is not polyconvex. — Theor. Appl. Mech. Belgrade 28-29 (2002), 325–336.

36. L. Tartar, Compensated compactness and applications to partial differential equations, in Nonlinear analysis and mechanics: Heriot-Watt Symposium. — Vol. IV, Pitman Research Notes in Mathematics 39 (1979), 136–212.

37. L. C. Young, Generalized curves and the existence of an attained absolute minimum in the Calculus of Variations. Comptes Rendus de la Societe des Sciences et des Lettres de Varsovie. — classe III, 30 (1937), 212–234.

212 M. A. SYQEV

38. L. C. Young, Lectures on the Calculus of Variations and Optimal Control Theory.

— Saunders, 1969 (reprinted by Chelsea 1980).

Sychev M. A. Young measures as measurable functions and applications to variational problems.

It is given a systematic approach to the theory of Young measures based on the characterisation of these objects as measurable functions with values of a compact metric space with metric having an integral form. The advantages of this approach to the investigation of the behaviour of integral functionals on weakly convergin sequences are explained.

Postupilo 18 maØ 2004 g.

Institut matematiki SO RAN, Novosibirsk