Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 310, 2004 g.

S. E. Pastuhova

OB USREDNENII ZADAQ TEORII UPRUGOSTI NA SOSTAVNYH STRUKTURAH

1. Vvedenie

Pust~ F – periodiqeskiæ sostavlennyæ iz otrezkov graf na ploskosti, nazyvaemyæ dalee singulØrnoæ ili beskoneqno tonkoæ setkoæ, Y = [−^1_2 ,^1_2 )^2 – Øqeæka periodiqnosti. TonkaØ setka

F^h poluqaetsØ iz setki F , esli zamenit~ kaßdoe zveno I v F na

polosu I^h xiriny h so sredneæ linieæ, sovpada¸weæ s I. Inogda udobno vkl¸qit~ v tonku¸ setku F^h krugi radiusa h/2 s centrami v uzlah setki F . Procedura h-utolweniØ uprowaetsØ, esli setka F moßet byt~ sostavlena iz neskol~kih semeæstv parallel~nyh prØmyh. Togda tonkaØ setka F^h poluqaetsØ zamenoæ kaßdoæ prØmoæ l iz setki F na beskoneqnu¸ polosu xiriny h so sredneæ linieæ l.

Oboznaqim qerez λ meru, sosredotoqennu¸ na F i proporcional~nu¸ tam lineænoæ mere Lebega, a qerez λ^h – meru, sosredotoqennu¸ na F^h i proporcional~nu¸ tam ploskoæ mere Lebega. Mery λ, λ^h normirovany: ∫ Y dλ = ∫ Y dλ^h = 1. ˚sno, qto λ^h ⇀ λ pri

h → 0, t.e. ∫ Y φdλ^h → ∫ Y φdλ ∀φ ∈ C^∞_{per}(Y ). Ploskie sostavnye 1-periodiqeskie struktury s armirovaniem v vide singulØrnoæ ili tonkoæ setki moßno opisat~ sootvetstvenno s pomow~¸ sostavnyh mer dμ = 1 2 dx + 1 2 dλ, dμ^h = 1 2 dx + 1 2 dλ^h, (1.1)

gde dx – ploskaØ mera Lebega. ˚sno, qto ∫ Y dμ = ∫ Y dμ^h = 1, μ^h ⇀ μ.

Gomotetiqeskoe sßatie ploskosti v ε^{−1} raz perevodit setki

F^h i F v F^h_ε i F_ε sootvetstvenno. Voznika¸t mery μ^h_ε , μ_ε, takie

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ, proekt ˝02-01-00114 i Min. ObrazovaniØ RF, proekt E02-1.-52. 114

OB USREDNENII ZADAQ 115 qto μ^h_ε (B) = ε^2μ^h(ε^{−1}B), μ_ε(B) = ε^2μ(ε^{−1}B) dlØ l¸bogo boreleva mnoßestva B na ploskosti. Oqevidno, qto dμ^h_ε = 1 2 dx + 1 2 dλ^h_ε , dμ_ε = 1 2 dx + 1 2 dλ_ε, gde mery λ^h_ε , λ_ε ε−periodiqny i sosredotoqeny na setkah F^h_ε i F_ε. SvØßem parametry h i ε, polagaØ h = h(ε) → 0 pri ε → 0. Poskol~ku μ^h_ε (εY ) = μ_ε(εY ) = ε^2, to μ^h_ε , μ_ε shodØtsØ slabo k ploskoæ mere Lebega: dμ^h_ε ⇀ dx, dμ_ε ⇀ dx pri ε → 0, qto oznaqaet, naprimer, ∫ R2^{φdμhε → ∫}R2^{φdx ∀φ ∈ C∞0 (R2).} Inogda udobno ispol~zovat~ oboznaqeniØ: F^0 = F, μ^0 = μ, μ^0_ε =

μ_ε i t.d.

Pust~ A = {a_{ijsp}} – tenzor uprugosti, podqinennyæ obyqnym usloviØm simmetrii a_{ijsp} = a_{spij} = a_{jisp}. SkalØrnoe proizvedenie simmetriqeskih matric ξ = {ξ_{ij}} i η = {η_{ij}} opredelim kak ξ ·

η = ξ_{ij}η_{ij}. Deæstvie tenzora A na simmetriqesku¸ matricu ξ

est~ simmetriqeskaØ matrica Aξ = {a_{ijsp}ξ_{sp}}. Predpolagaem A poloßitel~no opredelennym: Aξ · ξ ¿ c_oξ · ξ dlØ l¸boæ matricy ξ, c_0 > 0. V qastnosti, v izotropnom sluqae Aξ = kξ + k_1(T rξ)I, k > 0, k_1 ¿ 0, ξ = ( ξ_{11} ξ_{12} ξ_{12} ξ_{22} ) , T rξ = ξ_{11} + ξ_{22}, I = ( 1 0 0 1 ) . (1.2)

Pust~ Ω – organiqennaØ lipxiceva oblast~ v R^2, e(u) =^1_2 (∇u+

(∇u)^T ), u = (u_1, u_2).

Rassmotrim zadaqu Dirihle: naæti vektor-funkci¸ u^{ε,h} ∈

H^1_0 (Ω)^2, dlØ kotoroæ vypolneno integral~noe toßdestvo ∫ Ω Ae(u^{ε,h}) · e(φ) dμ^h_ε = ∫ Ω f · φ dμ^h_ε ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω)^2, (1.3)

gde f ∈ C^∞(Ω)^2.

�to – obobwennaØ ili variacionnaØ formulirovka kraevoæ zadaqi dlØ sistemy teorii uprugosti v oblasti Ω, armirovannoæ periodiqeskoæ setkoæ F^h_ε , kogda v predelah Øqeæki periodiqnosti massa “priblizitel~no” napolovinu (s pogrexnost~¸ porØdka O(h)) sosredotoqena na tonkoæ setke, asimptotiqeski stremØweæsØ k singulØrnoæ cetke. V terminah obyqnoæ mery

116 S. E. PASTUHOVA Lebega zadaqa (1.3) imeet analogiqnu¸ formulirovku, no s razryvnym tenzorom, prinima¸wim postoØnnye znaqeniØ v oblastØh Ω ∩ F^h_ε i Ω \ F^h_ε , tak qto sootvetstvu¸waØ kraevaØ zadaqa imeet usloviØ soprØßeniØ na granice razdela fftih oblasteæ i uslovie zakrepleniØ na vnexneæ granice ∂Ω.

Rexenie postavlennoæ zadaqi suwestvuet i edinstvenno. �to sleduet iz ravnomernogo (po ε i h ¿ 0) neravenstva Korna ∫ Ω |u|^2dμ^h_ε 6 C ∫ Ω |e(u)|^2dx, u ∈ C^∞_0 (Ω)^2, C = const(Ω, F ), (1.4) dokazannogo v §4. Ots¸da ße poluqaem ograniqennost~ rexeniØ

lim sup ε→0 ∫ Ω (|u^{ε,h}|^2 + |e(u^{ε,h}|^2)dμ^h_ε < ∞. (1.5) BlagodarØ neravenstvu (1.4), moßno rassmatrivat~ zadaqu (1.3) v ploskosti, armirovannoæ setkoæ (nulevoæ tolwiny) F^0_ε =

F_ε = εF . V fftom sluqae zadaqa stavitsØ v terminah mery μ^0_ε = μ_ε.

Naxa cel~ – izuqit~ povedenie rexeniæ u^{ε,h} pri ε → 0 i dat~ usrednennoe opisanie sil~no neodnorodnoæ armirovannoæ sre- dy. Opredelim usrednennyæ tenzor

A^{hom}ξ · ξ = inf_{u∈C}1_{per(Y )2} ∫ Y A(ξ + e(u)) · (ξ + e(u))dμ i rassmotrim zadaqu na otyskanie

u ∈ H^1_0 (Ω)^2, ∫ Ω A^{hom}e(u) · e(φ) dx = ∫ Ω f · φ dx ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω)^2. (1.6)

Spravedliva sledu¸waØ Teorema 1.1. Zadaqi (1.3) i (1.6) svØzany shodimost~¸ rexeniæ i

ffnergiæ pri ε → 0 ∫ Ω |u^{ε,h} − u|^2dμ^h_ε → 0, (1.7) ∫ Ω Ae(u^{ε,h}) · e(u^{ε,h})dμ^h_ε → ∫ Ω Ae(u) · e(u)dx. (1.8)

OB USREDNENII ZADAQ 117 Dokazatel~stvo privedeno v konce §4. Vidim, qto princip usredneniØ okazalsØ klassiqeskim: est~ sil~naØ shodimost~ rexeniæ, predel~naØ funkciØ ne soderßit oscilliru¸weæ peremennoæ i predel~naØ zadaqa odna i ta ße dlØ l¸boæ h(ε) → 0.

DlØ analogiqnoæ zadaqi, kogda vsØ mera sosredotoqena na tonkoæ setke, usrednenie neklassiqeskoe: predel~naØ funkciØ, voobwe govorØ, dvuhmasxtabna (soderßit oscilliru¸wu¸ peremennu¸) i shodimost~ k neæ ne moßet byt~ sil~noæ, a vid predel~noæ zadaqi zavisit ot porØdka beskoneqno maloæ h(ε) [1, 2, 7]. Tot ße ffffekt nabl¸daetsØ v zadaqah teorii uprugosti na tonkih strukturah v prostranstve – Øwiqnyh i sterßnevyh [3–5].

Razliqie v usrednenii na tonkih i sostavnyh stukturah – specifika teorii uprugosti (ego net v skalØrnyh zadaqah, dlØ kotoryh usrednenie klassiqeskoe na strukturah oboih tipov). I zdes~ opredelØ¸wimi ØvlØ¸tsØ dva faktora. Vo-pervyh, dlØ mer μ^h_ε i λ^h_ε razliqno povedenie konstanty v neravenstve Korna pri ε → 0. Vo-vtoryh, dlØ predel~nyh mer μ i λ ne sovpada¸t mnoßestva periodiqeskih ßestkih peremeweniæ.

HotØ v formulirovke teoremy 1.1 ne uqastvuet dvuhmasxtabnaØ shodimost~, dlØ dokazatel~stva principa usredneniØ budem ispol~zovat~ obobwennyæ metod dvuhmasxtabnoæ shodimosti V. V. ȷikova [6–8] s peremennoæ meroæ (ranee byla predloßena i razrabotana lix~ dvuhmasxtabnaØ shodimost~ s meroæ Lebega [9], [10]).

Predvaritel~no v §2 my izuqaem osobennosti dvuhmasxtabnoæ shodimosti v prostranstvah teorii uprugosti s nekotoroæ peremennoæ borelevoæ meroæ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ tipa usloviØ svØznosti (ili ffrgodiqnosti), a takße special~nym approksimativnym usloviØm. Vsem fftim usloviØm udovletvorØet sostavnaØ mera iz (1.1) ili analogiqnaØ sostavnaØ mera v R^3 s armiru¸wim Øwiqnym karkasom, obrazovannym iz tonkih plit. V §3 dan vyvod principa usredneniØ dlØ uprugih sostavnyh struktur pri naibolee obwih predpoloßeniØh, a takße dokazana teorema o korrektore. V §4 privedeny dokazatel~stva neobhodimyh neravenstv Korna, a takße svoæstv shodimosti v prostranstvah s sostavnoæ meroæ. V §5 issledovany spektral~nye aspekty usredneniØ na sostavnoæ strukture.

118 S. E. PASTUHOVA

2. DvuhmasxtabnaØ shodimost~ v prostranstvah teorii uprugosti

Izuqim nekotoru¸ obwu¸ situaci¸, v kotoru¸ vpisyvaetsØ usrednenie zadaq teorii uprugosti na sostavnyh strukturah, ne obØzatel~no ploskih.

2.1. Pust~ dano semeæstvo μ^h 1-periodiqeskih normirovannyh borelevyh mer v R^d, takih qto μ^h ⇀ μ pri h → 0. Pri fiksirovannom h rassmotrim meru μ^h_ε , taku¸ qto μ^h_ε (B) = ε^dμ^h(ε^{−1}B) dlØ l¸bogo boreleva mnoßestva B ⊂ R^d. Dalee polagaem h = h(ε) → 0 pri ε → 0. Togda dμ^h_ε ⇀ dx pri ε → 0.

Napomnim, kak opredelØetsØ shodimost~ v peremennom L^2-prostranstve [6–8, 13]. Pust~ v^{ε,h}(x) ograniqena v L^2(Ω, dμ^h_ε ), t.e.

lim sup ε→0 ∫ Ω |v^{ε,h}|^2dμ^h_ε < ∞. SlabaØ shodimost~ v^{ε,h} ⇀ v v L^2(Ω, dμ^h_ε ) oznaqaet: v ∈ L^2(Ω), lim_{ε→0} ∫ Ω v^{ε,h}φdμ^h_ε = ∫ Ω vφdx ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω). Sil~naØ shodimost~ v^{ε,h} → v v L^2(Ω, dμ^h_ε ) oznaqaet: v ∈ L^2(Ω), lim_{ε→0} ∫ Ω v^{ε,h}z^{ε,h}dμ^h_ε = ∫ Ω vzdx kak tol~ko z^{ε,h} ⇀ z v L^2(Ω, dμ^h_ε ).

Shodimost~ v L^2(Ω, dμ^h_ε ) imeet sledu¸wie svoæstva. 1) Kriteriæ kompaktnosti: vsØkaØ ograniqennaØ v L^2(Ω, dμ^h_ε ) posledovatel~nost~ kompaktna v smysle slaboæ shodimosti;

2) Svoæstvo polunepreryvnosti snizu: esli v^{ε,h} ⇀ v, to

lim inf ε→0 ∫ Ω |v^{ε,h}|^2dμ^h_ε ¿ ∫ Ω v^2dx. 3) Kriteriæ sil~noæ shodimosti: v^{ε,h} → v ⇔ v^{ε,h} ⇀ v i

lim_{ε→0} ∫ Ω |v^{ε,h}|^2dμ^h_ε = ∫ Ω v^2dx. My budem ispol~zovat~ takße dvuhmasxtabnu¸ shodimost~ v prostranstve L^2(Ω, dμ^h_ε ). No preßde, qem pereæti k neæ, napomnim, kak opredelØetsØ shodimost~ v peremennom prostranstve periodiqeskih funkciæ L^2(Y, dμ^h) [7, 14], a takße svoæstvo srednego znaqeniØ [7, 8].

Esli posledovatel~nost~ a^h ograniqena v L^2(Y, dμ^h), to slabaØ shodimost~ a^h ⇀ a v L^2(Y, dμ^h) oznaqaet, qto

a ∈ L^2(Y, dμ) i lim_{h→0} ∫ Y a^hψdμ^h = ∫ Y aψdμ ∀ψ ∈ C^∞_{per}(Y ).

OB USREDNENII ZADAQ 119 OgraniqennaØ v L^2(Y, dμ^h) posledovatel~nost~ b^h sil~no shoditsØ k funkcii b ∈ L^2(Y, dμ), b^h −→ b, esli

lim_{h→0} ∫ Y b^hg^hdμ^h = ∫ Y bgdμ kak tol~ko g^h ⇀ g v L^2(Y, dμ^h).

Sil~naØ shodimost~ skladyvaetsØ iz slaboæ shodimosti i sootnoxeniØ lim_{h→0} ∫ Y |b^h|^2dμ^h = ∫ Y |b|^2dμ. Svoæstvo srednego znaqeniØ. Pust~ Ω – ograniqennaØ izmerimaØ po ȷordanu oblast~ i a^h ⇀ a v L^2(Y, dμ^h). Togda dlØ l¸bogo φ ∈ C(Ω) lim_{ε→0} ∫ Ω φ(x)a^h( x ε )dμ^h_ε = ∫ Ω ∫ Y φ(x)a(y)dxdμ. Dadim opredelenie dvuhmasxtabnoæ shodimosti v L^2(Ω, dμ^h_ε ).

Skaßem, qto ograniqennaØ v L^2(Ω, dμ^h_ε ) posledovatel~nost~ v^{ε,h}(x) slabo dvuhmasxtabno shoditsØ k funkcii v(x, y) ∈ L^2(Ω × Y, dx × dμ): v^{ε,h}(x)^2⇀ v(x, y), esli lim_{ε→0} ∫ Ω v^{ε,h}(x)φ(x)b( x ε )dμ^h_ε = ∫ Ω ∫ Y v(x, y)φ(x)b(y)dxdμ ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω), ∀b ∈ C^∞_{per}(Y ). Skaßem, qto posledovatel~nost~ v^{ε,h}(x) sil~no dvuhmasxtabno shoditsØ k funkcii v(x, y) ∈ L^2(Ω × Y, dx × d): v^{ε,h 2}−→ v(x, y),

esli lim_{ε→0} ∫ Ω v^{ε,h}(x)z^{ε,h}(x)d^h_ε = ∫ Ω ∫ Y v(x, y)z(x, y)dxdμ kak tol~ko z^{ε,h}(x)^2⇀ z(x, y).

Shodimost~ dlØ vektor-funkcii v^{ε,h} = (v^{ε,h}_1 , . . . , v^{ε,h}_N ) opredelØetsØ pokomponentno. Naprimer, v^{ε,h 2}⇀ v ⇔ v^{ε,h}_i^2⇀ v_i, i = 1, . . . , N . Pereqislim nekotorye obwie svoæstva dvuhmasxtabnoæ shodimosti, kotorye ispol~zu¸tsØ dalee.

120 S. E. PASTUHOVA

(i) VsØkaØ ograniqennaØ v L^2(Ω, dμ^h_ε ) posledovatel~nost~ soderßit slabo dvuhmasxtabno shodØwu¸sØ podposledovatel~- nost~.

(ii) Esli vε,h(x)

2⇀v(x, y), to lim inf_{ε→0} ∫ Ω |v^{ε,h}|^2dμ^h_ε ¿ ∫ Ω ∫ Y |v(x, y)|^2dxdμ. (iii) vε,h(x) 2→ v(x, y) ⇔ v^{ε,h}(x)^2⇀ v(x, y) i lim_{ε→0} ∫ Ω |v^{ε,h}|^2dμ^h_ε = ∫ Ω ∫ Y v^2(x, y)dxdμ. (iv) Esli vε,h(x) 2⇀ v(x, y), to v^{ε,h}(x) ⇀ ∫ Y v(x, y)dμ. (v) Esli v^{ε,h}(x)^2⇀ v(x, y), b^h(y) → b(y) v L^2(Y, dμ^h), to

b^h(^x_ε )v^{ε,h}(x)^2⇀ b(y)v(x, y).

(vi) Pust~ vε,h(x) 2→ v(x, y), gde v(x, y) = ∑ i φ_i(x)b_i(y), φ_i ∈

C(Ω), b_i ∈ L^2_{per}(Y, dμ), i pust~ b^h_i → b_i v L^2_{per}(Y, dμ^h), v^h(x, y) = ∑ i φ_i(x)b^h_i (y). Togda

lim_{ε→0} ∫ Ω |v^{ε,h}(x) − v^h(x, x ε )|^2dμ^h_ε = 0.

Privedem svoæstva shodimosti dlØ vektor-funkciæ. V nih uqastvuet A^h(y) – simmetriqeskaØ 1-periodiqeskaØ boreleva matrica v R^N, takaØ qto

cI_N 6 A^h(y) 6 c^{−1}I_N , I_N – ediniqnaØ matrica v R^N.

A^h(y) → A(y) v L^2(Y, dμ^h)^{N(N+1)2} ,

Pust~ dalee A^h(^x_ε ) = A^h_ε (x) = A^h_ε .

(vii) Esli vε,h(x)

2⇀ v(x, y) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^N , to

liminf ε→0 ∫ Ω A^h( x ε )v^{ε,h} · v^{ε,h}dμ^h_ε ¿ ∫ Ω ∫ Y A(y)v(x, y) · v(x, y)dxdμ, priqem ffto svoæstvo ostaetsØ v sile, esli uslovie A^h(y) ¿ cI_N zamenit~ na A^h(y) ¿ 0.

(viii) Kriteriæ sil~noæ dvuhmasxtabnoæ shodimosti vekto-

rov:

v^{ε,h}(x)^2→ v(x, y) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^N ⇔ v^{ε,h}(x)^2⇀ v(x, y) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^N

OB USREDNENII ZADAQ 121

i lim_{ε→0} ∫ Ω A^h( x ε )v^{ε,h}(x) · v^{ε,h}(x)dμ^h_ε = ∫ Ω ∫ Y A(y)v(x, y) · v(x, y)dxdμ. Svoæstva (i)–(vi) dokazany v [7, 8]. Svoæstva (vii), (viii) – nekotorye obobweniØ (naprimer, za sqet zavisimosti matricy

A^h_ε = A^h(^x_ε ) ot dvuh parametrov) analogiqnyh svoæstv, priveden-

nyh v [8] v teoremah 7.1, 7.2. Ih dokazatel~stva moßno prisposobit~ dlØ bolee obwego sluqaØ, esli vospol~zovat~sØ svoæstvom (v).

2.2. Vremenno obratimsØ k prostranstvam periodiqeskih funkciæ s meroæ μ ili μ^h . Vydelim v prostranstve periodiqeskih simmetriqeskih matric L^2(Y, dμ)^{d(d+1)}2 podprostranstva potencial~nyh i solenoidal~nyh matric:

V_{pot} = V_{pot}(Y, dμ) est~ zamykanie mnoßestva

{e(φ), φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d} v L^2(Y, dμ)^{d(d+1)2} ,

V_{sol} = V_{sol}(Y, dμ) = V^⊥_{pot}, t.e. b ∈ V_{sol}, esli ∫ Y b · e(φ)dμ = 0 ∀φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d.

Kl¸qevu¸ rol~ v dal~neæxem igraet mnoßestvo R = R(μ) ∈

L^2(Y, dμ)^d ßestkih periodiqeskih peremeweniæ. Po opredeleni¸, u ∈ R, esli ∃φ_n ∈ C^∞_{per}(Y )^d, φ_n → u, e(φ_n) → 0 v L^2(Y, dμ). Zdes~

i dalee my ne razliqaem v oboznaqeniØh prostranstva skalØrnyh i vektornyh funkciæ, esli ffto ne privodit k nedorazumeniØm.

Oqevidno, qto dlØ proizvol~noæ mery μ prostranstvo ßestkih periodiqeskih peremeweniæ soderßit postoØnnye vektory, no neobØzatel~no imi isqerpyvaetsØ.

Vvedem approksimativnye usloviØ, svØzyva¸wie mery μ i μ^h. DlØ vektora a i simmetriqnoæ matricy b iz L^2(Y, dμ)

a = div_μb ⇐⇒ ∫ Y b · e(φ)dμ = − ∫ Y a · φdμ ∀φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d. (2.1)

V sluqae a ≡ 0 poluqaem b ∈ V_{sol}(Y, dμ).

Analogiqno dlØ vektora a^h i simmetriqeskoæ matricy b^h iz

L^2(Y, dμ^h) vvoditsØ otnoxenie a^h = div_μh b^h. Pri a^h ≡ 0 poluqaem

matricu b^h solenoidal~nu¸ otnositel~no mery μ^h.

122 S. E. PASTUHOVA

Skaßem, qto mery μ i μ^h svØzany approksimativnymi uslovi- Ømi, esli

(i) dlØ l¸byh a, b iz (2.1) naædutsØ a^h ∈ L^2(Y, dμ^h)^d, b^h ∈

L^2(Y, dμ^h)^{d(d+1)2} , takie qto a^h = div_μh b^h, a^h → a, b^h →

b v L^2(Y, dμ^h);

(ii) esli v (i) a ≡ 0, to i a^h ≡ 0 (sil~naØ approksimiruemost~

solenoidal~nyh matric).

Iz approksimativnogo usloviØ (ii) neposredstvenno sleduet vaßnoe dlØ dal~neæxego svoæstvo sohraneniØ potencial~nosti pri slaboæ shodimosti: esli v^h ∈ V_{pot}(Y, dμ^h), v^h ⇀ v, to v ∈ V_{pot}(Y, dμ). Pust~ mery μ, μ^h udovletvorØ¸t sledu¸wim trebovaniØm:

R(μ) = R^d, (2.2)

t.e. prostranstvo ßestkih periodiqeskih peremeweniæ R(μ) sostoit tol~ko iz postoØnnyh vektorov;

mera μ nevyroßdena, (2.3)

t.e. V_{pot}(Y, dμ) ne soderßit postoØnnyh matric;

mery μ^h, μ svØzany approksimativnymi usloviØmi(i), (ii). (2.4) ZameqaniØ. 1) Uslovie (2.2) dlØ prostranstva vektor-funkciæ moßno traktovat~ kak nekotoryæ analog usloviØ ffrgodiqnosti mery v prostranstve skalØrnyh funkciæ (sm. [6, 13]).

2)Napomnim [7, Predloßenie 8.1], qto esli L – podprostranstvo v R^{d(d+1)}2 , sostoØwee iz potencial~nyh matric, a L̃ – ego ortogonal~noe dopolnenie, to L̃ – ffto v toqnosti sovokupnost~ srednih znaqeniæ b(y) ∈ V_{sol}(Y, dμ). Iz usloviØ (2.3) sleduet

L̃ = R^{d(d+1)}_2 .

Dalee A^h(y) – 1-periodiqeskaØ boreleva simmetriqeskaØ operatornaØ funkciØ, deæstvu¸waØ v prostranstve simmetriqeskih matric R^{d(d+1)}2 (tenzor uprugosti), takaØ qto

cξ · ξ 6 A^h(y)ξ · ξ 6 c^{−1}ξ · ξ ∀ξ ∈ R^{d(d+1)2} , (2.5)

A^h → A v L^2(Y, dμ^h). (2.6)

Pust~ A^h_ε = A^h_ε (x) = A^h(^x_ε ).

OB USREDNENII ZADAQ 123 DlØ tenzora A iz (2.6) usrednennyæ tenzor A^{hom} moßno opredelit~ po formule

A^{hom}ξ · ξ = min v∈V_{pot}(Y,dμ) ∫ Y A(ξ + v) · (ξ + v)dμ. (2.7) Iz (2.3), (2.5) vytekaet nevyroßdennost~ tenzora A^{hom}.

Uslovie nevyroßdennosti mery (2.3) nesuwestvenno dlØ dal~- neæxego, ono lix~ uprowaet formulirovku rezul~tatov i ih dokazatel~stvo. V otsutstvii usloviØ (2.3) moßno utverßdat~ lix~ neotricatel~nost~ usrednennogo tenzora A^{hom}.

2.3. Rexenie zadaqi (1.3) udovletvorØet uslovi¸ ograniqennosti (1.5). Vidim, qto neobhodimo izuqat~ posledovatel~nosti vektor-funkciæ, ograniqennyh v prostranstve L^2(Ω, dμ^h_ε ) vmeste so svoim simmetriqeskim gradientom.

Sformuliruem nekotorye special~nye svoæstva dvuhmasxtabnoæ shodimosti vektor-funkciæ u^{ε,h} ∈ L^2(Ω, dμ^h_ε )^d, kotorye vyteka¸t iz obweæ teorii dvuhmasxtabnoæ shodimosti pri sovmestnom izuqenii posledovatel~nosteæ u^{ε,h} i e(u^{ε,h}).

Rassmotrim posledovatel~nost~ u^{ε,h} ∈ C^∞(Ω)^d taku¸, qto

u^{ε,h}, e(u^{ε,h}) ograniqeny v L^2(Ω, dμ^h_ε ), t.e.

lim sup ε→0 ∫ Ω (|u^{ε,h}|^2 + |e(u^{ε,h})|^2)dμ^h_ε < ∞. (2.8) PerehodØ, byt~ moßet, k podposledovatel~nosti, budem sqitat~, qto u^{ε,h}(x)^2⇀ u(x, y), e(u^{ε,h})^2⇀ p(x, y). (2.9) V sledu¸weæ teoreme utoqnØ¸tsØ svoæstva fftih shodimosteæ. Dalee Ω – ograniqennaØ lipxiceva oblast~.

Teorema 2.1. Pust~ h > 0, h = h(ε) → 0 i vypolneny usloviØ (2.2)–(2.6). Togda

u(x, y) = u(x) ∈ H^1(Ω)^d, u^{ε,h} ⇀ u(x), (2.10)

esli u^{ε,h} ∈ C^∞_0 (Ω)^d, to u(x) ∈ H^1_0 (Ω)^d;

p(x, y) = e(u(x)) + v(x, y), v ∈ L^2(Ω, V_{pot}(Y, dμ)); (2.11)

124 S. E. PASTUHOVA esli dopolnitel~no vypolneno sootnoxenie

lim_{ε→0} ∫ Ω A^h_ε e(u^{ε,h})·e_y(w( x ε ))φ(x)dμ^h_ε = 0 ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω), ∀w ∈ C^∞_{per}(Y )^d,

(2.12) to A^h_ε e(u^{ε,h}) ⇀ A^{hom}e(u) (2.13) i v (2.11) v(x, y) = v(ξ, y)|_{ξ=e(u)}, gde v(ξ, y) = v(y) – minimizant zadaqi (2.7);

lim inf_{ε→0} ∫ Ω A^h_ε e(u^{ε,h}) · e(u^{ε,h})dμ^h_ε ¿ ∫ Ω ∫ Y A(e(u) + v) · (e(u) + v)dxdμ ¿ ∫ Ω A^{hom}e(u) · e(u)dx. (2.14)

UtverßdeniØ teoremy verny takße, esli vs¸du h ≡ 0 i μ^0_ε = μ_ε, A^0_ε = A_ε = A(^x_ε ).

Polnoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy opuskaem, tak kak ono vo mnogom povtorØet dokatel~stva analogiqnyh utverßdeniæ dlØ skalØrnyh i vektornyh prostranstv iz [6, §4],[7, §9]. Kl¸qevymi v naxem dokazatel~stve ØvlØ¸tsØ approksimativnye usloviØ dlØ mery μ^h i Lemma ob approksimacii [7, lemma 9.3]. Mnoßestvo vektorov

a = div_μb plotno v R(μ)^⊥.

Pokaßem, kak ispol~zu¸tsØ ffti fakty na primere vyvoda sootnoxenæ (2.10), (2.11).

Snaqala ustanovim strukturu dvuhmastabnogo predela iz

(2.9)_1: u(x, y) = u(x). Pust~ a^h, b^h iz approksimativnogo svoæstva

(i). Togda −ε ∫ Ω b^h( x ε ) · e(ψ)dμ^h_ε = ∫ Ω a^h( x ε ) · ψdμ^h_ε , ψ ∈ C^∞_0 (Ω)^d.

PolagaØ ψ = u^{ε,h}ϕ, ϕ ∈ C^∞_0 (Ω), poluqaem −ε ∫ Ω ϕb^h( x ε )·e(u^{ε,h})dμ^h_ε = ∫ Ω ϕa^h( x ε )·u^{ε,h}dμ^h_ε +ε ∫ Ω [u^{ε,h}×∇ϕ]·b^h( x ε )dμ^h_ε .

OB USREDNENII ZADAQ 125 Ots¸da, ispol~zuØ svoæstva funkciæ u^{ε,h}, a^h, b^h, a takße svoæstvo (v) dvuhmasxtabnoæ shodimosti, posle perehoda k predelu vyvodim ∫ Ω ∫ Y u(x, y) · ϕ(x)a(y)dxdμ = 0, qto po lemme ob approksi-

macii v silu (2.2) daet u(x, y) = u(x), i (2.10)_2 dokazano.

Teper~ pust~ b, b^h iz approksimativnogo usloviØ (ii). Iz togo, qto b^h ∈ V_{sol}(Y, dμ^h), moßno poluqit~ ravenstvo ∫ Ω e(ψ)·b^h (^x_ε )dμ^h_ε =

0 ∀ψ ∈ C^∞_0 (Ω)^d, iz kotorogo, vzØv ψ(x) = u^{ε,h}(x)φ(x), φ ∈ C^∞_0 (Ω),

vyvodim sootnoxenie ∫ Ω e(u^{ε,h}(x)) · φ(x)b^h( x ε )dμ^h_ε = − ∫ Ω (u^{ε,h}(x) × ∇φ(x)) · b^h( x ε )dμ^h_ε .

Perehod k predelu (sm. (2.9), (2.10)_2 i svoæstvo dvuhmasxtabnoæ shodimosti (v)) daet predel~noe ravenstvo ∫ Ω ∫ Y p(x, y) · φ(x)b(y) dxdμ = − ∫ Ω ∫ Y u(x) × ∇φ(x) · b(y)dxdμ,

gde p(x, y) ∈ L^2(Ω × Y, dx × dμ)^{d(d+1)}2 . PolagaØ η = ∫ Y b(y)dμ i pre-

obrazuØ pravu¸ qast~ predel~nogo ravenstva k vidu (s uqetom sootnoxeniæ b ∈ V_{sol}(Y, dμ) i e(φu) = φe(u) + 1/2(∇φ × u + u × ∇φ)) − ∫ Ω ∫ Y e(u(x))φ(x) · b(y)dxdμ = − ∫ Ω e(u) · ηφ(x) dx,

poluqaem e(u) · η = − ∫ Y p(x, y) · b(y)dμ ∈ L^2(Ω). Ots¸da, poskol~ku

η moßet byt~ proizvol~noæ simmetriqeskoæ matriceæ (sm. zameqaniØ posle (2.4)), e(u) ∈ L^2(Ω)^{d(d+1)}2 i po neravenstvu Korna

u ∈ H^1(Ω)^d ((2.10)_1 dokazano). Togda predel~noe ravenstvo ozna-

qaet ∫ Ω ∫ Y (p(x, y) − e(u)) · b(y)φ(x)dxdμ = 0, otkuda vvidu proizvol~-

nosti φ ∈ C^∞_0 (Ω) i b ∈ V_{sol}(Y, dμ) sleduet sootnoxenie (2.11).

2.4. SvØßem s ograniqennoæ lipxicevoæ oblast~¸ Ω prostranstvo H^{ε,h} - zamykanie mnoßestva C^∞_0 (Ω)^d po norme ( ∫ Ω (|φ|^2 +

126 S. E. PASTUHOVA |e(φ)|^2) dμ^h_ε )^12 . Izuqim sledu¸wu¸ zadaqu teorii uprugosti u^{ε,h} ∈ H^{ε,h}, ∫ Ω (A^h_ε e(u^{ε,h}) · e(φ) + u^{ε,h} · φ) dμ^h_ε = ∫ Ω f^{ε,h} · φ dμ^h_ε ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω)^d, (2.15)

gde f^{ε,h} ograniqeny v L^2(Ω, dμ^h_ε )^d, tenzor A^h_ε = A^h(^x_ε ) udovletvorØet usloviØm (2.5), (2.6).

Suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ kak pary u^{ε,h}, e(u^{ε,h}) sleduet iz teoremy Rissa.

Vvedem usrednennu¸ zadaqu

u ∈ H^1_0 (Ω)^d, ∫ Ω (A^{hom} e(u)·e(φ)+u·φ) dx = ∫ Ω f ·φ dx ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω)^d. (2.16) Oqevidny suwestvovanie i edinstvennost~ fftoæ zadaqi v silu postoØnstva i nevyroßdennosti tenzora A^{hom} .

SvØz~ meßdu rexeniØmi zadaq (2.15), (2.16) ustanavlivaet sledu¸waØ Teorema 2.2. Pust~ h > 0, h(ε) → 0 i vypolneny usloviØ (2.2)– (2.6). Togda, esli

f^{ε,h}(x) ⇀ f(x) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^d, (2.17) to u^{ε,h}(x) ⇀ u(x) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^d, (2.18)

e(u^{ε,h}(x))^2⇀ e(u(x)) + v(x, y) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^{d(d+1)2} (2.19) gde v(x, y) = v(ξ, x)|_{ξ=e(u(x))}, v(ξ, x) = v(y) – minimizant zadaqi (2.7),

(2.20) t.e. div_yA(e(u(x)) + v(x, y)) = 0. Esli shodimost~ v (2.17) ØvlØetsØ sil~noæ, to sil~nymi budut i shodimosti rexeniæ i ih gradientov v (2.18) i (2.19), pri fftom imeet mesto shodimost~ ffnergiæ

lim_{ε→0} ∫ Ω A^h_ε e(u^{ε,h}) · e(u^{ε,h}) dμ^h_ε = ∫ Ω A^{hom}e(u) · e(u) dx. (2.21)

OB USREDNENII ZADAQ 127

UtverßdeniØ teoremy verny takße pri h ≡ 0, kogda μ^0_ε = μ_ε, s oqevidnymi izmeneniØmi v formulirovkah.

Dokazatel~stvo. Iz integral~nogo toßdestva (2.15) s φ = u^{ε,h} sleduet uslovie ograniqennosti (2.8), blagodarØ kotoromu, perehodØ, byt~ moßet, k podposledovatel~nosti (sm. svoæstvo (i) dvuhmasxtabnoæ shodimosti), sqitaem vypolnennymi sootnoxeniØ (2.9), (2.10).

VzØv v toßdestve (2.15) probnu¸ funkci¸ vida φ(x) =

εψ(x)w(ε^{−1}x), ψ ∈ C^∞_0 (Ω), w ∈ C^∞_{per}(Y )^d, posle perehoda k pre-

delu poluqaem uslovie (2.12), iz kotorogo vytekaet shodimost~ (2.13). Togda moßno pereæti k predelu v toßdestve (2.15) s proizvol~noæ funkcieæ φ ∈ C^∞_0 (Ω), v rezul~tate qego poluqaem toßdestvo (2.16) dlØ predel~noæ funkcii u. V silu edinstvennosti rexeniØ zadaqi (2.16) shodimost~ (2.18) dokazana dlØ vseæ posledovatel~nosti ε.

Pust~ v (2.17) imeem sil~nu¸ shodimost~ f^{ε,h} → f. Sravnim ffnergetiqeskie ravenstva dlØ zadaq (2.15), (2.16) ∫ Ω [A^h_ε e(u^{εh}) · e(u^{ε,h}) + u^{ε,h} · u^{ε,h}] dμ^h_ε = ∫ Ω f^{ε,h} · u^{ε,h} dμ^h_ε , ∫ Ω [A^{hom}e(u) · e(u) + u · u] dx = ∫ Ω f · u dx. Poskol~ku slabaØ shodimost~ (2.18) uße dokazana, to po opredeleni¸ sil~noæ shodimosti ∫ Ω f^{ε,h} · u^{ε,h} dμ^h_ε → ∫ Ω f · u dx. Sledo- vatel~no,

lim_{ε→0} ∫ Ω [A^h_ε e(u^{ε,h}) · e(u^{ε,h}) + u^{ε,h} · u^{ε,h}] dμ^h_ε = ∫ Ω [A^{hom}e(u) · e(u) + u · u] dx. Iz svoæstv polunepreryvnosti dlØ dvuhmasxtabnoæ shodimosti (sm. (ii) i (2.14)) vyvodim ots¸da shodimost~ ffnergiæ (2.21), a takße shodimost~ norm ∫ Ω |u^{ε,h}|^2 dμ^h_ε → ∫ Ω |u|^2 dx. Iz shodimosti

ffnergiæ (2.21) sleduet, qto v sootnoxeniØh (2.14) dlØ rexeniØ

u^{ε,h} vs¸du ime¸t mesto ravenstva. V qastnosti,

lim inf ε→0 ∫ Ω A^h_ε e(u^{ε,h}) · e(u^{ε,h})dμ^h_ε = ∫ Ω ∫ Y A(e(u) + v) · (e(u) + v)dxdμ.

128 S. E. PASTUHOVA Ots¸da v silu kriteriev sil~noæ shodimosti (iii), (viii) poluqaem sil~nu¸ shodimost~ rexeniæ i ih gradientov. Teorema dokazana.

V sledu¸weæ teoreme mera μ^h udovletvorØet dopolnitel~nomu trebovani¸, a imenno pust~ vypolneno ravnomernoe (po h) neravenstvo Korna dlØ periodiqeskih funkciæ ∫ Y |φ|^2 dμ^h 6 c ∫ Y |e(φ)|^2 dμ^h ∀φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d, ∫ Y φ dμ^h = 0. (2.22)

Iz nego, v qastnosti, vytekaet vozmoßnost~ predstavit~ matricu v ∈ V_{pot}(Y, dμ^h) v vide v = e(w), w ∈ H^1_{per}(Y, dμ^h)^d. Pofftomu i minimizant variacionnoæ zadaqi

A^{hom}_h ξ · ξ = min v∈V_{pot}(Y,dμ^h) ∫ Y A^h(ξ + v) · (ξ + v) dμ^h (2.23)

imeet predstavlenie qerez potencial: v^h(ξ, y) = e_y(w^h(ξ, y)), w^h(ξ, y) ∈ H^1_{per}(Y, dμ^h)^d, t.e. div_μh A^h(ξ + e_y(w^h)) = 0. (2.24)

Teorema 2.3 (o korrektore). Pust~ v predpoloßeniØh teoremy

2.2 f^{ε,h} → f v L^2(Ω, dμ^h_ε )^d, u ∈ C^2(Ω)^d. Togda, esli u_1(x, y) = w^h(e(u(x)), y), w^h(ξ, y) iz (2.24), to

lim_{ε→0} ∫ Ω |e(u^{ε,h}(x) − u(x) − εu_1(x, x ε ))|^2 dμ^h_ε = 0. (2.25)

Dokazatel~stvo. Po teoreme 2.2 e(u^{ε,h}(x))^2→ e(u(x)) + v(x, y) = p(x, y). (2.26) Teper~ dokaßem shodimost~

v^h(ξ, y) → v(ξ, y) v L^2(Y, dμ^h)^d (2.27)

dlØ minimizantov zadaq (2.23) i (2.7). Iz integral~nogo toßdestva dlØ v^h v^h ∈ V_{pot}(Y, dμ^h), ∫ Y A^h(ξ + v^h ) · e(φ) dμ^h = 0 ∀φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d

OB USREDNENII ZADAQ 129 vytekaet ocenka ∫ Y A^hv^h ·v^h dμ^h 6 ∫ Y A^hξ ·ξ dμ^h, pofftomu moßno sqi-

tat~, qto v^h ⇀ v. Approksimativnye svoæstva mery μ^h obespeqiva¸t [7,§16] svoæstvo sohraneniØ potencial~nosti pri slaboæ shodimosti matric. Togda perehod k predelu daet v ∈ V_{pot}(Y, dμ), ∫ Y A(ξ + v) · e(φ) dμ = 0 ∀φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d, i, deæstvitel~no, v – minimizant zadaqi (2.7).

S pomow~¸ ffnergetiqeskih ravenstv dlØ v^h, v vyvodim shodimost~ kvadratiqeskih form ∫ Y A^hv^h · v^h dμ^h = − ∫ Y A^hξ · v^h dμ^h → − ∫ Y Aξ · v dμ = ∫ Y Av · v dμ (pri fftom uqli (2.6)), qto vmeste so slaboæ shodimost~¸ v^h ⇀ v vleqet (2.27), soglasno kriteri¸ sil~noæ shodimosti vektorov (matric) v L^2(Y, dμ^h) (sm. vyxe analogiqnyæ kriteriæ (viii) sil~noæ dvuhmasxtabnoæ shodimosti).

Netrudno uvidet~, qto funkciØ v(x, y) iz (2.20) imeet strukturu, predusmotrennu¸ svoæstvom (vi) dvuhmasxtabnoæ shodimosti. Poloßim p^h(x, y) = e(u(x)) + v^h(x, y), gde v^h(x, y) =

v^h(ξ, y)|_{ξ=e(u(x))}. Togda iz (2.26), (2.27) sleduet lim_{ε→0} ∫ Ω |e(u^{ε,h}) − p^h(x,^x_ε )|^2 dμ^h_ε = 0, qto v silu predstavleniØ v^h(x, y) = e_y((w^h(x, y))

s uqetom (2.22) daet sootnoxeniØ (2.25). Teorema dokazana.

2.5. V fftom punkte my izuqaem svØz~ approksimativnyh svoæstv peremennoæ borelevoæ mery μ^h s vozmoßnost~¸ predel~nogo perehoda v sobolevskom prostranstve s meroæ μ^h. Zdes~ nam udobno rassmatrivat~ sobolevskie prostranstva teorii uprugosti kak mnoßestva par (u, v), sostoØwih iz vektora u i ego gradienta v =

e(u), cm. [6,7]. Naprimer, H_{per} = H_{per}(Y, dμ) est~ zamykanie mno-

ßestva {(φ, e(φ)), φ ∈ C^∞_{per}(Y )^d} v L^2(Y, dμ)^d × L^2(Y, dμ)^{d(d+1)/2}. Analogiqno vvoditsØ prostranstvo H_{per}(Y, dμ^h).

Opredelenie 2.4. Skaßem, qto v prostranstve Hper(Y, μ^h) voz-

moßen predel~nyæ perehod, esli

(u, v) ∈ H_{per}(Y, dμ), t.e. v = e(u), (2.28)

130 S. E. PASTUHOVA

kak tol~ko u^h ⇀ u, e(u^h) ⇀ v v L^2(Y, dμ^h). (2.29)

OkazyvaetsØ, qto approksimativnye usloviØ i vozmoßnost~ predel~nogo perehoda v nekotorom smysle ffkvivalentny. Qtoby ubedit~sØ v fftom, udobno operirovat~ dvoæstvennym opredeleniem sobolevskogo prostranstva teorii uprugosti (dlØ skalØrnogo sobolevskogo prostranstva ffto opredelenie vvedeno V. V. ȷikovym [15]).

Opredelenie 2.5. Skaßem, qto para (u, v), gde u ∈ L^2(Y, dμ)^d, v ∈

L^2(Y, dμ)^{d(d+1)2} prinadleßit prostranstvu H̃_{per}, esli ∫ Y a · udμ = − ∫ Y b · vdμ kak tol~ko a = div_μ b (sm. (2.1)).

Neposredstvenno iz opredeleniæ vyvodØtsØ sledu¸wie dva utverßdeniØ.

Teorema 2.6. Prostranstva Hper i^~Hper sovpada¸t. Teorema 2.7. Iz approksimativnogo usloviØ (i) sleduet vozmoß-

nost~ predel~nogo perehoda v H_{per}(Y, dμ^h).

Teorema 2.8. Pust~ vypolneno uslovie (2.2), a takße ravnomer-

noe po h neravenstvo Korna (2.22). Togda vozmoßnost~ predel~nogo perehoda v sobolevskom prostranstve H_{per}(Y, dμ^h) vleqet vypolnenie approksimativnyh usloviæ (i), (ii).

Dokazatel~stvo. Pust~ a = divμb. Voz~mem kakie-to prodolßeniØ ã^h → a, b̃^h → b v L^2(Y, dμ^h). DlØ a^h = ã^h − ∫ Y ã^hdμ^h po-preßnemu

imeem shodimost~ a^h −→ a v L^2(Y, dμ^h). Rassmotrim periodiqesku¸ zadaqu

u^h ∈ H_{per}(Y, dμ^h), div e(u^h) = div b̃^h − a^h, ∫ Y u^hdμ^h = 0, rexenie kotoroæ udovletvorØet integral~nomu toßdestvu ∫ Y e(u^h) · e(φ)dμ^h = ∫ Y b̃^h · e(φ)dμ^h + ∫ Y a^h · φdμ^h. (2.30)

Suwestvovanie rexeniØ i ravnomernaØ ograniqennost~ u^h, e(u^h) v L^2(Y, dμ^h) sleduet iz neravenstva Korna (2.22). Pofftomu moßno sqitat~, qto ime¸t mesto shodimosti (2.29) i, znaqit, po

OB USREDNENII ZADAQ 131 predpoloßeni¸ vypolneny sootnoxeniØ (2.28). VzØv v toßdestve (2.30) φ = u^h, posle perehoda k predelu s uqetom shodimosteæ dlØ a^h i b̃^h poluqaem

lim_{h→0} ∫ Y e(u^h) · e(u^h)dμ^h = ∫ Y [b · e(u) + a · u]dμ = 0 (tak kak a = div_μb, sm. opredeleniØ 2.5), t.e. e(u^h) −→ 0 v

L^2(Y, dμ^h).

PolagaØ b^h = b̃^h − e(u^h), poluqaem iskomu¸ sil~nu¸ approksimaci¸ matricy b i vmeste s tem approksimativnoe svoæstvo (i). Odnovremenno provereno i svoæstvo (ii), zdes~ a^h ≡ ã^h ≡ 0. Teorema dokazana.

V §4 s pomow~¸ teoremy 2.8 budut provereny approksimativnye usloviØ dlØ sostavnyh mer.

3. Usrednenie na sostavnoæ strukture

Primenim obwie rezul~taty iz §2 k sostavnym meram. Teorema 3.1. DlØ sostavnyh mer μ, μ^h, zadannyh v (1.1), vypol-

neny usloviØ (2.2)–(2.4).

Nevyroßdennost~ sostavnoæ mery sleduet iz nevyroßdennosti mery Lebega. NeobhodimaØ struktura mnoßestva periodiqeskih ßestkih peremeweniæ ustanovlena v [2, §6], [11]. V [11] provereny approksimativnye usloviØ dlØ sluqaØ, kogda F – kvadratnaØ setka. Proverka fftih usloviæ v obwem sluqae dana v konce §4.

Na osnovanii teoremy 3.1 izvleqem nekotorye sledstviØ iz rezul~tatov predyduwego paragrafa dlØ zadaqi Dirihle v statiqeskoæ postanovke s peremennym tenzorom uprugosti i peremennoæ pravoæ qast~¸:

u^{ε,h} ∈ H^1_0 (Ω)^2, ∫ Ω A^h_ε e(u^{ε,h})·e(φ) dμ^h_ε = ∫ Ω f^{ε,h} ·φ dμ^h_ε ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω)^2, (3.1) gde A^h_ε = A^h_ε (x) = A^h(^x_ε ), A^h(y) – semeæstvo 1-periodiqeskih tenzorov uprugosti, udolvletvorØ¸wih usloviØm (2.5), (2.6), a pravaØ qast~ f^{ε,h} ∈ L^2(Ω, dμ^h_ε ) i ograniqena v L^2(Ω, dμ^h_ε )^2.

Oqevidno, qto ffta zadaqa obobwaet zadaqu (1.3).

132 S. E. PASTUHOVA

Razreximost~ zadaqi (3.1), a takße uslovie ravnomernoæ ograniqennosti (2.8) vytekaet iz predpoloßeniæ na tenzor A^h_ε i pravu¸ qast~ f^{ε,h} v silu neravenstva Korna (1.4).

Pri izuqenii zadaqi (3.1) dopuskaem sluqaæ h ≡ 0. Togda

μ^0_ε = μ_ε, A^0 = A, A^0_ε = A_ε = A(^x_ε ).

Teorema 3.2. Pust~ f^{ε,h}(x) ⇀ f(x) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^2. Togda dlØ re-

xeniæ zadaqi (8.1) imeet mesto shodimost~ (2.18), gde predel~naØ funkciØ u(x) est~ rexenie zadaqi (1.6).

Pust~ f^{ε,h}(x) → f(x) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^2, (3.2)

togda i shodimost~ rexeniæ budet sil~noæ, pri fftom imeet mesto shodimost~ uprugih ffnergiæ (2.21).

Pust~ u(x) ∈ C^2(Ω)^2, togda imeet mesto shodimost~ s korrektorom vida (2.25).

Dokazatel~stvo. Bez poteri obwnosti sqitaem, qto u^{ε,h}(x) ⇀

u(x) v L^2(Ω, dμ^h_ε )^2, priqem u(x) ∈ H^1_0 (Ω)^2 (sm. teoremu 2.1). Zapi-

xem zadaqu (3.1) v rezol~ventnoæ forme (2.15), a imenno u^{ε,h} ∈ H^{ε,h} : ∫ Ω (A^h_ε e(u^{ε,h}) · e(φ) + u^{ε,h} · φ)dμ^h_ε = ∫ Ω g^{ε,h} · φdμ^h_ε , gde g^{ε,h} = u^{ε,h} + f^{ε,h} i H^{ε,h} = H^1_0 (Ω)^2 v silu sostavnoæ struktury mery μ^h iz (1.1). Poskol~ku g^{ε,h}(x) ⇀ g(x) = u(x) + f(x), to po teoreme 2.2 predel~naØ funkciØ u est~ rexenie usrednennoæ zadaqi (2.16) s pravoæ qast~¸ g, a znaqit, i zadaqi (1.6). �tim isqerpan sluqaæ slaboæ shodimosti pravyh qasteæ.

V predpoloßenii (3.2) shodimost~ ffnergiæ ustanavlivaetsØ tak ße, kak v teoreme 2.2. Dokaßem sil~nu¸ shodimost~ rexeniæ. DlØ fftogo rassmotrim vtoroæ variant zadaqi (3.1)

v^{ε,h} ∈ H^1_0 (Ω)^2, ∫ Ω A^ε_he(v^{ε,h}) · e(φ)dμ^h_ε = ∫ Ω z^{ε,h} · φdμ^h_ε ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω), (3.3) gde v pravoæ qasti stoit proizvol~naØ vektor-funkciØ z^{ε,h} ⇀ z. Togda v^{ε,h} ⇀ v, gde v – rexenie usrednennogo uravneniØ (1.6) s pravoæ qast~¸ z.

OB USREDNENII ZADAQ 133 PolagaØ v (3.4) φ = u^{ε,h}, a v (3.1) φ = v^{ε,h}, poluqaem po formule Grina–Betti ravenstvo ∫ Ω u^{ε,h} · z^{ε,h}dμ^h_ε = ∫ Ω f^{ε,h} · v^{ε,h}dμ^h_ε , pravaØ qast~ kotorogo po opredeleni¸ sil~noæ shodimosti (f^{ε,h} −→ f, v^{ε,h} ⇀ v) shoditsØ k ∫ Ω f · v dx = ∫ Ω u · z dx. Poslednee ravenstvo vyvoditsØ iz integral~nogo toßdestva dlØ predel~nyh funkciæ u, v. V rezul~tate ∫ Ω u^{ε,h} · z^{ε,h}dμ^h_ε → ∫ Ω u · z dx, qto v silu proizvol~nocti z^{ε,h} ⇀ z oznaqaet iskomu¸ sil~nu¸ shodimost~ rexeniæ.

Shodimosti s korrektorom dlØ rexeniØ u^{ε,h} vyteka¸t iz teoremy 2.3 i neravenstva Korna (4.1) (sm. §4). Teorema dokazana.

4. Nekotorye neravenstva dlØ sostavnyh mer i sledstviØ iz nih 4.1. Rassmotrim mery λ^h, μ^h, λ^h_ε , μ^h_ε iz §1.

Lemma 4.1. 1^∘. DlØ periodiqeskih funkciæ ime¸t mesto ravno-

mernye po h ¿ 0 neravenstva Korna i Puankare ∫ Y |u|^2dμ^h 6 C_1 ∫ Y |e(u)|^2dx, u ∈ C^∞_{per}(Y )^2, ∫ Y udμ^h = 0, (4.1) ∫ Y v^2dμ^h 6 C_2 ∫ Y |∇v|^2dx, v ∈ C^∞_{per}(Y ), ∫ Y vdμ^h = 0, (4.2)

gde konstanty C_1, C_2 zavisØt lix~ ot geometrii setki F .

2^∘. DlØ finitnyh funkciæ ime¸t mesto ravnomernye po h ¿ 0 neravenstva Korna (1.4) i Fridrihsa ∫ Ω v^2dμ^h_ε 6 C ∫ Ω |∇v|^2dx, v ∈ C^∞_0 (Ω), (4.3)

134 S. E. PASTUHOVA

a takße neravenstvo ∫ R2^{v2dλhε 6 C0} ∫ R2^{(v2 + ε2|∇v|2)dx, v ∈ C∞0 (R2), (4.4)} gde h ¿ 0, konstanta C zavisit ot geometrii setki F i diametra oblasti Ω, a konstanta C_0 – lix~ ot geometrii setki F .

Dokazatel~stvo. 1^∘. Dokaßem neravenstva (4.1), (4.2) dlØ h > 0.

Iz ravnomernogo (po h) neravenstva dlØ prØmougol~nika Π =

(0, a) × (0, b), v kotorom vydelena polosa Π^h = (0, h) × (0, b), 1 h ∫ Π^h

φ^2 dx 6 c_1 ∫ Π (φ^2 + |∇φ|^2) dx, φ ∈ C^∞(Π), c_1 = const(Π), (4.5) a takße obyqnogo neravenstva Puankare ∫ Y φ^2 dx 6 c_2 ∫ Y |∇φ|^2 dx, φ ∈ C^∞_{per}(Y ), ∫ Y φ dx = 0, vyvodim ∫ Y φ^2 dμ^h 6 C ∫ Y |∇φ|^2 dx, φ ∈ C^∞_{per}(Y ), ∫ Y φ dx = 0. PolagaØ φ = v − m, m = ∫ Y vdx, poluqaem ∫ Y (v − m)^2dμ^h 6 C ∫ Y |∇v|^2dx, v ∈ C^∞_{per}(Y ). Ots¸da sleduet neravenstvo Puankare (4.2) dlØ skalØrnyh funkciæ.

Sledovatel~no, dlØ vektor-funkciæ imeem neravenstvo ∫ Y |u|^2dμ^h 6 C ∫ Y |∇u|^2dx, u ∈ C^∞_{per}(Y )^2, ∫ Y udμ^h = 0, iz kotorogo, ispol~zuØ obyqnoe neravenstvo Korna dlØ mery Lebega ∫ Y |∇u|^2dx 6 2 ∫ Y |e(u)|^2dx, u ∈ C^∞_{per}(Y )^2,

OB USREDNENII ZADAQ 135 vyvodim (4.1).

Pri h = 0 i μ^0 = μ, vmesto (4.5) ispol~zuem neravenstvo dlØ sleda∫ Y φ^2dλ 6 C ∫ Y (φ^2 + |∇φ|^2)dx, φ ∈ C^∞(Y ), C = const(F ), (4.6)

a v ostal~nom dokazatel~stvo neravenstv (4.1), (4.2) takoe ße, kak pri h > 0.

2^∘. V sluqae h > 0, ishodØ iz (4.5), moßno dokazat~ neraven-

stvo∫ Y φ^2dλ^h 6 C_0 ∫ Y (φ^2 + |∇φ|^2)dx, φ ∈ C^∞(Y ), C_0 = const(F ),

kotoroe posle gomotetiqnogo sßatiØ perehodit v neravenstvo dlØ kvadrata εY ∫ εY φ^2dλ^h_ε 6 C_0 ∫ εY (φ^2 + ε^2|∇φ|^2)dx, φ ∈ C^∞(εY ). Ots¸da, razbivaØ ploskost~ na nepereseka¸wiesØ poluotkrytye kvadraty R^2 = ⋃ i εY_i, poluqaem neravenstvo (4.4): ∫ R2^{v2dλhε =} ∑ i ∫ εY_i v^2dλ^h_ε 6 C_0 ∑ i ∫ εY_i (v^2 + ε^2|∇v|^2)dx 6

C_0 ∫ R2^{(v2 + ε2|∇v|2)dx.} Iz (4.4), ispol~zuØ neravenstvo Fridrihsa ∫ Ω v^2dx 6 C ∫ Ω |∇v|^2dx, v ∈ C^∞_0 (Ω), C = const(Ω),

vyvodim neravenstvo (4.3), iz kotorogo sleduet (1.4) po neravenstvu Korna ∫ Ω |∇u|^2dx 6 2 ∫ Ω |e(u)|^2dx, u ∈ C^∞_0 (Ω)^2, (4.7)

V sluqae h = 0 dokazatel~stvo privedennyh neravenstv ishodit iz ocenki (4.6). Lemma dokazana.

136 S. E. PASTUHOVA

4.2. Dokaßem s pomow~¸ neravenstva (4.4) nekotorye specifiqeskie svoæstva shodimosti v prostranstve L^2(Ω, dμ^h_ε ) s sostavnoæ meroæ μ^h_ε .

Lemma 4.2. Imeet mesto shodimost~ lim_{ε⇀∞} ∫ Ω v^2dλ^h_ε = ∫ Ω v^2dx, v ∈ H^1_0 (Ω). (4.8)

Dokazatel~stvo. DlØ v ∈ C^∞_0 (Ω) ravenstva (4.8) sleduet iz slaboæ shodimosti mer dλ^h_ε ⇀ dx. DlØ proizvol~noæ v ∈ H^1_0 (Ω) imeem ocenku | | ∫ Ω v^2dλ^h_ε − ∫ Ω v^2dx | | 6 ∫ Ω |v − v_δ|^2dλ^h_ε + | | ∫ Ω v^2_δ dλ^h_ε − ∫ Ω v^2_δ dx | | + | | ∫ Ω v^2_δ dx − ∫ Ω v^2dx | |, v kotoroæ ispol~zuem

v_δ ∈ C^∞_0 (Ω), |v − v_δ |^2_H1_{(Ω)} < δ, (4.9)

i, znaqit v silu (4.4) ∫ Ω |v − v_δ |^2dλ^h_ε < C_0δ. Pofftomu

lim sup ε→0 | | ∫ Ω v^2dλ^h_ε − ∫ Ω v^2dx | | 6 Cδ gde δ – l¸boe, a konstanta C ne zavisit ot δ. Ots¸da sleduet formula (4.8). Lemma dokazana.

Teorema 4.3. Esli posledovatel~nost~ vε ∈ H^1_0 (Ω) takova, qto

v_ε ⇀ v v H^1_0 (Ω), v_ε → v v L^2(Ω), (4.10) to v_ε → v v L^2(Ω, dλ^h_ε ), v_ε → v v L^2(Ω, dμ^h_ε ), (4.11)

OB USREDNENII ZADAQ 137

Dokazatel~stvo. Soglasno kriteri¸ sil~noæ shodimosti v

L^2(Ω, dμ^h_ε ) i svoæstvu polunepreryvnosti snizu (sm.§2) dlØ doka-

zatel~stva shodimosti (4.11)_1 ((4.11)_2 sleduet iz (4.11)_1 i (4.10)_2) dostatoqno pokazat~, qto

lim_{ε→0} ∫ Ω v_εφdλ^h_ε = ∫ Ω vφdx ∀φ ∈ C^∞_0 (Ω), lim_{ε→0} ∫ Y |v_ε|^2dλ^h_ε 6 ∫ Y u^2dx. (4.12) DlØ v_δ iz (4.9) imeet mesto predstavlenie ∫ Ω v_εφdλ^h_ε − ∫ Ω vφdx = ∫ Ω (v_ε − v)φdλ^h_ε + ∫ Ω (v − v_δ)φdλ^h_ε + (∫ Ω v_δφdλ^h_ε − ∫ Ω v_δφdx ) + ∫ Ω (v_δ − v)φdx. V posledneæ summe vtoroe i qetvertoe slagaemoe moßno ocenit~, ispol~zuØ (4.9)_2 i (4.4): | | ∫ Ω (v − v_δ)φdλ^h_ε | | 6 Cφδ,^|^∫_Ω (vδ − v)φdx^| 6 Cφδ, a predely pri ε → 0 ot pervogo i tret~ego slagaemyh ravny nul¸, tak kak pri ε → 0 ∫ Ω |v_ε − v|^2dλ^h_ε 6 C_0 ∫ Ω ( |v_ε − v|^2 + ε^2|∇(v_ε − v|^2 ) dx =

C_0 ∫ Ω |v_ε − v|^2dx + O(ε^2) = o(1), (4.13)

v silu (4.4) i (4.10), ∫ Ω v_δ φdλ^h_ε → ∫ Ω v_δ φdx, vsledstvie shodimosti mer dλ^h_ε ⇀ dx.

Pofftomu

lim sup ε→0 (∫ Ω v_εφdλ^h_ε − ∫ Ω vφdx ) 6 Cφδ, ots¸da v silu proizvol~nosti δ vytekaet (4.12)_1.

138 S. E. PASTUHOVA

Shodimost~ (4.12)_2 sleduet iz (4.13) i (4.8):

lim_{ε→0} ∫ Ω |v_ε|^2dλ^h_ε 6 lim_{ε→0} ∫ Ω |v_ε − v|^2dλ^h_ε + lim_{ε→0} ∫ Ω v^2dλ^h_ε = ∫ Ω v^2dx. Teorema dokazana.

Teorema 4.4 (Princip kompaktnosti). 1^∘. Posledovatel~nost~

funkciæ v^{ε,h} ∈ C^∞_0 (Ω), takih qto

v^{ε,h}, ∇v^{ε,h} ograniqeny v L^2(Ω, dx), (4.14)

kompaktna v smysle sil~noæ shodimosti v L^2(Ω, dμ^h_ε ).

2^∘. Posledovatel~nost~ vektor-funkciæ u^{ε,h} ∈ C^∞_0 (Ω)^2, takih qto u^{ε,h}, e(u^{ε,h}) ograniqeny v L^2(Ω, dx), (4.15)

kompaktna v smysle sil~noæ shodimosti v L^2(Ω, dμ^h_ε )^2.

Prostym sledstviem iz teoremy 4.3 ØvlØetsØ pervoe utverßdenie fftoæ teoremy. Iz nego vytekaet vtoroe utverßdenie, poskol~ku v silu neravenstva Korna (4.7) uslovie (4.15) vleqet uslovie (4.14) dlØ kaßdoæ komponenty vektora u^{ε,h}. Lemma 4.5. Esli v (4.8) ili (4.10) zamenit~ H^1_0 (Ω) na H^1(Ω), to

utverßdeniØ lemmy 4.2 i teoremy 4.3 ostanutsØ v sile.

Dokazatel~stvo. Iz slaboæ shodimosti mer dμ^h_ε ⇀ dx (sm. opredelenie v §1) sleduet shodimost~ [8, lemma 1.1]

lim_{ε→0} ∫ Ω φdμ^h_ε = ∫ Ω φ dx φ ∈ C(Ω). Ots¸da Øsno, qto dlØ vyvoda (4.8) v sluqae v ∈ H^1(Ω) rassmatrivaem v (4.9) v_δ ∈ C^∞(Ω) i v ostal~nom povtorØm preßnee dokazatel~stvo. Lemma dokazana.

Lemma 4.6. Esli v ∈ H^1(Ω), to v → v v L^2(Ω, dμ^h_ε ).

Esli v_ε → v v L^2(Ω, dμ^h_ε ), v ∈ H^1(Ω), to lim_{ε→0} ∫ Ω |v_ε − v|^2dμ^h_ε = 0. Dokazatel~stvo. DlØ vyvoda pervogo utverßdeniØ voz~mem vε = v i vospol~zuemsØ lemmoæ 4.5. DlØ vyvoda vtorogo utverßdeniØ zametim shodimost~ (v_ε − v) → 0 v L^2(Ω, dμ^h_ε ), kotoraØ po kriteri¸ sil~noæ shodimosti vleqet iskomoe sootnoxenie.

OB USREDNENII ZADAQ 139 V zakl¸qenie fftogo paragrafa, raspolagaØ, nakonec, neobhodimymi svoæstvami L^2-prostranstv s sostavnoæ meroæ, dadim vyvod osnovnoæ dlØ nas teoremy 1.1, a takße proverku approksimativnyh usloviæ dlØ sostavnoæ mery, vypolnenie kotoryh predpolagalos~ ranee v §3.

Dokazatel~stvo teoremy 1.1. Poskol~ku f ∈ C^∞(Ω)^2, to f^{ε,h} ≡

f → f v L^2(Ω, dμ^h_ε )^2 (sm. lemmu 4.6). Ots¸da, po teoreme 3.2, po-

luqaem shodimost~ ffnergiæ (1.8), a takße sil~nu¸ shodimost~ rexeniæ. PoslednØØ po lemme 4.6 vleqet (1.7). Teorema 1.1 dokazana.

Proverka approksimativnyh usloviæ dlØ sostavnoæ mery v obwem sluqae osnovana na teoreme 2.8. V dannoæ situacii vypolneny uslovie (2.2), a takße neravenstvo Korna (2.22) (sm. bolee toqnoe neravenstvo (4.1)). Vozmoßnost~ predel~nogo perehoda v H_{per}(Y, dμ^h) (sm. opredelenie 2.4) vytekaet iz vozmoßnosti predel~nogo perehoda v H_{per}(Y, dλ^h), qto v svo¸ oqered~ moßno vyvesti po teoreme 2.7 iz approksimativnyh usloviæ dlØ mery

λ^h (sm. ih proverku v [12]).

5. O shodimosti spektra

Zadaqi (3.1) i (1.6) moßno zapisat~ v operatornoæ forme

A^εu^ε = f^ε, Au = f, gde A^ε = A^{ε,h}, f^ε = f^{ε,h} pri h = h(ε), A^ε, A

– neotricatel~nye samosoprØßennye operatory v gil~bertovyh prostranstvah H_ε = L^2(Ω, dμ^h_ε )^2 i H = L^2(Ω, dx)^2 sootvetstvenno,

A^ε i A ime¸t kompaktnu¸ rezol~ventu.

Otmetim, qto H_ε – peremennoe prostranstvo, pofftomu neprimenimy obyqnye teoremy o spektral~nyh asimptotikah [16]. Samo opredelenie shodimosti v prostranstve H_ε trebuet pereosmysleniØ klassiqeskoæ teorii.

Dalee my rassmatrivaem obwu¸ situaci¸, v kotoru¸ vpisyvaetsØ nax konkretnyæ sluqaæ: formuliruemye niße usloviØ

(Γ_1)−(Γ_3) vypolneny dlØ operatorov zadaq (3.1), (1.6), soglasno

poluqennym ranee rezul~tatam.

Pust~ operator A^ε imeet kompaktnu¸ rezol~ventu pri ε < ε_0, t.e. ego spektr sostoit iz shodØweæsØ k ∞ posledovatel~nosti koneqnokratnyh sobstvennyh znaqeniæ

0 6 λ^ε_1 6 λ^ε_2 6 . . . → ∞,

{u^ε_i }^∞_{i=1} − ortonormirovannyæ bazis v H_ε, A^εu^ε_i = λ^i_εu^ε_i .

(5.1)

140 S. E. PASTUHOVA

DlØ ograniqennyh operatorov B_ε, B, deæstvu¸wih v prostranstve H_ε i H sootvetstvenno, takih qto lim sup_{ε→0} ||B_ε|| < ∞, sil~naØ shodimost~ B_ε → B oznaqaet: B_εu_ε → Bu v H_ε kak tol~- ko u_ε → u v H_ε.

Vvedem sledu¸wie usloviØ:

(Γ_1) (A^ε + λ)^{−1} → (A + λ)^{−1} ∀λ > 0;

(Γ_2) v prostranstve H_ε imeet mesto princip kompaktnosti, a

imenno

esli limsup_{ε→0} ((A^ε + 1)u_ε, u_ε)_ε < ∞, to ∃ε^′ : u^′_ε → u.

(Γ_3) A imeet kompaktnu¸ rezol~ventu.

Pust~ A^ε =^∞ ∫ 0 λdE_ε(λ), A =^∞ ∫ 0 λdE(λ) – spektral~nye razloße-

niØ operatorov A^ε, A.

Teorema 5.1. V predpoloßenii (Γ1), esli λ ne est~ sobstvennoe

znaqenie A, to E_ε(λ) → E(λ).

Teorema 5.2. Iz (Γ1) i (Γ2) sleduet shodimost~ po Hausdorfu SpA^ε −→ SpA: (H_1)∀λ ∈ SpA ∃λ_ε ∈ SpA_ε, takoe qto λ_ε → λ; (H_2) esli λ_ε ∈ SpA_ε, λ_ε → λ, λ < ∞, to λ ∈ SpA.

Teorema 5.1 i pervyæ punkt teoremy 5.2 dokazany v [17, §8] (daße v bolee obweæ situacii). Dokaßem vtoroæ punkt teoremy 5.2. V sootnoxeniØh dlØ sobstvennyh znaqeniæ λ_ε

A_εu_ε = λ_εu_ε, (u^ε, u^ε)_ε = 1

moßno sqitat~, qto u^ε → u (sleduet iz (Γ_2)). Posle perehoda k predelu (ispo~zuem (Γ_1) i svoæstvo sohraneniØ normy pri sil~- noæ shodimosti) Au = λu, (u, u) = 1, otkuda sleduet λ ∈ SpA, qto i trebovalos~ dokazat~. Teorema 5.3. V predpoloßenii (Γ1), esli λ ne est~ sobstvennoe

znaqenie A, to

dimE_ε(λ)H_ε ¿ dimE(λ)H ∀ε < ε_0. (5.2)

OB USREDNENII ZADAQ 141

Dokazatel~stvo. Pust~ u1, . . . , un – ortonormirovannaØ sistema v E(λ)H. DlØ l¸bogo i suwestvuet û^ε_i ∈ H_ε, takoæ qto û^ε_i → u_i. Pust~ u^ε_i = E_ε(λ)û^ε_i , togda po teoreme 5.1

(u^ε_i , u^ε_j)_ε = (E_ε(λ)û^ε_i , û^ε_j)_ε → (E(λ)u_i, u_j) = (u_i, u_j) = δ_{ij},

i, znaqit, matrica Gramma vektorov u^ε_1, . . . , u^ε_n nevyroßdenna pri ε dostatoqno malyh, tak kak det||(u^ε_i , u^ε_j)_ε||^n_{i,j=1} → 1. Sledovatel~- no, u^ε_i , . . . , u^ε_n – lineæno nezavisimy i neravenstvo (5.2) vypolneno. Teorema dokazana.

Teorema 5.4. V predpoloßenii (Γ1), (Γ2), esli λ ne ØvlØetsØ sob-

stvennym znaqeniem A, to

dim E_ε(λ)H_ε 6 dim E(λ)H ∀ε < ε_0. (5.3)

Dokaza~el~stvo. VzØv proizvol~noe λ, sqitaem, qto

dim E(λ)H = n < ∞, (5.4)

(v sluqae dim E(λ)H = ∞ dokazyvat~ neqego.) Rassmotrim sistemy vektorov u_1, . . . , u_n i u^ε_1, . . . , u^ε_n iz dokazatel~stva teoremy 5.3, pri fftom pervaØ iz nih – bazis v prostranstve E(λ)H. Predpoloßiv, qto (5.3) neverno, naædem podposledovatel~nost~

ε^′ ⊂ ε, taku¸ qto pri ε = ε^′ → 0 dim E_ε(λ)H_ε > n i suwe-

stvuet u^ε ∈ E_ε(λ)H_ε so sledu¸wimi svoæstvami: (u^ε, u^ε_i )_ε = 0, i = 1, . . . , n, ||u^ε||_ε = 1, A^εu^ε = λ^εu^ε, λ^ε 6 λ. V silu (Γ_1), (Γ_2) po nekotoroæ podposledovatel~nosti u^ε → u, priqem Au = λ̄u, λ̄ 6 λ, ||u|| = 1, (u, u_i) = 0, i = 1, . . . , n, otkuda sleduet dim E(λ)H ¿ n + 1, qto protivoreqit (5.4). Znaqit, neravenstvo (5.3) verno i teorema dokazana.

Iz teorem 5.3 i 5.4 vytekaet

Teorema 5.5. V predpoloßenii (Γ1), (Γ2), esli λ ne est~ sob-

stvennoe znaqenie A, to

dim E_ε(λ)H_ε = dim E(λ)H, ε 6 ε_0. (5.5)

Teorema 5.6. Pust~ λ – sobstvennoe znaqenie kratnosti r ope-

ratora A i v intervale I = (−δ + λ, λ + δ) net drugih sobstvennyh

142 S. E. PASTUHOVA

znaqeniæ operatora A. Togda dlØ dostatoqno malyh ε v intervale I soderßitsØ rovno r sobstvennyh znaqeniæ operatora A^ε s uqetom ih kratnosti.

Pust~ P_ε(λ) = E_ε(λ + δ) − E_ε(λ − δ), P (λ) = E(λ + δ) − E(λ − δ). Po predpoloßeni¸ P_ε(λ) → P (λ) (sm. teoremu 5.1). DlØ dokazatel~stva teoremy 5.6 dostatoqno proverit~ sootnoxenie

dim P_ε(λ)H_ε = dim P (λ)H. No ono sleduet iz analogiqnyh (5.2)

i (5.3) neravenstv.

Esli operator A imeet kompaktnu¸ rezol~ventu, to ego spektr sostoit iz shodØweæsØ k ∞ posledovatel~nosti koneqnokratnyh sobstvennyh znaqeniæ 0 6 λ1 6 λ2 6 . . . → ∞, {u_i}^∞_{i=1} − ortonormirovannyæ bazis v H, Au_i = λ_iu_i. (5.6)

Dalee N (λ) – podprostranstvo sobstvennyh vektorov s sobstvennym znaqeniem λ ∈ Sp(A).

Teorema 5.7. Pust~ vypolneny usloviØ (Γ1)-(Γ3). Togda (sm.

(5.1), (5.6)) sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye vektory operatorov A^ε i A svØzany sootnoxeniØmi:

(i) λ^ε_k → λ_k pri ε → 0, k = 1, 2, . . .;

(ii) ∃ε^′ ⊂ ε : u^ε0_k → U_k ∈ N (λ_k), ||U_k|| = 1, k = 1, 2, . . .; (iii) u^ε_k → u_k, esli λ_k – nekratnoe sobstvennoe znaqenie.

Dokazatel~stvo. DlØ fiksirovannogo k rassmotrim posledovatel~nost~ λ̂_1 < λ̂_2 < . . . < λ̂_j = λ_k iz vseh razliqnyh sobstvennyh znaqeniæ operatora A, ne prevoshodØwih λ_k, pri fftom r_i – kratnost~ λ̂_i, r_1 + . . . + r_j = m ¿ k. Vyberem nepereseka¸wiesØ intervaly I_1, . . . , I_j, soderßawie po odnoæ toqke λ̂_i. Po teoreme 5.6 pri dostatoqno malyh ε m pervyh sobstvennyh znaqeniæ λ^ε_1, . . . , λ^ε_m popada¸t posledovatel~no v intervaly I_1, . . . , I_j v sootvetstvii s kratnostØmi r_1, . . . , r_j. StØgivaØ interval I_i k toqke λ̂_i, poluqaem shodimost~ λ^ε_i → λ_i, i = 1, . . ., m. V qastnosti, λ^ε_k → λ_k. Utverßdenie (i) dokazano. Iz nego v silu (Γ_1), (Γ_2) sleduet (ii).

Rassmotrim sluqaæ nekratnogo λ_k. Togda dlØ podposledovatel~nosti ε^′ iz punkta (ii) U_k = ±u_k, tak kak ‖U_k‖ = ‖u_k‖ = 1,

dimN (λ_k) = 1. NaædetsØ posledovatel~nost~ U^ε_k , U^ε_k → U_k, dlØ

kotoroæ (u^ε0_k , U^ε0_k )_ε0 ¿ 0. Togda v predele (u_k, U_k) ¿ 0 i znaqit

U_k = u_k, Ots¸da sleduet utverßdenie (iii). Teorema dokazana.

OB USREDNENII ZADAQ 143

Literatura

1. V. V. ȷikov, S. E. Pastuhova, Usrednenie zadaq teorii uprugosti na periodiqeskih setkah kritiqeskoæ tolwiny. — Doklady RAN 385, No. 5 (2002), 590–595.

2. V. V. ȷikov, S. E. Pastuhova, Usrednenie zadaq teorii uprugosti na periodiqeskih setkah kritiqeskoæ tolwiny. — Matem. sb. 194, No. 5 (2003), 61–95.

3. S. E. Pastuhova, Usrednenie zadaq teorii uprugosti na periodiqeskih Øwiqnyh strukturah kritiqeskoæ tolwiny. — Doklady RAN 387, No. 4 (2002), 447–451.

4. S. E. Pastuhova, Usrednenie zadaq teorii uprugosti na periodiqeskih sterßnevyh karkasah kritiqeskoæ tolwiny. — Doklady RAN 394, No. 1 (2004), 26–31.

5. S. E. Pastuhova, Usrednenie zadaq teorii uprugosti na periodiqeskih Øwiqnyh i sterßnevyh karkasah kritiqeskoæ tolwiny. — SovremennaØ matematika i ee priloßeniØ. 12 (2004), 51–98.

6. V. V. ȷikov, Ob odnom rasxirenii i primenenii metoda dvuhmasxtabnoæ shodimosti. — Matem. sb. 191, No. 2 (2000), 31–72.

7. V. V. ȷikov, Usrednenie zadaq teorii uprugosti na singulØrnyh strukturah. — IzvestiØ RAN. SeriØ matem. 66, No. 2 (2002), 81–148.

8. V. V. ȷikov, O dvuhmasxtabnoæ shodimosti. — Trudy seminara imeni I. G.Petrovskogo 23 (2003), 149–187.

9. G. Nguetseng, A general convergence result for a functional related to the theory

of gomogenization. — SIAM J. Math. Anal. 20, No. 5 (1989), 608–623.

10. G. Allaire, Homogenization and two-scale convergence. — SIAM J. Math. Anal.

23, No. 5 (1992), 1482–1518.

11. S. E. Pastuhova, Usrednenie zadaq teorii uprugosti dlØ periodiqeskoæ sostavnoæ struktury. – Doklady RAN 395, No. 3 (2004), 316–321.

12. S. E. Pastuhova, Ob approksimativnyh svoæstvah sobolevskih prostranstv teorii uprugosti na tonkih sterßnevyh strukturah. — SovremennaØ matematika i ee priloßeniØ 12 (2004), 99–106.

13. V. V. ȷikov, K tehnike usredneniØ variacionnyh zadaq. — Funkc. analiz i ego priloßeniØ 33, vyp. 1 (1999), 14–29.

14. V. V. ȷikov, O vesovyh sobolevskih prostranstvah. Matem. sb. 189, No.

8 (1998), 27–58.

15. V. V. Zhikov, Note on Sobolev space. — Contemporary Mathematics and Its Ap-

plications 10 (2003), 54–58

16. T.Kato, TeoriØ vozmuweniæ lineænyh operatorov. M. Mir, 1979. 17. S. E. Pastuhova, O shodimosti giperboliqeskih polugrupp v peremennom gil~bertovom prostranstve. — Trudy seminara imeni I. G. Petrovskogo 24 (2004), 216–241.

Pastukhova S. E. About homogenization of elasticity problems on combined structures.

We study elasticity problems in the plane (space) reinforced with periodic thin network (box structure). This highly contrasting medium de-

144 S. E. PASTUHOVA pends on two small related parameters ε and h controlling size of periodicity cell and thickness of reinforcement. For combined structures we prove classical homogenization principle the same for any interrelation between parameters ε and h that is quite contrary to the case of thin structures. We use method of 2-scale convergence with respect to variable measure natural to combined structures.

Postupilo 23 sentØbrØ 2004 g. Moskovskiæ institut radiotehniki, fflektroniki i avtomatiki

E-mail: leonowmw@cs.msu.su