Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 310, 2004 g.

V. G. Osmolovskiæ

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV OT RAZMEROV OBLASTI 1. Vvedenie. Predpoloßim, qto dvuhfazovaØ uprugaØ sreda, za-

nima¸waØ ograniqennu¸ oblast~ Ω ⊂ R^m, opisyvaetsØ kvadratiqnymi plotnostØmi ffnergii (po povtorØ¸wimsØ indeksam predpolagaetsØ summirovanie ot 1 do m)

F^±(M ) = a^±_{ijkl}(e(M ) − ζ^±)_{ij}(e(M ) − ζ^±)_{kl}, (1.1)

gde kofffficienty a^±_{ijkl}, harakterizu¸wie uprugie svoæstva sredy kaßdoæ iz faz, postoØnny v oblasti Ω i udovletvorØ¸t standartnym usloviØm simmetrii i poloßitel~noæ opredelennosti a^±_{ijkl} = a^±_{klij} = a^±_{jikl} = a^±_{ijlk}, a^±_{ijkl}ζ_{ij}ζ_{kl} > δ|ζ|^2. (1.2) V poslednem neravenstve δ > 0, ζ ∈ R^{m×m}_s – prostranstvu simmetriqnyh m × m-matric, a |ζ| – norma v prostranstve R^{m×m}_s , soglasovannaØ so skalØrnym proizvedeniem Gil~berta–Xmidta ⟨α, β⟩ = tr αβ, α, β ∈ R^{m×m}_s . (1.3) Tenzory ζ^± ∈ R^{m×m}_s nazyva¸tsØ tenzorami ostatoqnoæ deformacii, e(M ) =^1_2 (M + M^∗) dlØ l¸boæ m × m matricy M .

Soglasno modeli teorii fazovyh perehodov, izloßennoæ, naprimer, v [1], funkcional ffnergii deformacii dvuhfazovoæ uprugoæ sredy opredelØetsØ ravenstvom I[u, χ, μ] = ∫ Ω {χ(x)(F^+(∇u(x)) + μ) + (1 − χ(x))F^−(∇u(x))} dx+

+ σ ∫ Ω |Dχ|, (1.4)

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 02-01-00276. 98

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 99 gde m-mernaØ vektor-funkciØ u(x) = (u^1(x), . . . , u^m(x)) ØvlØetsØ polem smeweniæ, (∇u)_{ij} = u^i_{xj} , harakteristiqeskaØ funkciØ χ(x) opisyvaet mnoßestvo, zanimaemoe fazoæ s indeksom +, qislo μ zadaet temperaturu (postoØnnu¸ vdol~ vseæ oblasti) dvuhfazovoæ uprugoæ sredy, a qislo σ > 0 nazyvaetsØ kofffficientom poverhnostnogo natØßeniØ.

Funkcional (1.4) opredelim na parah

u ∈ W^1_2 (Ω, R^m),

χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ

(1.5)

v sluqae σ = 0 i na parah

u ∈ W^1_2 (Ω, R^m), harakteristiqeskaØ funkciØ χ ∈ BV (Ω) (1.6)

v sluqae σ > 0. Poslednee vkl¸qenie oznaqaet, qto ∫ Ω |Dχ| ≡ sup h∈C10 (Ω,R^m), |h(x)|61 ∫ Ω χ(x) div h(x) dx < ∞. Veliqina ∫ Ω |Dχ| nazyvaetsØ perimetrom nositelØ χ i v sluqae gladkoæ granicy razdela faz sovpadaet s ee plowad~¸. Poslednee slagaemoe v pravoæ qasti (1.4) pri σ > 0 opisyvaet poverhnostnu¸ ffnergi¸ granicy razdela faz.

Pri naliqii teh ili inyh graniqnyh usloviæ na pole smeweniæ, funkciØ u(x) budet prinadleßat~ bolee uzkomu mnoßestvu, qem prostranstvo W^1_2 (Ω, R^m).

SostoØniem ravnovesiØ dvuhfazovoæ uprugoæ sredy nazyvaetsØ para ^u, ^χ, dostavlØ¸waØ funkcionalu (1.4) global~nyæ mimnimum na oblasti ego opredeleniØ. SostoØnie ravnovesiØ nazyvaetsØ odnofazovym, esli ^χ ≡ 0 ili ^χ ≡ 1 i dvuhfazovym v protivnom sluqae.

Estestvenno oßidat~ suwestvovanie takih qisel t_±(σ), −∞ < t_−(σ) 6 t_+(σ) < ∞, qto pri μ < t_−(σ) funkciØ ^χ ≡ 1, pri μ > t_+ (σ) funkciØ ^χ ≡ 0, a pri μ ∈ (t_−(σ), t_+ (σ)) funkciØ ^χ ne toßdestvenna ni nul¸, ni edinice. Krome togo, pri dostatoqno bol~xih σ qisla t_−(σ) i t_+ (σ) sovpada¸t, poskol~ku pri bol~xih σ naliqie meßfazovyh granic ffnergetiqeski nevygodno. Temperatury t_±(σ) nazovem temperaturami fazovyh perehodov. V tom sluqae, esli funkcional ffnergii zavisit ot dopolnitel~nyh parametrov, priroda kotoryh budet rassmotrena niße, qisla t_± budut funkciØmi σ i fftih parametrov.

100 V. G. OSMOLOVSKI`

Pervoe i vtoroe slagaemye v funkcionale (1.4) po-raznomu vedut sebØ pri izmenenii masxtaba oblasti Ω. Deæstvitel~no, pust~ Ω_λ = {λx : x ∈ Ω}, λ ∈ (0, ∞), ~u(y) = λu(x), ~χ(y) = χ(x), ~h(y) = h(x), y = λx, y ∈ Ω_λ, x ∈ Ω. (1.7)

Togda ~u^i_{yj} (y) = u^i_{xj} (x), ~h^i_{yi} (y) = h^i_{xi} (x)λ^{−1}. Poskol~ku ∫ Ωλ ~χ(y)~h^i_{yi} (y) dy = λ^{m−1} ∫ Ω χ(x)h^i_{xi} dx, spravedlivo ravenstvo ∫ Ωλ |D ~χ| = λ^{m−1} ∫ Ω |Dχ|. Sledovatel~no, ukazyvaØ sredi argumentov funkcionala oblast~ integrirovaniØ, poluqaem I[~u, ~χ, μ, σ, Ω_λ] = λ^mI[u, χ, μ, σ λ , Ω]. (1.8)

Iz ravenstva (1.8) sleduet, qto zadaqa po opredeleni¸ sostoØniØ ravnovesiØ v oblasti Ω_λ s temperaturoæ μ i kofffficientom poverhnostnogo natØßeniØ σ svoditsØ k takoæ ße zadaqe v oblasti Ω s toæ ße temperaturoæ, no s kofffficientom poverhnostnogo natØßeniØ σλ^{−1}. �ti rassußdeniØ pokazyva¸t, qto temperatury fazovyh perehodov pri σ > 0 mogut zaviset~ ne tol~ko ot harakteristik uprugoæ sredy (qisel a^±_{ijkl}, ζ^±_{ij} , σ), no i ot razmerov oblasti. OkazyvaetsØ, qto na spravedlivost~ fftih pravdopodobnyh rassußdeniæ opredelennu¸ korrekci¸ okazyva¸t graniqnye usloviØ.

V dannoæ rabote provedeny issledovaniØ zavisimosti temperatur fazovyh perehodov ot razmerov oblasti dlØ dvuh tipov graniqnyh usloviæ. V pervom sluqae granica oblasti podverßena gidrostatiqeskomu davleni¸ p, vo vtorom – na granice oblasti fiksirovano nulevoe pole smeweniæ.

DlØ pervogo sluqaØ qisla t_± = t_±(p) (zavisimost~ ot a^±_{ijkl} i ζ^± Øvno ne ukazana) naædeny v Øvnom vide. OkazyvaetsØ, qto

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 101

t_+ (p) = t_−(p) dlØ vseh p. Takim obrazom, v pervom sluqae temperatury fazovyh perehodov suwestvuet i ne zavisit ot oblasti, zanimaemoæ uprugoæ sredoæ.

Vo vtorom sluqae dlØ qastnogo vida plotnosteæ (1.1) dokazano suwestvovanie temperatur fazovyh perehodov t_± = t_±(σ, Ω) (zavisimost~ ot a^±_{ijkl} i ζ^± Øvno ne ukazana). Pri σ > 0 ustanovleno suwestvovanie takogo qisla λ_∗ = λ_∗(σ, Ω) ∈ (0, ∞), qto v Ω_λ pri fiksirovannom σ i vseh λ ∈ (0, λ_∗] qisla t_±(σ, Ω_λ) opredelØ¸tsØ lix~ harakteristikami uprugoæ sredy (kofffficientami a^±_{ijkl}, ζ^±_{ij} ), ne zavisØt ot λ i sovpada¸t drug s drugom. Takim obrazom, vo vtorom sluqae temperatury fazovyh perehodov peresta¸t zaviset~ ot oblasti Ω_λ, poluqennoæ iz oblasti Ω soglasno (1.7) s dostatoqno malym λ. Pri λ → ∞ temperatury t_±(σ, λ) stremØtsØ k koneqnym predelam, kotorye tak ße ne zavisØt ot oblasti Ω i opredelØ¸tsØ temi ße harakteristikami uprugoæ sredy. Pri σ = 0 temperatury t_±(0, λ) razliqny i ne zavisØt ot λ.

2. Formulirovka rezul~tatov. Predpoloßim, qto granica

oblasti ∂Ω ∈ C^1 i podverßena gidrostatiqeskomu davleni¸ p ∈ R^1. Togda funkcional (1.4) priobretaet dopolnitel~noe slagaemoe i zapisyvaetsØ v vide I[u, χ, μ, σ, p] = ∫ Ω {χ(F^+(∇u) + μ) + (1 − χ)F^−(∇u)} dx+

+ p ∫ ∂Ω u_n dS + σ ∫ Ω |Dχ|, (2.1) gde u_n – normal~naØ komponenta vektor-funkcii u na ∂Ω.

DlØ udobstva formulirovki utverßdeniØ vvedem lineænoe otobraßenie A : R^{m×m}_s → R^{m×m}_s po formule (A^±ζ)_{ij} = a^±_{ijkl}ζ_{kl}, ζ ∈ R^{m×m}_s . (2.2) Iz predpoloßeniæ (1.2) vytekaet simmetriØ i poloßitel~naØ opredelennost~ fftih otobraßeniæ otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ (1.3). Iz poloßitel~noæ opredelennosti A^± sleduet suwestvovanie obratnyh operatorov (A^±)^{−1}.

Vvedem funkci¸ μ(p) = p^2 4 tr[A^{−1}]I − p tr[ζ], (2.3)

102 V. G. OSMOLOVSKI` gde [α] = α^+ − α^− – skaqok veliqiny α, I – ediniqnaØ matrica v prostranstve R^m. S pomow~¸ funkcii (2.3) opredelim mnoßestva V_+ , V_−, V_= ⊂ R^2 V_+ = {μ, p : μ > μ(p)}, V_− = {μ, p : μ < μ(p_}, V_= = {μ, p : μ = μ(p)}. (2.4)

Poloßim ξ^±(p) = ζ^± − p 2 (A^±)^{−1}I. (2.5)

Teorema 1. Mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala

(2.1) zadaetsØ ravenstvom

a) pri μ, p ∈ V_+ ^χ(x) ≡ 0, ^u(x) = x_0 + Bx + ξ^−(p)x, b) pri μ, p ∈ V_− ^χ(x) ≡ 1, ^u(x) = x_0 + Bx + ξ^+ (p)x, c) pri μ, p ∈ V_= i σ > 0 mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ sostoit tol~ko iz par razdela a) i b), pri σ = 0 k k nim moßet dobavit~sØ dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ.

Zdes~ x_0 – proizvol~naØ toqka v prostranstve R^m, B – proizvol~naØ kososimmetriqeskaØ matrica (B^∗ = −B) v prostranstve R^m.

Iz teoremy 1 sleduet suwestvovanie temperatur fazovyh perehodov t_±, dlØ kotoryh spravedlivy ravenstva

t_± = t_±(p) = μ(p)

s funkcieæ μ(p) iz (2.3). Pofftomu temperatury fazovyh perehodov dlØ funkcionala (2.1) opredelØ¸tsØ tol~ko davleniem p i harakteristikami sredy (veliqinami a^±_{ijkl}, ζ^±), no ne zavisit ot oblasti Ω i σ.

Rassmotrim teper~ qastnyæ sluqaæ plotnosteæ ffnergii (1.1) a^±_{ijkl} = a 2 (δ_{ik}δ_{jl} + δ_{il}δ_{jk}) + bδ_{ij} δ_{kl}, ζ^±_{ij} = c^±δ_{ij} , a > 0, b > 0, c^± ∈ R^1, c^+ ≠ c^−,

(2.6)

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 103 dlØ kotoryh funkcii F^±(M ) primut vid

F^±(M ) = a tr(e(M ) − c^±I)^2 + b tr^2(e(M ) − c^±I). (2.7) Fiksiruem dvaßdy nepreryvno differenciruemu¸ funkci¸ p(x), x ∈ R^m so svoæstvom Δp(x) ≡ ν, gde ν – nekotoraØ konstanta. V ograniqennoæ oblasti Ω s dvaßdy nepreryvno differenciruemoæ graniceæ rassmotrim funkcional (1.4), (2.7) na sledu¸weæ oblasti opredeleniØ

u = v + ∇p, v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ

(2.9)

v sluqae σ = 0 i

u = v + ∇p, v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), harakteristiqeskaØ funkcmØ χ ∈ BV (Ω)

(2.10)

v sluqae σ > 0.

Vvedem funkcii

μ_+ (ν, σ, Ω) = 2ν[c](a + bm) − m[c^2](a + bm) + γ(σ, Ω), μ_−(ν, σ, Ω) = 2ν[c](a + bm) − m[c^2](a + bm) − γ(σ, Ω), σ > 0, ν ∈ R^1, (2.11)

gde nepreryvnaØ po σ funkciØ γ(σ, Ω) udovletvorØet usloviØm

γ(0, Ω) = γ_0 ≡ [c]^2 a + bm a + b , suwestvuet takoe σ_∗ = σ_∗(Ω) > 0, qto γ(σ, Ω) > 0, pri σ ∈ [0, σ_∗), γ(σ, Ω) = 0, pri σ > σ_∗, γ(., Ω) – strogo monotonno ubyvaet na intervale [0, σ_∗].

(2.12)

104 V. G. OSMOLOVSKI`

DlØ kaßdyh fiksirovannyh σ i Ω grafiki funkciæ μ_±(., σ, Ω) razbiva¸t ploskost~ parametrov μ, ν na zony V_>(σ, Ω) = {μ, ν : μ > μ_+(ν, σ, Ω}, V_<(σ, Ω) = {μ, ν : μ < μ_−(ν, σ, Ω)}, V^±_= (σ, Ω) = {μ, ν : μ = μ_±(ν, σ, Ω)}, V (σ, Ω) = {μ, ν : μ_−(ν, σ, Ω) < μ < μ_+(ν, σ, Ω)} (2.13)

Zametim, qto pri σ ∈ [0, σ_∗) vse zony (2.13) – nepustye mnoßestva, a pri σ > σ_∗

V (σ, Ω) = ∅, V^+_= (σ, Ω) = V^−_= (σ, Ω). (2.14)

Teorema 2. Suwestvuet takiØ funkciØ γ±(σ, Ω), udovletvorØ¸-

waØ usloviØm (2.12) pri nekotorom poloßitel~nom σ_∗ = σ_∗(Ω), qto v zonah (2.13) mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala (1.4) s plotnostØmi ffnergii (2.7) i oblast~¸ opredeleniØ (2.9), (2.10) zadaetsØ sledu¸wimi sootnoxeniØmi.

Esli σ ∈ [0, σ_∗), to pri μ, ν ∈ V_>(σ, Ω) mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ isqerpyvaetsØ paroæ ^u ≡ ∇p, ^χ ≡ 0,

pri μ, ν ∈ V_<(σ, Ω) mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ isqerpyvaetsØ paroæ ^u ≡ ∇p, ^χ ≡ 1,

pri μ, ν ∈ V (σ, Ω) suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ,

pri μ, ν ∈ V^±_= (σ, Ω) mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ sostoit iz sostoØniæ ravnovesiØ iz zon V_> i V_< sootvetstvenno i hotØ by odnogo dvuhfazovogo sostoØniØ ravnovesiØ, esli σ > 0.

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 105 Esli σ > σ_∗, to harakter sostoØniæ ravnovesiØ v zonah V_> i V_< sohranØetsØ, a v zone V^+_= = V^−_= suwestvu¸t tol~ko oba sostoØniØ ravnovesiØ iz zon V_> i V_<.

Esli σ = σ_∗, to harakter sostoØniæ ravnovesiØ v zonah V_> i V_< sohranØetsØ, a v zone V^+_= = V^−_= narØdu sostoØniæ ravnovesiØ iz zon V_>, V_< suwestvuet hotØ by odno dvuhfazovoe sotoØnie ravnovesiØ.

Fiksiruem ograniqennu¸ oblast~ Ω s dvaßdy nepreryvno differenciruemoæ graniceæ i rassmotrim zadaqu o fazovyh perehodah dlØ funkcionala (1.4) s plotnostØmi ffnergii (2.7). Budem sqitat~, qto pole smeweniæ na ∂Ω fiksirovano i ravno nul¸. Poslednee trebovanie udovletvorØetsØ pri p ≡ 0, qto privodit k ravenstvu ν = 0 i sootvetstvu¸wim izmeneniØm v oblasti opredeleniØ funkcionala (2.9), (2.10). Kak izmenØtsØ temperatury fazovyh perehodov pri zamene oblasti Ω na oblast~ Ω_λ soglasno pravilu (1.7)? Otvet na fftot vopros daet teorema 2. PrimenØØ fftu teoremu pri ν = 0 i pol~zuØs~ formuloæ (1.8), prihodim k vyvodu, qto temperatury fazovyh perehodov t_±(σ, Ω_λ) v oblasti Ω_λ opredelØ¸tsØ s pomow~¸ funkciæ (2.11) ravenstvami

t_±(σ, Ω_λ) ≡ t_±(σ, λ) = μ_±(0, σ λ , Ω). V silu svoæstv (2.11)

lim_{λ→∞} t_±(σ, λ) = −m[c^2](a + bm) ± [c]^2 a + bm a + b , pri σ > 0, t_±(σ, λ) = −m[c^2](a + bm), pri σ > 0, λ 6 λ_∗, t_±(0, λ) = −m[c^2](a + bm) ± [c^2] a + bm a + b . (2.15)

Sledovatel~no, pri dostatoqno malyh λ temperatury fazovyh perehodov peresta¸t zaviset~ ot λ i Ω i opredelØ¸tsØ lix~ harakteristikami a, b, c^± uprugoæ sredy.

Suwestvu¸t razliqnye postanovki variacionnoæ zadaqi o fazovyh perehodah v teorii uprugosti. �ti postanovki, kak pravilo, svodØtsØ k toæ ili inoæ regulØrizacii funkcionala

I_0[u, χ] = ∫ Ω {χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u)} dx. (2.16)

106 V. G. OSMOLOVSKI` RegulØrizaciØ stanovitsØ izlixneæ, esli funkcional (2.16) dostigaet global~nogo minimuma. DlØ plotnosteæ (2.6) i nulevyh graniqnyh usloviæ na pole smeweniæ realizuetsØ imenno fftot blagopriØtnyæ sluqaæ. Pofftomu sootnoxeniØ (2.15) pozvolØ¸t provesti gipotetiqeskiæ ffksperiment, dokazyva¸wiæ ili opreverga¸wiæ naliqie poverhnostnogo natØßeniØ. Soglasno (2.15) pri σ = 0 temperatury fazovyh perehodov t_± razliqny i ne zavisØt ot oblasti Ω, a pri σ > 0 temperatury fazovyh perehodov t_± zavisØt ot λ i pri dostatoqno malyh λ sovpada¸t drug s drugom.

3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Pol~zuØs~ formuloæ Stoksa, po-

luqaem ∫ ∂Ω u_n dS = ∫ Ω div u dx = ∫ Ω {χ div u + (1 − χ) div u} dx (3.1)

dlØ l¸boæ harakteristiqeskoæ funkcii χ. Dalee div u = tr e(∇u) = ⟨e(∇u), I⟩ = 2⟨A^±e(∇u), 1 2 (A^±)^{−1}I⟩, gde I – ediniqnaØ matrica v R^m. Sledovatel~no, ⟨A^±(e(∇u) − ζ^±), (e(∇u) − ζ^±)⟩ + p div u = = ⟨A^±(e(∇u)−ξ^±(p)), (e(∇u)−ξ^±(p))⟩− p^2 4 tr(A^±)^{−1}I +p tr ζ^±. (3.2)

Pofftomu iz (3.1), (3.2) dlØ funkcionala (2.1) vytekaet predstavlenie I[u, χ, μ, σ, p] = ∫ Ω { χ⟨A^+ (e(∇u) − ξ^+(p)), (e(∇u) − ξ^+ (p))⟩+

+(1 − χ)⟨A^−(e(∇u) − ξ^−(p)), (e(∇u) − ξ^−(p))⟩ } dx+ (3.3) +(μ − μ(p)) ∫ Ω χ dx + σ ∫ Ω |Dχ| + |Ω| { − p^2 4 tr(A^−)^{−1}I + μ tr ζ^− } . UqityvaØ, qto obwee rexenie uravneniØ

e(∇u) = ξ^±(p), u ∈ W^1_2 (Ω, R^m)

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 107 zadaetsØ ravenstvom u(x) = x_0 + Bx + ξ^±(p)x (sm., naprimer, [2]) s proizvol~noæ toqkoæ x_0 ∈ R^m i kososimmetriqeskoæ matriceæ B, prihodim k spravedlivosti utverßdeniæ a), b) i utverßdeniØ c) pri σ > 0 teoremy. Esli μ, p ∈ V_= i σ = 0, to sostoØniØmi ravnovesiØ funkcionala (2.1) slußat te i tol~- ko te pary ^u, ^χ iz mnoßestva (1.5), dlØ kotoryh ^χ(x)|e(∇^u(x)) − ξ^+ (p)| + (1 − ^χ(x))|e(∇^u(x) − ξ^−(p)| = 0 (3.4) pri poqti vseh x ∈ Ω. Vozmoßnost~ naliqiØ dvuhfazovyh rexeniæ uravneniØ (3.4) podrobno obsußdaetsØ v [3, str. 11].

4. Dokazatel~stvo teoremy 2. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy

razob~em na rØd fftapov

(1) Suwestvovanie sostoØniæ ravnovesiØ. Pri σ > 0 dokazatel~stvo suwestvovaniØ sostoØniæ ravnovesiØ privedeno v [4, str. 32]. Pri σ = 0 suwestvovanie sostoØniæ ravnovesiØ pri usloviØh (2.6) i ∂Ω ∈ C^2 dokazano v [5]. Tam ße ustanovlena spravedlivost~ teoremy 2 pri σ = 0.

(2) Preobrazovanie funkcionala. Poskol~ku

tr(e(∇u) − c^±I)^2 = = tr e^2(∇v) + 2p_{xixj} v^i_{xj} + p_{xixj} p_{xixj} − 2c^± div v + m(c^±)^2 − 2c^±ν, tr^2(e(∇u) − c^±I) = = tr^2 e(∇v) + 2ν div v + ν^2 − 2mc^± div v − 2νmc^± + m^2(c^±)^2, u = v + ∇p, v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), (4.1) poluqaem χF^+ + (1 − χ)F^− + μχ = = a tr e^2(∇v) + b tr^2 e(∇v) + χ(γ − 2[c](a + bm) div v)+ +ap_{xixj} p_{xixj} + bν^2 + c^−(a + bm)(mc^− − 2ν)+ +2ap_{xixj} v^i_{xj} + 2(νb − c^−(a + bm)) div v, γ = μ − 2ν[c](a + bm) + m[c^2](a + bm). (4.2)

108 V. G. OSMOLOVSKI` Sledovatel~no, I[u, χ, μ, ν, σ] = J[v, χ, γ, σ] + ϕ(ν), J[v, χ, γ, σ] = = ∫ Ω {a tr e^2(∇v) + b tr^2 e(∇v) + χ(γ − 2[c](a + bm) div v)} dx+

+σ ∫ Ω |Dχ|,

ϕ(ν) = (bν^2 + c^−(a + bm)(mc^− − 2ν))|Ω| + 2a ∫ Ω p_{xixj} p_{xixj} dx.

(4.3)

Zametim, qto funkcional J moßno zapisat~ v analogiqnoæ (1.4) forme J[v, χ, γ, σ] = ∫ Ω {χ(Φ^+ (∇v) + γ) + (1 − χ)Φ^−(∇v)} dx + σ ∫ Ω |Dχ|, Φ^+ (∇v) = a tr e^2(∇v) + b tr^2 e(∇v) − 2[c](a + bm) tr e(∇v), Φ^−(∇v) = a tr e^2(∇v) + b tr^2 e(∇v). (4.4)

Iz predstavleniØ (4.3) sleduet, qto nahoßdenie sostoØniæ ravnovesiØ ^u, ^χ dlØ funkcionala (1.4), (2.7) na oblasti opredeleniØ (2.10) ffkvivalentno opredeleni¸ sostoØniæ ravnovesiØ ^v, ^χ funkcionala J sredi vseh v, χ iz mnoßestva

v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), harakteristiqeskaØ funkciØ χ ∈ BV (Ω). (4.5) a na oblasti opredeleniØ (2.9) – iz mnoßestva

v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ. (4.6)

Iz spravedlivosti utverßdeniØ teoremy 2 dlØ funkcionala I[u, χ, μ, 0] sleduet, qto dlØ sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 109 J[v, χ, γ, 0] spravedlivo sledu¸wee opisanie

pri γ 6 −γ_0 u funkcionala J[v, χ, γ, 0] suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ ^v = 0, ^χ = 1, pri γ > γ_0 u funkcionala J[v, χ, γ, 0] suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ ^v = 0, ^χ = 0, pri γ ∈ (−γ_0 , γ_0) u funkcionala J[v, χ, γ, 0] suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

(4.7)

(3) Ocenka ravnovesnogo polØ smeweniæ. Dokaßem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1. Pust~ ^vγ,σ, ^χγ,σ – sostoØnie ravnovesiØ funkcionala

J[v, χ, γ, σ] dlØ γ ∈ R^1, σ > 0. Togda dlØ l¸bogo q > 1 suwestvuet takaØ konstanta C = C(a, b, [c], Ω, q), qto ‖^v_{γ,σ}‖ 6 C.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku funkciØ ^vγ,σ dostavlØet minimum

funkcionalu J[., ^χ_{γ,σ}, γ, σ], spravedlivo ravenstvo 0 = J_v[^v_{γ,σ}, ^χ_{γ,σ}, γ, σ]h = = ∫ Ω {a^v^i_{γ,σxj} h^i_{xj} + (a + 2b)^v^i_{γ,σxi} h^j_{xj} − 2[c](a + bm)^χ_{γ,σ} h^i_{xi} } dx

dlØ vseh h ∈^∘W^1_2(Ω, R^m). Sledovatel~no, funkciØ ^v_{γ,σ} ØvlØetsØ obobwennym rexeniem zadaqi Dirihle dlØ fflliptiqeskoæ sistemy aΔ^v_{γ,σ} + (a + 2b)∇ div ^v_{γ,σ} = 2[c](a + bm)∇^χ_{γ,σ} , ^v_{γ,σ}|_{∂Ω} = 0. Poskol~ku ‖^χ_{γ,σ} ‖_{Lq} 6 |Ω|^{1/q}, utverßdenie lemmy pri q > 1 ØvlØetsØ sledstviem obweæ teorii fflliptiqeskih zadaq [6, gl.6.4]. Pri pomowi dokazannogo neravenstva s q > 1, poluqaem trebuemoe neravenstvo s q = 1. �

(4) FunkciØ σ(γ). BlagodarØ lemme 1 k funkcionalu (4.4) primenimy rezul~taty raboty [7]. Iz nih sleduet suwestvovanie takoæ nepreryvnoæ neotricatel~noæ funkcii σ_0(γ), zavisØweæ ot oblasti Ω i qisel a, b, c^±, qto

110 V. G. OSMOLOVSKI` a) pri 0 < σ < σ_0(γ) u funkcionala J[v, χ, γ, σ] suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ, b) pri σ > σ_0(γ) u funkcionala J[v, χ, γ, σ] suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ, v) pri σ = σ_0(γ) > 0 u funkcionala J[v, χ, γ, σ] suwestvu¸t kak odnofazovye, tak i dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

Nam predstoit dokazat~ rØd dopolnitel~nyh svoæstv funkcii σ_0(γ), obuslovlennyh konkretnym vidom funkcionala J.

Lemma 2. FunkciØ σ0(γ) = 0 dlØ vseh γ ∉ (−γ0 , γ0), i σ0(γ) > 0 pri

γ ∈ (−γ_0, γ_0).

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva pervoæ qasti utverßde-

niØ predpoloßim protivnoe. Pust~ ~γ ∉ (−γ_0 , γ_0), no u funkcionala J[v, χ, ~γ, σ] dlØ nekotorogo σ > 0 suwestvuet dvuhfazovoe sotoØnie ravnovesiØ ^v, ^χ. Togda J[^v, ^χ, ~γ, σ] 6 J[v, 1, ~γ, σ] = J[v, 1, ~γ, 0], J[^v, ^χ, ~γ, σ] 6 J[v, 0, ~γ, σ] = J[v, 0, ~γ, 0] dlØ vseh v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m) i ukazannogo σ. Sledovatel~no, J[^v, ^χ, ~γ, 0] < J[v, 1, ~γ, 0], J[^v, ^χ, ~γ, 0] < J[v, 0, ~γ, 0] dlØ vseh v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m). Pofftomu u funkcionala J[v, χ, ~γ, 0] suwestvuet tol~ko dvuhfazovoe sotoØnie ravnovesiØ, qto protivoreqit (4.7).

Dokazatel~stvo vtoroæ qasti lemmy takße provedem ot protivnogo. Pust~ ~γ ∈ (−γ_0, γ_0), no u funkcionala J[v, χ, ~γ, σ] dlØ vseh σ > 0 suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ. Togda suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ σ_n > 0, σ_n → 0, qto sostoØniØmi ravnovesiØ funkcionala J[vχ, ~γ, σ_n] budut funkcii ^v_n = ^v = 0, ^χ_n = ^χ, priqem ^χ = 1 ili ^χ = 0 srazu dlØ vseh n. Poskol~ku J[^v, ^χ, ~γ, 0] = J[^v, ^χ, ~γ, σ_n] 6 J[v, χ, ~γ, σ_n] dlØ vseh n i vseh v, χ iz mnoßestva (4.5), posle predel~nogo perehoda po n → ∞, poluqaem J[^v, ^χ, ~γ, 0] 6 J[v, χ, ~γ, 0] dlØ vseh v, χ ∈ (4.5).

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 111 Sledovatel~no, J[^v, ^χ, ~γ, 0] 6 inf_{v,χ∈(4.5)} J[v, χ, ~γ, 0] = inf_{v,χ∈(4.6)} J[v, χ, ~γ, 0] (ravenstvo dvuh infimumov dokazano v [4, str. 47]). Pofftomu u funkcionala J[v, χ, ~γ, 0] s ~γ ∈ (−γ_0, γ_0) suwestvuet odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^v, ^χ, qto protivoreqit (4.7). �

Iz nepreryvnosti i finitnosti funkcii σ_0(γ) sleduet ee ograniqennost~. Poloßim σ_∗ = max_{γ∈R}1 σ_0(γ).

Lemma 3. FunkciØ σ0(γ) qetnaØ.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno proverØetsØ ravenstvo J[v, χ, γ, σ] = J[−v, 1 − χ, −γ, σ] − γ|Ω|, (4.8) spravedlivoe dlØ vseh v, χ iz mnoßestva (4.5). Pust~ ^v_0, ^χ_0 – sostoØnie ravnovesiØ dlØ nekotoryh γ_0, σ_0. ZapisyvaØ (4.8) dlØ ^v_0, ^χ_0, γ_0, σ_0 i vyqitaØ iz (4.8) s γ = γ_0, σ = σ_0 poluqennoe ravenstvo, pridem k sootnoxeni¸ 0 6 J[v, χ, γ0, σ0] − J[^v0, ^χ0, γ0, σ0] = = J[−v, 1 − χ, −γ_0, σ_0] − J[−^v_0, 1 − ^χ_0, −γ_0, σ_0]. Esli v, χ probega¸t vse mnoßestvo (4.5), to −v, 1 − χ takße probega¸t vse mnoßestvo (4.5). Pofftomu iz poslednego sootnoxeniØ sleduet, qto para −^v_0,, 1−^χ_0 ØvlØetsØ sostoØniem ravnovesiØ dlØ funkcionala J[v, χ, −γ_0, σ_0].

Provedennoe rassußdenie pokazyvaet, qto u funkcionalov J[v, χ, γ_0, σ_0] i J[v, χ, −γ_0, σ_0] odnovremenno suwestvu¸t libo ne suwestvu¸t dvuhfazovye (odnofazovye) sotoØniØ ravnovesiØ.

Pust~ σ_0 = σ_0(γ_0 ) > 0. Togda iz svoæstv funkcii σ_0(γ) vytekaet, qto u funkcionala J[v, χ, γ_0, σ_0(γ_0)] suwestvuet kak odnofazovoe, tak i dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ. Sledovatel~no, i u funkcionala J[v, χ, −γ_0, σ_0(γ_0 )] suwestvuet kak odnofazovoe, tak i dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ. Poslednee vozmoßno, lix~ pri uslovii σ_0(γ_0) = σ_0(−γ_0 ). �

DlØ dokazatel~stva sledu¸weæ lemmy nam potrebuetsØ rØd opredeleniæ. Poloßim J^+[v, γ] = J[v, 1, γ, σ], J^−[v] = J[v, 0, γ, σ],

112 V. G. OSMOLOVSKI`

j^+ (γ) = inf v∈ ffi W 12(Ω,R^m)

J^+ [v, γ] = γ, j^− = inf v∈ ffi W 12(Ω,R^m)

J^−[v] = 0, j_{min} = min{j^+ (γ), j^−}, j(γ, σ) = inf_{v,χ∈(4.5)} J(v, χ, γ, σ]. Oqevidno, qto j(γ, σ) 6 j_{min} (γ) dlØ vseh σ > 0, γ ∈ R^1. Ravenstvo j(γ_0 , σ_0) = j_{min} (γ_0 ) vozmoßno v tom i tol~ko tom sluqae, esli u funkcionala J[v, χ, γ_0, σ_0] suwestvuet odnofazovoe sotoØnie ravnovesiØ ^v_0, ^χ_0 (s ^χ_0 = 1 pri γ_0 < 0 i ^χ_0 = 0 pri γ_0 > 0). Esli j(γ_0 , σ_0) < j_{min} (γ_0), to u funkcionala J[v, χ, γ_0, σ_0] suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ. Iz lemmy 2 sleduet, qto j(γ, σ) = j_{min} (γ) pri γ, σ ∉ (−γ_0, γ_0) × (0, σ_∗).

Tak kak funkcional J[v, χ, γ, σ] pri fiksirovannyh v, i χ ØvlØetsØ vognutoæ (i daße lineænoæ) funkcieæ argumentov γ ∈ R^1 i σ > 0, to funkciØ j(γ, σ) takße budet vognutoæ funkcieæ fftih argumentov. Poleznost~ dannogo svoæstva funkcionala ffnergii na sostoØnii ravnovesiØ pri issledovanii funkcii σ_0(γ) byla otmeqena v [8].

Lemma 4. FunkciØ σ0(γ) vognuta na poloßitel~noæ i otrica-

tel~noæ poluosi.

Dokazatel~stvo. FunkciØ jmin (γ), rassmatrivaemaØ kak funk-

ciØ dvuh peremennyh γ i σ vypukla pri γ, σ ∈ (−∞, 0] × [0, σ) i γ, σ ∈ [0, ∞) × [0, ∞). V silu vognutosti funkcii j(γ, σ), γ, σ ∈ (−∞, ∞) × (0, ∞) funkciØ

ψ(γ, σ) = j_{min} (γ) − j(γ, σ) (4.9)

budet vypukloæ na oblastØh γ, σ ∈ (−∞, 0] × (0, ∞) i γ, σ ∈ [0, ∞) × (0, ∞). (4.10) Toqka γ, σ leßit nad grafikom funkcii σ_0(γ) (to est~ σ > σ_0(γ) > 0) v tom i tol~ko tom sluqae, esli ψ(γ, σ) = 0. Iz vypuklosti funkcii (4.9) na vypuklyh mnoßestvah (4.10) vytekaet, qto nadgrafik funkcii σ_0(γ) ØvlØetsØ vypuklym mnoßestvom na kaßdoæ iz poluoseæ (−∞, 0] i [0, ∞). Poslednee svoæstvo ffkvivalentno vypuklosti funkcii σ_0(γ) na kaßdoæ iz fftih poluoseæ. �

(5) Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 2. Oqevidno, qto γ(σ, Ω) pri σ ∈ (0, σ_∗] sovpadaet s poloßitel~nym rexeniem γ

ZAVISIMOST^ TEMPERATURY FAZOVYH PEREHODOV 113 uravneniØ σ = σ_0(γ). BlagodarØ lemme 4, takoe rexenie suwestvuet, edinstvenno, nepreryvno zavisit ot σ i strogo monotonno ubyvaet s rostom σ. Pri σ > σ_∗ funkciØ γ(σ, Ω) = 0, a γ(0, Ω) v silu (4.7) opredelØetsØ ravenstvom (2.12). Opisanie mnoßestv sostoØniæ ravnovesiØ, dannoe v teoreme 2, vytekaet iz svoæstv a)–v) funkcii σ_0(γ). �

Literatura

1. M. A. Grinfel~d, Metody mehaniki sploxnyh sred v teorii fazovyh prevraweniæ. Nauka, M. (1990).

2. R. Temam, Matematiqeskie zadaqi teorii plastiqnosti. Nauka, M.

(1991).

3. S. Mul̈ler, Variational models for microstructure and phase transitions. — Max-Plack-Institut fur̈ Mathematik in den Naturwissenschaften, Lect. Notes No. 2, Leipzig (1998).

4. V. G. Osmolovskiæ, VariacionnaØ zadaqa o fazovyh perehodah v mehanike sploxnoæ sredy. Izd. SPb. gos. universiteta, S.-Pb. (2000).

5. V. G. Osmolovskiæ, Toqnye rexeniØ variacionnoæ zadaqi teorii fazovyh perehodov mehaniki sploxnoæ sredy. — V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 27, (2004), 171–206.

6. C. B. Morrey, Multiple integrals in the calculus of variations. Grundlehren der Math. Wiss. in Einzeldarstellungen 130, Springer, Berlin-Heidelberg-New York (1966).

7. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ haraktera sostoØniæ ravnovesiØ dvuhfazovoæ uprugoæ sredy ot parametrov zadaqi. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 271 (2000), 156–175.

8. A. S. Mihaælov, V. S. Mihaælov, Fazovye perehody v mnogofazovyh sredah. — V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza, vyp. 20 (2000), 120–169.

Osmolovski V. G. Dependence of the phase transition temperature on the domain size.

The dependence of the phase transition temperature on the domain size is investigated for a double-well quadratic potential. It is shown that for a domain whose boundary is subjected to a hydrostatical pressure, the temperature of phase transitions is independent of the domain and the surface tension coefficient and depends exclusively on the properties of an elastic media. If the displacement field vanishes on the boundary, then for sufficiently small domains the temperature also does not depend on the surface tension and domain size and is determined by properties of an elastic media only.

Postupilo 15 marta 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet