Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 310, 2004 g.

A. I. Nazarov

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ DL˚ �LLIPTIQESKIH URAVNENI`

Nine Nikolaevne s priznatel~nost~¸

Zadaqi s kraevym usloviem VentcelØ, voznika¸wie pri opisanii raznoobraznyh fiziqeskih processov v sredah, soderßawih tonkie plenki iz materiala s vysokoæ provodimost~¸, issledovalis~ mnogimi avtorami (istori¸ voprosa i obxirnu¸ bibliografi¸ moßno naæti v obzore [1]).

DannaØ stat~Ø prodolßaet seri¸ rabot [2, 3], posvØwennyh issledovani¸ vyroßdennoæ zadaqi VentcelØ. V takoæ zadaqe graniqnyæ operator dopuskaet total~noe vyroßdenie v glavnyh qlenah, qto opisyvaet situaci¸, kogda tolwina plenki moßet obrawat~sØ v nul~. Vmeste s tem predpolagaetsØ, qto qleny pervogo porØdka v graniqnom uslovii obrazu¸t nevyroßdennyæ nekasatel~nyæ operator. V [2] byli poluqeny apriornye ocenki rexeniØ v C^γ (dlØ stacionarnoæ i nestacionarnoæ zadaqi), a v [3] – ocenki v C^{1+γ} v stacionarnom sluqae (dlØ polnost~¸ nelineænoæ i kvazilineænoæ zadaqi). V nastoØweæ rabote ustanavliva¸tsØ ocenki rexeniØ kvazilineænoæ stacionarnoæ zadaqi v C^{2+γ} (Ω) i dokazyvaetsØ teorema suwestvovaniØ.

Vvedem oboznaqeniØ, kotorye budut ispol~zovat~sØ na protØßenii vseæ stat~i.

x = (x_1, . . . , x_{n−1}, x_n) – vektor v R^n s evklidovoæ normoæ |x|. Ω – ograniqennaØ oblast~ v R^n s graniceæ ∂Ω. n(x) = (n_i(x)) – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k ∂Ω v toqke x. DlØ x iz prigraniqnoæ polosy Ω(r^0) = { x ∈ Ω : 0 < dist{x; ∂Ω} < r_0 } tolwiny r_0, qerez x^′ oboznaqaetsØ vektor kasatel~nyh koordinat x v soprovoßda¸wem bazise giperpoverhnosti ∂Ω; v qastnosti, x^′ = (x_1, . . . , x_{n−1}) dlØ ploskih qasteæ granicy.

Rabota podderßana grantom RFFI 02-01-00276. 82

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 83 Oboznaqim Ω^+ qast~ Ω, leßawu¸ v poluprostranstve x_n > 0, a Γ (Ω^+) – qast~ ∂Ω^+, leßawu¸ v ploskosti x_n = 0.

Vvedem oboznaqeniØ B_R = {x ∈ R^n : |x| < R}, Γ_R = Γ (B^+_R ). Indeksy i, j, k izmenØ¸tsØ ot 1 do n, a indeksy l, m, s – ot 1 do n − 1. PrimenØetsØ pravilo summirovaniØ po povtorØ¸wimsØ indeksam.

Oboznaqim D_i operator differencirovaniØ po peremennoæ x_i. V qastnosti, Du = (D_iu) = (D^′u, D_nu) est~ gradient funkcii u; D^2u = (D_iD_j u), DD^′u = (D_iD_mu), D^{′2}u = (D_sD_mu), D^{′3}u = (D_lD_sD_mu), DD^′2u = (D_iD_sD_mu), D2D^′u = (D_iD_j D_mu).

Oboznaqim du = (d_mu) kasatel~nyæ gradient, a d^2u – matricu vtoryh kovariantnyh proizvodnyh u na mnogoobrazii ∂Ω. V qastnosti, du = D^′u i d^2u = D^{′2}u na Γ (Ω^+).

DlØ vektora p ∈ R^n opredelim operatory δ = ∂ ∂u + p_i |p|^2 ∂ ∂x_i , δ^′ = ∂ ∂u + p^′_s |p^′|^2 ∂ ∂x^′_s . Vvedem sledu¸wie prostranstva:

C(Ω) – prostranstvo nepreryvnyh funkciæ s normoæ ‖ · ‖_Ω; C^k(Ω) – prostranstvo funkciæ, ime¸wih nepreryvnye proizvodnye do k-go porØdka vkl¸qitel~no;

C^γ (Ω), C^{k+γ} (Ω), (0 < γ < 1) – prostranstva Gel~dera s norma- mi ‖u‖_{Cγ (Ω)} = ‖u‖_Ω + [u]_{γ,Ω}, ‖u‖_Ck+γ_{(Ω)} = ‖u‖_Ω + ‖D^ku‖_Ω + [D^ku]_{γ,Ω}, sootvetstvenno, gde [·]_{γ,Ω} – postoØnnaØ Gel~dera s pokazatelem γ; W^k_q (Ω) – prostranstvo Soboleva s normoæ ‖u‖_W k_{q (Ω)} = ‖D^ku‖_{q,Ω} + ‖u‖_{q,Ω}, gde ‖ · ‖_{q,Ω} oboznaqaet normu v L_q (Ω);

analogiqno, W^k_q (∂Ω) – prostranstvo s normoæ ‖u‖_W k_{q (∂Ω)} = ‖d^ku‖_{q,∂Ω} + ‖u‖_{q,∂Ω}.

84 A. I. NAZAROV

Vvedem oboznaqenie

osc_Ω f = sup_Ω f − inf_Ω f.

V dal~neæxem pokazatel~ q moßet prinimat~ znaqeniØ n < q < ∞. DlØ oboznaqeniØ razliqnyh konstant ispol~zu¸tsØ bukvy M , N , K, C s indeksami ili bez nih. DlØ ukazaniØ veliqin, ot kotoryh oni zavisØt, my ispol~zuem zapis~ N (. . . ). My ne budem otmeqat~ zavisimost~ postoØnnyh ot n.

§1. Postanovka zadaqi.

Formulirovka osnovnogo rezul~tata

Izuqa¸tsØ rexeniØ kvazilineænogo ravnomerno fflliptiqeskogo uravneniØ L[u] ≡ a^{ij}(x, u, Du)DiDj u + a(x, u, Du) = 0 v Ω, (1) udovletvorØ¸wie kvazilineænomu graniqnomu uslovi¸ Ventce- lØ B[u] ≡ τ (x)^[α^{sm}(x, u, du)dsdmu + α1(x, u, du)^]+ + α2(x, u, Du) = 0 na ∂Ω. (2) My sqitaem, qto uslovie (2) ØvlØetsØ ravnomerno vyroßda¸- wimsØ usloviem VentcelØ, t.e. funkciØ τ dopuskaet polnoe vyroßdenie, v to vremØ kak operator v kvadratnyh skobkah ravnomerno fflliptiqen po kasatel~nym peremennym. Krome togo, qlen α_2 predstavlØet soboæ proizvodnu¸ po nekasatel~nomu k ∂Ω vektornomu pol¸.

Predpoloßim, qto (a^{ij}), (α^{sm}) – simmetriqnye matricy, i funkcii a^{ij}, a, α^{sm}, α_1 i α_2 dvaßdy differenciruemy po svoim argumentam i udovletvorØ¸t nekotorym estestvennym strukturnym ograniqeniØm.

DlØ operatora v oblasti ffti ograniqeniØ moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom:

ν|ξ|^2 6 a^{ij}(x, u, p)ξ_iξ_j 6 ν^{−1}|ξ|^2 ∀ξ ∈ R^n; (A0) (1 + |p|) · | | | | ∂a^{ij}(x, u, p) ∂p | | | |, | | | |δa^{ij}(x, u, p) | | | |, | | | |δ^′a^{ij}(x, u, p) | | | | 6 μ1; (A1a)

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 85 (1 + |p|) · | | | | ∂a(x, u, p) ∂p | | | |, | | | |δa(x, u, p) | | | |, | | | |δ^′a(x, u, p) | | | | 6 μ1(1 + |p|^2); (A1b) | | | | ∂^2a^{ij} (x, u, p) ∂p^2 | | | | 6 μ2; (A2a) | | | ∂^2a^{ij} ∂p∂u | | |^2, | | | ∂^2a^{ij} ∂p∂x | | |^2, | | |∂^2a^{ij} ∂u^2 | | |, | | | ∂^2a^{ij} ∂u∂x | | |, | | | ∂^2a^{ij} ∂x^2 | | | 6 μ2Φ(x); (A2b) | | | | ∂^2a ∂p^2 | | | | 2 , | | | | ∂^2a ∂p∂u | | | |, | | | | ∂^2a ∂p∂x | | | |, | | | | ∂^2a ∂u^2 | | | |, | | | | ∂^2a ∂u∂x | | | |, | | | | ∂^2a ∂x^2 | | | | 6 μ2Φ(x), (A2c)

pri l¸byh x ∈ Ω, u ∈ R^1, p ∈ R^n. Zdes~ ν – nekotoraØ poloßi-

tel~naØ konstanta, a μ_1 = μ_1(|u|), μ_2 = μ_2(|u|+|p|) – neubyva¸wie

funkcii svoih argumentov.

DlØ graniqnogo operatora my sformuliruem sootvetstvu¸-

wie ograniqeniØ:

τ > 0, τ ∈ W^2_∞(∂Ω); (D)

ν_1|ξ|^2 6 α^{sm}(x, u, p^′)ξ^′_sξ^′_m 6 ν^{−1}_1 |ξ|^2 ∀ξ ∈ R^n; (B0a) ∂α_2(x, u, p) ∂p · n(x) 6 −χ; (B0b)

(1 + |p^′|) · | | | | ∂α^{sm}(x, u, p^′) ∂p^′ | | | |, | | | |δ^′α^{sm}(x, u, p^′) | | | | 6 π1; (B1a) |α_1(x, u, p^′)|, (1 + |p^′|) · | | | | ∂α_1(x, u, p^′) ∂p^′ | | | |, | | |δ^′α^1(x, u, p^′) | | | 6 π1(1 + |p^′|^2);^{(B1b)} |α_2(x, u, p)|, (1+|p|)· | | | ∂α_2(x, u, p) ∂p | | |, | | |δ^′α^2(x, u, p) | | | 6 χ^{−1}(1+|p|); (B1c) | | | | ∂^2α^{sm} ∂p^{′2} | | | |, | | | | ∂^2α^{sm} ∂p^′∂u | | | |, | | | | ∂^2α^{sm} ∂p^′∂x^′ | | | |, | | | | ∂^2α ∂u^2 | | | |, | | | | ∂^2α^{sm} ∂u∂x^′ | | | |, | | | | ∂^2α^{sm} ∂x^{′2} | | | | 6 π2; (B2a) | | | ∂^2α^1 ∂p^{′2} | | |, | | | ∂^2α^1 ∂p^′∂u | | |, | | | ∂^2α^1 ∂p^′∂x^′ | | |, | | | ∂^2α^1 ∂u^2 | | |, | | | ∂^2α^1 ∂u∂x^′ | | |, | | |∂^2α^1 ∂x^{′2} | | | 6 π2; (B2b) | | | | ∂^2α_2 ∂p^2 | | | |, | | | | ∂^2α_2 ∂p∂u | | | |, | | | | ∂^2α_2 ∂p∂x^′ | | | |, | | | | ∂^2α_2 ∂u^2 | | | |, | | | | ∂^2α_2 ∂u∂x^′ | | | |, | | | | ∂^2α_2 ∂x^{′2} | | | | 6 π2, (B2c)

dlØ l¸byh x ∈ ∂Ω, u ∈ R^1, p ∈ R^n. Zdes~ ν_1 i χ – nekotorye

poloßitel~nye konstanty, a π_1 = π_1(|u|), π_2 = π_2(|u| + |p|) – ne-

ubyva¸wie funkcii svoih argumentov.

86 A. I. NAZAROV

Teorema 1. Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1) ∂Ω ∈ W^4_q ;

2) dlØ vseh vozmoßnyh rexeniæ u_σ ∈ W^4_q (Ω) ∩ W^4_q (∂Ω) zadaq { σL[u] + (1 − σ)Δu = 0 v Ω, σB[u] + (1 − σ)(Δ^′u − u) = 0 na ∂Ω,^{σ ∈ [0; 1] (3)}

spravedliva ocenka ‖u_σ‖_Ω 6 M_0;

3) vypolneny usloviØ (A0), (A1), (A2), (D), (B0), (B1), (B2); 4) v uslovii (A2) Φ ∈ L_q(Ω).

Togda zadaqa (1)–(2) imeet hotØ by odno rexenie u ∈ C^2(Ω).

§2. Ocenki vtoryh proizvodnyh.

Dokazatel~stvo teoremy 1 Poskol~ku uravnenie (1) ravnomerno fflliptiqno, vnutrennye ocenki vtoryh proizvodnyh horoxo izvestny (sm., naprimer, [4]). Pofftomu dostatoqno poluqit~ lix~ sootvetstvu¸wie prigraniqnye ocenki, rasprØmiv granicu v okrestnosti proizvol~- noæ toqki i rassmatrivaØ lokal~nu¸ zadaqu: a^{ij} (x, u, Du)D_iD_j u + a(x, u, Du) = 0 v B^+_1 , (4) τ (x) [ α^{sm}(x, u, D^′u)D_sD_mu + α_1(x, u, D^′u) ] + + α2(x, u, Du) = 0 na Γ1. (5)

Lemma 2.1. Pust~ funkciØ u ∈ W^4_n (B^+_1 ) ∩ W^4_∞(Γ1) ØvlØetsØ rexe-

niem zadaqi (4)–(5), i pust~

‖u‖_B+_1 6 M_0, ‖Du‖_B+_1 6 M_1.

Predpoloßim takße, qto pri |u| 6 M_0, |p| 6 M_1 vypolneny usloviØ (A0), (A1), (A2), (D), (B0), (B1), (B2), priqem v uslovii (A2) Φ ∈ L_n(B^+_1 ).

Togda suwestvu¸t konstanty γ ∈ ]0, 1[ i C_1, takie, qto pri

R 6 1 spravedliva ocenka

osc_{B+} R D^{′2}u 6 C_1R^γ · ( 1 + max_{B+} 1 |DD^′u| ) , (6)

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 87 priqem γ = γ(n, ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, ||D^′τ ||_{Γ1}), a C_1 zavisit ot n, ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, μ_1, μ_2, π_1, π_2, M_0, M_1, ||Φ||_{n,B}+_1 i ||τ ||_W 2_{∞,Γ1} .

Dokazatel~stvo. Oboznaqim λk = ||D^{′k}τ ||∞,Γ_1, k = 1, 2, i zame-

tim (sm., naprimer, [5, §3.2]), qto |D^′τ (x)| 6 N √ λ_2 √ τ (x). (7)

Voz~mem ediniqnyæ vektor ξ ∈ R^n, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ ξ_n = 0, i poloßim, analogiqno [6, teorema 6.1],

M^′_2 = max_{B+} 1 |DD^′u|, h_ξ = D_ξ D_ξu 1 + M^′2

(D_ξ oboznaqaet proizvodnu¸ po napravleni¸ vektora ξ). Oqevidno, qto |h_ξ| 6 1.

Vvedem oboznaqeniØ α^{sm} = α^{sm}(x, u(x), D^′u(x)), β^i = − ∂α_2 ∂p_i (x, u(x), Du(x)); B ≡ −τ α^{sm}D_sD_m + β^iD_i. Prodifferenciruem graniqnoe uslovie (5) dvaßdy po napravleni¸ vektora ξ i perenesem qleny τ α^{sm}D_sD_mD_ξ D_ξu + ∂α_2/∂p_iD_iD_ξD_ξ u v pravu¸ qast~. OstavxiesØ qleny ocenim s pomow~¸ strukturnyh usloviæ (B1), (B2) i neravenstva Koxi, s uqetom (7) i oqevidnyh neravenstv |D_ξu| 6 |D^′u| 6 M_1; |D_sD_ξ u| 6 |D^{′2}u|; |D_ξD_ξ u| 6 |D^{′2}u|; |D_iD_ξu| 6 |DD^′u|; |D_sD_mD_ξ u| 6 |D^{′3}u|; |D_sD_ξ D_ξu| 6 |D^{′3}u|. Posle deleniØ na 1 + M^′_2 poluqitsØ differencial~noe neravenstvo

|Bh_ξ| 6 N_1(π_1, π_2, M_1) · τ · 1 + |D^′2u| 1 + M^′2 · ( 1 + |D^′ 2u|^2 + |D^{′3}u| ) +

+N2(π1, π2, λ2, M1) · √ τ · |D^{′3}u| 1 + M^′2 + N2(π1, π2, λ2, M1) · 1 + |DD^′u|2 1 + M^′2

na Γ_1. (8)

88 A. I. NAZAROV

Analogiqno, prodifferencirovav uravnenie (4) dvaßdy po napravleni¸ vektora ξ, perenesØ qleny a^{ij}D_iD_j D_ξ D_ξu v pravu¸ qast~ i ocenivaØ ostavxiesØ qleny s pomow~¸ strukturnyh usloviæ (A1), (A2) i neravenstva Koxi, s uqetom oqevidnyh neravenstv |D_iD_j D_ξ u| 6 |D^2D^′u|; |D_jD_ξ D_ξu| 6 |DD^{′2}u|, poluqim differencial~noe neravenstvo

|Lh_ξ| 6 N_3(μ_1, μ_2, M_1) · 1 + |D2u| 1 + M^′2 · ( Φ + |D^2u|^2 + |D^2D^′u| ) v B^+_1 , (9) gde L ≡ −a^{ij}D_iD_j, a^{ij} = a^{ij} (x, u(x), Du(x)). Zametim, qto veliqina D_nD_nu moßet byt~ ocenena qerez D_iD_j u (i + j < 2n) iz uravneniØ (4). Iz usloviæ (A0) i (A1) vytekaet |D^2u| 6 N_4(ν^{−1}, μ_1, M_1) · (1 + |DD^′u|).

Analogiqno, prodifferencirovav uravnenie (4), iz usloviæ

(A0), (A1) poluqaem

|D^2D^′u| 6 N_5(ν^{−1}, μ_1, M_1) · (1 + |DD^{′2}u| + |DD^′u|^2).

S uqetom poluqennyh sootnoxeniæ neravenstvo (9) primet vid:

|Lh_ξ| 6 N_6(ν^{−1}, μ_1, μ_2, M_1)× × 1 + |DD^′u| 1 + M^′2 · ( Φ + |DD^′u|^2 + |DD^{′2}u| ) v B^+_1 .^{(10)}

Dalee, analogiqno [6, teorema 6.1], voz~mem v R^n nabor ediniqnyh vektorov {ξ_t}, t = 1, . . . , (n − 1)^2, soderßawiæ bazisnye vektory e_1, . . . , e_{n−1} i vektory 2^{−1/2}(e_l ± e_m), 1 6 l 6 m 6 n − 1.

Netrudno ubedit~sØ, qto pri takom vybore {ξ_t} budut vypolneny ocenki (n−1)2∑ t=1 (D^′h_{ξt} )2 > N7 · ( |D^{′3}u| 1 + M^′2

)_2 , (n−1)2∑ t=1 (Dh_{ξt} )2 > N7 · ( |DD^{′2}u| 1 + M^′2

)_2 , (11)

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 89 gde N_7 – absol¸tnaØ konstanta.

Rassmotrim funkcii

w^±_r = ±h_{ξr} + ε (n−1)2∑ t=1 (h_{ξt} )2, de ε – poloßitel~naØ konstanta, kotoraØ budet opredelena niße.

Iz (8), (10), (11), (A0) i (B0a), ispol~zuØ neravenstvo Koxi, vyvodim Lw^±_r 6 Lh_{ξt} (±δ^r_t + 2h_{ξt} ) − 2ενN_7 · ( |DD^{′2}u| 1 + M^′2

)_2

                             6 (12)

6 N8(ν^{−1}, μ1, μ2, M1, ε^{−1}) ·^(Φ+1+|DD^′u|^{2)}−ενN7 ·^{(|DD′2u|}_{1 + M ′2}^{)2};

Bw^±_r 6 Bh_{ξt} (±δ^r_t + 2h_{ξt} ) − 2εν_1N_7 · ( |D^{′3}u| 1 + M^′2

)_2

                       6
6 N9(ν^{−1}_1 , π1, π2, M1, ε^{−1}) · τ · (1 + |D^{′2}u|^2)+

+N10(ν^−11 , π1, π2, λ2, M1, ε^−1) · 1 + |DD^′u|2 1 + M^′2 . (13)

Vvedem teper~ bar~ernu¸ funkci¸

v = θ_1 | |D^′u − D^′u(0) | |^2 + θ_2x_n · 1 + |DD^′u|^2 1 + M^′2 , gde θ_1, θ_2 – poloßitel~nye konstanty, kotorye budut opredeleny pozße.

Primenim k funkcii v operator L na mnoßestve B^+_1 . Voznika- ¸wie qleny −2θ_1a^{ij}(D_l u−D_lu(0))D_lD_iD_j u i −2θ_2x_na^{ij} D_mD_kD_iD_j u ·^{DmDk u} 1+M^′2 moßno vyrazit~, prodifferencirovav uravnenie (4) po

x_l i po x_m, x_k sootvetstvenno. OcenivaØ ostavxiesØ qleny s pomow~¸ strukturnyh usloviæ i neravenstva Koxi, s uqetom oqevidnogo neravenstva −2θ_2x_na^{ij} D_mD_kD_iuD_mD_kD_j u 6 0,

90 A. I. NAZAROV poluqim Lv 6 N11(μ1, μ2, M1)θ1|D^′u − D^′u(0)|(1 + |DD^′u|^2) − 2θ1ν|DD^′u|^2+ +N12(ν^−1, μ1, μ2, M1, ε^−1) ( 1 + θ2 + (θ2x_n|DD^′u|)2 ) (1 + |DD^′u|2)+ +ενN7 · ( |DD^{′2}u| 1 + M^′2

)_2 + N13(μ1, μ2, M1)(θ2x_n|DD^′u|)Φ. (14) Analogiqno, primenØØ k funkcii v operator B na mnoßestve Γ_1, vyraßaØ qleny −2θ_1τ α^{sm}(D_l u − D_lu(0))D_lD_sD_mu +

2θ1∂α2/∂p_i(D_lu − D_lu(0))D_iD_lu iz prodifferencirovannogo urav-

neniØ (5) i ocenivaØ ostavxiesØ qleny, poluqim Bv 6 N14(π1, π2, λ2, M1)θ1τ |D^′u − D^′u(0)|(1 + |D^{′2}u|^2)+ +N15(π1, π2, λ2, M1)θ1|D^′u − D^′u(0)|− −2θ_1τ ν_1|D^{′2}u|^2 − θ_2χ 1 + |DD^′u|2 1 + M^′2 . (15)

Poskol~ku my raspolagaem gel~derovskimi ocenkami Du ([3, §2]), moßno podobrat~ R_0 = R_0(ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, λ_1, μ_1, π_1, M_0, M_1) < 1 tak, qto |D^′u − D^′u(0)| · max { N_{11}, N_{14}

} 6 min^{ν, ν1^} v B^+_{R0} , (16)

i, bolee togo,

osc_{B+} R | |D^′u − D^′u(0) | |^2 6 N_{16}R^γ1 (17)

pri l¸byh R 6 R_0. Zdes~ N_{16} est~ funkciØ teh ße argumentov, qto i R_0, a γ_1 = γ_1(ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, λ_1).

Dalee, v silu teh ße ocenok moßno rassmatrivat~ uravnenie (4) kak lineænoe uravnenie s gel~derovskimi kofffficientami pri graniqnom uslovii Dirihle klassa C^{1+γ1} . Lokal~naØ ocenka vtoryh proizvodnyh ([7, §3.2]) daet

|D^2u(x)| 6 N_{17}(ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, λ_1, μ_1, π_1, M_0, M_1) · x^{γ1−1}_n . (18) Iz (12)–(15) s uqetom (16) i (18) poluqaem

L(w^±_r + v) 6 |DD^′u|^2 · {−θ_1ν + N_{18}} + N_{19} · (Φ + 1) v B^+_{R0} ,

B(w^±_r + v) 6 τ |D^{′2}u|^2 · {−θ_1ν_1 + N_9}+ + 1 + |DD^′u|2 1 + M^′2

· {−θ_2χ + N_{10}} + N_{20} na Γ^+_{R0} ,

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 91 gde N_{18} i N_{19} zavisØt tol~ko ot ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, λ_1, μ_1, μ_2, π_1, M_0, M_1, ε^{−1} i θ_2, a N_{20} – ot ν^{−1}_1 , π_1, π_2, M_1, ||τ ||_W 2_{∞,Γ1} , ε^{−1}.

Esli teper~ vzØt~

θ_2 =

N_{10} χ , θ_1 = max { N_{18} ν , N_9 ν_1 } , to pri vseh r = 1, . . . , (n − 1)^2 dlØ funkciæ ~w^±_r = w^±_r + v spravedlivy neravenstva

L ~w^±_r 6 N_{19} · (Φ + 1) v B^+_{R0} , B ~w^±_r 6 N_{20} na Γ_{R0} . (19) Dalee naxe dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.2 [3]. Otmetim preßde vsego, qto ocenku (6) dostatoqno dokazat~ dlØ R 6 R_0. Rassmotrim takoe R i vyberem r^∗ tak, qtoby ω_r∗ = osc_{B+} R h_{ξr∗} = max_r osc_{B+} R h_{ξr} . Poloßim ε =^1_{10(n−1)2} . Togda vvidu (17) i (18) netrudno ubedit~sØ, qto 4 5 ω_r∗ − N_{21}R^{γ1} 6 osc_{B+} R ~w^±_r∗ 6 6 5 ω_r∗ + N_{21}R^{γ1} , (20)

gde N_{21} = θ_1N_{16} + θ_2N_{17}.

Esli ω_r∗ ≤ 5N_{21}R^{γ1} , to trebuemaØ ocenka (6) nemedlenno sleduet iz naxego vybora r^∗. Pofftomu dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda ω_l∗ > 5N_{21}R^{γ1} . Pri fftom predpoloßenii neravenstva (20) prinima¸t vid 3 5 ω_r∗ 6 osc_{B+} R ~w^±_r∗ 6 7 5 ω_r∗ . (21)

Opredelim W^±_r∗ = sup_B+_R ~w^±_r∗ . Iz (19) oqevidno, qto funkcii V^±_r∗ = ω^{−1}_r∗ ( W^±_r∗ − ~w^±_r∗ ) udovletvorØ¸t neravenstvam LV^±_r∗ > −ω^{−1}_r∗ N_{19} · (Φ + 1) v B^+_R , BV^±_r∗ > −ω^{−1}_r∗ N_{20} na Γ_R. (22) Zametim, qto iz (21) sleduet V^+_r∗ + V^−_r∗ >^1_5 , i potomu v kaßdoæ toqke B^+_R po kraæneæ mere odna iz funkciæ V^±_r∗ udovletvorØet neravenstvu V^±_r∗ > 1 10 . (23)

92 A. I. NAZAROV

Vyberem Λ = Λ(ν^{−1}, ν^{−1}_1 , χ^{−1}, λ_1) dostatoqno bol~xim, tak qtoby vypolnØlos~ neravenstvo

meas(Γ1) χ(Λ − λ_1) 6 σ (24)

(zdes~ σ = σ(ν, ν_1) – konstanta iz lemmy 3.1 [3]).

Sluqaæ 1. τ (0) > ΛR. Togda

τ (x) ≥ (Λ − λ_1)R na Γ_R,

i potomu vtoroe iz neravenstv (22) moßno perepisat~ sledu¸- wim obrazom: ~BV^±_{r∗} ≡ −α^{sm}D_sD_mV^±_{r∗} + β^i τ D_iV^±_r∗ > −ω^{−1}_r∗ N_{20} τ na Γ_R. (25)

Krome togo, strukturnoe uslovie (B1c) i neravenstvo (24) privodØt k ocenke ‖ ‖ ‖ (β^i) τ ‖ ‖ ‖ n−1,Γ_R

6^{meas(Γ1)}

χ(Λ − λ_1) 6 σ. Nakonec, soglasno (23), po kraæneæ mere odna iz funkciæ V^±_r∗ udovletvorØet usloviØm lemmy 3.1 [3] s konstantoæ k = 1/10. Pofftomu suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty η_1 i K_1, zavisØwie tol~ko ot ν^{−1} i ν^{−1}_1 , takie, qto dlØ fftoæ funkcii vypolneno neravenstvo

V^±_r∗ > η_1k − K_1R [ ‖(LV^±_r∗ )_−‖_{n,B}+_R + ‖( ~BV^±_r∗ )_−‖_{n−1,ΓR} ] v B^+_{R/2},

ili, s uqetom (22), (24) i (25),

V^±_r∗ > η_1 10 − ω^{−1}_r∗ K_1R [ N_{19}‖Φ + 1‖_{n,B}+_R + N_{20}σχ ] v B^+_{R/2}.

Sluqaæ 2. τ^2(0) 6 ΛR. Togda

τ (x) 6 (Λ + λ_1)R na Γ_R.

Toqno tak ße, kak v sluqae 1, my zakl¸qaem, qto po kraæneæ mere odna iz funkciæ V^±_r∗ udovletvorØet usloviØm lemmy 3.2 [3] s konstantoæ k = 1/10. Pofftomu suwestvu¸t poloßitel~nye

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 93 konstanty η_2 i K_2, zavisØwie tol~ko ot ν^{−1}, χ^{−1}, λ_1 i Λ, takie, qto dlØ fftoæ funkcii vypolneno neravenstvo

V^±_r∗ > η_2k − K_2R [ ‖(LV^±_r∗ )_−‖_{n,B}+_R + ‖(BV^±_r∗ )_−‖_{∞,ΓR} ] v B^+_{R/2},

ili, s uqetom (22),

V^±_r∗ > η_2 10 − ω^{−1}_r∗ K_2R [ N_{19}‖Φ + 1‖_{n,B}+_R + N_{20} ] v B^+_{R/2}.

Takim obrazom, v l¸bom sluqae imeem V^±_r∗ > η − ω^{−1}_r∗ KR v B^+_{R/2}, gde η = min{η1, η2} 10 , K = max{K_1, K_2} · [ N_{19}‖Φ + 1‖_{n,B}+_R + N_{20} ] . Teper~ s uqetom (21) ocenka

osc_{B+} R/2 ~w^±_r∗ 6 max { 5η 14 osc_{B+} R ~w^±_r∗ , 7K 10η R } (26)

poluqaetsØ standartnym obrazom.

Itak, dlØ l¸bogo R ≤ R_0 suwestvuet qislo r^∗ ∈ {1, . . ., n − 1}, takoe, qto odna iz dvuh funkciæ ~w^+_r∗ i ~w^−_r∗ udovletvorØet (21) i (26). Lemma 4.9 [7, gl. II] pokazyvaet, qto

osc_{B+} R h_{ξr} 6 N_{22}R^γ pri r = 1, . . ., n − 1, R 6 R_0,

i ostaetsØ zametit~, qto soglasno vyboru h_{ξr} trebuemaØ ocenka (6) prØmo sleduet iz poslednego neravenstva. �

Teorema 2. Pust~ ∂Ω ∈ W^4_n, funkciØ u ∈ W^4_n (Ω) ∩ W^4_∞(∂Ω) ØvlØ-

etsØ rexeniem zadaqi (1)–(2), i pust~ ‖u‖_Ω 6 M_0, ‖Du‖_Ω 6 M_1. Predpoloßim, qto pri |u| 6 M_0, |p| 6 M_1 vypolneny strukturnye usloviØ (A0), (A1), (A2), (D), (B0), (B1), (B2), priqem v uslovii (A2) Φ ∈ L_n(Ω).

Togda ‖D^2u‖_Ω 6 M_2, [D^2u]_{γ,Ω} 6 M_{2,γ} ,

94 A. I. NAZAROV gde γ ∈]0; 1[ – konstanta iz lemmy 2.1, a M_2 i M_{2,γ} opredelØ¸tsØ temi ße veliqinami, qto i konstanta C_1 v lemme 2.1, a takße svoæstvami ∂Ω.

Dokazatel~stvo. Poloßim C2 = max_Ω |D^2u|.

RasprØmiv granicu v okrestnosti proizvol~noæ toqki y^∗ ∈ ∂Ω, zametim, qto ‖DD^′u‖_{Γ1} 6 ~N_0C_2, gde ~N_0 opredelØetsØ tol~ko svoæstvami ∂Ω.

Lemma 2.1 daet neravenstvo [D^′ 2u]_{γ,Γ1/2} 6 N_{23} ( 1 + C2 ) , i, sledovatel~no, vvidu proizvol~nosti y^∗,

‖u‖_C2+γ_{(∂Ω)} 6 N_{24} ( 1 + C2 ) . Rassmotrim teper~ uravnenie (1) kak lineænoe uravnenie s gel~derovskimi kofffficientami pri graniqnom uslovii Dirihle klassa C^{2+γ} . Togda ocenka Xaudera ([7, §3.2]) daet [D2u]_{γ,Ω} 6 N25 ( 1 + C2 ) , (27)

(zametim, qto konstanty N_{23}, N_{24}, N_{25} zavisØt tol~ko ot veliqin, privedennyh v uslovii teoremy), a kompaktnost~ vloßeniØ C^γ (Ω) v C(Ω) daet dlØ l¸bogo ε > 0

C_2 = ‖D^2u‖_Ω 6 εC_2 + N_{26}(ε^{−1})

(N_{26} zavisit takße ot veliqin, ukazannyh v uslovii teoremy).

Poloßiv ε =^1_2 , my ocenim ‖D^2u‖_Ω, posle qego neravenstvo (27) daet ocenku [D^2u]_{γ,Ω}. �

Zameqanie. V teoremah 2.1 i 2.2 [3] ocenki pervyh proizvodnyh

rexeniØ zadaqi (1)–(2) byli poluqeny pri uslovii u ∈ C^2(Ω). Analogiqno, v lemme 2.1 i v teoreme 2 moßno sqitat~, qto u ∈ C^3(Ω). DlØ fftogo v lemme 2.1 sleduet odno iz differencirovaniæ zamenit~ na raznostnoe otnoxenie s xagom ρ i vmesto funkciæ h_ξ rassmatrivat~ funkcii ~h_ξ =^{Δξ,ρDξ u}_{1+M} ′_2 , a zatem pereæti k predelu pri ρ → 0.

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 95

Dokazatel~stvo teoremy 1. Zametim, qto pri σ < 1 graniqnoe

uslovie v (3) ØvlØetsØ ravnomerno fflliptiqeskim (nevyroßdennym) usloviem VentcelØ. Pofftomu zadaqa (3) imeet hotØ by odno rexenie u_σ ∈ C^{2+}e^γ (Ω) pri nekotorom ~γ ∈]0, 1[ (sm. [8, teorema 3]).

RassmatrivaØ graniqnoe uslovie v (3) kak lineænoe avtonomnoe uravnenie na ∂Ω

(στ α^{sm} + (1 − σ)δ^m_s )d_sd_mu_σ + f = 0 na ∂Ω, (28) gde f(x) = σ [ τ (x)α_1(x, u_σ(x), du_σ(x))+α_2(x, u_σ(x), Du_σ(x)) ] −(1−σ)u_σ (x), i uqityvaØ strukturnye usloviØ, my zakl¸qaem, qto kofffficienty i pravaØ qast~ (28) prinadleßat C^{1+}e^γ (∂Ω). Pofftomu u_σ ∈ C^{3+}e^γ (∂Ω).

Analogiqno, primenenie lineænoæ teorii k uravneni¸ v oblasti s uqetom strukturnyh usloviæ daet u_σ ∈ C^{3+}e^γ (Ω).

Teper~ iz strukturnyh usloviæ vidno, qto kofffficienty i pravaØ qast~ (28) prinadleßat W^2_∞(∂Ω). Pofftomu s uqetom ∂Ω ∈ W^4_q imeem u_σ ∈ W^4_q (∂Ω).

Nakonec, vnov~ rassmatrivaØ uravnenie v oblasti, poluqaem u_σ ∈ W^4_q (Ω).

Po uslovi¸ 2) teoremy mnoßestvo {u_σ}, σ ∈ [0; 1[, ograniqeno v C(Ω). Krome togo, oqevidno, qto vse konstanty, vhodØwie v strukturnye usloviØ, mogut byt~ vybrany ne zavisØwimi ot σ. Iz teorem 2.1 i 2.2 [3] sleduet, qto mnoßestvo {u_σ} ograniqeno v C^{1+}e^γ (Ω), a teorema 2 pokazyvaet, qto ffto mnoßestvo ograniqeno v C^{2+γ} (Ω). Pofftomu moßno izvleq~ podposledovatel~nost~ σ_k → 1, dlØ kotoroæ u_{σk} shodØtsØ v C^2(Ω). Oqevidno, predel~naØ funkciØ daet rexenie zadaqi (1)–(2). �

Teorema 1 nosit uslovnyæ harakter. DlØ ee primeneniØ neobhodimo imet~ apriornu¸ ocenku ‖u‖_Ω (uslovie 2), kotoraØ moßet byt~ poluqena pri razliqnyh usloviØh. Privedem odin iz vozmoßnyh variantov.

Lemma 2.2. Pust~ pri |u| > M0 vypolneny usloviØ sign(u) · a(x, u, 0) < 0, x ∈ Ω, sign(u) · ( τ (x)α_1(x, u, 0) + α_2(x, u, 0) ) 6 0, x ∈ ∂Ω. (29)

96 A. I. NAZAROV

Togda vypolnØetsØ uslovie 2) teoremy 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ u – rexenie zadaqi (3), i max x∈Ω u = u(x^0) > M_0.

Esli x^0 ∈ Ω, to Du(x^0) = 0. Soglasno pervomu uslovi¸ (29) u v okrestnosti toqki x^0 ØvlØetsØ subrexeniem dlØ operatora σL +

(σ−1)Δ, i my prihodim k protivoreqi¸ s principom maksimuma.

Esli ße x^0 ∈ ∂Ω, to du(x^0) = 0,^{∂u}_∂n (x^0) > 0, d^2u(x^0) 6 0. Pofftomu iz (B0a), (B0b) i vtorogo usloviØ (29) sleduet

B[u]^|_{x=x}0 6 τ (x^0)α1(x^0, u(x^0), 0) + α2(x^0, u(x^0), 0) − χ^{∂u}_{∂n} (x^0) 6 0.

Pri fftom ravenstvo nul¸ vozmoßno tol~ko esli ∂u/∂n(x^0) = 0. No togda Du(x^0) = 0, i vnov~ u v okrestnosti toqki x^0 ØvlØetsØ subrexeniem dlØ operatora σL + (σ − 1)Δ, qto protivoreqit lemme o normal~noæ proizvodnoæ.

Takim obrazom, max_{x∈Ω} u 6 M_0. Toqno tak ße min_{x∈Ω} u > −M_0. �

Literatura

1. D. E. Apushkinskaya, A. I. Nazarov, A survey of results on nonlinear Venttsel problems. — Appl. Math. 45, No. 1 (2000), 69–80.

2. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Gel~derovskie ocenki rexeniæ vyroßdennyh graniqnyh zadaq VentcelØ dlØ paraboliqeskih i fflliptiqeskih uravneniæ nedivergentnogo vida. — V kn.: Problemy matematiqeskoæ fiziki i teorii funkciæ (Probl. mat. anal., vyp. 17). SPb. Izd. SPb- GU (1997), 3–19.

3. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Ocenki gradienta dlØ rexeniæ stacionarnyh vyroßdennyh zadaq VentcelØ. — V kn.: Nelineænye uravneniØ s qastnymi proizvodnymi i teoriØ funkciæ (Probl. mat. anal., vyp. 18). SPb. Izd. SPbGU (1998), 43–69.

4. Obzor rezul~tatov po razreximosti kraevyh zadaq dlØ ravnomerno fflliptiqeskih i ravnomerno paraboliqeskih uravneniæ vtorogo porØdka, ime¸wih neograniqennye osobennosti. — UMN 41, No. 5 (1986), 59–83.

5. N. V. Krylov, Lekcii po fflliptiqeskim i paraboliqeskim uravneniØm v prostranstvah Gel~dera. (UniversitetskaØ seriØ. T. 2), NauqnaØ kniga, Novosibirsk (1998).

6. N. S. Trudinger, Fully nonlinear, uniformly elliptic equations under natural structure conditions. — Trans. Am. Math. Soc. 278 (1983) 751–769.

7. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. 2-e izd., Nauka, M. (1973).

VYROȷDENNA˚ ZADAQA VENTCEL˚ 97 8. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, O kvazilineænoæ stacionarnoæ zadaqe VentcelØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1995), 20–29.

Nazarov A. I. Degenerate Venttsel’ boundary value problem to elliptic equations.

The existence theorem is proved for quasilinear degenerate elliptic Venttsel’ BVP.

Postupilo 15 marta 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet