Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 310, 2004 g.

V. V. ȷikov

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` V PROSTRANSTVE SOBOLEVA–ORLIQA

1. Vvedenie

Za poslednie gody mnogo vnimaniØ bylo udeleno variacionnym zadaqam dlØ integral~nyh funkcionalov vida ∫ Ω |∇u(x)|^{p(x)} dx, gde izmerimyæ v oblasti Ω ⊂ R^n pokazatel~ p(x) udovletvorØet uslovi¸

1 < α 6 p(x) 6 β < ∞. (1.1)

S takimi funkcionalami oqen~ estestvenno svØzany prostranstva Soboleva–Orliqa, i mnogie voprosy obweæ teorii poluqa- ¸t bolee Øsnyæ otvet v terminah fftih prostranstv. Naprimer, naliqie ffffekta Lavrent~eva ffkvivalentno tomu, qto gladkie funkcii ne plotny v prostranstve Soboleva–Orliqa.

Privedem nekotorye svedeniØ iz teorii prostranstv Soboleva–Orliqa, sm. [1], [2]. Qerez L^{p(·)}(Ω) oboznaqim mnoßestvo vseh izmerimyh na Ω funkciæ f(x) takih, qto

A_p(f) = ∫ Ω |f(x)|^{p(x)}dx < ∞. Klass L^{p(·)}(Ω) budet banahovym (refleksivnym) prostranstvom, esli normu opredelit~ ravenstvom

‖f‖_Lp(·) = inf{λ > 0, A_p(λ^{−1}f) 6 1}. (1.2)

Zametim, qto inf v (1.2) dostigaetsØ, esli A_p(f) > 0, krome togo, ‖f‖_Lp(·) = λ > 0 ⇐⇒ A_p(λ^{−1}f) = 1. Ots¸da poluqaem sledu¸wie svoæstva ‖f‖_Lp(·) ¿ 1 =⇒ ‖f‖^α_Lp(·) 6 A_p(f) 6 ‖f‖^β_{Lp(·)} , ‖f‖_Lp(·) 6 1 =⇒ ‖f‖^β_{Lp(·)} 6 A_p(f) 6 ‖f‖^α_Lp(·) . (1.3) 67

68 V. V. ȷIKOV

Nam ponadobitsØ sledu¸waØ prostaØ

Lemma 1.1. Pust~ ograniqennaØ v L^{p(·)} posledovatel~nost~ fε ta-

kova, qto f_ε(x) → f(x) poqti vs¸du na Ω. Togda f ∈ L^{p(·)} i f_ε ⇀ f v L^{p(·)}.

Predpoloßim, oblast~ Ω ograniqena i imeet lipxicevu granicu. Opredelim prostranstvo Soboleva–Orliqa

W^{p(·)}(Ω) = {u ∈ W^{1,1}(Ω), ∫ Ω |∇u|^pdx < ∞},

‖u‖_W p(·)_{(Ω)} = | | ∫ Ω u dx | | + ‖∇u‖_{Lp(·)} , gde ‖∇u‖_Lp(·) oznaqaet normu funkcii |∇u| v L^{p(·)}(Ω). Opredelim takße svØzannoe s zadaqeæ Dirihle prostranstvo

W^{p(·)}_0 = {u ∈ W^{1,1}_0 (Ω), ∫ Ω |∇u|^pdx < ∞}, ‖u‖_W p(·)_0 = ‖∇u‖_Lp(·) . Lemma 1.2. Mnoßestvo W^{p(·)}_0 (Ω) ∩ L^∞(Ω) plotno v W^{p(·)}_0 (Ω). Dokazatel~stvo. DlØ srezki

u^{(k)} = { u(x), esli |u(x)| 6 k ±k, esli |u(x)| > k imeem |∇u^{(k)}| 6 |∇u|, i po teoreme Lebega lim_{k→∞} ∫ Ω |∇u−∇u^{(k)}|^p dx → 0. Lemma dokazana.

Lemma1.3. Esli pokazatel~ p nepreryven v Ω, to imeet mesto

vloßenie W^{p(·)}(Ω) ⊂ L^{p(·)}(Ω). Vypolneno takße neravenstvo tipa Fridrihsa

‖u‖_Lp(·)_{(Ω)} 6 c_0‖∇u‖_Lp(·)_{(Ω)} ∀u ∈ W^{p(·)}_0 (Ω). (1.4)

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~ ukazannoe vloßenie v

kaßdoæ podoblasti Ω ∩ B, gde B xar malogo radiusa. Sqitaem, qto p_2 = max_{Ω∩B} p(x) 6 n + 1 n p_1, p_1 = min_{Ω∩B} p(x).

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 69

Togda v silu teoremy vloßeniØ Soboleva

W^{p(·)}(Ω ∩ B) ⊂ W^{1,p1} (Ω ∩ B) ⊂ L^{p2} (Ω ∩ B) ⊂ L^{p(·)}(Ω ∩ B) (1.5)

i iskomoe vloßenie ustanovleno. Samo neravenstvo (1.4) legko proverØetsØ obyqnym rassußdeniem ot protivnogo. Lemma dokazana.

Prostranstvo W^{p(·)}(R^n) opredelim kak mnoßestvo funkciæ

u ∈ L^{p(·)}(R^n), ime¸wih gradient (v smysle raspredeleniæ) iz L^{p(·)}(R^n), t.e.

W^{p(·)}(R^n) = { u ∈ L^{p(·)}(R^n), ∇u ∈ L^{p(·)}(R^n) } , ‖u‖_W p(·)_(Rn_) = ‖u‖_Lp(·) + ‖∇u‖_Lp(·) . Legko proverit~, qto finitnye funkcii plotny v W^{p(·)}(R^n).

2. Logarifmiqeskoe uslovie.

V svØzi s voprosom o plotnosti gladkih funkciæ opredelim prostranstva:

H_0 = H^{p(·)}_0 (Ω) kak zamykanie mnoßestva C^∞_0 (Ω) v W^{p(·)}_0 (Ω) = W_0,

H = H^{p(·)}(Ω) kak zamykanie mnoßestva C^∞(Ω) v W^{p(·)}(Ω) = W,

H = H^{p(·)}(R^n) kak zamykanie mnoßestva C^∞_0 (R^n) v W^{p(·)}(R^n) = W.

Primer 1. (sm. [3]). Pust~ n = 2, Ω = {|x| < 1} – ediniqnyæ krug, p(x) = { α, esli x_1x_2 > 0, β, esli x_1x_2 < 0, 1 < α < 2 < β.

Togda H_0 ≠ W_0, H ≠ W (fftot rezul~tat takße sleduet iz teoremy 5.1).

Po kontrastu s fftim primerom rassmotrim drugoæ.

Primer 2. Tot ße pokazatel~ p(x), no Ω = {^1_2 < |x| < 1} – kol~co.

Togda H_0 = W_0, H = W .

Oqevidno, qto esli pokazatel~ p(x) prinimaet tol~ko dva znaqeniØ, to voznika¸t geometriqeskie motivy, tak kak vse zavisit ot geometriqeskih svoæstv otdel~nyh faz. DlØ nepreryvnyh pokazateleæ problema plotnosti gladkih funkciæ nosit inoæ harakter.

70 V. V. ȷIKOV

Pust~ w(t) – nepreryvnaØ neubyva¸waØ funkciØ na otrezke

[0,^1_2 ], w(0) = 0. FunkciØ w budet slußit~ modulem nepreryvnosti

pokazatelØ p(x), esli |p(x) − p(y)| 6 w(|x − y|) ∀x, y ∈ Ω, |x − y| 6 1 2 . (2.1)

V rabotah [4]–[7] bylo pokazano, qto v sluqae w(t) =^{k0}_{ln 1t} gladkie funkcii plotny v prostranstvah Soboleva–Orliqa, H^{p(·)}_0 (Ω) =

W^{p(·)}_0 (Ω), H^{p(·)}(Ω) = W^{p(·)}(Ω). Esli ne sqitat~ opredelennyh n~¸-

ansov, svØzannyh s graniceæ oblasti Ω, to osnovnoæ xag sostavlØlo sledu¸wee utverßdenie o ravnomernoæ ograniqennosti sglaßiva¸wih operatorov.

DlØ f ∈ L^{p(·)}(R^n) poloßim

f_ε(x) = ∫ Rn^{f(y)ρε (x − y)dy, ρε(x) = ε−nρ(ε−1x),} ρ ∈ C^∞_0 (R^n), ρ ¿ 0, ∫ Rn^{ρ(x) dx = 1, ρ(x) = 0 pri |x| ¿ 1.}

Teorema 2.1. Esli w(t) =^{k0}_{ln} 1_t – modul~ nepreryvnosti pokazatelØ

p(x), to (i) ‖f_ε‖_Lp(·)_(Rn_) 6 c(‖f‖_Lp(·)_(Rn_)+‖f‖_L1_(Rn_)), c = c(k_0, ρ, β); (2.2)

(ii) ‖f_ε − f‖_Lp(·)_(Rn_) → 0 kak tol~ko f ∈ L^{p(·)}(R^n) ∩ L^1(R^n).

Dokazatel~stvo. Sqitaem, qto ‖f‖_L1_(Rn_) 6 τ = (max ρ)^{−1}. Togda |f_ε(x)| 6 ε^{−n} max ρ · ∫ Rn^{|f| dx 6 ε−n. (2.3)} Poloßiv p_ε(x) = min{p(y), |x − y| < ε}, sdelaem dva zameqaniØ. Vo-pervyh, p_ε(x) 6 p(y) pri |x − y| < ε, (2.4) qto neposredstvenno Øsno. Vo-vtoryh, |λ|^{p(x)} 6 (e^{nk0} + 1)|λ|^{pε(x)} pri |λ| 6 ε^{−n}, (2.5)

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 71

tak kak 0 6 p(x) − p_ε(x) 6 w(ε), |λ|^{p(x)} = |λ|^{p(x)−pε(x)}|λ|^{pε(x)} 6 (|λ|^{w(x)} + 1)|λ|^{pε(x)} 6 6 (ε^{−nw(ε)} + 1)|λ|^{pε(x)} 6 (e^{nk0} + 1)|λ|^{pε(x)} v silu logarifmiqeskogo usloviØ.

Dalee, po integral~nomu neravenstvu `ensena |f_ε(x)|^{pε(x)} 6 ∫ Rn^{|f(y)|pε (x)ρε(x−y)dy 6} ∫ Rn^{(|f(y)|p(y) +|f(y)|)ρε (x−y)dy} gde ispol~zovano neravenstvo (2.4). Teper~ iz (2.3), (2.5) imeem

|f_ε(x)|^{p(x)} 6 (e^{nk0} + 1) ∫ Rn^{(|f(y)|p(y) + |f(y)|)ρε (x − y)dy,} A_p(f_ε) 6 (e^{nk0} + 1)(A_p(f) + τ ) pri ‖f‖_L1_(Rn_) 6 τ = (max ρ)^{−1}. (2.6)

Ots¸da legko sleduet ocenka (2.2). V samom dele, imeem cepoqku neravenstv ‖f‖_Lp(·) + ‖f‖_L1 6 τ^{(1.3)}=⇒ A_p(f) 6 τ^β + 1^{(2.6)}=⇒

A_p(f_ε) 6 (e^{nk0} + 1)(τ^β + 1)^{(1.3)}=⇒ ‖f_ε‖_Lp(·) 6 1 + (e^{nk0} + 1)(τ^β + 1) ≡ γ.

�to oznaqaet, qto ‖f_ε‖_Lp(·) 6 τ^{−1}γ(‖f‖_Lp(·) + ‖f‖_L1 ) i ocenka (2.2) dokazana. Utverßdenie (ii) o shodimosti sleduet iz teoremy Banaha–Xteængauza. Deæstvitel~no, mnoßestvo finitnyh funkciæ iz L^∞(R^n) plotno v L^{p(·)}(R^n) ∩ L^1(R^n), a dlØ kaßdoæ takoæ funkcii f imeem

f_ε → f v L^β (R^n) =⇒ f_ε → f v L^{p(·)}(R^n).

Teorema dokazana.

Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto zamena modulØ w(t) =^1_{ln} 1_t na^1_{(ln} 1_{t )s} , gde s ∈ (0, 1), uße ne obespeqivaet plotnosti gladkih funkciæ (a znaqit, i ravnomernoæ ograniqennosti sglaßiva¸- wih operatorov).

72 V. V. ȷIKOV

Primer 3 (sm. [5]–[7]). Pust~ n = 2, Ω = {|x| <^1_2 }, r, θ – polØrnye

koordinaty,

p(x) = 2 + cos 2θ (ln^1_r )^s . Togda H_0 = W_0 pri s ¿ 1, H_0 ≠ W_0 pri 0 < s < 1. Pervyæ sluqaæ obslußivaetsØ teoremoæ 4.1, a vtoroæ – teoremoæ 5.1.

3. Obobwenie logarifmiqeskogo usloviØ.

Spravedliva sledu¸waØ

Teorema 3.1. Esli w(t) – modul~ nepreryvnosti pokazatelØ p

(sm. (2.1)) i_1 2∫ 0 t^{−1+ nw(t)α} dt = ∞, (3.1) to gladkie funkcii plotny v prostranstve Soboleva–Orliqa.

Primerom modulØ nepreryvnosti, udovletvorØ¸wego uslovi¸ (3.1), slußit ω(t) = k ln ln^1_t

ln^1_t , 0 < k 6 α n . (3.2)

DlØ Øsnosti rassmotrim sluqaæ prostranstva W^{p(·)}(R^n). Sqitaem, qto u ∈ W^{p(·)} finitna, a imenno sosredotoqena v xare |x| < R. Pust~ Ω = {|x| < 2R}, f(x) = |∇u(x)| + d^{−1}(x)|u(x)|, gde d(x) – rasstoØnie ot toqki x ∈ Ω do granicy ∂Ω. V silu finit-

nosti u v Ω imeem f ∈ L^{p(·)}(R^n).

Vvedem maksimal~nu¸ funkci¸

g(x) = sup_B 1 |B| ∫ B f(y)dy, gde sup beretsØ po vsem xaram B = B(x) s centrom v toqke x, i poloßim E(λ, g) = {x ∈ R^n, g(x) > λ}. Izvestno [9], str. 255, qto |u(x) − u(y)| 6 cλ|x − y| dlØ poqti vseh toqek x, y ∈ F_λ = Ω \ E(λ, g)

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 73

priqem postoØnnaØ c ¿ 1 zavisit ot n. Krome togo, po postroeni¸ |u(x)| 6 λρ(x) na F_λ. Ots¸da sleduet, qto funkciØ

u(x)|_{Fλ∪(}Rn_{\Ω)} ØvlØetsØ cλ – lipxicevoæ, i po izvestnoæ teore-

me (sm.[9], str. 80) ee moßno prodolßit~ na R^n s sohraneniem konstanty Lipxica. V rezul~tate poluqaem

u_λ ∈ W^∞_0 (Ω), ∇u_λ = ∇u p.v. na Ω \ E(λ, g), |∇u_λ| 6 cλ p.v na Ω, ∫ Ω |∇u − ∇u_λ|^pdx = ∫ E(λ,g) |∇u − ∇u_λ|^pdx 6 c_1 ( ∫ E(λ,g) |∇u|^pdx + ∫ E(λ,g) λ^pdx ) . (3.3) Tak kak lim_{λ→∞} ∫ E(λ,g) |∇u|^pdx = 0, to dlØ naxih celeæ dostatoqno

dokazat~, qto Φ(λ) ≡ ∫ E(λ,g) λ^pdx → 0 pri λ → ∞.

V fftom sluqae iz (3.3) budet sledovat~ ∇u_λ → ∇u v L^{p(·)}(Ω), a shodimost~ u_λ → u v L^{p(·)}(Ω) obespeqivaetsØ neravenstvom (1.4). Bolee togo, dostatoqno suwestvovaniØ posledovatel~nosti λ_k → ∞, dlØ kotoroæ Φ(λ_k) → 0. V svo¸ oqered~, takaØ posledovatel~nost~ suwestvuet, esli dlØ nekotoroæ nepreryvnoæ neotricatel~noæ funkcii φ(λ) (λ ¿ 2) vypolneno ∞∫ 2 φ(λ)dλ = ∞, ∞∫ 2 φ(λ)Φ(λ)dλ < ∞. (3.4) Dal~neæxie rassußdeniØ uße ne svØzany s ishodnoæ zadaqeæ approksimacii, a predstavlØ¸t soboæ nekotoru¸ ocenku dlØ maksimal~noæ funkcii g = M f, gde f ∈ L^{p(·)}(R^n) ∩ L^α(R^n), f ¿ 0.

Po teoreme Vitali naædutsØ nepereseka¸wiesØ xary {B_i} = {B(x_i, r_i)} takie, qto E(λ, g) ⊂ ⋃ B(x_i, 5r_i), ∫ B_i f(y)dy > λ|B_i|.

74 V. V. ȷIKOV

Ots¸da |B_i|λ 6 ∫ B_i∩E(^λ_2 ,f) fdy + ∫ B_i∩{f6^λ_2 } fdy 6^∫ B_i∩E(^λ_2 ,f) fdy + λ 2 |B_i|,

|B_i| 6 2 λ ∫ B_i∩E(^λ_2 ,f) fdy, (3.5)

Esli p^+_i = max_{B(xi,5ri)} p(y), to pri λ ¿ 1

Φ(λ) 6 ∑ i ∫ B(x_i,5r_i) λ^p dx 6 5^n ∑ i λ^{p+i} |B_i| 6 6 2 · 5^{n ∑}_i^∫

B_i ∩E(^λ_2 ,f) λ^{p+i −1}f dx 6 2 · 5^n ∑ i λ^{w(5ri)} ∫ B_i∩E(^λ_2 ,f) λ^{p−1}f dx.

Bez poteri obwnosti sqitaem, qto ‖f‖_Lα_(Rn_) 6 5^{−(n+1)}. Togda (sm. (3.5)) |B_i| 6 2 λ (∫ Rn^{f αdx} ) 1_α |B_i|^1α^′ =⇒ r_i 6 5^{−1}λ^{− αn} ,

i, opredeliv funkci¸ φ(λ) ravenstvom φ(λ) = 1 λ^{1+w(λ− αn )} , (3.6) poluqim

Φ(λ) 6 2·5^n(φ(λ))^{−1} ∑ i ∫ B_i∩E(^λ_2 ,f) λ^{p−2}f dx 6 2·5^n(φ(λ))^{−1} ∫ E(^λ_2 ,f) λ^{p−2}f dx,

∞∫ 2 φ(λ)Φ(λ)dλ 6 2 · 5^n ∞∫ 2 dλ ∫ E(^λ_2 ,f) λ^{p−2}f dx 6 2^{β+1}5^n ∞∫ 0 dλ ∫ E(λ,f) λ^{p−2}f dx.

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 75

DlØ postoØnnogo p > 1 vypolneno sootnoxenie ∞∫ 0 dλ ∫ E(λ,f) λ^{p−2}fdx = 1 p − 1 ∫ Rn^{f p dx,} iz kotorogo v sluqae peremennogo pokazatelØ p(x) ¿ α > 1 sleduet ocenka_∞ ∫ 0 dλ ∫ E(λ,f) λ^{p−2}f dx 6 1 α − 1 ∫ Rn^{f pdx,} v qem netrudno ubedit~sØ rassmotrev kusoqno-postoØnnye p(x). V rezul~tate ∞∫ 2 φ(λ)Φ(λ)dλ 6 2^{β+1}5^n α − 1 ∫ Rn^{f p dx, (3.7)} to est~ uslovie (3.4)_2 vypolneno. OstaetsØ zametit~, qto uslovie

(3.4)_1 s funkcieæ φ iz (3.6) ffkvivalentno uslovi¸ (3.1). Teorema

dokazana.

Dopustim, qto pokazatel~ p(x) udovletvorØet logarifmiqeskomu uslovi¸, t.e. w(t) =^{k0}_{ln 1t} . V fftom sluqae φ(λ) = λ^{−1}e^{− k0n}α i neravenstvo (3.7) daet ∞∫ 2 dλ ∫ E(λ,g) λ^{p(x)−1} dx 6 c_1 ∫ Rn^{f p dx, c1 = c1(α, β, k0, n).} Zametim, qto dlØ postoØnnogo p verno sootnoxenie ∞∫ 2 dλ ∫ E(λ,g) λ^{p−1} dx = 1 p ∫ E(2,g) g^p dx, iz kotorogo v sluqae peremennogo p(x) 6 β sleduet neravenstvo ∞∫ 2 dλ ∫ E(λ,g) λ^{p−1} dx ¿ β^{−1} ∫ E(2,g) g^p dx.

76 V. V. ȷIKOV

Dalee, ispol~zuØ klassiqesku¸ L^α(R^n)-ocenku maksimal~noæ funkcii, imeem ∫ Rn\E(2,g)^{gp dx 6 2β} ∫ Rn^{gα dx 6 τ} ∫ Rn^{f α dx 6 τ, τ = τ (n, α, β),} V rezul~tate vseh ocenok zakl¸qaem, qto ∫ Rn^{gpdx 6 c2(1 +} ∫ Rn^{f pdx) pri ‖f‖Lα (}R^{n) 6 5−(n+1).} Ots¸da poluqaem (sm. vyvod neravenstva (2.2) iz (2.6)) ocenku

‖g‖_Lp(·)_(Rn_) 6 c(‖f‖_Lp(·)_(Rn_) + ‖f‖_Lα_(Rn_)), c = c(α, β, n, k_0). (3.8)

Teorema 3.2. Pust~ pokazatel~ p(x) udovletvorØet logarifmi-

qeskomu uslovi¸, t.e. w(t) =^{k0}_{ln 1t} . Togda vypolnena ocenka (3.8), v kotoroæ g = M f – maksimal~naØ funkciØ.

Iz ocenki (3.8) legko sleduet ocenka (2.2). Otmetim, qto uslovie α > 1 (sm. (1.1)) vaßno dlØ vyvoda ocenki (3.8), v to vremØ kak dlØ ocenki (2.2) ono ne trebuetsØ. Otkrytyæ vopros: kak obstoit s fftimi ocenkami v sluqae modulØ nepreryvnosti w iz (3.2)?

4. Sluqaæ odnoæ osoboæ toqki.

Pust~ Ω = {|x| <^1_2 } – xar i pokazatel~ p(x) gladok vne naqala koordinat.

Teorema 4.1. Ravenstvo H0 = W0 vypolneno v sledu¸wih sluqaØh

(i) p(x) 6 n + w(|x|), w(r) 6 cr^{w(r)n−1} ; (4.1) (ii) p(0) > n, |p(x) − p(0)| 6 w(|x|), w(r) 6 cr^{2nw(r)p2 (0)−w2 (r)} . (4.2) Dokazatel~stvo. Proverim, qto W0∩L^∞ ⊂ H0 (fftogo dostatoqno

v silu lemmy 1.2). DlØ u ∈ W_0 ∩ L^∞ poloßim u_t(x) = η_t(x)u(x),

η_t(x) =

1 pri r ∈ [t, 1],

ln^r_t ln^1_δ + 1 pri r ∈ [tδ, t], 0 pri r ∈ [0, tδ],

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 77

gde t, δ ∈ (0, 1). Legko ponØt~, qto u_t ∈ H_0 blagodarØ gladkosti pokazatelØ p(x) vne naqala koordinat. Dokaßem slabu¸ shodimost~ ∇u_t = ∇η_tu + η_t∇u ⇀ ∇u v L^{p(·)}(Ω) pri t → 0. Tak kak ∇u_t(x) → ∇u(x) p.v. na Ω, to nado proverit~ ograniqennost~ semeæstva ∇u_t v L^{p(·)}(Ω) (sm. lemmu 1.1). DlØ fftogo (poskol~ku u ∈ L^∞(Ω), 0 6 η_t 6 1) dostatoqno ograniqennosti semeæstva ∇η_t v L^{p(·)}(Ω).

V sluqae (i) ∫ Ω |∇η_t|^p dx 6 |Ω| + ∫ Ω |∇η_t|^{n+w(t)} 6 |Ω| + 1 (ln^1_δ )^{n+w(t)}w(t)(tδ)^{w(t)} . Pri fiksirovannom t znamenatel~ drobi dostigaet maksimuma, esli poloßit~ ln^1_δ =^{n+w}_w . V rezul~tate ∫ Ω |∇η_t|^p dx 6 |Ω| + 1 t^we^{−(w+n)}(^{w+n}_w )^{w+n} 6 |Ω| + cw^{n−1} t^w i pri vypolnenii usloviØ (4.1) veliqina sprava ograniqena.

V sluqae (ii) v kaqestve priblißeniØ k u berem u_t =

η_t(x)(u(x) − u(0)) + u(0). Dostatoqno proverit~, qto semeæstvo ∇η_t(u−u(0)) ograniqeno v L^{p(·)}(Ω). S pomow~¸ neravenstva Mor- ri |u(x) − u(0)| 6 c|x|^{(1− np(0)−w(t) )}, |x| 6 t, nesloßnymi vyqisleniØmi prihodim k ocenke Φ(t) ≡ ∫ Ω |∇η_t|^p|u − u(0)|^p dx 6 |Ω| + c_1

(ln^1_δ )^{p(0)+w(t)}w(t)t^{2nw(t)p(0)−w(t)}

i, polagaØ v neæ ln^1_δ =^{p(0)+w(t)}_{2nw(t)} , poluqim

Φ(t) 6 |Ω| + c

(w(t))^{p(0)+w(t)} t^{2nw(t)} p(0)−w(t) . Pri vypolnenii usloviØ (4.2) veliqina Φ ograniqena. Teorema dokazana.

78 V. V. ȷIKOV

Otmetim, qto uslovie (4.1) neuluqxaemo v tom smysle, qto pokazatel~^1_{n−1} nel~zØ umen~xit~ (sm. primer 4 v §5). S usloviem (4.2) delo obstoit inaqe, naprimer, pri n = 2 ego moßno zamenit~ prostym neravenstvom p(x) ¿ 2. �tot sluqaæ svoditsØ (po dvoæstvennosti) k sluqa¸ p(x) 6 2, w(t) ≡ 0.

5. Kontrprimery.

Zdes~ rassmatrivaetsØ sluqaæ n = 2, Ω = {|x| < r_0}.

Teorema 5.1. Pust~ A^{(1)}, A^{(2)}, A^{(3)}, A^{(4)} – qetyre nepereseka¸-

wihsØ sektora, raspoloßennye v krugovom porØdke (sm. ris.), i ∫ A^{(1)} ∪A^{(3)} |x|^{−p′(x)}dx < ∞, ∫ A^{(2)} ∪A^{(4)} |x|^{−p(x)}dx < ∞, (5.1)

gde p^′(x) =^{p(x)}_{p(x)−1} . Togda H_0 ≠ W_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ r = |x|, θ – polØrnye koordinaty,

R ∈ (0, r_0), B_R = {|x| < R}, A^{(1)}_R = A^{(1)} ∩ B_R, A^{(3)}_R = A^{(3)} ∩ B_R.

DlØ u ∈ C^∞_0 (Ω) imeem u(θ, R) = − r_0∫

R ∂u ∂r (θ, r)dr = R∫ 0 ∂u ∂r (θ, r)dr + c, c = u(0).

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 79

IntegriruØ po uglovoæ duge Γ_1, poluqim po neravenstvu ınga - ∫ Γ_1 |u(θ, R)|dθ 6 1 |Γ_1| ∫ A^{(1)} r^{−1}|∇u|dx 6

1 |Γ_1| ( ∫ A^{(1)} |r|^{−p′(x)} dx + ∫ Ω |∇u|^{p(x)} dx ) , | | | |- ∫ Γ_1 (u(θ, R) − c)dθ | | | | 6^1_{|Γ1|}^∫

A^{(1)}_R r^{−1}|∇u| dx 6

1 |Γ_1| ( ∫ A^{(1)}_R |r|^{−p′(x)} dx + ∫ B_R |∇u|^{p(x)} dx ) ,

i analogiqno dlØ sektora A^{(3)}. Ots¸da | | |- ∫ Γ_1 u(θ, R)dθ − - ∫ Γ_3 u(θ, R)dθ | | | 6 c0^{( ∫} A^{(1)}_R ∪A^{(3)}_R |r|^{−p′(x)} dx + ∫ B_R |∇u|^{p(x)} dx ) ,

gde c_0 = max{|Γ_1|^{−1}, |Γ_3|^{−1}}. �ti neravenstva oqevidno sohranØ- ¸tsØ dlØ funkciæ u ∈ H_0, i pofftomu

u ∈ H_0 =⇒ lim_{R→0} ( - ∫ Γ_1 u(θ, R)dθ − - ∫ Γ_3 u(θ, R)dθ ) = 0. (5.2)

OstaetsØ pred¨Øvit~ funkci¸ iz W_0, dlØ kotoroæ ukazannoe v (5.2) predel~noe sootnoxenie ne vypolneno. Dostatoqno vzØt~

u_0(x) = (1 − r^2)Φ(θ), gde Φ(θ) – gladkaØ funkciØ s periodom 2π,

obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

0 6 Φ 6 1, Φ|Γ_1 = 0, Φ|Γ_3 = 1, Φ^′ sosredotoqena na Γ2 ∪ Γ4.

Poskol~ku |∇u_0| 6 r^{−1}+c na A^{(2)}∪A^{(4)} i |∇u_0| 6 c na Ω\(A^{(2)}∪A^{(4)}), to v silu (5.1)_2 imeem ∫ Ω |∇u_0|^pdx < ∞ =⇒ u_0 ∈ W_0, i teorema dokazana.

80 V. V. ȷIKOV

Primer 4. Pust~ Ω = {|x| <^1_2 }, p(x) = 2 + kχ(r)cos2θ, χ(r) = lnln^1_r ln^1_r , gde k > 0 – parametr. Pokaßem, qto

H_0 ≠ W_0 pri k > 1, H_0 = W_0 pri k < 1.

Pust~ k > 1, 1 < k_1 < k. Qerez A^{(1)}, A^{(2)}, A^{(3)}, A^{(4)} oboznaqim sektory |θ| < δ, |θ − π 2 | < δ, |θ − π| < δ, |θ − 3 2 π| < δ stol~ malogo rastvora 2δ, qto

p(x) 6 2 − k_1χ(r) na A^{(2)} ∪ A^{(4)}, p^′(x) 6 2 − k_1χ(r) na A^{(1)} ∪ A^{(3)}.

Togda usloviØ (5.1) vypolneny, naprimer, ∫ A^{(1)} ∪A^{(3)} dx |x|^{p′(x)} 6 1 2∫ 0 dr r^{1−k1χ(r)} = 1 2∫ 0 dr r(ln^1_r )^{k1} < ∞. V sluqae 0 6 k < 1 modul~ w(t) = kχ(t) udovletvorØet uslovi¸ (4.1) i teorema 4.1 obespeqivaet ravenstvo H_0 = W_0.

Sluqaæ k = 1 ostaetsØ nevyØsnennym. Zdes~ ne primenimy ni teorema 4.1, ni teorema 5.1.

Literatura

1. D. E. Edmunds, J. Rakosnik, Sobolev embeddings with variable exponent. — Studia

Math., 143(3) (2000), 267–293.

2. X. Fan, J. Shen, D. Zhao, Sobolev embeddings theorems for spaces W^{k,p(x)} . — J.

Math. Anal. Appl., 262, No. 2 (2001), 749–760.

3. ȷikov V.V. Usrednenie funkcionalov variacionnogo isqisleniØ i teorii uprugosti // Izv. AN SSSRb ser. matem., 1986, t. 50, ˝4, 675–711.

4. Fan Xianling, Regularity of nonstandard lagrangian f (x, ξ). — Nonlinear Analysis,

Theory, Methods and Applications, 27, No. 6, pp. 669–678 (1996).

5. V. V. Zhikov, Lavrentiev’s phenomenon and homogenization for some variational problems. — Composite Media and Homogenization Theory, World Scientific, Singapore, 273–288 (1995).

6. V. V. ȷikov, Ob ffffekte Lavrent~eva. — DAN RAN, t. 345, ˝ 1 (1995), 10–14.

O PLOTNOSTI GLADKIH FUNKCI` 81 7. V. V. Zhikov, On Lavrentiev’s Phenomen. — Russian Journal of Mathematical

Pfysics, 3, No. 2 (1995), 249–269.

8. V. V. Zhikov, On Some Variational Problems. — Russian Journal of Mathematical

Physics, 5(1) (1997), 105–116.

9. L. C. Evans, R. F. Gariepy, Measure theory and fine properties of functions. —

CRC Press. Boca Ration, Ann Arbor, London (1992).

Zhikov V. V. On density of smooth functions in Sobolev–Orlich spaces. We study the question of density of smooth functions in Sobolev spaces of variable orders also called Sobolev–Orlich spaces. In particular, we generalize the earlier obtained logarithmic condition and give a number of examples.

Postupilo 23 avgusta 2004 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet E-mail: zhikov@ vgpu.vladimir.ru